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✵✳✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦
■♥ ♠❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❛❧ ❞✐☛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭P❉❊✮ ♣❧❛② ❛ ♠❛✐♥ r♦❧❡✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❛✇s ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s P❉❊ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧

♦❢ s❝✐❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❢♦✉♥❞ ❛s ❛ P❉❊✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② ♦❢

t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✐t ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ✇r✐t❡ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ P❉❊❀

✐t ✐s ❥✉st ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✈❡r② ❡❧❡❣❛♥t ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❞♦ s♦✳

❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❜✉t

t❤❡ ❞♦ ♥♦t ♣♦ss❡ss ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❛t ❧❡❛st ✇✐t❤✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✮✳ ❆❧s♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s

❛r❡ ♦❢t❡♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡✐r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s P❉❊✳ ❚♦ ❝✉r❡ t❤❡s❡ ♦❜✈✐♦✉s ❞r❛✇❜❛❝❦

t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♦♥s✿

✭✐✮ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♠❛❦❡

♣❡r❢❡❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡♥s❡ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✭✐✐✮ ❑❡❡♣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s P❉❊ ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②

t❤❛t ❛❧s♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣♦ss❡ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❧❡❛❞s ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❣❡♥❡r✲

❛❧✐s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❥✉st ❣✐✈❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝❧❡❛r

✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ ♣✉r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t♦ ❞❡☞♥❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲

❞✐☛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ❝❧❡❛r ❤✐st♦r✐❝ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ❵✇✐s❤✬ t♦ ❞✐☛❡r❡♥t✐❛t❡ ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ q✉♦t❡ ❈❤❛r❧❡s ❍❡r♠✐t❡ ✭✶✽✷✷✲✶✾✵✶✮✳ ■♥ ❛ ❧❡tt❡r t♦ ❚❤♦♠❛s

❙t✐❡❧t❥❡s ✭✶✽✺✻✲✾✹✮ ❤❡ ✇r♦t❡✿

■ r❡❝♦✐❧ ✇✐t❤ ❞✐s♠❛② ❛♥❞ ❤♦rr♦r ❛t t❤✐s ❧❛♠❡♥t❛❜❧❡ ♣❧❛❣✉❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦

♥♦t ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳

✶



✷ ❈❤❛♣t❡r ✵✳ P❘❊▲❯❉❊

✵✳✷✳ ❙♦♠❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡♠❛r❦s✶

❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❭♣r❡❤✐st♦r②✧ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡

❞❡t❛✐❧s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦ ♦❢ ▲⑧✉t③❡♥ ❬▲❪✷✳

❙♦♠❡ ♣❤②s✐❝✐sts ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ✇❡r❡ ✉s✐♥❣ ❭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐❞❡❛s✧ t❤❡r❡❜②

❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡r r✐❣♦r♦✉s t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡s t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ ❛r❡

♠♦st ♦❢ ❛❧❧ ❏✳❇✳ ❋♦✉r✐❡r✱ ●✳ ❑✐r❝❤❤♦☛ ❛♥❞ ❖✳ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✳ P✳ ❉✐r❛❝ ✐♥ ✶✾✷✻ ❬❉✶❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r

✐♥ ❤✐s ❢❛♠♦✉s ❜♦♦❦ ❬❉✷❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ❤✐♠

t♦ ❞r❛✇ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❭❞✐s❝r❡t❡✧ ❛♥❞ ❭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱✧ t❤❡r❡❜② r❡❛❝❤✐♥❣ ❛

✉♥✐☞❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❛tr✐① ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ✇❛✈❡ ♠❡❝❤❛♥✲

✐❝s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ✇❡r❡ s♦ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ❛♥❞ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ t❤❡ ❭❉✐r❛❝✲δ✧ ✈❡r② s♦♦♥ ❜❡❝❛♠❡

❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ t♦♦❧ ❢♦r ♣❤②s✐❝✐sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ δ ❞♦❡s ♥♦t st❛♥❞ ❢♦r ❭❉✐r❛❝✧

❜✉t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② ❉✐r❛❝ t♦ ♣✉t ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ δ(p− q)dp

❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐t② ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♣❤②s✐❝s✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❭❑r♦♥❡❝❦❡r✲δ✧ δpq
✭❝❢✳ ❬▲❪✱ ♣✳ ✶✷✹✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ δ✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛

s❡r✐❡s ♦❢ ✭s♠♦♦t❤✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❣♦ ❜❛❝❦ ❛s ❢❛r ❛s ✶✽✷✷ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r ❬❋❪✳ ❆❧s♦ ❑✐r❝❤❤♦☛ ❬❑❪

❛❧r❡❛❞② ✐♥ ✶✽✽✷ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ δ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✇❛✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ R
1+3✳

❆ r✐❣♦r♦✉s t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ☞rst ✭✐♠♣❧✐❝✐t❧②✮ ✉s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✶✾✸✷ ❜② ❙✳

❇♦❝❤♥❡r ❬❙❪ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ☞rst ❞❡☞♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ s❡♥s❡ ✭❛s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✮

❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❙✳ ❙♦❜♦❧❡✈✬s ✶✾✸✻ ♣❛♣❡r ❬❙❪✳ ❍❡♥❝❡ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲⑧✉t③❡♥ ❬▲❪✱ ♣✳ ✶✺✾☛✳✮ ❤❡

♠❛② ❜❡ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ☞♥❛❧❧② ▲✳ ❙❝❤✇❛rt③ ❝r❡❛t❡❞ t❤❡

t❤❡♦r② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ❬❙❪✱ ☞rst ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✾✺✵✳

❙❝❤✇❛rt③✬ t❤❡♦r② r❛♣✐❞❧② ✇❛s ✇❡❧❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜♦t❤ ❜② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝✐sts ✇❤♦

♥♦✇ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ❭✐♠♣r♦♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✧ ✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡☞♥❡❞ s❡♥s❡✳ ■♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

t❤❡♦r② ✇❛s t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦♦❧ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❧✐♥❡❛r P❉❊✳ ▼♦st

♥♦t❛❜❧❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❛t ☞❡❧❞ ✐s t❤❡ ❢❛♠♦✉s t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡❞

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❜② ▲✳ ❊❤r❡♥♣r❡✐s ❬❊❪ ❛♥❞ ❇✳ ▼❛❧❣r❛♥❣❡ ❬▼❪ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥ D ′✮ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦♥ ③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✍❝✐❡♥t ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧

❞✐☛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❬✳✳✳❪

❬❇❪ ❇♦❝❤♥❡r✱ ❙✳ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ⑧✉❜❡r ❋♦✉r✐❡rs❝❤❡ ■♥t❡❣r❛❧❡✳ ❆❦❛❞✳ ❱❡r❧❛❣s❣❡s✳✱ ▲❡✐♣③✐❣✱ ✶✾✸✷✳

❬❉✶❪ ❉✐r❛❝✱ P✳ ❆✳ ▼✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳ Pr♦❝✳ ❘♦②✳ ❙♦❝✳ ❆✱ ✶✶✸✿✻✶✷④✻✹✶✱

✶✾✷✻✳

❬❉✷❪ ❉✐r❛❝✱ P✳ ❆✳ ▼✳ ❚❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✸ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✹✼✳

❬❊❪ ❊❤r❡♥♣r❡✐s✱ ▲✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐✳ ❆♠❡r✳ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✼✻✿✽✽✸④✾✵✸✱ ✶✾✺✹✳

✶t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘✳❙✳✱ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✱ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✱ P❤✳❉✳ ❚❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t②

♦❢ ❱✐❡♥♥❛✱ ✭✷✵✵✵✮✳
✷❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝✐t❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ r❡♠❛r❦s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐st❡❞

❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡s✳
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❬❋❪ ❏✳ ❇✳ ❏✳ ❋♦✉r✐❡r✳ ❚❤✓❡♦r✐❡ ❆♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❤❛❧❡✉r✳ ✭❖❡✉✈❡rs ■✳✮ ❡❞✳ ❉❛r❜♦✉①✱ P❛r✐s✱ ✶✽✽✷✳

❬❑❪ ❑✐r❝❤❤♦☛✱ ●✳ ❩✉r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ▲✐❝❤str❛❤❧❡♥✳ ❙✐t③✳ ❑✳ Pr❡✉ss✳ ❆❦❛❞✳ ❲✐ss✳✱ ♣❛❣❡s ✻✹✶④✻✻✾✱ ✶✽✽✷✳

❬▲❪ ▲⑧✉t③❡♥✱ ❏✳ ❚❤❡ Pr❡❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✽✷✳

❬▼❪ ▼❛❧❣r❛♥❣❡✱ ❇✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ✓❡q✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞✓❡r✐✈✓❡❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ❞❡s ✓❡q✉❛t✐♦♥s

❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❋♦✉r✐❡r✱ ✻✿✷✼✶④✸✸✺✱ ✶✾✺✺✲✺✻✳

❬❙❪ ❙❝❤✇❛rt③✱ ▲✳ ❚❤✓❡♦r✐❡ ❞❡s ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍❡r♠❛♥♥✱ P❛r✐s✱ ✶✾✻✻✳

❬❙♦❪ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ❙✳ ▲✳ ▼✓❡t❤♦❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✓❛ r✓❡s♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧✒❡♠❡ ❞❡ ❝❛✉❝❤② ♣♦✉r ❧❡s ✓❡q✉❛t✐♦♥s ❧✐♥✓❡❛✐r❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s

♥♦r♠❛❧❡✳ ▼❛t✳ ❙❜✳✱ ✶✭✹✸✮✿✸✾④✼✶✱ ✶✾✸✻✳

✵✳✸✳ ▼♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ P❉❊

✭✐✮ ❆ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ☞rst ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ ❛ 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡❞✐✉♠✳

❖✉r ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ✐s t♦ ❡①❡♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ✵✳✶✳

●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❤②s✐❝s ✐s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡

tr❛♥s♣♦rt ♦❢ s♦♠❡ q✉❛♥t✐t②✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ♠❛ss ✐♥ ❛

1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡❞✐✉♠⑤②♦✉ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r✐✈❡r✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❧❡♥❣t❤✮ ✐♥ t❤❡ 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ❜② x ❛♥❞ t✐♠❡ ❜② t✱ s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

✎ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ(t, x) ✭✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥✐ts ♠❛ss ♣❡r ❧❡♥❣t❤✮

✎ t❤❡ ♠❛ss ✌♦✇ q(t, x) ✭✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥✐ts ♠❛ss ♣❡r t✐♠❡✮

✎ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✭♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝❧❡✮ v(t, x) ✭✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥✐ts ❧❡♥❣t❤ ♣❡r t✐♠❡✮

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛✐r❧② ♦❜✈✐♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛ss ✌♦✇ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞

❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞

✭✵✳✶✮ q = ρ v .

x ❬❧❡♥❣t❤❪

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✿ ❆ 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡❞✐✉♠✳

❲❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ρ > 0 ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t q ❛♥❞ v s❤❛r❡

t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ☞① v t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❣r♦✇✐♥❣ x✳

❲❡ ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❛❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [x, x1] ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t, t1] ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡

♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇ ♦❢ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✳
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✹ ❈❤❛♣t❡r ✵✳ P❘❊▲❯❉❊

x x1

❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✿ ▼❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡❞✐✉♠✳

x1∫

x

ρ(t1, y)dy

︸ ︷︷ ︸
t♦t❛❧ ♠❛ss ✐♥ [x,x1] ❛t t✐♠❡ t1

−

x1∫

x

ρ(t, y)dy

︸ ︷︷ ︸
t♦t❛❧ ♠❛ss ✐♥ [x,x1] ❛t t✐♠❡ t

=

t1∫

t

q(s, x)ds

︸ ︷︷ ︸
✐♥❣♦✐♥❣ ♠❛ss ✐♥ [t, t1] ❛t x

−

t1∫

t

q(s, x1)ds.

︸ ︷︷ ︸
♦✉t❣♦✐♥❣ ♠❛ss ✐♥ [t, t1] ❛t x1

✭✵✳✷✮

❉✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t1 − t ❧❡❛❞s t♦

✭✵✳✸✮

x1∫

x

ρ(t1, y) − ρ(t, y)

t1 − t
dy =

1

t− t1

t1∫

t

(

q(s, x) − q(s, x1)
)

ds.

◆♦t❡ t❤❛t ✉♣ t♦ ♥♦✇ ❛ss✉♠✐♥❣ ρ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ✇❛s s✉✍❝✐❡♥t t♦ ❥✉st✐❢② ❛❧❧ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇✉t ♥♦✇ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ρ t♦ ❜❡ ❛ C1✲❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐t

t1 → t✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ❣✐✈❡s

✭✵✳✹✮

x1∫

x

∂tρ(t, y)dy = q(t, x) − q(t, x1) .

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t q ∈ C1 ✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐t x1 → x ❛❢t❡r ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜②

x1 − x t♦ ♦❜t❛✐♥

✭✵✳✺✮ ∂tρ(t, x) = −∂xq(t, x),

✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛s❧♦ ✇r✐t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ qt + qx = 0✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ v = c ❛♥❞ ✐♥s❡rt ✭✵✳✶✮ ✇❡ ☞♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ ❜❡

✭✵✳✻✮ ρt + cρx = 0.

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ρ ∈ C1 t❤❡ P❉❊ ✭✵✳✻✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✵✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✵✳✷✮ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ρ✱ ❡✳❣✳ ρ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r
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✭❧♦❝❛❧❧②✮ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ✵✳✶ ✇❡ ☞♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❧❛✇ ♦❢ ♠❛ss✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✵✳✷✮ ✐s str✐❝t❧② ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡ P❉❊ ✭✵✳✻✮✱ ✇❤✐❝❤

✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ρ, q ∈ C1✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❵s❧♦❣❛♥✬ t❤❛t P❉❊ ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ✇❤✐❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❡❛♥

✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❊ ✭✵✳✻✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✭✵✳✼✮ ρ(t, x) = a(x− ct) ✇✐t❤ a ∈ C1(R)

✇❤✐❝❤ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ♣❡❛❦ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✸✳ ✭❚♦ ❞❡r✐✈❡

✭✵✳✼✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢r♦♠ P❉❊✲t❤❡♦r② ♦r tr❛♥s❢♦r♠

✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ξ = x+ ct✱ η = x− ct ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐☛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

✭❖❉❊✮✳✮

❋✐❣✉r❡ ✵✳✸✿ ❆ ✭s♠♦♦t❤✮ ♣❡❛❦ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳

▲❡t ♥♦✇ ϕ ∈ C∞(R2) ✭✐✳❡✳✱ ϕ ❤❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦r❞❡rs✱ ❤❡♥❝❡ ✐s ❛

s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❜❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡t✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r

s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✸ ❜② D(R2)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ D(R2)

✭✵✳✽✮

∫

R2

(

ρt(t, x) + cρx(t, x)
)

︸ ︷︷ ︸
=0 ❜② ✭✵✳✻✮

ϕ(t, x)dtdx = 0.

❈♦♥✈❡rs❡❧② ♦♥❡ ♠❛② s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ρ ∈ C1(R2) s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✵✳✽✮ ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈

D(R2)✱ ❛❧s♦ t❤❡ P❉❊ ✭✵✳✻✮ ❤♦❧❞s✳ ✭❙✉♣♣♦s❡ ♥♦t t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts (t0, x0) s✉❝❤ t❤❛t ✭✵✳✻✮

✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ t❤❡r❡✳ ❇② ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✭✵✳✻✮ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ (t0, x0)✳ ◆♦✇

❝❤♦♦s❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ > 0 ❛♥❞ ρ 6= 0 ♦♥❧② ✐♥ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✹✳ ❚❤❡♥ ✭✵✳✽✮ ❞♦❡s

♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ϕ✳✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ☞♥❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts t❤❛t ✭✵✳✽✮ ❤♦❧❞s ✐☛ ✭✐✳❡✳✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢✮

✭✵✳✾✮

∫

R2

ρ (ϕt + cϕx)dtdx = 0 ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ D(R2).

✸❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤✐s s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶✳
✹❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❵❜✉♠♣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✬ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳

④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ❉ ❘ ❆ ❋ ❚ ✲ ❱ ❊ ❘ ❙ ■ ❖ ◆ ✭❖❝t♦❜❡r ✷✱ ✷✵✶✼✮ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④



✻ ❈❤❛♣t❡r ✵✳ P❘❊▲❯❉❊

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t⑤s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✭✵✳✷✮⑤t❤❡ ❧❛tt❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ❢♦r ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ ρ t❤❛♥ t❤❡ P❉❊ ✭✵✳✻✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✾✮ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✻✮✳

❑❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ϕ ∈ D(R2)✳

❲✐t❤ t❤✐s t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ρ ∈ C1(R2) t❤❛t

✭✵✳✶✵✮ ρ s♦❧✈❡s ✭✵✳✻✮ ⇐⇒ ρ ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✻✮.

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭✵✳✻✮ t❤❛♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❵r❡❛❧✬ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭✵✳✻✮✱

❝❛❧❧❡❞ ❝❛❧ss✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❊✳❣✳ ❛♥② ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ρ t❤❛t ✐s ♠❡r❡❧② ❝♦♥✲

t✐♥✉♦✉s ♦r ✭❧♦❝❛❧❧②✮ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ✐s ♥♦t ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✿ ❖♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡✈❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ρx ❛♥❞ ρt ✇❤✐❝❤ ❡♥t❡r t❤❡ P❉❊ ✭✵✳✻✮✦

❆ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ ❤❛✈✐♥❣ ❡✳❣✳ ❛ ❜♦① s❤❛♣❡❞ ❜✉♠♣ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t♦ t❤❡

r✐❣❤t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✹✳ ❖♥❡ ♠❛② ❡✈❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ✭✵✳✼✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ a ❜❡✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

♦r ✭❧♦❝❛❧❧②✮ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✱ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✻✮✳

❋✐❣✉r❡ ✵✳✹✿ ❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ♣❡❛❦ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❲❡ ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ 1+ 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱

✭✵✳✶✶✮ utt = uxx ❢♦r u : R2 → R,

✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s ❡✳❣✳ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ str✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ tr✐♥✐t②✺ ♦❢ ❜❛s✐❝ ❧✐♥❡❛r

P❉❊✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❡✈❡r② ❧❡❝t✉r❡ ❝♦✉rs❡ ♦♥ P❉❊ t❤❛t ❡✈❡r② C2✲s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ✭✵✳✶✶✮ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

✭✵✳✶✷✮ u(t, x) = f(x+ t) + g(x− t),

✇✐t❤ f, g ∈ C2(R)✳ ✭❊✐t❤❡r ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦r tr❛♥s❢♦r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s

❛❜♦✈❡✳✮

❲❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✵✳✶✶✮ ❛r❡ ❞❡☞♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢

✭✵✳✶✸✮

∫

R2

u (ϕtt −ϕxx)dtdx = 0 ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ D(R2).

◆♦✇ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ✭✐✮ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

✺❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♠❡♠❜❡rs ❛r❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥s✳
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✼

✭❛✮ ❊✈❡r② C2✲ ✭✐✳❡✳✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧✮ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✶✶✮ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡

♠♦r❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡s✳

✭❜✮ ❊✈❡r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✵✳✶✷✮ ✇✐t❤ f ❛♥❞ g ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ✭❧♦❝❛❧❧②✮ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ✐s

❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥✳

✵✳✹✳ P♦✐♥t ❝❤❛r❣❡s ✐♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s⑤t❤❡ ❞❡❧t❛✲❢✉♥❝t✐♦♥

◆❡①t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝s✳ ■♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V

♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ Q ❛t ❛ ♣♦✐♥t x0 ∈ R
3 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✭✵✳✶✹✮ V(x) =
Q

|x− x0|
,

s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✺✳ ✭❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r❝❡ ✐s t❤❡♥

❣✐✈❡♥ ❜② F = −∇V✳✮

x0

Q

x

❋✐❣✉r❡ ✵✳✺✿ ❆ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ Q ❛t x0✳

❍❡r❡ ❛ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ☞♥✐t❡ ❝❤❛r❣❡ Q s✐ts ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t x0
✐s s♣❛❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ρ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ◆❡✇t♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧

✭✵✳✶✺✮ V(x) =

∫

R3

ρ(y)

|x− y|
dy ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ρ(y) = ❧✐♠
r→0

❝❤❛r❣❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Br(y)

✈♦❧✉♠❡ ♦❢ Br(y)
,

✇❤❡r❡ Br(x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✭♦♣❡♥✮ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛✲

❞✐✉s r ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x✱ ❝✳❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✻✳

x0 y

❋✐❣✉r❡ ✵✳✻✿ ❆ s♠❡❛r❡❞ ♦✉t ❝❤❛r❣❡

❞❡♥s✐t② ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣♦✐♥t x0✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥♦✇✿ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ ✐♥ x0✳ ▼♦st

✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✇r✐t❡

✭✵✳✶✻✮ ρ(y) =






0 y 6= x0

❧✐♠
r→0

Q

4/3πr3
= ∞ y = x0 .
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❇✉t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ρ = 0 ▲❡❜❡s❣✉❡ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛♥❞ s♦
∫
ρ(y)dy = 0✳ ❍♦✇❡✈❡r

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❵❝♦rr❡❝t❵ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✵✳✶✺✮ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞

✭✵✳✶✼✮ V(x) =

∫

R3

ρ(y)

|x− y|
dy =

Q

|x− x0|
.

❚❤❛t ✐s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛ ❵❢✉♥❝t✐♦♥✬ δx0
✭✇✐t❤

ρ(y) = Qδx0
(y)✮ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✼✮

✭✐✮ δx0
(y) = 0 ❢♦r ❛❧❧ y 6= x0✱ ❛♥❞

✭✐✐✮
∫
δx0

(y)f(y)dy = f(x0)✱

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
∫
δx0

(y)dy = 1✳

∞ ❄ δ

❋✐❣✉r❡ ✵✳✼✿ ❚❤❡ ❞❡❧t❛✲❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛❧s♦ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ δx0
✈❛♥✐s❤❡s ❡✈❡r②✇❤❡r❡

❜✉t ❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t x0 ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ s♦ ❧❛r❣❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r δx0
✐s ✉♥✐t②✳

❈❧❡❛r❧② s✉❝❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ❵❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✬✳

▼♦r❡♦✈❡r ✐♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s t❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✵✳✶✺✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✵✳✶✽✮ △V(x) = −4πρ(x) .

❆ss✉♠✐♥❣ ♥♦✇ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t x0 = 0 ❛♥❞ Q = 1 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ρ(y) = δ0(y) =: δ(y)✱

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✵✳✶✽✮ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

✭✵✳✶✾✮ △





∫

R3

ρ(y)

|x− y|
dy





︸ ︷︷ ︸
1
|x|

= −4πρ(x) ,

❛♥❞ ❤❡♥❝❡

✭✵✳✷✵✮ △
( 1

|x|

)

= −4πρ(x) .

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ t❤❡♦r② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❧t❛✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t

❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✵✳✶✾✮ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡♦r② ♣r♦✈✐❞❡s

❛❧❧ t❤♦s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡✈✐❡✇ ♥❡①t✳

✵✳✺✳ Pr❡✈✐❡✇
■t ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t❤❛t ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ✵✳✸✮ ❛❧s♦

♠❛❦❡s t❤❡ ✐ss✉❡s ♦❢ ✵✳✹ tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ♠✐❣❤t ❛❧r❡❛❞② ❜❡

④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ❉ ❘ ❆ ❋ ❚ ✲ ❱ ❊ ❘ ❙ ■ ❖ ◆ ✭❖❝t♦❜❡r ✷✱ ✷✵✶✼✮ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④ ④



✾

❣✉❡ss❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✸✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s t❤❛t t❛❦❡

♣♦✐♥ts t♦ ♣♦✐♥ts✱ ✐✳❡✳✱

✭✵✳✷✶✮ f : R
n → C, x 7→ f(x)

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

✭✵✳✷✷✮ f : D(Rn) → C, ϕ 7→

∫

Rn

f(x)ϕ(x)dx .

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✵✳✷✷✮ ❞❡☞♥❡s ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢

s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ D(Rn)✳

❉r✐✈❡♥ ❜② ✵✳✹ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛♣s ♦❢ t❤❛t ❦✐♥❞✱ ❡✳❣✳

✭✵✳✷✸✮ δ : D(Rn) → C, ϕ 7→ 〈δ,ϕ〉 = ϕ(0) .

❈❧❡❛r❧② t❤✐s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❞❡☞♥❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ D(Rn)✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ 〈f,ϕ〉 ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✵✳✷✷✮ ✭♦♥❡ s❛②s ❭f ❛❝ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧❧② ♦♥

ϕ✧✳✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ f ∈ C1(Rn) ✭❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ϕ ✈❛♥✐s❤❡s

♦✉ts✐❞❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡t✮

✭✵✳✷✹✮ 〈∂if,ϕ〉 =

∫

Rn

∂if(x)ϕ(x)dx = −

∫

Rn

f(x)∂iϕ(x)dx = −〈u, ∂iϕ〉 .

▼♦❞❡❧❧❡❞ ♦♥ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡☞♥❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r ❛♥② ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ u ♦♥ D(Rn)

✭✵✳✷✺✮ 〈∂iu,ϕ〉 := −〈u, ∂iϕ〉 .

❯s✐♥❣ t❤✐s tr✐❝❦ ♠❛♥② ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲❞✐☛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❞✐☛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✭✐♥

t❤✐s s❡♥s❡✮✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞

st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥

✭✵✳✷✻✮ H(x) :=

{
0 ✐❢ x < 0

1 ✐❢ x > 0 ,

s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✽✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t H ✐s ♦♥❧②

❞❡☞♥❡❞ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ ✐✳❡✳✱ ♦✉ts✐❞❡

x = 0✳✮

H1

❋✐❣✉r❡ ✵✳✽✿ ❚❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ st❡♣

❢✉♥❝t✐♦♥✳
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■ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✭✵✳✷✼✮ 〈H,ϕ〉 =

∞∫

−∞

H(x)ϕ(x)dx =

∞∫

0

ϕ(x)dx .

❆♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

✭✵✳✷✽✮ 〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ ′〉 = −

∞∫

0

ϕ ′(x)dx = ϕ(0) = 〈δ,ϕ〉 ,

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ H ′ = δ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡❧t❛✲❢✉♥❝t✐♦♥✳

❋✐♥✐s❤✐♥❣ t❤✐s ♣r❡✈✐❡✇ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✲

☞♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s D✱

✇❤❡r❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✉♣♣❧✐❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ s❡❡ t❤r♦✉❣❤✲

♦✉t t❤✐s ❝♦✉rs❡ t❤❛t ♣❡rs✐st❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❤❡r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ t❤❡♦r②

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛♥s✇❡r s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥s r❛✐s❡❞ ✐♥ ✵✳✸ ❛♥❞ ✵✳✹ ❛♥❞
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