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Definition 4.5.1. Sei S eine reguldre Fliche mit riemannscher Metrik g. Sei ¢ :
I — § eine parametrisierte Kurve. Dann ist die Linge von ¢ (bzgl. (S, g)) definiert
durch

Liel = [ oo, o)

Definition 4.5.2. Sei § cine reguliire Fliiche mit ricmannscher Metrik g. Sci ¢ :
I — § cine parametrisierte Kurve. Dann ist die Energie von ¢ (bzgl. (S, g)) defi-
nicrt durch

]
Bl = 5 | san(eC).é)ar



,ROTE-AMPEL-LEMMA:

Lemma 4.5.3. Sei S eine reguldre Flédche mit riemannscher Metrik g. Sei ¢
[a, b] — S eine parametrisierte Kurve. Dann ist

Lic]®> <2(b — a)E]c].

und Gleichheir gilt genau dann, wenn ¢ proportional zur Bogenlidnge parametrisiert
ist, d. h. wenn

Lo (€(1), (1)) = const.

VARIATION DER ENERGIE

Satz 4.5.5 (Variation der Energie). Sei S eine reguliire Fliche mit riemannscher

Metrik g. Seien p,q € S. Sei ¢ : (—&,8) x [a,b] — S eine glatte Abbildung,
so dass fiir cs : [a,b] — S, cs(t) :=c(5,1), gilt

cs(@) =p, cb) =g
Sei V(t) := %(ﬂ, t) das so genannte Variationsvektorfeld. Dann gilt:

d
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b
=0 __/; g‘-‘o(f}(V(f); dirf:“ﬂ(f))dr.



Korollar 4.5.6. Sei S eine reguldre Fldche mit riemannscher Metrik g. Seien
p.qg € 8. Iste : la,b] — S eine Verbindungskurve von p nach g mit minima-
ler Energie, so gilt

V.
Efu(f) =0

fiir alle t € [a, b].

DEFINITION: GEODATISCHE

Definition 4.5.7. Sei § eine reguldre Fliche, / cin Intervall. Eine parametrisierte
Kurve ¢ : I — § heiBt Geodiitische, falls

v
2 i) =0
AL

fiirallet € I gilt.



Bislang wissen wir liber Geodiitische somit Folgendes:

energieminimierend

£12

lingenminimierend und
proportional zur Bogenlidnge parametrisiert

U
Geodiitische
4

proportional zur Bogenlinge parametrisiert




RUCKBLICK KOVARIANTE ABLEITUNG

Nun zur lokalen Formel fiir die kovariante Ableitung. Sei (U, F, V') eine lokale Para-
metrisierung der reguldren Fliiche S. Seic¢ : I — § cine parametrisierte Kurve. Mit
den durch die Parametrisierung gegebenen Koordinaten kénnen wir natiirlich nur
den Teil der Kurve ¢ behandeln, der in V verlduft. Nach eventueller Verkleinerung
von / nehmen wir also an, dass ¢(/) C V. Jetzt konnen wiré := Floc: 1 = U
bilden. Sei v : I — R? ein glattes Vektorfeld an S lings ¢. Wir driicken v in der
durch die Parametrisierung gegd:tcneu Basis aus,

v(r)-sir} (c(r)}+$2(rl (c(r)l

Wir berechnen
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EXISTENZ & EINDEUTIGKEIT VON
GEODATEN

Um herauszufinden, wie viele Geodiitische es aul einer regulédren Fliche gibt, un-
tersuchen wir die Geoditengleichung bzgl. einer lokalen Parametrisierung. Fiir eine
lokale Parametrisierung (U, F, V) und eine Kurve ¢ schreiben wir, wo definiert,
u:= F1oc,d.h ¢ = F ou.Die Geoditengleichung lautet dann

v . i\ OF
0=—¢)=)" (uk(!‘) + 3 Th @i (03 ) 52 (4.
k if

Die Geodatengleichung ist genau dann erfiillt, wenn

(1) + ) TEu@)i )il (1) =0, (4.10)
i



EXISTENZ & EINDEUTIGKEIT VON
(GEODATEN

i (1) + ) TE(u@)d @)l (1) =0, (4.10)
iy

Es handelt sich um ein System von zwei
gekoppelten nichtlinearen autonomen

gewohnlichen Differentialgleichungen
zwelter Ordnung.



SATZ VON CLAIRAUT

Satz 4.5.13 (Clairaut). Sei S eine Drehfidiche, gegeben durch die Parametrisierung
F(t,p) = (r(t)cos(p), r(t)sin(yp), ). Wir nehmen die erste Fundamentalform
als riemannsche Metrik. Sei ¢ : I — § eine Geoddtische, c(t) = F(r(t), (t)). Sei
(1) der Winkel zwischen ¢ (t) und dem Breitenkreis durch c(t). Dann ist

r(t)cos(8(r)) = const.



GEODATISCHE KRUMMUNG

Sei S eine orientierte regulére Fliche mit riemannscher Metrik g. Seic : I — S ei-
ne nach Bogenliinge parametrisierte Kurve. Sei n : I — R? das Einheitsnormalen-
feld ldngs c, das ¢ zu positiv orientierten Orthonormalbasen ergénzt, d. h. fiir jedes
t € I ist (¢(t), n(t)) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von T, S. Wie bei
ebenen Kurven sieht man durch Differentiation der Funktion # > g, (¢(2), ¢(2)),
dass 3;¢(t) senkrecht auf ¢(r) steht. Es gibt also eine eindeutige Funktion
kg : I — R, derart dass

V
Eé{” = Kkg(t) -n(t).

Definition 4.5.14. Die Funktion k, heit geoddtische Krilmmung von ¢ in S
bzgl. g.

Aus der Definition ist klar, dass ¢ genau dann eine Geoditische ist, wenn x; = 0.
Die geoditische Kriimmung verallgemeinert dic Kriimmung ebener Kurven. Ist
nidmlich § die x-y-Ebene mit der ersten Fundamentalform als riemannscher Me-
trik, so ist k; gerade die Kriimmung von ¢, aufgefasst als ebene Kurve.
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GEODATEN AUF EINER DREHFLACHE




GEODATISCHE IN EINEM ZWEIDIMENSIONALEN,
GEKRUMMTEN RAUM, DER IN EINEN
DREIDIMENSIONALEN RAUM EINGEBETTET IST.
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