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1 Vektorfelder und kovariante Ableitung

Den folgenden Absatz kann man im Buch!!l unter Definition 4.2.9 nachlesen.

Definition 4.2.9: Sei S C R? eine regulire Fliche, sei ¢ : I — S eine parametrisierte
Kurve, und sei v : I — R3 ein differenzierbares Vektorfeld an S lings c. Fiir jeden
Punkt p € S sei I, : R3 — TS die Orthogonalprojektion, d.h. ist N(p) einer der
beiden Einheitsnormalenvektoren an S im Punkt p, so ist

IL,(X) = X — (X, N(p))N(p)

Die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes v tiber eine Kurve c ist definiert als
stinknormale Ableitung der Abbildung v : I — R? (siehe 1* unten).

= o) - ((5(1)), N(p))N(p)
~~
siche oben 1*  Anteil der Ableitung ¥(t) in Richtung N(p)

Definition 4.2.15:1!) Sei S eine regulire Fliche, v ein differenzierbares Vektorfeld auf
S, wy € TS ein Tangentialvektor. Dann ist die kovariante Ableitung Vv € T),S von v
in Richtung w, wie folgt definiert:

Wihle eine parametrisierbare Kurve ¢ : (—¢, €) — S mit ¢(0) = w, und setze

Vv = > (00c)(0).
Wir wollen v in der Basis gfi schreiben:
2 i, OF
— (A

Und berechnen nun V,, v = %(U o¢)(0)

1

Hierzu definieren wir © :=voc und ¢ = F~* o ¢ und rechnen:

3r0(t) = Ty (0(1))

o(t) = ig’(t) gfi (e(t)) = i{i(c(t))gﬁ (¢(t)) unterVerwendung von: & := &¥(c(t)).

Nun leiten wir uns © her (bzw. versuchen es):



Die Vektoren 8128 = entwickeln wir nun in der Basis {%(u), %(u), N(F(u))} im R3

und definieren dabei:

92 0 o
ST L = TLEE 4+ 1298 4 hyj(u)N(F(u))

Wir nennen hierbei T'%, ;(1,4,7 € {1,2}) die Christoffelsymbole von F. Hierbei

erwihnenswert - die Symmetrle der Christoffelsymbole: Fl = I‘l

Und es geht heiter weiter mit unserer Rechnung:

5@ i\ OF PP 0’F .
E f() i (E(0) +E() 2 - ((t)) e (t)
1 ouwl Ou
i=1 J ~—
wir nenn:arn nun i=| 22: Féj (&(t))é (t)%—l—proportional zu N
=1 “

Das ”proportional zu N” steht deshalb da, weil dieser Term in Richtung des
Normalvektors zeigt, den wir spater sowieso wegwerfen :-) .

= I (0(t)) =
oF

Versuchen wir das ganze nochmal iibersichtlich aufzuschreiben, also ohne die ganzen
storenden Fuflpunkte:

o[ (£ e + 32 E0r )0 560 + proportiona au N

)
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stinknormale Ableitung  Korrektur wegen Flichenkriimmung ™ Richtung w
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v=X G Z( 3 i X -~ )

=1 0]

,5,0=1
*stohn* *achz* ... Weshalb haben wir das eigentlich alles gerechnet?

Die Christoffelsymbole lassen sich ndmlich als aus Koeffizienten der ersten
Fundamentalform g;; dargestellt werden (Buch Lemma: 4.2.17):

' | & dg 0951 99k \ i
7 kl Jb J 3
ij—zl;<auj T Buk aul)g
Das kann man natiirlich auch lustig nachrechnen... tun wir aber nicht.

ABER es sagt uns, dass die Christoffel-Symbole zur Inneren Geometrie gehéren, damit
gehort auch die kovariante Ableitung zur inneren Geometrie!

Figenschaften der kovarianten Ableitung von Vektorfeldern:
(i) Vv ist linear in w also mit ¢, co € R gilt

Vu(civ1 + cava) = 1 Vv + 2V,

(ii) C* linear in w mit f € C°°(S)

V fiwor4ws UV = [V, v+ Vv

(ii) Produktregel mit f e C*°(.S)

Vo(fv) =df (w)v+ fV,v

Metrizitat: abhéngig von z einem weiteren Vektorfeld

Vulv, z) = (Vv 2) + (v, Vy,2)



2 Der Krimmungstensor

Definition: Sei S eine regulare Flache, p € S ein Punkt, v,w € T),S
Tangentialvektoren, dann ist der Riemannsche Kriimmungstensor definiert durch:

R(v, w)(z) = <Vqu — VuVu - V[U,w]) (2).

eziiglich einer lokalen Parametrisierung hat er die Form:

2
R(v,w)z = 3, Réjk(uo)fuiwjzkaF(uo)

o l
ijkl=1 v
wobei
| 8F§€j 8F§a‘ 2 l m l m
Rijk = 2ut — 2w T 21 R e R B
m=

( Unter Freunden konnte man sagen, Réjk ist von der Form JI' 4+ F2>

Somit gehort auch der Kriimmungstensor zur inneren Geometrie *jubel* *freu* - was
uns schliefflich schon fast zu unserem finalen Ergebnis bringt.
Seien v,w, z,y € T,,S, dann gilt fiir den Riemannschen Kriimmungstensor:

(1) R(Uv w)x = _R(w7 U)x (11) I<R(U7 w)$> :’-/) = _I(R(Uv w)y, .1‘)
(iii) I(R(v,w)z,y) = [(R(z,y)v,w) (iv) R(v,w)x + R(z,v)w + R(w,x)v =0
Der n-dimensionale Riemantensor hat n(n;l)% (n(n;l) + 1) unabhngige Komponenten.

D.h bei uns (n=2) also nur eine. Fr n=3 sind es schon 6 unabhngige Komponenten.

3 Riemann Metrik

Von nun an wollen wir nur noch Innere Geometrie betreiben. Bisher haben wir uns aus
dem R3 das Skalarprodukt ”ausgelichen” und es als erste Fundamentalform auf die
Tangentialebene eingeschréankt. Da wir nun jedoch diese ”auflere 3D-Sicht” nicht mehr
brauchen, kénnen wir auch anstatt dem Standardskalarprodukt andere Metriken
finden. Zur Erinnerung:

Ein Skalarprodukt (.,.) : M x M — R muss fiir alle z,y, z € M, X € R folgende
Eigenschaften erfiillen:

(i) Bilinearitat: (x + Ay, z) = (z, 2) + ANy, 2)

(ii) Symmetrie: (z,y) = (y, )

(iii) Positive Definitheit (z,z) > 0 und (z,z) =0 2 =0

(

(

Die Positive Definitheit wird manchmal durch die schwéchere Forderung
x,y) = 0 Vx = y = 0 beschrieben, eine solche symmetrische Bilinearform heifit nicht
entartet.)



Definition:

Sei S C R? eine regulire Fliche. Eine riemannsche Metrik g auf S ordnet jedem Punkt
p € S ein euklidisches Skalarprodukt g, auf der Tangentialebene 7T},S zu, sodass fiir
jede lokale Parametrisierung (U, F, V') von S die Funktionen

gijZU—>R

015(1) = g ( oF (), gj;-(u)),
glatt sind.

Wir kénnen nun alle Begriffe der Inneren Geometrie auch iiber eine Riemannsche
Metrik definieren, ohne explizit die erste Fundamentalform zu verwenden.

Weshalb sollten wir das tun? Erstens, weil wir konnen und somit auf die Auflensicht
des R? verzichten kénnen und weil wir dadurch lustige und interessante Konstrukte
erhalten, wie etwa hyperbolische Ebenen.

Wir definieren nun, wie auch vorher mit der ersten Fundamentalform schon die
Christoffel-Symbole durch

2
. Ba1; agin \ i R R
Tl =35> (aglj,ﬂ + % — 6%{“) g wobei hier g die Eintriige der Inversen der
=1

Riemann-Metrik sind.

und dadurch die kovariante Ableitung der Vektorfelder

_ i OF _ i OF
v=3 Vg w=) wy;
i J

durch V,v(F(u)) := Zk: (Zl: %wl +2 Ffj(u)vz(u)w](uo %(U)

Auch der Kriimmungstensor und die Gausskriimmung lassen sich durch die
Riemannmetrik darstellen:

art . art. 2
r kj k l m _ 7l m
Rik = 2ut — 500 T mz_jl il — Do Uk

1 e
K= 5293 Rijk
ijk

(Diesmal mit den Eintrégen der Riemannmetrik und nicht der Ersten
Fundamentalform)

Das Beispiel 4.4.2 (siehelll ) fithrt aus, das gi,j = konstant sind und daher die
Christoffel-Symbole veschwinden. Daraus folgt, dass der riemannsche Krmmungstensor



ebenfalls verschwindet und somit gilt:

K=0

Man beachte, dass dies fiir die erste Fundamentalform (Seite 186[!) auf einer
kompakten regliren Fliche nicht méglich ist, da wegen Satz 3.6.171) dann die
GauB-Kriimmung irgenwo positiv sein muss.

Wie kann man nun aber so eine Riemannmetrik konstruieren?
Eine beliebte Methode ist das ” Zuriickziehen” einer Metrik auf eine diffeomorphe
Flache:

Definition: Seien S;” und So reguldre Flachen, ® : Sy — Ss ein Diffeomorphismus. Sei
g eine Riemannsche Metrik auf S5. Die zuriickgezogene Riemannsche Metrik ®*¢g auf
S ist definiert durch:

(©°9)p(X,Y) = ga(p) (dp®(X), dp®(Y))

Das schone daran ist, dass diese zurtickgezogene Metrik die eindeutige Metrik ist, fiir
die ® : S; — S eine Isometrie ist. Somit ergibt sich:

(i) ist F eine lokale Parametrisierung von Sp, dann ist ® o I’ eine lokale
Parametrisierung von So

(ii) (®*g)ij = gij

(iii) die Groflen der Inneren Geometrie bleiben erhalten, so gilt beispielsweise fiir die
Gausskrimmung K¢y = K40 ®



4 Die GAUSS GLEICHUNG

Wie Gauss fiir uns gottseidank schon bewiesen hat (und wir vertrauen natiirlich grofien
Mathematiker und Mathematikerinnen) gilt:

Rwwyz = l(w, 2) - W(v) = I(v, 2) W (w)
Was fillt hier auf? Wir haben eigentlich nur GréSen der Aufleren Geometrie auf der
rechten Seite der Gleichung, aber eine Grofle der Inneren Geometrie auf der linken

Seite! Was uns nun wirklich zum Finale fiihrt, d.h. wir sind unabhéngig von der
auBleren Geometrie und kénnen von nun an mit Gréflen der inneren Geometrie rechnen.

5 THEOREMA EGREGIUM
Scien v(p), w(p) eine ONB in jeden T},S, dann gilt:
K= I<R(v,w)w, U>
Beweis:
I (R(U, w)w, U> —1 (M(w, W)W (v) = T(v,w) - W(w), U> —

]I]I(w,w)[(W(v),v) —HH(U,M)I(W(W),U)Z [(w, w)I(v,v) — I(v,w)[(w,v) = det(W) =
Und somit ist finally die GAUSSKRUMMUNG EINE GROSSE DER INNEREN

GEOMETRIE - und wir kénnen endlich, dank Isometrien und dieser Erkenntnis -
Pizza essen, ohne uns dabei dreckig zu machen.



6 Zusammenfassung - GroBen der Inneren Geometrie

geometrische Grofle

1. Fundamentalform I 9ji
: ; _1 2 il [ Ogr . 9951 _ Ogjk
kovariante Ableitung v I =3 lzl g <W + 3.5 — B0 >
: , orl.  ort. 2
Riemannscher Krimmungstensor R Ri ik = au’“j - 5+ Zl (I‘im-FZ} - Finjf}g>
m=
Gauss-Krimmung K

1 o
K =33 ¢"Ri,
ijk

Gauss-Kriimmung mit Vektorfeldern

=

K= I<R(U,w)w, U>

7 Zusammenfassung - GroBen der AuBeren Geometrie

geometrische Grofe Symbol | Formel beziiglich einer lokalen Parametrisierung
2. Fundamentalform I hji

Weingarten-Abbildung | W Wz] = kil g, - g~

Hauptkriimmungen K

Mittlere Krimmung | H H = fth — WllJQFWQQ

2
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