EBENE KURVEN

.‘ SE Analysis/Angewandte Mathematik fiir LAK

Petra Gossinger, Boris Milanovic
o




DISPOSITION

o Kriimmung
o Umlaufzahl und Umlaufsatz

o Konvexitdt

o Scheitel und Vierscheitelsatz



http://www.google.at/url?sa=i&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0CAgQjRw&url=http://www.mexpedia-japan.de/Berichtschreiben.php&ei=XvdZVPH0LYjZapf6geAG&psig=AFQjCNH6uIHxt_kBgD-gdn_c2YRv6oBaeg&ust=1415268574865387

GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

Definition 2.1.1. Sei / C R ein Intervall. Einejparametrisierte Kurvelist eine un-
endlich oft differenzierbare Abbildung ¢ : I — R”. Eine parametrisierte Kurve
heift alls ihr Geschwindigkeitsvektor nirgends verschwindet, ¢(z) # O fiir
allet € 1.

Definition 2.1.10. Eind orientierte Kurve Jst eine Aquivalenzklasse von parame-
trisierten Kurven, wobei diese als dquivalent angesehen werden, wenn sie durch
orientierungserhaltende Parametertransformationen auseinander hervorgehen.

Definition 2.1.7. Seic : I — R” eine parametrisierte Kurve. Eine Parametertrans-
formation von c ist eine bijektive Abbildung ¢ : J — I, wobei J C R ein weiteres
Intervall ist, so dass sowohl ¢ als auch ¢~! : I — J unendlich oft differenzierbar
sind. Die parametrisierte Kurve ¢ = c o ¢ : J — R” heiBt Umparametrisierung
von c.

Definition 2.1.11. Eind nach Bogenlinge parametrisierte Kurvp ist eine regulire

parametrisierte Kurve ¢ : I — R” mit ||¢(¢)| = 1 firallet € 1.

Orientierungserhaltend: go'(t) > O
Orientierungsumkehrend: (p,(t) < 0

Definition 2.1.15. Sei c : [a,b] — R” eine parametrisierte Kurve. Dann heift

b
Licl = f I dr

Definition 2.1.19. Eine parametrisierte Kurve ¢ : R — R" heiB{ periodisch |nit
Periode L, falls fiiralle t € Rgiltc(t + L) = c¢(t), L > O,undeskein0 < L' < L
gibt, so dass ebenfalls c(f+ L) = c(t) fir alle ¢ € R. Eine Kurve heif{geschiossen, |
falls sie eine periodische reguldre Parametrisierung besitzt.

Definition 2.1.9. Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse von regulidren parametri-
sierten Kurven, wobei diese als dquivalent angesehen werden, wenn sie Umparame-
trisierungen voneinander sind.

Definition 2.1.20. Eine geschlossene Kurve heisst MM falls sie ei-
ne periodische regulire Parametrisierung ¢ mit Periode L hat, so dass /[y, injektiv
ist.

->ebene parametrisierte, reguliare parametrisierte,

ebene und ebene orientierte Kurve

y:1 - R?
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GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

n(t1)
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BSP (UMLAUFZAHL)

n, = % W(L) —9(0))

Beispiel 2.2.18 Y'(s)

(

cos(-l‘? (5))
sin (19 (s))

)

> Der Kreis mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung
und Radius r > 0 hat die Bogenlangenparametrisierung

S
T - COS (—)
T

V) = r - sin (ﬁ)

r

mit der Periode L = 2nr.

-sin(x)

—sin G) ~ coSs G + %)

D yf(s) — s - S T /Cos-(lj() ’Il lll 5
CcoS (;) sin (; + E) ol 1
> Damit ergibt sich fur den Drehwinkel:
S T
I(s) ==+=
(8) ==+

> Daraus lasst sich die Umlaufzahl bestimmen:

1 1
ny ==+ (92m) = 9(0) =5=- (2 +5-3) =1




SATZ (UMLAUFZAHL BEI UMPARAMETRISIERUNG)

(Satz 2.2.19: Umlaufzahl bei Umparametrisierung )

> Wenn y;:R - R? und y,: R —> R? zwei ebene nach Bogenldnge
parametrisierte periodische Kurven mit Periode L sind und y, aus
y; durch eine

> orientierungserhaltende Parametertransfomation entsteht,

dann gilt fir die Umlaufzahlen: ny, =Ny,

» orientierungsumkehrende Parametertransfomation entsteht,
\ dann gilt fir die Umlaufzahlen: n, =-n, y

Y1




SATZ (UMLAUFSATZ)

( Satz 2.2.24: Umlaufsatz A
> Eine einfach geschlossene orientierte ebene Kurve y: R — R?
hat die Umlaufzahl 1 oder - 1. )

BSP (UMLAUFSATZ)

)

nc=2
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DEFINITION (KONVEXITAT)

Definition 2.2.25
> Eine ebene Kurve heif3t konvex, wenn
far alle ihre Punkte gilt: Die Kurve liegt

ganz auf einer Seite ihrer Tangente nicht
durch diesen Punkt. konvex konvex

.

» Bemerkung 2.2.26
> Isty:I - R? eine nach der Bogenléange parametrisierte ebene Kurve
und n ihr Normalenfeld, dann bedeutet die Tatsache, dass y konvex ist,
fur einen Punkt y(sg) der Kurve folgendes:

Vser (V(8) —¥(50),n(59)) =0 V Ve (¥(s) —¥(Sp)n(sp)) <0




SATZE (ZUR KONVEXITAT)

(Satz 2.2.28: Konvexitatsbedingung

> Eine nach der Bogenlange parametrisierte ebene Kurve y: I — R?
mit Normalenfeld n, ist genau dann konvex, wenn gilt:

N\

VSO,SEI (]/(S) o V(SO)!H(SO)) >0 Vv VSO,SEI (]/(S) _ V(SO)JH(SO» <0 )

Satz 2.2.30: Zusammenhang zwischen Konvexitat und Krimmung
> Eine nach der Bogenlange parametrisierte einfach geschlossene
ebene Kurve y: R — R? mit der Krimmung x: R — R ist genau
dann konvex, wenn gilt:

VSE[R K(S) >0 V VSE[R K(S) <0

\.

N

(Satz 2.2.30a: Zusammenhang zwischen Konvexitat und Krimmung

> Fir die Krimmung k: R — R einer nach der Bogenlange
parametrisierten konvexen (aber nicht notwendigerweise
einfach geschlossenen) ebenen Kurve y: R — R? gilt:

\ VSER K(S) >0 Vv VSER K(S) <0

)
\




SATZ (VIERSCHEITELSATZ)

(Satz 2.2.34: Vierscheitelsatz

> Ist y: R — R? eine nach Bogenlénge parametrisierte
konvexe ebene Kurve mit Periode L, dann hat sie
mindestens vier Scheitel in [0, L).

\.




HILFSSATZE (FUR DEN VIERSCHEITELSATZ)

Hilfssatz 2.2.35: Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kurve (1)

> Schneidet eine Gerade G eine einfach geschlossene konvexe ebe-
ne Kurve y in mehr als zwei Punkten, dann enthalt y ein ganzes
Segment von G und hat damit unendlich viele Schnittpunkte mit G.

mehr / als zwel drei Schnittpunkte,
zwei Schnittpunkte Schnittpunkte aber nicht konvex

Hilfssatz 2.2.36: Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kurve (2)

> Beruhrt eine Gerade eine einfach geschlossene konvexe ebene
Kurve y in mehr als einem Punkt tangential, dann enthalt y ein
ganzes Geradensegment.

> Beweisidee

> Anwendung von Hilfssatz 2.2.35 auf G'.




HILFSSATZE (FUR DEN VIERSCHEITELSATZ)

Hilfssatz 2.2.35: Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kurve (1)

> Schneidet eine Gerade G eine einfach geschlossene konvexe ebe-
ne Kurve y in mehr als zwei Punkten, dann enthalt y ein ganzes
Segment von G und hat damit unendlich viele Schnittpunkte mit G.

mehr / als zwel drei Schnittpunkte,
zwei Schnittpunkte Schnittpunkte aber nicht konvex

Hilfssatz 2.2.36: Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kurve (2)

> Beruhrt eine Gerade eine einfach geschlossene konvexe ebene
Kurve y in mehr als einem Punkt tangential, dann enthalt y ein
ganzes Geradensegment.

( Satz 2.2.11: Frenet-Gleichungen

> Wenn y:I —» R? eine ebene nach Bogenlénge parametrisierte
Kurve mit der Krimmung x und dem Normalenvektor n ist,
dann gilt:

(" () 0(5) = (7' (s),n(s)) (x?s) _KO(S))
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