Analysis in einer Variable fiir das Lehramt

Sommersemester 2024, 3. Termin, 18.12.2022, Roland Steinbauer
Priifungsausarbeitung

Teil 1: Multiple Choice Aufgaben

Zentrale Begriffe und fundamentale Ideen

1. (Zur Grenzwertdefinition.) Fiir eine relle Folge (an)n und ein a € R gelte limy oo an = a. Welche
Aussagen sind dazu dquivalent?

(a) [false] In jeder e-Umgebung von a liegen unendlich viele Folgenglieder a,.

(b) [false] 3Ze >0 3TN e€N: J|an—al<e Vn>N.

(c) [true] Ve>0 3INeN: Ja,—a|<e VYn>N.

(d) [false] Es gibt eine e-Umgebung von a in der fast alle Folgenglieder a,, liegen.

2. (Beschrankte Folgen.) Welche Aussagen sind korrekt?
Eine reelle Folge (ax) ist beschrankt, falls

(a) [false] 3C >0 3INeN: a,<C VYn>N.

(b) [false] Yn e N 3C > 0: |an| < C.

(c) [true] 3C >0: Jan|<C VneN

(d) [true] 3C >0: an <Cunda,>-C VneN.

3. (Grenzwert vs. Haufungswerts.) Welche Aussagen sind fiir reelle Folgen (an). und a € R korrekt?

(a) [true] Falls auRerhalb jeder e-Umgebung von a nur endlich viele a,, liegen, dann ist a Hiufungswert
von (an).

(b) [true] Falls auBerhalb jeder e-Umgebung von a nur endlich viele a,, liegen, dann ist a Grenzwert
von (an).

(c) [false] Falls a der einzige Haufungswert von (a,) ist, dann ist a auch schon Grenzwert von (as).

(d) [false] Ist a Grenzwert von (ay), dann ist a auch ein Hiufungswert von (a,) aber es kann noch
weitere Haufungswerte geben.

k
4. (Zum Begriff der Reihe.) Welche Aussagen sind korrekt? Sei (an)n eine reelle Folge und s;, = Z Q.
n=0
Mit dem Ausdruck Z an bezeichnet man
n=0
(a) [true] die Reihe selbst, also die Folge (si)x. lich ist.
(b) [true] den Reihenwert lim s, falls er endlich n
ist. koo (d) [false] den Reihenwert nl;rr;OZsk falls er
k=0
(c) [false] den Reihenwert lim a,, falls er end- endlich ist.

n—oo

5. (Stetigkeit.) Welche Aussagen sind korrekt?
Eine Funktion f: R D D — R ist stetig in a € D, falls
(a) [false] Ve > 0 3§ > 0 sodass fiir alle z mit [x — a| < § schon |f(z) — f(a)] < € gilt.
(b) [true] fiir jede reelle Folge (x,) in D mit x, — a auch f(z,) — f(a) gilt.
(c) Jtrue] Ve >0 36>0 VreDmitljz—a|<d = |f(z)— fla)]<e.
(d) [true] es zu jedem (noch so kleinen) e ein Us(a) C D gibt, sodass alle z € Us(a) nach U.(f(a))
abgebildet werden (d.h. f(z) in U-(f(a)) liegt).

6. (Elementar transzendente Funktionen.) Welche Aussagen sind korrekt?
ok

(a) [false] Fiir die Exponentialfunktion gilt exp(z) = %

k=1 """

(z e R).



(b) [true] Die allgemeine Potenzfunktion ist definiert als % = exp(alog(z)) (xz > 0, o € R).
(c) [true] Die Logarithmusfunktion ist (auf ihrem gesamten Definitionsbereich (0, 00)) differenzierbar.

(d) [true] Die Sinusfunktion ist (auf ihrem gesamten Definitionsbereich R) beschrankt.

. (Stetigkeit und Differenzierbarkeit.) Welche Aussagen sind fiir eine Funktion f: I — R (I ein Intervall)
korrekt?

(a) [false] Hat (der Graph von) f einen Knick, so ist f nicht stetig.

(b) [true] Hat (der Graph von) f einen Sprung, so ist f nicht differenzierbar.
(c) [false] Wenn f stetig ist, so hat (der Graph von) f keinen Knick.

(d) [true] Hat (der Graph von) f einen Knick, so ist f nicht differenzierbar.

. (Differenzierbarkeit.) Welche Aussagen sind korrekt?
Eine Funktion f: I — R ist im Punkt £ im Intervall T differenzierbar, falls

J@) =1 g i @) = £
3

existieren.
xr — 5 z € xr —

(a) [false] die beiden Grenzwerte h\mﬁ

(b) [true] O;ihn_l)o w existiert und endlich ist.

(c) [false] f auf I'\ {¢} differenzierbar ist und lim,~ ¢ f'(z) = lim, ~¢ f'(z) gilt.

(d) [true] der Differenzenquotient von f bei & einen endlichen Limes fiir z — & besitzt.

Satze & Resultate

. (Beschrinktheit & Konvergenz von Folgen). Welche Aussagen iiber reelle Folgen sind korrekt?
a) [false] Es gibt konvergente Folgen die unbeschrankt sind.

false] Es gibt k g Folgen di beschrankt sind

alse] Jede beschrinkte Folge konvergiert.
(b) [false] Jede beschrinkte Folge ki gi
c) [true| Jede beschrankte Folge hat einen Hautungswert.

Jede beschrénkte Folge hat ei Hauf

alse| Es gibt monotone una beschrankte Folgen, die nicht konvergieren.
d) [false] Es gib d beschréankte Fol die nicht ki i
. (Folgen & Konvergenz.) Welche Aussagen iiber reelle Folgen sind korrekt?
a) [true] Jede konvergente Folge ist auch eine Cauchy-Folge.

Jede ki Folge i h eine Cauchy-Fol

(b) [true] Jede streng monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge ist auch beschrankt.
c) [true| Es gibt monotone Folgen, die nicht konvergieren.
(c) [true] Es gib Folgen, die nicht konvergi

alse| Es gibt unbeschrankte, monotone Folgen, die konvergieren.
d) [false] Es gibt unbeschrank Folgen, die k gi
. (Zur Reihenkonvergenz.) Welche der folgenden Aussagen iiber reelle Reihen "> ' a, sind korrekt?
(a) [false] >°° ) an konvergiert absolut, falls |an| < % gilt.
(b) [false] >=77 ) an konvergiert absolut, falls 25t < 1 gilt.

(c) [true] >°° , an konvergiert, falls alle a,, > 0 sind und die Folge der Partialsummen s, =" an
beschrankt ist.

(d) [true] >°>° , an konvergiert absolut, falls es ein C' < 1 gibt und afl—:l < C gilt.
. (Eigenschaften stetiger Funktionen.) Welche Aussagen sind korrekt?

(a) [false] Jede stetige Funktionen auf (0, 1) ist beschrankt.

(b) [false] Jede stetige Funktion f : [a,b] — R hat einen Fixpunkt.

(c) [true] Ist f stetig auf (a,b) und gilt f(xo) > O fiir ein zo € (a,b), dann gibt es eine Umgebung
Ue (o) von zg auf der f(z) > 0 gilt.

(d) [true] Stetige Funktionen auf [a, b] sind beschrankt.

. (Mittelwertsatz.) Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Welche der folgenden Aussagen
sind korrekt?



(a) [true] Es gibt eine Stelle £ € (a,b) in der die Tangente parallel zur Sekante durch (a, f(a)) und
(b, f(b)) ist.

(b) [false] Dann ist f auch auf [a,b] differenzierbar, wobei in a und b nur die einseitigen Ableitungen
existieren.

(c) [true] Gilt zusdtzlich f(a) = f(b), so gibt es einen Punkt in (a,b) mit waagrechter Tangente.
(d) [true] Es gibt ein ¢ € (a, ) mit £(b) — f(a) = F'(€)(b— a).

6. (Kurvendiskussion.) Sei f : (a,b) — R beliebig oft stetig differenzierbar. Welche der folgenden Aussagen
ist korrekt?

(a) [true] Falls f in £ ein lokales Maximum hat, so gilt f'(¢) = 0.

(b) [true] Falls fiir ein £ € (a,b) gilt, dass f/(£) =0 und f”(£) > 0, dann hat f in £ ein Minimum.

(c) [false] f kann in ¢ ein globales Extremum haben, obwohl f'(£) # 0 gilt.
)

(d) [false] Hat f ein lokales Minimum in &, dann ist f knapp links von & monoton steigend und knapp

rechts von £ monoton fallend.

7. (Zur Integralrechnung.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? (Mit integrierbar ist immer Riemann-
integrierbar gemeint.)

(a) [true] Ist f : [a,b] — R stetig, dann ist f auch integrierbar auf [a, b].
(b) [false] Ist f: (a,b) — R stetig, dann ist f auch integrierbar auf [a, b].
(c) [true] Fiir stetige f : [a,b] — R gilt

[ s < [Cisora

(d) [true] Fiir jedes stetige f : [a,b] — R gibt es ein & € [a, b] mit

/ f(t)dt = F(€)(b - a).

8. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.) Welche Aussagen sind fiir eine auf einem Intervall 1
definierte stetige Funktion f: I — R und ein beliebiges a € I korrekt?

(a) [true] f hat eine Stammfunktion.

b) [false] i/x F(t)dt = f(x).

(c) [true] F(z / f(t)dt ist eine Stammfunktion von f und F ist stetig differenzierbar.

) [false] —/ f(z ().

Beispiele, Gegenbeispiele, Rechenaufgaben

1. (Konvergenz von Folgen.) Welche der folgenden Aussagen iiber Folgen sind korrekt?

2

n 1
false] — — = .
(a) [false] 7n—> - (n — o0)
ond + 4n 2

(b) [true]

31n13s %5 (n — o).

(-1)"*n . . .
~——— hat zwei verschiedene Hiufungswerte.
n

(c) [true]
(

d) [true] Falls fiir eine reelle Folge (an)n fiir alle n gilt, dass 0 < an, < 1/n , dann ist (an) eine
Nullfolge.

2. (Konvergenz von Reihen.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

— 1 :
(a) [true] Z - konvergiert nach dem Wurzeltest.

n=1



1 . - .
— < oo konvergiert nach dem Leibnitz-Kriterium.
n

(b) [true] Z(—l)"

— 1
(c) [false] g 2 konvergiert, weil (%) eine Nullfolge ist.
1
n=1

n>
— (1\» 3
(d) [true] ;(g) ==
. (Winkelfunktionen). Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [true] arctan ist beschrankt. (c) [true] arcsin(0) = 0.

(b) [false] tan ist beschrankt. (d) [true] arccos ist beschrankt.

. (Funktionsgrenzwerte 1) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

x

(a) [false] zlifilo 3% =0. (c) [true] iii%xsin(l/x) =0.
(b) [true] lim loig’”) —0. (d) [false] lim i - .

. (Stetigkeit & Differenzierbarkeit). Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
(a) [false] Die Funktion f : R — R mit f(z) = 0 (z < 0) und f(z) = 2® (x > 0) istin £ = 0
differenzierbar.
(b) [true] f(z) = |z| (x € R) ist iiberall stetig und auf R\ {0} differenzierbar.
(c) [false] f(z) = /x (x € [0,00)) ist liberall stetig und differenzierbar.
(d) [true] Die Funktion f: R — R mit f(z) =0 (z < 0) und f(z) =z (z > 0) ist in £ = 0 stetig
aber nicht differenzierbar.
. (Monotonie.) Wir betrachten die Funktion
f:RoR, f(z) =3z
Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
(a) [true] f ist auf ganz R monoton steigend.
(b) [true] f ist auf ganz R monoton steigend.
(c) [false] f ist auf (—o0,0) und auf (0, 00) streng monoton steigend, nicht aber auf ganz R.
(d) [false] f'(x) ist iiberall positiv.
. (Funktionen, vermischtes.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
(a) [true] f:R =R, f(z) = z" hat in & = 0 ein Minumum obwohl f(0) = 0

(b) [true] f :[0,1] = R, f(x) = v/z hat in z = 1 ein (lokales und globales) Maximum, obwohl die
Funktion dort nicht f'(1) = 0 erfiillt.

(c) [false] f:R — R, f(x) =" hat in = 0 ein Minimum, weil f'(0) = 0 gilt.
(d) [true] f:R = R, f(z) = 2* hat in 2 = 0 ein Minimum und daher gilt f'(0) = 0.
. (Integrierbare Funktionen und Integral.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] f(z) = cos(x) ist auf [—m,0] streng monoton fallend, und daher dort auch Riemann inte-
grierbar.

(b) [true] f(x) = |z| ist stetig und daher auf [—1, 1] auch Riemann integrierbar.

(c) [false] Sei f die charakteristische Funktion von [1, 2] (d.h. f(z) =1 fiir <2 < 2 und f(z) =0

1
sonst), dann ist f Riemann integrierbar auf [0, 1] und es gilt /f(x) de = 1.
0

(d) [true] 7\/1 —sin?(z) dz = 7cos(m) dx = 0.
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