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Die vorliegende Aufgabensammlung dient als Grundlage fiir die Ubungen zur Funktionalanaly-
sis, die die gleichnamige Vorlesung begeleiten. Die Ubungen und die Vorlesung bilden eine untrenn-
bare Einheit: der behandelte Stoff ist identisch, es laufen bloss die beiden jeweils passenden Teile
des Lernprozesses in der Vorlesung bzw. in den Ubungen ab. Ein Versténdnis der einschliigigen
Begriffe entsteht daher auf der Basis beider Veranstaltungen.

Die Aufgaben sind eng an den Ablauf der Vorlesung angepasst; die Kapitelnummerierung ent-
spricht der der Vorlesung. Die Aufgabensammlung enthélt eine Mischung aus ,, Routinebeispielen”
(kiirzer, weniger anspruchsvoll) und lingeren, aufwendigeren Aufgaben, die zum Teil auch offen
formuliert sind; speziell—aber nicht nur—fiir letztere empfiehlt sich ein Nachschlagen in der ent-
sprechenden Literatur (fiir einen Uberblick siehe die Literaturliste auf der Vorlesungshomepage)
und/oder Gruppenarbeit.

1 Banach- und Hilbertraume: Grundlagen und Beispiele

1.1 Normierte Vektorrdume: Grundbegriffe

1. Wichtige elementare Ungleichungen.
Wiederhole aus der Analysis die folgenden (fiir uns im Folgenden wichtigen) Ungleichungen
(siehe zB. [Forster, Analysis 1, §16, Hilfssatz, Satz 7, Satz 8]).

Die Zahlen p und ¢ seien dabei stets konjugierte Indizes, d.h. 1/p + 1/¢g = 1 mit der Verein-
barung 1/00 = 0. Weiters bezeichne K immer C oder R.

(i) Fiir 1 < p,q und 2,y > 0 gilt 2'/PyY/7 < z/p +y/q.
(ii) (Holder Ungleichung) Fiir 1 < p,q, x = (X1, -+, Zn), ¥ = (Y1,---,Yn) € K" gilt

i " p /& 1/q
> wa < (X fel?) T (k)
=1 =1 =1

(iii) (Minkowski Ungleichung) Fiir 1 <p < 0o, z = (z1,...,Zn), y = (Y1, -, yn) € K" gilt
- 1/p - 1/p i 1/p
(Xl i) " < (X leat) "+ (X lwl?)
i=1 i=1 i=1

Bereite eine Miniprisentation (ca. 5 Minuten) vor, in der du die Ungleichungen priisentierst,
die Cauchy-Schwarz Ungleichung als Spezialfall vorstellst und kurz und biindig die Beweise
skizzierst. Achte insbesondere auf die zuléissigen Bereiche von p und ¢q. Wie kénnen (ii) und
(iii) umformuliert werden um auch p = oo zu erlauben?

2. Die p-Normen auf K™.
Fiir 1 < p < oo ist die p-Norm

n
1/p
ol == (D lwil?) " baw. il = max |a
=1 -

<i<



(vgl. Bsp. 1.2A(i)) tatséchlich eine Norm auf K™. Diese Tatsache ist schon aus der Analysis
bekannt. Bereite eine Miniprésentation (ca. 5 Minuten) vor, in der du die Giiltigkeit der
respektiven Eigenschaften (N1)—(N3) fiir die verschiedenen Félle p = 1, p = oo, p = 2, sowie
p allgemein diskutierst. Achte insbesondere darauf Triviales von Nichttrivialem zu trennen!

. Geometrisches zu den p-Normen im R?.

Im R? seien die beiden Geraden g und h gegeben durch die Gleichungen ¢ : z +y = 1 und
h : y = 1. Bestimme jeweils die dem Ursprung am néchsten gelegenen Punkte, wenn die
Absténde mittels der 2-, der 1- bzw. der co-Norm gemessen werden.

- (BX), || floo)-

Zeige, dass die Supremumsnorm

[flloc := sup | f(z)
zeX

(vgl. 1.2A(ii)) auf dem Vektorraum der komplexwertigen, beschrénkten Funktionen auf der
beliebigen Menge X tatséchlich eine Norm ist.

. Die Minkowski und die Hélder Ungleichung fiir Integrale.
Wie schon fiir den Fall der p-Normen am K" wird die Normeigenschaft (N3) fiir die p-Normen
fiir Funktionen (vgl. 1.2(iii))

151 := ( [1r@prar) "

mittels der Minkowski Ungleichung nachgewiesen. Formuliere diese und auch die Holder
Ungleichung fiir Integrale. Welche Funktionen sind dabei zugelassen? Wie werden diese Un-
gleichungen bewiesen? Bereite wiederum eine Miniprisentation (ca. 5 Minuten) vor und
beachte die zulédssigen Bereiche von p und gq.

. Normierte Vektorrdume oder nicht?.

Welche der untenstehenden Paare sind tatséchlich normierte Vektorrdume? Warum, warum
nicht?

(i
(ii

(i

(70, 1], || |l1), mit T[0,1], die Treppenfunktionen auf [0, 1].

(C(2), ] lloo), mit C(€2) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf @ C R™ offen.
(Cla bl [[ 1)
(

L{a,bl,]|| |l1), mit Lla,b] die Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf [a, b].

— — — —

(iv
(Falls dir das Lebesgue-Integral (noch) ein wenig unheimlich ist, ersetze L[a,b] durch
den Vektorraum R[a,b] der Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b]. An der Ant-
wort #ndert sich dadurch nichts!)

(v) ({f €Cla,b] - [f()] < 1}, [ [loo)

Wie konnten in den negativ ausgegangenen Fillen die Normeigenschaften doch erzwungen
werden? Insbesondere welcher Trick (welche Methode) wird in der Mathematik iiblicherweise
verwendet, um die nicht erfiillte Eigenschaft ||z =0 = z = 0 doch zu erhalten?

. Fingeriibungen zur Konvergenz in normierten Vektorrdumen.
(i) (Stetigkeit der Vektorraumoperationen und der Norm) Beweise 1.4(vii), i.e., dass die
Vektorraumoperationen und die Norm stetig sind.

(ii) (Glieder konvergenter Reihen) Beweise 1.4(viii), i.e., dass die Glieder einer konvergenten
Reihe notwendigerweise eine Nullfolge bilden.

(iii) (Cauchyfolgen und Teilfolgen) Ziel dieser Aufgabe ist es den letzten Schritt im Beweis
von Satz 1.7 explizit zu machen. Zeige also, dass eine Cauchyfolge, die eine konvergente
Teilfolge besitzt schon selbst konvergiert—und zwar gegen den Grenzwert der Teilfolge.



1.2 Vektorridume mit Skalarprodukt

8. Skalarprodukteigenschaften.
Zeige, dass

b
o) = [ 1ot i
ein Skalarprodukt auf dem Raum der stetigen, komplexwertigen Funktionen auf dem Intervall

[a, b] bildet. Wie sieht die von { | ) induzierte Norm aus?

9. Abstandssumme fiir Einheitsvektoren.
Ziel dieser Aufgabe ist es die folgende Aussage zu zeigen: Fiir Einheitsvektoren e; in einem

Préhilbertraum gilt
S fe-el? <0’ ()
1<i<j<n
Zeige zunichst, dass fiir beliebige Vektoren x1, zo, x3 die Gleichung

1 — z2|® + lw2 — 23l” + llws — 21| + [Jo1 + 22 + x3]]* = 3(lz1|* + @2l + [los]?)

gilt. Verallgemeinere diese dann auf n-Tupel und wende die so erhaltene Aussage auf die
Einheitsvektoren an. Wann gilt Gleichheit in (x)?

10. Polarisierungsformeln.

(i) Beweise die Polarisierungsformeln (Satz 1.13), d.h. zeige, dass in jedem Prihilbertraum
fiir die 2-Norm

1
o) = Z(l+wl?—v—wl?) (K=R) baw.
1
o) = (Il +wl? = o —wl? +illo +iwl? = ilo—w|?)  (K=C)
gilt. (Tipp: Die Formel im komplexen Fall ist leichter zu merken, falls ,,—” durch ,,i?”

und ,,—i” durch ,,i3” ersetzt wird.)

(ii) Welche Eigenschaften des Skalarprodukts (im reellen bzw. komplexen Fall) hast du bei
obiger Rechnung tatsdchlich verwendet? Fiir welche Klassen von Sesquilinearformen
gelten daher die Polarisierungsformeln? (vgl. auch Bem. 1.17).

11. Parallelogrammgleichung.

(i) Beweise die Parallelogrammgleichung (Satz 1.14), d.h. zeige, dass im Prihilbertraum
lo +wl* + o — wl|* = 2(|v|* + |w]?)

gilt.

(i) Der Name ,,Parallelogrammgleichung” ist abgeleitet vom Parallelogrammgesetz in R2.
Formuliere und beweise diese elementargeometrische Aussage.

1.3 Beispiele

12. Die IP-Rdume.
Vervollstédndige den Beweis von 1.22(i) indem du zeigst, dass alle [P-Rdume Banachrdume
sind.

Tipp: Fiir den einzigen nichttrivialen Punkt im Beweis der Normeigenschaften ziehe Aufgabe
1(iii) bzw. Bemerkung 1.24 heran. Der Beweis der Vollstindigkeit kann vollig analog zum
Fall des [? aus der Vorlesung gefiihrt werden.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

Der Raum der Nullfolgen.
Vervollstédndige weiter den den Beweis von 1.22(i) indem du zeigst, dass der Raum c¢q der
Nullfolgen ein Banachraum ist.

Tipp: Gehe den Beweis fiir den Raum ¢ der konvergenten Folgen aus der Vorlesung durch
und modifiziere ihn entsprechend. Das ist gar nicht schwer!

Keine Hilbertrdaume.
Mache die Hinweise im Beweis von 1.22(ii) explizit und zeige, dass

(i) keiner der Rdume [, ¢ und ¢ ein Hilbertraum ist und

(ii) P genau dann ein Hilbertraum ist, falls p = 2 gilt.

Normkonvergenz vs. koordinatenweise Konvergenz in 2.

Im folgenden sei e,, der n-te Standardeinheitsvektor, e, = (0,...,0,1,0,...). Bearbeite die
folgenden (einfachen) Punkte und erarbeite dir so einen Uberblick iiber den Zusammenhang
zwischen koordinatenweiser Konvergenz und || ||2-Konvergenz.

(i) Aus der Normkonvergenz in I? folgt die koordinatenweise Konvergenz, d.h. |z(™) —

x| = 0 (mit der aus der Vorlesung bekannten Bezeichnung z() = (xgn),mgn), o)

und z = (z1,z2,...)) impliziert x,in) — 2 (n — oo) fiir alle k¥ € N. (Tipp: Falls du

Inspiration benétigst, schlage den Anfang des Beweises der Vollstéindigkeit von /2 nach!)
(ii) Konvergiert die Folge (e, ), bzgl. || ||2 gegen den Nullvektor?
(iii) Konvergiert (e,), vielleicht gegen einen anderen Vektor aus [?? (Tipp: Beachte (i).)
(iv) Konvergiert (ey), koordinatenweise? Was sagt dir das iiber eine mogliche Umkehrung
von (i)?
(v) Wie verhalten sich Normkonvergenz und koordinatenweise Konvergenz in [?(n), d.h. in
(R™ [ l2)7

Konvergenzfragen in cg, 11 und 1.
Wir bezeichnen weiterhin den n-ten Standardeinheitsvektor mit e,, und betrachten die beiden
Folgen (e,), und (uy), mit u, := > -, ;. Beantworte die folgenden Fragen:

(i) Ist (en)n konvergent in co bzw. I* bzw. [°°? Ist (e,), eine Cauchyfolge in einem dieser
Raume?
(ii) Detto fiir (up)n.
Vollstindigkeit von Rdumen stetiger Funktionen.

Vervollstéindige die Beweisskizze fiir die Vollstédndigkeit der Rdume Cla, b], Cp(R) und Co(R)
(Satz 1.28). Genauer zeige:

(i) Cla,b] und Cp(R) sind vollstandig. (Hinweis: Verwende den passenden Satz aus der
Analysis iiber die gleichméBige Konvergenz von Folgen stetiger Funktionen.)
(ii) Co(R) ist vollstdndig. (Hinweis: Verwende Prop. 1.23(ii) aus der Vorlesung.)
Nichtvollstindigkeit von Rdumen stetiger Funktionen.

Mache die Behauptung iiber die Nichtvollsténdigkeit des Raumes C[—2, 2] mit || ||z aus 1.29
explizit. Genauer zeige fiir die Funktionenfolge

0 x & 10,1]

nT O§m§%
Jul@) = 1 i<z<l-t
nl-z) 1-1<az<1

(i) fn ist Cauchyfolge (bzgl. || ||2). (Tipp: Brutale Gewalt!)



(i)

frn hat in (C[—2,2],] ||2) keinen Grenzwert. (Hinweis: Mache das Argument, dass der
Limes notwendigerweise unstetig ist wasserdicht.)

Weiters beantworte die folgenden Fragen:

(iii)
(iv)

Ist f,, eine Cauchyfolge bzgl. || ||oo? Warum, warum nicht?

Ist f,, eine Cauchyfolge bzgl. || ||1? Warum, warum nicht? (Tipp: Falls dir fiir einen
ahnlichen Gewaltakt wie in (i) die Geduld fehlt, versuche es mit einem Vorgriff auf
Aufgabe 20(i).)

19. L? ist der einzige Hilbertraum.
Mache folgenden Punkt aus der Beweisskizze von Satz 1.34 exakt: Unter den Rdumen LP
mit p € [1,00] ist L? der einzige Hilbertraum. (Tipp: Beherzige deine Erfahrungen aus
Aufgabe 14.)

20. (Nicht)-Schachtelung der LP-Rdume.

(i)

(i)

Zeige die folgende Behauptung, die in der Beweisskizze von Satz 1.34 aufgetreten ist:
Fiir ein endliches Intervall 7 und 1 < p < ¢ < oo gilt LI(I) C LP(I). (Hinweis: Ein
geschicktes Vlervxlzenden der Holder-Ungleichung liefert sogar die explizite Abschitzung
[ullp < m(I)>~alull.)

Falls I nicht endlich ist, sind die Réume LP(I) nicht vergleichbar, d.h. es gibt fiir
p # q stets Funktionen w, v mit LP # u € LY(I) und L? > v ¢ L%(I). Beweise
diese Behauptung fiir den Spezialfall I = R, p = 1 und ¢ = 2. (Tipp: Betrachte
Funktionen der Bauart u(z) = 1/z® und spiele das Wachstumsverhalten bei 0 gegen
das Abfallverhalten fiir groe |z| aus.)

21. Vom beschrinkten Nutzen der Riume KN und coo. (Achtung: schwierig)

(i)

(i)

Zeige, dass auf dem Raum aller skalarwertigen Folgen K" keine Norm definiert werden
kann, sodass die Normkonvergenz die koordinatenweise Konvergenz impliziert (also KN
nicht in ,verniinftiger” Weise zu einem normierten Vektorraum gemacht werden kann).

Anleitung: Nimm indirekt an, dass fiir jede Folge (2(™), in KN aus ||z — (™| — 0
folgt, dass |z — xén)| — 0 in K fiir alle £ € N. Dann sind alle Projektionen

pe: KNz =(z1,20,...) > 2 €K

stetig und damit beschrénkt (das ist ein Vorgriff auf Kapitel 2). Mit der Notation
|lpk|l < i betrachte nun KN > 2 = (ay, 209, 3as, ... ) und pg(z/[|z]]).

Zeige, dass cgg auf keine Weise zu einem Banachraum gemacht werden kann.
Anleitung: Betrachte die Mengen

Ap:={x €coo: |zp] <nfirk=1,2...,n und zx =0 fiir kK > n}.

Es gilt cgg = UZO:1 A, und die A,, sind beziiglich jeder Norm auf cgg abgeschlossen und
nirgends dicht; ¢pp is somit (als metrischer Raum) mager und kann daher nach dem
Satz von Baire nicht vollsténdig sein.

Um die Abgeschlossenheit der A, zu zeigen, verwende, dass jede Norm auf cgy den
Teilraum M, = {& € cpo : xx = 0 fiir £ > n} = K” zum endlichdimensionalen
normierten Vektorraum macht. Auf diesem sind alle Normen dquivalent (wieder ein
Vorgriff auf Kap. 2, vgl. aber auch [Heuser, Analysis 2, Satz 109.8]) und daher ist M,
vollstdndig mit jeder von cgg ererbten Norm.

Um zu zeigen, dass das Innere der A, leer ist, definiere fiir x € A,, den Vektor z :=
x+¢e/(2|lent1l])ent1, der in B.(x) liegt aber nicht in A,.



2.1

22.

23.

24.

25.

Normierte Vektorrdume und stetige lineare Operatoren

Eigenschaften Normierter Vektorrdume

Aquivalente Normen im R™.
Beweise die Behauptung aus Beispiel 2.5(i), ndmlich, dass fiir alle z in R™

lzllz < el < Vallzlz und
1

% |2

gilt. Zeige, dass die Konstanten optimal gewéhlt sind. Tipp: Mit Hilfe der graphischen
Darstellung im R? lassen sich leicht Vektoren finden, fiir die die jeweiligen Ungleichungen
scharf sind.

A

<zl < fl2ll2

Aquivalente Normen auf C[0,1]?
Sind || || und || || auf C[0, 1] dquivalent? Gib einen Beweis oder ein explizites Gegenbeispiel
an.

Zur Charakterisierung endlichdimensionaler normierter Vektorrdume.
Zeige direkt—insbesondere ohne Verwendung von Satz 2.11:

(i) Ist in einem normierten Vektorraum die Einheitskugel kompakt, so gilt die Heine-Borel
Eigenschaft, d.h. alle abgeschlossenen und beschrénkten Mengen sind kompakt.

(ii) Ist in einem normierten Vektorraum die Einheitskugel kompakt, so ist der Raum end-
lichdimensional. Hinweis: Verwende die Uberdeckungseigenschaft, um eine endliche
Menge zu finden, die schon den ganzen Raum aufspannt; wére dem namlich nicht so,
fiihrte das Lemma von Riesz zu einen Widerspruch.

Grenzfall des Lemmas von Riesz.

Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass das Rieszsche Lemma 2.10 fiir 6 = 1 nicht gilt.
Anleitung: Sei V = {x € C°[0,1] : (1) = 0} mit || |l und betrachte den (abgeschlossenen,
echten!) Teilraum U = {z € V : fol x(t) dt = 0}. Gehe indirekt vor und betrachte die Folge
Zp(t) =1 —¢" € V mit ||z,]|c = 1 sowie die Folge w, = © — A\, 2, wobei z das aufgrund
der indirekten Annahme existierende Element in V' mit ||z — u||o > 1 fiir alle u € U ist und

[x(t)dt
T

Ap =

Wegen der Wahl von A, ist u,, in U und daher muss |\,| > 1 gelten, was zu einem Wider-
spruch fithrt, da | [ 2| < 1 gilt!

26. Vererbungseigenschaften von Dichtheit und Separabilitit.

(i) Sei (X,d) metrischer Raum und A, B Teilmengen von X. Zeige, dass falls A dicht in B
liegt und B dicht in X liegt, dann auch A dicht in X liegt. Hinweis: Entscheidend ist
hier natiirlich, dass B als metrischer Raum mit der von X ererbten Metrik aufzufassen
ist!

(ii) Zeige, dass Teilmengen separabler metrischer Rdume wieder separabel sind. Warnung:
Lass dich nicht durch die Einfachheit von (i) dazu verleiten, die (wahre) Schwierigkeit
zu iibersehen!

27. Separabilitit des Raums der konvergenten und Nullfolgen.

(i) Zeige, dass der Raum c¢ der konvergenten Folgen separabel ist. Tipp: x = (zn)n € ¢
mit lim 2, = £ kann mit ep := (1,1,...) und den Standardeinheitsvektoren ey (k > 1)
in der Form = = &eg + > _po (25 — €€y, geschrieben werden.



2.2

28.

29.

30.

31.

(ii) Beweise 2.14(iv), i.e., dass der Raum ¢q der Nullfolgen separabel ist. Hinweis: Falls dir
(zurecht!) eine abgespeckte Version des Beweises von (i) zu langweilig scheint, bemerke,
dass unter Verwendung von Aufgabe 26(ii) (fast) nichts mehr zu tun ist!

Stetige lineare Operatoren

Operatornorm im Endlichdimensionalen.

Im folgenden ist von Normen von Matrizen die Rede. Damit ist natiirlich immer die Norm
der entsprechenden Abbildung von R™ nach R™ gemeint, jeweils mit der Euklidischen Norm
| ||z ausgestattet.

(i) Berechne die Norm der Matrix ( :3 _? )

(ii) Bestimme die Norm der Matrix ( cg _2 ) (a,b e R\ {0}).

Tipp: Welche Abbildung bewirkt die Matrix geometrisch auf dem R?? liisst sich daraus
schon die Norm ablesen?

(ili) Zeige, dass die Norm einer Matrix A € M, »(R) gleich der Wurzel aus dem gréfiten
Eigenwert von A'A ist. Anleitung: Maximiere (Az|Az) unter der Nebenbedingung
(z|z) = 1 mittels der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren.

Abhdngigkeit der Operatornorm.

Sei A = (a;;) eine m x n Matrix. Zeige dass die Norm von A beziiglich || |1 (auf K™ bzw
K™) das Maximum der Spaltensummen der Absolutbetrége der a,; ist, und ||A|| beziiglich
|| loc das Maximum der Zeilensummen der Absolutbetrige der a;;. Genauer zeige, dass

() besagliet | 1 gt 4] = a3 o

(i) beziiglich || [l gilt: [|All = @%Daijy
i=

Multiplikationsoperatoren auf IP und L?[a, b]
(i) Beantworte die Frage, welche Operatoren T : I? — [P der Form
Pox=(xy)n— Te=AZn)n,

wobei (A,), eine Folge in K ist, stetig sind (vgl. Beispiel 2.28(iii)). Anleitung: Notwen-
dig und hinreichend fiir die Beschréanktheit von T ist die Beschrianktheit von (A,).

(ii) Als kontinuierliches Analogon zu (i) betrachte den Operator Ty : L*[a,b] — L?[a, b]
L*[a,b] > f = T,f =g f,

wobei g € Cla, b] fix vorgegeben ist. Zeige, dass Ty stetig ist mit ||T,]| = ||glco. Was
andert sich, falls L? durch L' ersetzt wird?

FEin Funktional auf C[0,1].
Fiir g € C[0, 1] definiere das Funktional T, auf C[0, 1] durch

T,:C[0,1] = C, T,f = /g(t)f(t) dt.
0

Zeige, dass (vgl. 2.28(vi)) || T4l = |lg|lx gilt. Hinweis: Fiir den (schwierigeren) Beweis, dass

1T, > llgllx gilt, verwende fiir € > 0 die Funktion f.(t) := g(t)/(|g(t)| + €).



32.

2.3

33.

34.

35.

36.

Integraloperatoren auf L?.

Sei k € L*([0,1]?) und f € L?[0,1]. Aus dem Satz von Fubini folgt, dass k(s,.) € L?[0, 1] fiir
fast alle s gilt. Weiters folgt aus der Holder-Ungleichung, dass die Integrale [ k(s,t)f(t)dt
fiir fast alle s existieren. Wir erhalten also die messbare Funktion

Tif(s) = [ k(s,t) f(1) dt
/

(stillschweigend auflerhalb der oben angesprochenen Nullmenge mit O fortgesetzt). Zeige,
dass T}, ein stetiger Operator auf L?[0,1] mit || Tk|| < [|k]|£2(j0,1)2) ist.

Hinweis: Wenn du mit den mafitheoretischen Aspekten noch ein bifichen auf Kriegsfufl
stehst, dann ziehe die Literatur zu Rate. Die Operatoren T} heiflen Hilbert-Schmidt Ope-
ratoren und wegen ihrer grofien Wichtigkeit wirst du keine Schwierigkeiten haben aus der
Fiille der Darstellungen eine zu finden, die dir zusagt! Um die geforderte Abschitzung zu
beweisen, benétigst du aber nicht mehr als den Satz von Fubini und die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung.

Dualridume normierter Vektorridume

Ein unstetiges lineares Funktional.
Wandle Bsp. 2.28(iv) geeignet ab, um ein unstetiges lineares Funktional auf dem Raum cgg
der abbrechenden Folgen zu konstruieren. Tipp: Mit der Bezeichnung aus 2.28(iv) versuche

Yo (Tx),.

Der Dualraum von cg.
Beweise Satz 2.42(ii), d.h. dass ¢, & [ gilt. Hinweis: Gehe analog zum Beweis von 2.42(i)
vor.

Lineare Funktionale auf I* und [>°.

(i) Fiir y € [>° berechne die Norm des linearen Funktionals f, auf I', das durch
Poxe fy(z) = chkyk
k=1

gegeben ist.

(ii) Vertausche in (i) die Rollen von [* und /' und lsse die dadurch entstehende analoge
Aufgabe.

Warnung (vgl. 2.43): Obwohl die beiden Aufgaben so nett symmetrisch in bezug auf I!
und [*° aussehen, sind sie es in einem fundamentalen Sinn nicht! Wihrend in (i) die f,
bereits alle stetigen linearen Funktionale auf [* darstellen (Satz 2.42(i)), gibt es im Fall (ii)
eine ,,Vielzahl” weiterer stetiger linearer Funktionale auf [°°; kurz gesagt (I') = [* aber
=y 210,

Der Dualraum von 1°°(n).

Fiihre Bemerkung 2.44 genauer aus, d.h. zeige, fiir jedes n € N gilt (I°°(n))’ = I'(n). Be-
antworte insbesondere folgende Frage: Welcher Beweisteil funktioniert hier, geht aber im
unendlichdimensionalen Fall schief. Uberrascht dich das?



3.1

37.

38.

39.

40.

41.

Hilbertraume

Orthogonalprojektionen

Fingeribungen zum orthogonalen Komplement.
Beweise Beobachtung 3.10 (iv), (v) und (ii). Genauer, zeige, dass fiir Teilmengen A und B
des Préhilbertraumes H, gilt:
(i) ACB = At DB,
(i) AC A+,
(iii) (AUB)* = A+ N B+
Gilt auch die zu (iii) ,,duale” Gleichung (AN B)+ = AL U B1? Warum, warum nicht?

Fingeriibungen zur orthogonalen Projektion.
Sei M abgeschlossener Teilraum des Hilbertraums H mit orthogonaler Projektion Pyy.

(i) Fir z,y € H gilt
reM, x—yl M & x= Pyy.
Diese Behauptung ist natiirlich in Lemma 3.14 enthalten. Zeige sie hier direkt aus dem
Projektionssatz (Thm. 3.16).
(ii) Zeige die folgende praktische und sehr einfach nachzurechnende Formel (z,y € H)

(Puzly) = (Pux|Pyvy) = (z|Puy).

Charakterisierung des Prozimums.
Sie H ein Hilbertraum, A C H abgeschlossen und konvex und xg € H fix gewihlt. Beweise,
dass fiir alle z € A die folgenden beiden Aussagen dquivalent sind.

(i) flzo — 2l = infyea [lzo — yll
(ii) Re(xo—zly—2x) <0Vy e A

Was ist die geometrische Bedeutung von (ii)? Fertige eine Skizze im R? an.

Gerade Funktionen im L*.
Dies Aufgabe spielt im L?[—a, a] oder auch L?(R). Zeige der Reihe nach:

(i) Ist g(z) == f(—=), dann gilt [|g[l2 = [ f[|2-
(ii) Gilt || fn — fll2 — 0, dann gilt mit g wie oben und g, (x) := fn(—z) auch ||g, —g||2 = 0.
(iii) Sind alle f,, gerade (d.h. f(x) = f(—=z)) und gilt f = lim f,,, dann ist auch f gerade.

(Anmerkung: Diese Aufgabe bereitet auf Aufgabe Nr. ?? vor, die die Deatils zu Bsp. 3.16A
aus der Vorlesung nachliefert.)

Konkrete Orthogonalprojektionen im L?.
In L?[—m, 1] betrachte die Teilriiume My bzw. Ny, die von den Orthonormalsystemen (siehe

Def. 3.22)
1

1 1
——,—=coskx (k>1 bzw. —sinkz (K >1
(o= = coska (k> 1) (T sinka (k> 1))
aufgespannt werden. Mit den Bezeichnungen M := My und N := Nj stelle dich den folgenden
Aufgaben:
(i) Beschreibe M und N moglichst einfach.
(ii) In welcher Beziehung stehen M und N zueinander?

(iii) Gib moglichst einfache Formeln fiir die Orthogonalprojektionen auf M bzw. N an.



42.

43.

3.2

44.

45.

46.

Gerade und ungerade Funktionen im L.
Beweise die Behauptungen in Bsp. 2.16A aus der Vorlesung. Genauer, zeige, dass fiir den
Hilbertraum H = L?[—a,a] die Zerlegung

L*[—a,a) = L?

g[fav a] @ Li[*aa a]

gilt, wobei L? resp. L2 die Teilriume der geraden bzw. ungeraden Funktionen in H sind,
also L2[—a,a] :== {f € H : f(x) = f(—z) fi. } resp. LZ[—a,a] := {f € H : f(z) =
—f(—=x) f.ii. }. Weiters zeige, dass die entsprechenden orthogonalen Projektionen durch

Pyf(a) = 5 (f(@) + f(-2)) bw. Puf(a)i= 5(f() — f(~2)
gegeben sind.

Komplement vs. Abschluss.
Beweise Korollar 3.18 aus der Vorlesung, d.h. zeige fiir Teilmengen A und Teilriume N eines
Hilbertraumes H die folgenden :

(i) A+t =spand (i) N*t+ =N
(iii) AL = {0} genau dann, wenn A total ist.

Orthonormalbasen

Das Gram-Schmidt Verfahren zum ersten: Fine explizite Formel.

Im Beweis von Satz 3.27 (Gram-Schmidt Verfahren) wird fiir die linear unabhiingige, abzéhba-
re Teilmenge M = {x1,z2,...} des Hilbertraums H das Orthonormalsystem S = {ej,...}
konstruiert. Ziel dieser Aufgabe ist es explizite Formeln fiir die e; herzuleiten. (Diese werden
in den néchsten beiden Aufgaben dringendst bendtigt!). Herzstiick ist es natiirlich, eine ex-
plizite Formel fiir die Ortogonalprojektion Py, auf M,, = span{x1,...,z,} zu finden. (Tipp:
Eine Moglichkeit ist es, die Formel zu erraten oder nachzuschlagen und dann Aufgabe 38 zu
verwenden.)

Die Legendre-Polynome—Das Gram-Schmidt Verfahren zum zweiten.

Im Hilbertraum L?[—1, 1] wende das Gram-Schmidt Verfahren auf die Funktionen z,,(t) = ",
n € Ny an. Dadurch entsteht die orthonormale Folge L,, der Legendre-Funktionen und die
Folge P,, der Legrendre-Polynomen, die geméf

L,(z) = 1/n+% P,(x)

definiert ist. (Die Legendre-Polynome finden vor allem in der Quantenmechnik bei der Dis-
kussion der Drehimpulsoperatoren Verwendung—=Stichwort: ,,Kugelfunktionen”—unter an-
derem bei der Losung der Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom). Hinwes: Berechne
zunéchst ,,auf Vorrat” fil x™dt und halte mindestens bis P53 durch oder verwende ein Com-
puteralgebrasystem deiner Wahl.

Die Laguerre-Polynome—Das Gram-Schmidt Verfahren zum dritten.

Im Hilbertraum L?[0, 00] wende das Gram-Schmidt Verfahren auf die Funktionen z,,(t) =
(—t)”e*t/ 2 n € Ny an, um die Laguerre-Funktionen f,, zu berechnen und damit die Laguerre-
Polynome L,,, die geméf

_ L
fn—me L,

definiert sind. (Die Laguerre-Polynome treten in der Quantenmechanik ebenfalls bei der
Losung der Schrodinger-Gleichung (Radialanteil) fir das Wasserstoffatom auf.) Hinweis:
Beschaffe dir wiederum auf Vorrat die Integrale fooo e~ 'tdt (Tipp: Gamma-Funktion) und
halte bis Lg durch, oder/und verwende ein Computeralgebrasystem deiner Wahl.
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47.

3.3

48.

49.

Der Satz von Riesz-Fischer.
Gib konkret den Isomorphismus aus Thm. 3.36 fiir den Hilbertraum L?[—m, 7] und die Or-

thonormalbasis 1 ) 1
——, —=cos(kx), —=sin(kz), (k=1,2,...
= 7z coslka), —zsinhe). )
an und leite aus der Gleichheit der entsprechenden Skalarprodukte in L? und I? die Parseval-
Gleichung fiir die ,.klassischen” Fourierkoeffizienten ag, by ab.

Hinweis: Hier wird die konkrete Rechnung einfacher, wenn [ in der Form

? ={(ao,a1,aa,...; 81, B, ... )| i, Bi € C»Z|ai|2 +Z|ﬁi|2 < oo}

geschrieben wird. Warum ist das erlaubt?

Dualraum eines Hilbertraums, Adjungierter Operator

H' als Hilbertraum.

Mache Bem. 3.43 explizit indem du zeigst, dass H' vermége der folgenden Definition zum
Hilbertraum wird: Fiir y im Hilbertraum H sei f, das durch f,(z) = (z|y) definierte steti-
ge, lineare Funktional auf H (vgl. Thm. 3.42, Satz von Riesz-Fréchet) und weiters sei das
Skalarprodukt auf H’ definiert durch

{fulfe) = (2ly).

FEigenschaften der Adjunktion.
Beweise Prop. 3.45 aus der Vorlesung, dh. zeige fiir die Operatoren T, Ty, To € L(K, H)
zwischen den Hilbertrdumen K und H sowie ihren Adjungierten T, T}, To € L(K, H) die
folgenden Aussagen:
() T =T
@) (|7 = 17l = | T=T)|*/?
(i) (I7 +To)* =17 + T3
(AT)* = AT* (fiir alle \ € K)
(ST)* =T*S* (fiir S € L(K,G), G ein weiterer Hilbertraum)
idy = idg
(T~H* = (T*)~1, falls T invertierbar ist.

—

(iv
(v

(vi

— — — ~— ~— —

(vii

11



50.

ol.

92.

53.

o4.

55.

56.

Operatoren in Hilbertraumen

Adjungierte Operatoren.
Liefere die Details zu Bsp. 4.4 aus der Vorlesung nach. D.h. zeige die folgenden Punkte:

(i) Sei T € L(I?) bzgl. der Orthonormalbasis eq, €s,... durch die Matrixelemente a;; =
(Te;|Tej) gegeben, dann seine Adjungierte durch die Matrixelemente b;; = a;;.

(ii) Fiir die Adjungierte des Multiplikationsoperators T, € L(L?[a, b])
T, f(x) == p(z)f(x) mit ¢ € L*®|a,b], fix

gilt T3 f(z) = @(x) f (x).
(iii) Die Adjungierte des Hilbert-Schmidt Operators T € L(L?[a,b]) mit L>-Kern K, d.h.
des Operators

Tf(z) = / Ky fwdy (K € I3(a,b?)

hat den Integralkern K (y,x).

Zweiseitige Shift-Operatoren. Der zweiseitige Rechts-Shift U auf
o0
P(Z) = {( @, T g1y B0, Oy L1 ey Ty 1, T, ) T € K, Z lzg]? < oo}
—0o0

(vgl. Hinweis in Aufgabe 47) ist definiert durch U(z,,)n = (X5—1)n. Bestimme U* sowie U*U
und UU*. Ist U unitéar? Vergleiche die Situation mit Bsp. 4.3 aus der Vorlesung.

Kern, Bild, Adjunktion.

Sei H ein Hilbertraum und 7' € L(H). Zeige die folgenden Punkte: (i) ker(T*T) = ker T,
(ii) ker T* = (imT)+,  (iii) imT* = (ker T)*

Operatornorm und Skalarprodukt.

Gibt es einen Operator T auf dem Hilbertraum (R?,|| ||2) fiir den

sup [(Tz|z)| < ||T|

llzll=1
gilt? Warum ist das eine interessante Frage?

Kompakte Multiplikationsoperatoren auf (2.
Liefere die Details zu Bsp. 4.10(i) nach, d.h. zeige, dass T' € L(I?), mit (T2n)n = (Ann)n,
(An) € 1°° genau dann kompakt ist, falls (A,) € ¢o gilt.

Spektrum des Adjungierten Operators.
Sei H ein Hilbertraum und 7' € L(H). Zeige

Aep(T*) & Xep(T) und damit o(T*) = o(T).

FEigenwerte & Spektrum explizit.
Liefere die Details von Bsp. 4.21 nach bzw. zeige folgende Erweiterungen:

(i) Der Rechts-Shift R = U auf [, z + (0,2z1,72,...) hat keine Eigenwerte. Fiir den
Links-Shift L = U* (vgl. Bsp. 4.3) gilt op(L) = B1(0), der offene Einheitsball.

Bestimme auch das Spektrum von L und von R.

(ii) Sei der Operator T' € L(I?) definiert durch T'(z1,x2,3,...) = (71, %xg, %.’1,‘37 ...). Be-
stimme alle Figenwerte und Eigenvektoren sowie das Spektrum von 7.
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o7.

o8.

59.

60.

61.

5

FEigenwerte fiir Klassen von Operatoren. Beweise Prop. 4.26 aus der Vorlesung, d.h. zeige
dass fiir einen Operator 7" im Hilbertraum H gilt, dass

(i) Ist 7" normal, dann gilt (a) kerT" = ker T, (b) Falls A\ Eigenwert von T ist, dann
ist A Eigenwert von 7™ zum selben Eigenvektor, (c) Eigenvektoren zu verschiedenen
Operatoren sind orthognal.

Ist T selbstadjunguiert, so sind alle Eigenwerte reell.

(i)
(iii) Ist T anti-selbstadjunguiert, so sind alle Eigenwerte rein imaginér.
(iv) Ist T unitér, so haben alle Eigenwerte Betrag 1.
)

(v

Spektrum von Projektoren.

Sei Py; Projektion auf den abgeschlossenen Teilraum M eines Hilbertraumes H. Berechne
das Spektrum von Pp;. Tipp: Versuche (Al — P,,)~! direkt hinzuschreiben, indem du 1 =
P, + Py1 verwendest.

Ist T nicht-negativ, so sind auch alle Eigenwerte nicht-negativ.

Rang-1-Operatoren.

Liefere die Details von 4.23(iv), (v) aus der Vorlesung nach, d.h. zeige die folgenden Punkte:
(i) (f@e) =ex [
(ii) Jeder symmetrische Operator T auf dem R™ hat bzgl. einer Orthonormalbasis aus

Eigenvektoren die Darstellung 7' = > | \ie; ® e}, wobei die \; die Eigenwerte zu e;
sind.

Operatoren mit endlichdimensionalem Bild.
Seien F und F' normierte Vektorrdume. Zeige

(i) Die Zuordnung
wefiz x>y filn)y  (x€B),
i=1 i

wobei y; € F, f; € E’ sind, stellt einen stetigen linearen Operator von E nach F' mit
endlichdimensionalem Bild dar (vgl. Vorlesung 4.24).

(ii) Die Operatoren aus (i) sind schon alle T € L(FE, F) mit endlichdimensionalem Bild.
Tipp: Betrachte dazu die Funktionale x — \;(z), wobei Tz = Y1 | \;y; auf dem
Bildraum F; C F von T, wo {y1, ...y} eine Basis ist.

Spektraldarstellung konkret.
Zeige, dass der lineare Operator T : L]0, 1] — L?[0, 1] gegeben durch

1
Tf(x) =/ (2zy —z—y+1)f(y) dy

0

kompakt und selbstadjungiert ist und bestimme seine Spektraldarstellung.

Hauptsitze der Funktionalanalysis

62. FExplizite Fortsetzung eines Funktionals.

(i) Auf dem Teilraum
W ={(z,y, 2) | x+2y=0,2=0}

des Banachraums (R3, || ||1) sei das stetige lineare Funktional f durch f((z,y,2)) =2
definiert. Gib mindestens zwei verschiedene Erweiterungen von f auf R3 mit gleicher
Norm wie f an.

13



63.

64.

65.

66.

67.

68.

(ii) Wie sieht die Situation von (i) aus, wenn || ||; durch || ||2 ersetzt und damit R3 zum
Hilbertraum gemacht wird?

Dualbasis.

Zeige: Sind 1, . . ., x, linear unabhéngig in einem normierten Raum FE, so existieren f1,..., f, €

E’ mit fl(.’L‘J) = (Sij.
FEzistenz von Projektionen auf endlichdimensionale Unterrdume.

(i) Sei E ein normierter Raum und M ein endlichdimensionaler Teilraum von E. Zeige,
dass dann ein stetiger linearer Projektionsoperator Py von E auf M (C E) existiert
(das heiBt M = im Py, Py® = Pyy). (Tipp: Aufgabe 63!)

(ii) Wie erhélt man ein derartiges Pys im Spezialfall eines Hilbertraumes E am einfachsten?

LP fir0<p<1.
Sei LP[0,1] (0 < p < 1) der metrische Vektorraum

1
{f:]0,1] = K: f L-mefibar, /|f(t)\pdt < o0}
0

mit d(f,g) := [|f(t) — g(t)|P dt (strenggenommen besteht L? aus den bekannten Aquiva-

lenzklassen).

Zeige: (LP)" = {0}, das heiit, auBer dem Nullfunktional gibt es auf L? (0 < p < 1) keine ste-
tigen linearen Funktionale. Nach dem Satz von Hahn-Banach ist L? damit nicht normierbar.

Ct— =

(Hintergrundinformation: Schuld an (LP)" = {0} ist, dass L? nicht einmal eine Nullumge-
bungsbasis aus konvexen Mengen besitzt, also kein sogenannter lokalkonvexer Vektorraum
ist. Fiir solche gilt ndmlich ebenfalls der Satz von Hahn-Banach, der die Existenz ,vieler“
stetiger linearer Funktionale garantiert.)

Anleitung: Zum Beweis betrachte ein lineares Funktional ¢ # 0 auf LP; fiir f € L” mit
¢

JIfP =1, o(f) = a > 0sei F(t) := [|f(s)|Pds. Nach dem Satz iiber die dominierte Kon-
0

vergenz ist F' stetig und nimmt daher jeden Wert zwischen F(0) und F(1) an — speziell
alle Werte %, etwa an den Stellen s (k = 0,...,n). Nun sei g, := f - ¢[5,_, ). Dann ist
[ lgr|P = L; fiir mindestens ein 7(n) muf gelten: [¢(g,)| > 2. Wenn du nun die Funktionen-
folge fn :=mn - g,(n) betrachtest, ergibt sich die Unstetigkeit von .

Punktweise Limiten von Operatorfolgen—FEin Variante.

Zeige folgende Variante zu Kor. 5.43 aus der Vorlesung: Seien E, F' Banachriume, T,, €
L(E,F) (n € N). Existiert lim,, T,,x fiir alle  aus einer dichten Teilmenge A von E und
ist sup,, Tz fiir alle © aus E beschriankt, dann existiert lim 7, x fur alle x € E und der
Grenzoperator ist in L(E, F).

Projektionen in Banachrdumen.

Als Anwendung des Satzes von der offenen Abbildung (es reicht Kor. 5.52) beweise Satz 3.7.
Genauer zeige im Banachraum FE: Ist U abgeschlossener Teilraum von E und es existiert
ein abgeschlossener Teilraum V', der zu U im algebraischen Sinne komplementér ist (d.h.
E ~ U @V algebraisch), dann gilt

(i) E~U @V als Banachraum,

(ii) Es existiert eine stetige Projektion von E auf U.

FEin abgeschlossener Operator.
Fiihre die Details von Bsp. 5.59(i) genauer aus: Sei 7 : (C'[0,1], ] |loo) — (C[0,1],]] [loo)
definiert durch T'f := f’. Zeige: T ist nicht stetig aber abgeschlossen.
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