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1. Umgebungssysteme und -basen
(a) Definiere die Begriffe Umgebung, Umgebungssystem und Umgebungsbasis fiir
einen Punkt 2 im topologischen Raum (X, O). (2 Punkte)

(b) Zeige, dass die Durchschnitte zweier Umgebungen sowie die Obermengen von
Umgebungen wieder Umgebungen sind. (2 Punkte)

(c) Gib eine Umgebungsbasis fiir z € R? mit der natiirlichen Topologie an, die aus
abzihlbar vielen, abgeschlossenen Mengen besteht. (1 Punkt)

(d) Formuliere das 1. Abzéhlbarkeitsaxiom (AA1) und zeige, dass jeder topologische
Raum, dessen Topologie von einer Metrik induziert wird AA1 ist. (2 Punkte)

(e) Formuliere und beweise die Grundeigenschaft (U4) fiir Umgebungssysteme. Dis-
kutiere inwiefern sie einen Ersatz fiir die Dreiecksungleichung in metrischen
Réumen darstellt. (3 Punkte)

2. Kompaktheit
(a) Definiere den Begriff eines kompakten topologischen Raumes und formuliere den

Satz von Tychonoff. (2 Punkte).

(b) In kompakten topologischen Rdumen kann in spezifischer Weise von lokalen
auf globale Eigenschaften geschlossen werden. Formuliere ein entsprechendes
Theorem und beweise es. (5 Punkte)

(c) Diskutiere Kompaktheit im Kontext der Analysis; Stichwort: Heine-Borel.
(3 Punkte)

Bitte umblittern!



3. Vermischtes.

(a) Dicht definierte stetige Abbildungen. Beweise: Seien f, g stetige Abbildungen
von einem topologischen Raum in einen Hausdorff Raum. Stimmen f und g auf
einer dichten Teilmenge iiberein, dann sind sie gleich. (3 Punkte)

(b) Inneres, Auferes, Rand. Sei A C X und (X, O) topologischer Raum. Definiere
int(A), ext(A) und OA und zeige, dass diese drei Mengen eine Partition von X
bilden. (3 Punkte)

(¢) Niemytzki-Raum. Definiere die Niemytzki-Topologie auf der (abgeschlossenen)

oberen Halbebene durch Angabe geeigneter Umgebungsbasen.

Konvergieren die Folgen y, := (0, %) und z, = (%,O) ,von oben® bzw. ,von
rechts“ in der Niemytzki-Topologie gegen den Ursprung? Begriinde beide Ant-

worten. (4 Punkte)

4. Richtig oder falsch?
Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Gib ein (moglichst explizites und
einfaches) Gegenbeispiel an oder argumentiere fiir oder gegen die Richtigkeit der
Aussage. (je 2 Punkte)

(a) Ist B eine Basis einer Topologie O, dann kann B auch abgeschlossene Mengen
enthalten.

(b) Jedes beliebige Teilsystem der Potenzmenge 2% der Menge X definiert als Sub-
basis eindeutig eine Topologie auf X.

(c) Separable metrische Raume sind AA2.

(d) Sei (X, O) ein topologischer Raum. Dann sind X und ) die einzigen offenen und
abgeschlossenen Mengen.

(e) Jede stetige Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen X, Y kann zu
einer stetigen Abbildung f X — Y zwischen den Vervollstandigungen X und
Y von X bzw. Y fortgesetzt werden.
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