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1. Topologische Rdume
(a) Definiere den Begriff eines topologischen Raumes sowie die Begriffe Basis und
Subbasis eines topologischen Raumes. (3 Punkte)

(b) Auf einer beliebigen nichtleeren Menge ist die kofinite Topologie definiert durch
Oco := {0 C X| O° ist endlich } U{0}.

Zeige, dass Oco diesen Namen auch verdient, d.h. dass es sich tatséchlich um
eine Topologie handelt. (3 Punkte)

(c) Was bedeutet es fiir zwei Topologien O; und O, auf einer Menge X, dass O,
feiner als O, ist? Sind je 2 Topologien auf X (in diesem Sinne) immer vergleich-
bar? (2 Punkte)

(d) Gib eine Basis und eine Subbasis fiir die natiirliche Topologie auf R? an.
(2 Punkte)

2. Inneres, Auperes, Rand und Abschluss.
Sei A eine Teilmenge eines topologischen Raumes (X, O).

(a) Definiere, was man unter dem Inneren, dem AuBeren, dem Rand und dem Ab-
schluss von A versteht. Fertige eine Skizze an. (4 Punkte)

(b) Gib Inneres, Auferes, Rand und Abschluss der folgenden Teilmengen von R mit
der natiirlichen Topologie an: Ay = [a,b), Ay = Q (2 Punkte)

(c) Wie liisst sich die Tatsache # € A mittels Umgebungen von x ausdriicken? Was
ist ein Haufungspunkt der Menge A? (2 Punkte)

(d) Die Menge A’ der H&aufungspunkte von A kann in A enthalten sein, muss
aber nicht. [llustriere an zwei einfachen Beispielen von Teilmengen von R, dass
tatséchlich beide Méglichkeiten auftreten kénnen. (2 Punkte)

Bitte umblittern!



3. Vermischtes

(a) Ty und die Eindeutigkeit von Grenzwerten. Formuliere das Hausdorffsche Tren-
nungsaxiom 75 und zeige, dass Ts gilt, falls die Grenzwerte von Netzen eindeutig
bestimmt sind. (4 Punkte)

(b) Kompaktheit. Definiere den Begriff eines kompakten topologischen Raums und
zeige, dass stetige Bilder kompakter Raume wieder kompakt sind. (3 Punkte)

(¢) Fizpunktsatz von Banach. Erklire den Begriff einer Kontraktion auf einem met-

rischen Raum und formuliere den Fixpunktsatz von Banach. (3 Punkte).

4. Richtig oder falsch?
Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Gib ein (moglichst explizites und
einfaches) Gegenbeispiel an oder argumentiere fiir oder gegen die Richtigkeit der
Aussage. (je 2 Punkte)

(a
(b

) Kompakte Mengen sind abgeschlossen.

)
(¢) Jede Verfeinerung einer Folge in einem topologischen Raum ist wieder eine Folge.
(d)

)

Jeder metrische Raum ist AA1.

d

(e) Jede mindestens zweipunktige Menge mit der diskreten Topologie ist nicht
zusammenhéngend.

Stetige Bilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
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