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6. Priifungstermin (29.9.2014)
Gruppe A
1. FPunktionenfolgen.

(a) Erkldre anschaulich, was es fiir eine Funktionenfolge f, : [a,b] — R bedeutet
gleichméBig gegen ein f : [a,b] — R zu konvergieren. Fertige eine Skizze an.
(2 Punkte)

(b) Beweise: Falls eine Funktionenfolge f,, : R O A — R punktweise gegen f: A —
R konvergiert und f, gleichméfliig konvergiert, dann ist der gleichméflige Limes
von f, ebenfalls f. (2 Punkte)

(c) Diskutiere ein explizites Beispiel, das zeigt, dass die Ableitungsfolge f/ einer
gleichméBig konvergenten Funktionenfolge f, : [a,b] — R nicht (einmal) in
jedem Punkt x € [a,b] punktweise konvergieren muss. (2 Punkte)

2. Potenz- und Taylorreihen.

(a) Definiere den Begriff einer (komplexen) Potenzreihe. Was kann man sich intuitiv
unter einer Potenzreihe vorstellen? Handelt es sich dabei um ,,einfache” oder
»komplizierte” Funktionen? (3 Punkte)

(b) Bestimme das Taylorpolynom T3|f, 0] von
f(z) = €e”sin(x) (z € R)

an der Stelle o = 0. Bestimme die Lagrange-Form des Restglieds R,(x) und
gib eine Abschitzung fiir |Ry(z)| auf [—1, 1] an. (4 Punkte)

3. Topologie des R™.

(a) Zeige die folgende Aussage fiir Teilmengen A C R™:
A ist abgeschlossen genau dann wenn fiir jede (in R™) konvergente Folge (z(®),,
in A ihr Grenzwert limy_,o, ) wieder in A liegt. Erklire den Beweisgang (in
beiden Richtungen) auch in Worten! (6 Punkte)

(b) Formuliere das Prinzip der koordinatenweisen Konvergenz (PKK) im R™ mit
eigenen Worten und fertige eine instruktive Skizze fiir den Fall n = 2 an.
(2 Punkte)

Bitte umblittern



4. Differentialrechnunyg.
(a) Formuliere den Mittelwertsatz fir Funktionen f : R®™ O G — R und beweise

ihn.

Worauf beruht der Beweis?
Woran liegt es, dass der Satz nicht ohne weiteres auf Funktionen f: R" O G —
R™ (m > 1) verallgemeinert werden kann? (5 Punkte)

(b) Gegeben sind die Funktionen f: R?* — R? und g: R? — R3

Tr+vy

Favy) = ( oy ) D gy = ooy
)

Berechne D(g o f)(0,1) mit Hilfe der Kettenregel. (2 Punkte)

5. Integralrechnung.
(a) Definiere den Begriff eines Wegintegrals (eines stetigen Vektorfeldes auf G C R™
lings eines C''-Weges) und erkliire seine anschauliche Bedeutung. (2 Punkte)

(b) Formuliere exakt und beweise: Ein stetig differenzierbares Gradientenfeld erfiillt
die Integrabilitdtsbedingungen. Ist die Differenzierbarkeitsbedingung an das Vek-
torfeld notwendig? (3 Punkte)

(c) Berechne das Volumen einer Kugel B, vom Radius r im R? mittels des Prinzips
von Cavalieri. Fertige eine Skizze an! (3 Punkte)

6. Richtig oder falsch?
Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Gib jeweils eine kurze Begriindung
oder ein Gegenbeispiel an. (Je 2 Punkte)

(a) Eine punktweise konvergente Funktionenfolge auf einer kompakten Definitions-
menge konvergiert auch gleichméfig.

(b) Der R™ ist vollstindig.



