Ubungen zur ,,Einfithrung in die Analysis” Sommersemester 2012

Blatt 3: Folgen & Konvergenz, Teil 2

Konvergenz von Folgen explizit, 3.

(a) Zeige direkt aus der Definition der Konvergenz, dass /1 + % — 1.

(b) Zeige, dass auch y/1—2 — 1.
Hinwers. Nachdem dir hier die Methodenwahl iiberlassen ist, kannst du etwa

das Sandwich-Lemma in Kombination mit der Monotonie der Wurzelfunktion
([EMA], 6.4.9) verwenden.

Konvergenz von Folgen explizit, /.
Konvergieren die folgenden Folgen? Wenn ja, bestimme ihren Grenzwert!.

(a) vVn2+n—-n (b) vVn2+n—vn2—n  (c) vn(vn+1—+n)

Tipp: Zunichst stelle fest, dass immer Differenzen von bestimmt divergenten Folgen
auftreten und daher nach Vo. 2.46 keine allgemeine Hilfe zu erwarten ist. Der
Trick besteht nun darin, den Ausdruck zu einem Bruch zu erweitern, indem man die
Differenz mit der analogen Summe multipliziert. Dann erhélt man mittels (a —b)(a+
b) = a? —b? im Zihler eine Differenz, die besser zu bearbeiten ist und im Nenner eine
Summe.

Konvergenz von Folgen explizit, 5—Achtung: trickreich.
Konvergieren die folgenden Folgen? Wenn ja, bestimme ihren Grenzwert!.
n* 2" n!

o (k € N fix aber beliebig) (b) (c) —

nTL

(a)

(d) Was sagen die Ergebnisse aus (a)—(c) iiber das relative Wachstum der Potenz
n*, dem Exponential 2", der Fakultéit n! und von n™ aus?

n!

Linearkombination konvergenter Reihen.

Beweise Vo. Prop. 2.39. Genauer zeige, dass fiir die konvergenten Reihen ) ay
und Y by sowie A, i € R gilt, dass

Z(Aak + ubk) = )\Zak + ,UZbk
k= k=0 k=0

0

Tipp. Wende Vo. 2.25 (Linearkombination konvergenter Folgen) auf die Partial-
summen an.

"'Wie schon gesagt: Um einen Kandidaten fiir den Grenzwert zu erhalten, plotte die Folge. Auerdem
kann es nicht schaden, das Ergebnis mittels Mathematica zu tiberpriifen.
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Der Folgenanfang ist wirklich egal.
Betrachte die Folgen (n > 1)

R R L R Y R A At

(a) Skizziere (plotte) die drei Folgen.
(b) Zeige, dass a,, > b, > ¢, fiir alle n < 1000 000.

(c) Berechne die Grenzwerte der drei Folgen.

@ Rechenregeln fiir uneigentliche Grenzwerte.
Beweise Vo. |1 |Prop. 2.45. Genauer, seien (a,,), (b,) und (¢,) reelle Folgen mit a,, — a,
by, ¢, — 00. Zeige dass die folgenden Rechenregeln gelten:

(a) lim(a,, + b,) =00 (b)lim(b, + ¢,) =00 (c)lim(a, —b,) = —oc0
(d)lim(ay, b,) =00  fallsa >0 (e)lim(b, ¢,) = o0

Wurzelfolgen—FEin Standardbeispiel, aber trickreich!
(a) Sei 1 < a € R. Zeige, dass
Va — 1 (n — o0).

Tipp: Bemerke zuerst, dass {/a > 1 gilt (wiederum wegen der Monotonie der
Wurzel) und du somit {/a = 1+ z,, mit x,, > 0 schreiben kannst. Das ist
der 1. Trick und somit geniigt es z,, — 0 zu zeigen. Um das zu bewekstelligen,
schreibe a = ({/a)™ = (14x,)" (das ist der 2. Trick) und verwende die Bernoulli-
Ungleichung um z,, abzuschéitzen. Jetzt brauchst du nur mehr das Sandwich-

Lemma...

(b) Zeige, dass
Yn — 1 (n — 00).

Tipp: Diese Aufgabe kann mit denselben Tricks wie oben begonnen werden.
Allerdings wird dann statt der Bernoulli-Ungleichung eine stérkere Abschétzung
benétigt, namlich (1 4+ x)” > 1+ nx + @xz, die sich mit Induktion leicht
beweisen ldsst—das ist aber nicht Teil dieser Aufgabe.

Roland Steinbauer, Mai 2012



