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KAPITEL 1

Einleitung

Im Vergleich mit vielen anderen Studienrichtungen, selbst mit den naturwissenschaftli-
chen, hat das Mathematikstudium eine hohere Drop-Out—Rate, und viele Studierende geben
bereits bald nach Studienbeginn auf.

Ein Hauptgrund fiir dieses Faktum liegt darin, dass die Art wie Mathematik an der Uni-
versitdt betrieben wird sich grundlegend von dem aus der Schule gewohnten unterscheidet.
Wihrend in der Schule das Hauptaugenmerk auf das Losen von Beispielen gerichtet ist und
fiir die meisten LehrerInnen das Algorithmische im Vordergrund steht (das Erlernen von
Schemata zur Behandlung von Standardproblemen), tritt dies an der Universitdt merklich
in den Hintergrund. Es ist in Wahrheit so, dass selbst die besten Féhigkeiten in diesem
Gebiet nicht ausreichen, ein Mathematikstudium, sei es zum Lehramt oder zum Diplom,
erfolgreich abzuschlielen.

In der Vergangenheit hat die Erfahrung gezeigt, dass bereits in der Studieneingangsphase
(in den ersten wenigen Wochen) zwei Fakten zu einer Fehleinschiatzung des Studiums durch
die Studierenden fiihren.

(1) Die scheinbare Finfachheit des zu Beginn gelehrten Stoffes — der Stoff, der in den
Vorlesungen zu Beginn vorgetragen wird, scheint den meisten wohlbekannt und
leicht verstandlich. Dies verfithrt dazu, sich zu Beginn auf dem in der Schule ge-
lernten ,,auszuruhen® und den Punkt zu verschlafen, an dem der sichere Hafen des
bereits Erlernten verlassen wird. Der Stoff sieht ndmlich nur auf den ersten Blick
einfach aus, denn die wahre Schwierigkeit liegt nicht darin was behandelt
wird sondern wie es behandelt wird. Es wird Thnen also helfen die scheinbare
Einfachheit am Beginn dazu zu niitzen zu verstehen, wie der Stoff préisentiert wird
und warum das gerade so geschieht.

(2) Der Abstraktionsschock hangt unmittelbar mit dem zuvor gesagten zusammen. W#h-
rend in der Schule die meisten LehrerInnen Mathematik an Hand von Beispielen er-
klaren und weiterentwickeln, ja der gesamte Unterricht meist darauf fokussiert wird,
dienen in der hoheren Mathematik Beispiele vor allem dazu Sachverhalte zu illustrie-
ren. Die wahre Entwicklung erfolgt innerhalb abstrakter Strukturen; diese werden
durch moglichst wenige grundlegende Attribute definiert, und weitere giiltige Ei-
genschaften sowie Querbeziechungen zu anderen Strukturen werden in Beweisen
mittels logischer Schlussfolgerungen aus diesen Grundlagen und bereits bekannten
Tatsachen abgeleitet.

Einer der hédufigsten Fehler von StudienanfiangerInnen liegt darin, den Beweisen
nicht die notige Aufmerksamkeit zukommen zu lassen. Das heifit den wahren Geist
der Mathematik zu verkennen und die wahren Schwierigkeiten, besonders am An-
fang, zu tibersehen. Zusitzlich fithrt es dazu, dass bereits nach wenigen Wochen des
Studiums die geschaffenen Strukturen einen Umfang und ein Abstraktionsniveau er-
reicht haben, das sich mit Schulwissen und Beispielen allein nicht mehr {iberblicken
lasst. Mitlernen und Hinterfragen des Gehorten bereits zu Beginn des Studiums
helfen, den Schock zu verringern oder gar zu verhindern.
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2 1. EINLEITUNG

Dieses Buch ist aus Skripten zur Lehrveranstaltung , Einfithrung in das mathematische
Arbeiten“ entstanden, die an der Universitit Wien im Studienplan Mathematik mit der
Absicht eingefiihrt wurde, eine Briicke zwischen der Mittel- und der Hochschulmathematik zu
schlagen. Buch und Lehrveranstaltung sollen also dazu dienen, die StudienanfingerInnen an
die abstrakte Art und Weise, in der Mathematik an Universitéiten gelehrt wird, zu gewohnen
und auflerdem die Studierenden auf ein annéhernd einheitliches Wissensniveau zu fithren, das
auf Grund unterschiedlicher Lehrpléne in den verschiedenen Schultypen zu Studienbeginn
nicht gegeben ist.

1.1. Hiirden zu Studienbeginn

Das Mathematikstudium bietet den meisten Studierenden zu Beginn einige grundlegende
Hiirden, die in diesem Kapitel angesprochen werden sollen.

1.1.1. ,,Buchstabenrechnen“ versus ,,Zahlenrechnen“ — Abstraktion. Zahlen
spielen im Mathematikstudium eine gegeniiber der Schule untergeordnete Bedeutung. Reines
Rechnen ist kein grundlegender Bestandteil des Lehrstoffs, es ist allerdings Voraussetzung
und wird nicht wiederholt. Im Rahmen von Beispielen wird das Rechnen mit Zahlen dazu
herangezogen, die abgeleiteten Theoreme zu illustrieren.

ACHTUNG: Das bedeutet nicht, dass richtiges Rechnen im Mathematikstudium zweitran-
gig ist! Es ist unverzichtbare Grundlage.

Ein groBer Teil der mathematischen Theorie wird durch abstrakteres Ableiten gewon-
nen. Dabei spielen mitunter auch Rechenvorginge eine wichtige Rolle, diese Ableitungen
zielen jedoch meist darauf ab, moglichste Allgemeinheit in den Aussagen zu erzielen. Das
,Buchstabenrechnen® steht also im Mathematikstudium im Vordergrund.

1.1.2. ,,Ich habe genau einen Bruder“ — Sprache. Die Sprache dient in der Ma-
thematik, wie auch im téglichen Leben, der Informationsiibermittlung. Die Aufgabe des
Sprechenden ist es dabei, durch geeignete Sprachwahl dem Hérenden moglichst wenig Miihe
beim Verstehen zu verursachen. Der Beruf des/der MathematikerIn prigt die verwendete
Sprache, wie das bei jedem Beruf der Fall ist.

Genauso wie von ArztInnen in der Regel anstelle des Wortes ,, Ellenbogenbruch meist
,Olekranonfraktur® verwendet wird, kann man von MathematikerInnen mitunter ,;ich ha-
be genau einen Bruder® horen. Wahrend jedoch angehende MedizinerInnen einige Monate
Zeit haben, ihre Sprache an das Berufsbild anzupassen, ist es fiir Mathematikstudierende
notwendig, die grundlegenden Sprechweisen &uflerst rasch zu erlernen. Ohne diese Fahigkeit
gehen viel wesentliche Information und das Grundverstdndnis der mathematischen Aussagen
verloren.

Nachdem die Mathematik ein Gebiet ist, in dem es auf Exaktheit ankommt, ist die ma-
thematische Sprache Regeln unterworfen, die iiber jene hinausgehen, die fiir Umgangssprache
(Hochsprache) und Literatur gelten.

In diesem Buch werden sprachliche Regeln durch grau hinterlegte Schrift hervorgehoben.
Viele der hier zitierten Regeln sind ebenso wie viele dazu gehorende Beispiele dem Buch
[Beutelspacher 1999| entnommen.

Beachten Sie, dass mathematische Sprache als Grundlage die Hochsprache bzw. die Lite-
ratur hat. Grundsétzlich kann man daher davon ausgehen, dass mathematische Texte zwar
Gebrauchsliteratur aber immerhin Literatur sind. Wenn Sie also die Losungen von Ubungs-
aufgaben, oder Seminararbeitenverfassen, so halten Sie die folgenden literarischen Grundre-
geln zusétzlich zu den in dieser Vorlesung behandelten mathematischen Konventionen ein.

Schreiben Sie in vollstindigen Sitzen und formulieren Sie iiberschaubar und
klar: Bedenken Sie, dass ein Satz zumindest Subjekt und Pradikat enthalten sollte. Lange,
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verschachtelte Sétze sind schwer verstdndlich und lassen weder den Verfasser intelligenter
wirken noch den Text glaubwiirdiger werden.

Jeder Satz, den Sie schreiben, muss (zumindest fiir Sie) einen Sinn haben:
Vermeiden Sie, durch iibertriebene Symbolsetzung und logische Formalismen Ihre Aussagen
so zu verschliisseln, dass am Ende nicht einmal Sie selbst auf Anhieb ihren Inhalt verstehen.

SchlieBlich die wichtigste Regel: Brechen Sie ruhig alle in diesem Skriptum vorgestellten
Regeln, wenn Sie sich durch sie eingeengt fithlen, und wenn Sie wissen, was Sie tun.

1.1.3. ,,Q.E.D.“ — Beweise. Seit Euklid im dritten Jahrhundert vor Christus seine
Elemente geschaffen hat, in der er die gesamte damals bekannte Mathematik zusammenge-
fasst hat, ist die logische Struktur, das Fundament der Mathematik, auf Beweisen errichtet.

Auf diese Weise wird sichergestellt, dass in der mathematischen Welt die gemachten
Aussagen rein logisch nachgewiesen oder widerlegt werden kénnen. Sie miissen nicht durch
,Experimente” oder , Expertengutachten* gestiitzt werden. Auch der in vielen Wissenschaf-
ten wohlbekannte philosophische Kampf zwischen verschiedenen Schulen und Lehrmeinun-
gen findet in der Mathematik nicht statt, oder beschrinkt sich zumindest darauf, ob ein
bestimmtes Gebiet interessant bzw. modern ist oder eben nicht.

Das Beweisen ist fiir StudienanfangerIlnnen ungewohnt, die aus der Schule gewoéhnt sind,
die Aussagen der LehrerInnen aufzunehmen und die vorgestellten Methoden nachzuvollzie-
hen. Es ist in der Schule untkonomisch, alle Aussagen der Lehrenden zu hinterfragen. Auf
der Universitdt wird dies anders. Grundsétzlich sollte man scheinbar sein gesamtes Vorwis-
sen hinter sich lassen und sich von neuem von den bisher geglaubten Tatsachen iiberzeugen
(lassen).

Ein groBer Fehler von StudienanfingerInnen besteht darin, bei Ubungsaufgaben von bis
dahin unbewiesenen Tatsachen auszugehen und Beispiele oder Beweise dadurch falschlicher-
weise abzukiirzen oder gar zu verderben. Darum

Unterscheiden Sie im Rahmen eines Beweises oder einer Ubungs-
aufgabe immer genau zwischen den Resultaten, die sie verwenden
diirfen und denen die Sie kennen, oder zu kennen glauben.

Das scheint nur auf den ersten Blick sinnlos. In Wahrheit wird damit ein zweifacher
Zweck verfolgt. Zum einen wird der Blick dafiir geschult, keine , Liicken im mathematischen
Geb#ude® zu hinterlassen; oft ist das der Sinn hinter einer scheinbar einfachen Ubungsauf-
gabe. Zum anderen wird darauf vorbereitet, auch Beweise in mathematischen Strukturen zu
finden, die &rmer an Eigenschaften sind und fiir die manche Resultate nicht gelten.

Zuletzt noch einige sprachliche Hinweise:

Stellen Sie ihre Beweise sorgfiltig dar. Dadurch vermeiden Sie es, Liicken in der
Kette logischer Schliisse zu iibersehen. Wesentlich bei der Erstellung von Beweisen ist eine
sinnvolle Gliederung und sinnvolle Untergliederungen.

Beachten Sie beim Beweisen zu Beginn die folgenden Prinzipien:

Sagen Sie, was Sie beweisen. Stellen Sie an jeder Stelle im Beweis sicher, dass die
Horerin oder der Leser genau weifl, welche Teilbehauptung Sie gerade untersuchen. Folgen
Sie dem folgenden Grundprinzip:

Sagen Sie immer, was Sie als nichstes vorhaben, fithren Sie es
durch, und sagen Sie danach, dass Sie es getan haben.

Es empfiehlt sich auch, zu Beginn die zu beweisende Aussage in mathematische Form zu
iibersetzen.
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Gliedern Sie ihren Beweis: Alle Beweise, die linger als etwa eine halbe Seite sind,
sollten in Teilabschnitte unterteilt werden. Zerlegen Sie den Beweis in eine Reihe von Teilbe-
hauptungen oder Fillen. Kennzeichnen Sie diese mit Einschiiben wie Schritt 1:, Schritt 2:,
bzw. Fall 1:, Fall 2:, etc. Achten Sie besonders bei der Unterteilung in Félle, dass Sie keinen
Fall vergessen und fiihren Sie keine Fille ein, die nicht gesondert behandelt werden miissen.

Kennzeichnen Sie den Schluss eines Beweises: Es ist duflerst ermiidend fiir einen
Leser, wenn er sich nie sicher sein kann, wo ein Beweis beginnt und wo er genau endet. Als
Kennzeichen fiir das Ende eines Beweises dienen manchmal Phrasen wie

e Damit ist alles gezeigt. oder
e ... was wir behauptet hatten.

und &dhnliche Sdtze. Das zwingt den Leser dazu, den Beweis bis zum Ende zu lesen und
erschwert es, sich einen schnellen Uberblick zu verschaffen, speziell wenn mehrere Resultate
und Zwischentexte aufeinander folgen. Ubersichtlicher sind die Standardabkiirzungen

e w.z.z.w — was zu zeigen war — oder die lateinische Variante
e ().E.D. (auch g.e.d. oder ged.) — quod erat demonstrandum.

In modernen Biichern hat sich das 6konomische Beweisabschlusszeichen, das meist am Ende
der letzten Beweiszeile steht,

. O
durchgesetzt.

Achten Sie im Verlauf der Vorlesung auf die Struktur der vorgetragenen Beweise, nehmen
Sie diese als Beispiele und achten Sie auf die grau hinterlegten Textstellen, mit denen typische
Redewendungen und die Struktur hervorgehoben werden.

1.2. Schulstoff

Parallel zu dieser Vorlesung werden wichtige Aspekte des AHS—Schulstoffs im Rahmen
von Workshops wiederholt. Ein Grofiteil dieses Stoffes wird in nicht exakter Form vorgetra-
gen. Die Darstellung orientiert sich am Lehrstoff, der fiir Realgymnasien vorgesehen ist.

Die Wiederholung des Schulstoffs soll hauptséchlich dazu dienen, die Studierenden auf
vorhandene Wissensliicken hinzuweisen und die grundlegenden algorithmischen Fertigkeiten
zu Beginn des Studiums nochmals darzustellen.

Es seien alle Studierenden dazu angehalten, den Schulstoff erneut
zu lernen, denn die vollstindige Beherrschung der dort vermittel-
ten Fakten und Fertigkeiten wird im gesamten folgenden Studium
kommentarlos vorausgesetzt werden.

Fehler, auch Rechenfehler, deren Grundlage der Schulstoff ist,
sind keine Kavaliersdelikte. Sie zihlen bei Ubungen und Priifun-
gen grundsitzlich als schwere Fehler und entwerten ein Beispiel
vollstindig.

Arbeiten Sie also bei Priifungen und Ubungen sorgfiltig und iiben Sie den Schulstoff gut
ein.

Einige abschreckende Beispiele aus Priifungen der jiingeren Vergangenheit, die im Ma-
thematikstudium nicht toleriert werden.

a c _ atbd
* byt ad= cya
3z+1 — z+1

3y+1 y+1°
o (¢%) = we® ! bei Ableitung nach .

° fol et dxr = e.




1.3. AUFBAUSTOFF 5

e Werden zwei Wiirfeln geworfen, dann errechnet sich die Wahrscheinlichkeit, dass

dabei eine 6 geworfen wird zu % + % =1

3
o Va+b=+/a+Vb.
e logab =logalogb, log0 = 0.

1.3. Aufbaustoff

Einige Teile des Schulstoffs und die dariiber hinaus gehenden Fakten werden in der Vor-
lesung selbst mit , voller mathematischer Exaktheit” vorgetragen. Sie bilden gemeinsame
Grundlage der nachfolgenden Vorlesungen Analysis 1 und Lineare Algebra und Geometrie
1. Im Rahmen dieses Erweiterungsstoffs werden auflerdem weitere Sprachregeln und Sprech-
weisen erklart, sowie das Beweisprinzip illustriert.

Einige Teile des Erweiterungsstoffs sind nicht Gegenstand der Priifung und nur gedacht
als Hinweise und Informationen fiir die besonders Interessierten. Die Teile des Skriptums,
die gekennzeichnet sind wie dieser Absatz, bilden diesen Zusatzstoff.

Abschlieend noch ein Wort zur Exaktheit: Im Prinzip wére es moglich, den Stoff der
Vorlesung zu entwickeln, ohne irgendwelche mathematische Vorkenntnisse vorauszusetzen.
Dann wiirde allerdings Thr Vorwissen iiber weite Strecken brach liegen und viele der vor-
gestellten Konstruktionen wiirden blutleer und gekiinstelt wirken. Um Sie nicht so in eine
Motivationskrise zu treiben, werden wir wihrend wir die Inhalte der Vorlesung exakt auf-
bauen auf den reichen Fundus der Schulmathematik zuriickgreifen, um so den Stoff anhand
von Beispielen zu motivieren und zu untermalen. Das macht es allerdings notig, einige ma-
thematische Begriffe und Objekte zu verwenden, bevor sie im Rahmen der Vorlesung exakt
definiert wurden, d.h. sie naiv zu verwenden und an Thre bisherige mathematische Erfahrung
zu appellieren.

Denken Sie z.B. an Ihre Kenntnisse iiber Zahlen. Schon seit der Volksschule ,,wissen®
Sie, dass 1 + 1 = 2 ist. Allerdings, ohne genau sagen zu konnen, was die einzelnen Symbole
1, + und = eigentlich ,sind“. Die hier vorkommenden Zahlen 1,2,..., also jene Zahlen
die man zum Zahlen verwendet, heiflen die natiirlichen Zahlen. Per Konvention wollen wir
auch die Null zu den natiirlichen Zahlen zéhlen und diese mit N bezeichnen. Nehmen wir
zu den natiirlichen Zahlen auch die negative Zahlen hinzu, so gelangen wir zu den ganzen
Zahlen, die mit Z bezeichnet werden. Die Quotienten (Briiche) ganzer Zahlen mit von Null
verschiedenem Nenner heiflen die rationalen Zahlen; diese sind bereits ausreichend, um die
meisten praktisch auftretenden Rechnungen zu bewéltigen und werden mit Q bezeichnet.
Allerdings wurden schon frith in der Geschichte der Mathematik Zahlen ,entdeckt®, die
nicht rational sind, z.B. die Lénge der Diagonale im Einheitsquadrat. Nimmt man diese
Zahlen hinzu, so landet man schliellich bei den reellen Zahlen, die durch die Zahlengerade
veranschaulicht werden koénnen. In der Schulmathematik wird oft die folgende Vorstellung
bemiiht: Man fiigt zu den rationalen Zahlen, die man sich als abbrechende oder periodische
Dezimalzahlen vorstellen kann, alle — also auch die nicht abbrechenden — Dezimalzahlen
hinzu.

Haben Sie in der Schule sogar die komplexen Zahlen kennengelernt, so werden Sie sich
sicher freuen, diese am Ende dieses Skriptums wiederzufinden. Bis Sie dorthin gelangt sind
werden Sie allerdings auch schon genau wissen, wie die natiirlichen, ganzen, rationalen und
sogar die reellen Zahlen mathematisch exakt definiert sind. Nun aber nocheinmal als Uber-
blick und zum ,naiven* Einstieg:
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natiirliche Zahlen N: 0,1,2,3,...
ganze Zahlen Z: 0,41,£2,+£3,...
rationale Zahlen Q: Briiche ganzer Zahlen
mit nicht verschwindendem Nenner.
reelle Zahlen R: Zahlen auf der Zahlengeraden,

alle Dezimalzahlen.



KAPITEL 2

Grundlagen

Bevor wir uns auf den Ozean der Mathematik hinauswagen, miissen wir als ersten Schritt
einiges an Grundlagenwissen ansammeln, einfache Schreibweisen und Ideen, ohne die wir
unser Ziel, das Wesen der ,, hoheren“ Mathematik zu erforschen, nicht erreichen koénnen.

2.1. Beweise

Wie wir schon in der Einleitung (Abschnitt 1.1.3) erwdhnt haben, bilden Beweise die
Grundlage des mathematischen Gebaudes. Wahrend wir in den weiteren Abschnitten tiefer
auf die Art und Weise eingehen werden, wie Beweise aufgebaut und gefiihrt werden, wollen
wir zundchst mit ein paar einfach verstéindlichen Beispielen beginnen.

Zu Beginn erinnern wir uns, dass eine gerade Zahl eine ganze Zahl ist, die durch 2 teilbar
ist.

Proposition 2.1.1 (Quadrate gerader Zahlen). Das Quadrat einer geraden Zahl ist
gerade.

Man kann sich die gesamte Mathematik denken als eine Ansammlung von Aussagen, die
aus gewissen Grundaussagen (den Axiomen) durch logische Schlussfolgerungen abgeleitet
werden. Dieser Vorgang heiffit beweisen. Gilt eine Aussage A als bewiesen, und kann man
eine weitere Aussage B logisch aus A ableiten, so gilt auch B als bewiesen.

Die solcherart bewiesenen Aussagen nennt man Sitze oder auch Theoreme. Ublich
in der Literatur ist, zuerst die Aussage des Satzes aufzuschreiben und danach den Beweis
anzuschliefen, in dem die Aussage des Satzes aus bekannten Resultaten hergeleitet wird.
Mit diesem Prinzip steht und fallt die Mathematik, daran lasst sich nicht deuteln.

Anstelle von Satz bzw. Theorem werden auch zuweilen andere Ausdriicke verwendet,
die den Stellenwert der Aussagen untereinander im Rahmen einer Theorie andeuten. Ob und
wie man diese Begriffe verwendet ist teilweise auch Geschmackssache.

Satz, Theorem: Dies ist das typische Resultat einer Theorie.

Hauptsatz: So wird ein besonders wichtiger Satz in einem Teilgebiet der Mathematik
genannt. Ein Beispiel ist etwa der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
den Sie im Rahmen der Analysis Vorlesungen kennen lernen werden.

Lemma: Dieses Wort stammt aus dem Griechischen (die Mehrzahl ist daher Lemma-
ta) und bedeutet ,,Stichwort* oder ,, Hauptgedanke“. Es wird in zwei verschiedenen
Zusammenhéngen verwendet. Zum einen bezeichnet es ein kleines, meist technisches
Resultat, einen Hilfssatz, der im Rahmen des Beweises eines wichtigen Satzes ver-
wendet wird aber selbst meist uninteressant ist. Zum anderen handelt es sich dabei
um besonders wichtige Schliisselgedanken, die in vielen Situationen niitzlich sind.
Solche genialen Erkenntnisse tragen meist den Namen des Erfinders (Lemma von
Zorn, Lemma von Urysohn,. .. ).

Proposition: Dies ist die lateinische Bezeichnung fiir Satz und wird manchmal an
dessen Stelle verwendet, meist aber um ein Resultat zu bezeichnen, dessen Wich-
tigkeit zwischen der eines Hilfssatzes und der eines Theorems liegt.

7
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Korollar, Folgerung: Dies ist ein Satz, der aus einem anderen Satz durch triviale
oder sehr einfache Schlussweise folgt. Manchmal ist es ein Spezialfall einer bereits
bewiesenen allgemeineren Aussage. Das Wort Korollar stammt {ibrigens vom latei-
nischen Wort corollarium ab, welches ein Krénzchen bezeichnet, das der Gastgeber
dem Gast ,,einfach so* schenkt.

BEWEIS. Sei n eine beliebige gerade Zahl. Nachdem n durch 2 teilbar ist, existiert eine
ganze Zahl m mit n = 2m.

Wir kénnen also nun das Quadrat von n durch m ausdriicken und erhalten n? = (2m)? =
4m?. Natiirlich ist 4m? durch 2 teilbar, und daher ist n? gerade. O

Falls Thnen der Beweis (zu) einfach erscheint, dann beherzigen Sie bitte nochmals Punkt
(1) auf Seite 1 und lesen aufmerksam weiter.

Im obigen Beweis haben wir mit der Voraussetzung (die urspriingliche Zahl ist gerade)
begonnen, sie ein wenig umgeformt und daraus die Behauptung (ihr Quadrat ist gerade)
hergeleitet. Beweise, die auf diese Art vorgehen, nennen wir direkte Beweise.

Definition 2.1.2 (Primzahl). Fine Primzahl ist eine natiirliche Zahl p > 1, die nur die
trivialen Teiler besitzt, d.h. deren einzige Teiler 1 und sie selbst sind.

Definitionen dienen zur Vergabe von Namen. Sie sind weder richtig noch falsch (aufler
bei der Reproduktion schon vorhandener Definitionen im Rahmen einer Priifung); sie kénnen
allerdings sinnvoll oder unsinnig sein.

Eine Definition verédndert nicht das mathematische Gebéude, blof3 die Sprache dariiber
wird um ein weiteres Vokabel ergénzt.

Theorem 2.1.3 (Satz von Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

BEWEIS. Nehmen wir einmal an, es gibe nur endlich viele Primzahlen. Wenn dem so ist,
konnen wir sie mit pyq, ..., p, bezeichnen (wobei n die endliche Anzahl von Primzahlen ist).
Nun bilden wir die Zahl

m=pipz---pp+ 1.

Weiters verwenden wir, dass jede natiirliche Zahl gréfler 1 in Primfaktoren zerlegt, d.h.
als Produkt von Primzahlen geschrieben werden kann (siche unten). Insbesondere ist jede
solche Zahl durch mindestens eine Primzahl teilbar.

Daher muf} es eine Primzahl geben, die m teilt. Dies ist jedoch nicht moglich, da m durch
keine der Primzahlen p; teilbar ist. (Offensichtlich bleibt immer ein Rest von 1.) So endet
unsere logische Schlusskette in einem Widerspruch.

Wir miissen also unsere zu Beginn des Beweises getroffene Annahme verwerfen, und daher
existieren tatsichlich unendlich viele Primzahlen. U

In diesem Beweis sind wir anders herum vorgegangen. Wir haben mit einer Annahme
begonnen, deren Aussage gerade das Gegenteil unserer Behauptung war. Danach haben wir
eine logische Schlusskette bis zu einem Widerspruch verfolgt. Die Annahme konnte also nicht
richtig gewesen sein, und daher musste zwangsldufig ihr Gegenteil stimmen (,,tertium non
datur”), also unsere Behauptung wahr sein.

Beweise dieser Struktur nennen wir indirekte Beweise. Wir werden ihre logische Struk-
tur im Abschnitt 3.2.2.1 noch genauer kennenlernen.

Obiger Beweis des Satzes von Euklid (ca. 325-265 v.Chr.) wird vielfach als das Muster-
beispiel eines einfachen, klaren und eleganten Beweises angesehen. Er findet sich erstmals in
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Euklids Werk ,,Die Elemente* in dem er den Grofiteils des damals bekannten mathematischen
Wissens zusammentrug.

Schliellich beweisen wir noch die oben oben verwendetet Tatsache, dass jede natiirliche
Zahl grofler 1 in Primfaktoren zerlegt werden kann. Wieder werden wir einen indirekten
Beweis fiihren.

Lemma 2.1.4. (Ezistenz der Primfaktorzerleqgung) Sei a > 1 eine natiirliche Zahl. Dann
gibt es Primzahlen pq, ..., pr, sodass

a4 =p1p2 - - Pk-

BEWEIS. Wir nehmen indirekt an, dass die Aussage des Lemmas falsch ist, also nicht
alle Zahlen grofler 1 in Primfaktoren zerlegt werden konnen. Sei a die kleinste solche Zahl.

Zunéchst kann a keine Primzahl sein, denn sonst kénnten wir a = p schreiben und a wére
ein (triviales) Produkt von Primzahlen. Also muf} es eine Zahl b geben, die a teilt. D.h. wir
kénnen schreiben a = b e fiir ein geeignetes ¢ und b, ¢ < a.

Nun koénnen wir b und ¢ in Primfaktoren zerlegen (sie sind ja kleiner als a); es gilt also
b=p1---psund c = pgyq - - pg fir gewisse Primzahlen pq, ..., p;.

Zusammengefasst gilt also

a:bc:pl...ps.ps_"_l...pk’

was einen Widerspruch zu unserer Annahme darstellt. O
2.2. Indizes
Im Beweis von Theorem 2.1.3 sind Ausdriicke der Form py, ..., p, und p; vorgekommen.

Die unter das p tiefer gestellten Zahlen und Buchstaben nennt man Indizes.

Indizes dienen dazu, miteinander verwandte Objekte weitgehend einheitlich zu bezeich-
nen. Darum keine Angst vor Indizes. In vielen Féllen sind sie einfacher und klarer als alle
anderen Darstellungsmoglichkeiten. Besonders im Zusammenhang mit Summen und Pro-
dukten (siche Abschnitt 2.3) treten sie haufig auf.

Eine wichtige Eigenschaft eines Index ist, dass er verschiedene Werte annehmen kann,
ganz wie eine Variable. So kann der Index ¢ im Ausdruck p; im Beweis zu Theorem 2.1.3 als
Wert alle natiirlichen Zahlen von 1 bis n annehmen.

Die Einzahl von Indizes ist iibrigens Index und nicht Indiz, deren Mehrzahl lautet Indi-
zien, und diese haben in Gerichtssélen nicht aber in Mathematiktexten ihren Platz.

Es ist z.B. offensichtlich, dass die Argumente der Funktion A im folgenden Beispiel alle-
samt Variable sein sollen, und dass h genau n Argumente benotigt.

h(zy, ..., x,)
Vergleichen Sie das mit der viel unklareren Schreibweise

hz,y,...,z)

Besonders in der linearen Algebra werden Indizes von Anfang an auftreten. Auch Doppel-
(As2, ap, b;j11) und sogar Mehrfachindizes (712345, Pijkm, Yii+1,..i4n), ja selbst indizierte
Indizes (Y, . ,) sind moglich und sinnvoll. Folgender Rat:

Machen Sie sich immer klar, was welcher Index bedeutet. Falls Buchstaben
als Index auftreten, behalten sie immer im Auge, welche Werte der Index
annehmen kann.
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Beispiel 2.2.1 (Matrizen). Wir ordnen die Zahlen 1,2,...,20 in einer Matrix, also
einem rechteckigen Schema von Zahlen, wie folgt an. Dabei bezeichnen wir die Matriz mit
A.

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20

A=

Mit Hilfe eines Doppelindex kénnen wir die einzelnen Eintrdge der Matriz bezeichnen, wobei
allgemein die Konvention gilt, dass der erste Index die Zeile bezeichnet, der zweite die Spalte
(Merkregel: Zeile zuerst; Spalte spiter). So haben wir z.B. fir den Eintrag in der 2. Zeile in
der 3. Spalte Ass = 8 und fiir den 1. Eintrag in der 3. Zeile Az = 11.

Wir kénnen sogar die gesamte Matriz A tber ihre Elemente mit Hilfe der Indizes defi-
nieren, indem wir schreiben

Aij=5i+j5-5, i=1,...,4, j=1,...,5.
Oft werden die Fintrdge von Matrizen auch mit kleinen Buchstaben bezeichnet, also die

Fintrdge der Matriz A mit a;;.

Bei Umformungen von Ausdriicken sind Indizes ,,in Schachteln verpackt®. Das bedeutet,
dass man sie nicht ,, wegkiirzen“ oder dhnliches kann. Zusétzlich werden Doppelindizes durch
Beistriche getrennt, wenn immer das zur leichteren Lesbarkeit beitragt. Zur Illustration seien
einige richtige und einige falsche Beispiele angegeben.

Ai+1+3~5,j = Az’+16,j

fi —1 7"é fi—l
BB, = B? # By»

B;
Z5 4B
S

2.3. Summen, Produkte — Zeichen

In der Mathematik untersucht man haufig Summen, in denen die Anzahl der Terme nicht
a priori fest steht. So hat etwa ein allgemeines Polynom n—ten Grades (fiir ein beliebiges n
in N) die Form

p(z) = ag + a1z + asx® + ...+ ap,a”

mit n+ 1 Termen, die aufsummiert werden. Um die Schreibweise von den Punkten (+...+)
zu befreien, verwendet man das Summenzeichen. Dieses erlaubt es eine mehrfache Addition
dghnlicher Ausdriicke vereinfacht darzustellen. So kann man mit Hilfe des Summenzeichens
. das Polynom im oberen Beispiel schreiben als

p(z) = Zaixi. (2.1)

Genauer betrachtet besteht der allgemeine Summenausdruck mit dem Summenzeichen aus
vier verschiedenen Termen.

e Es gibt es eine Laufvariable, den Summationsindex, in unserem Beispiel i.

e Diese Variable nimmt alle ganzen Zahlen beginnend mit der unteren Grenze, im
Beispiel 0,

e bis zur oberen Grenze, in Gleichung (2.1) ist sie n, in Einserschritten an.
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e Der Gesamtausdruck entspricht dann einer Summe von Termen, die aussehen wie
der allgemeine Summand, hier g;z°, in dem der Summationsindex jeweils durch
alle Werte ersetzt wird. In der dadurch gebildeten Summe kommt der Sum-
mationsindex also nicht mehr vor!

Betrachtet man eine Summe, so kann man sofort erkennen, aus wievielen Termen die Summe
besteht

Anzahl der Summanden = obere Grenze — untere Grenze + 1.

Dies ist auch der erste Schritt in der Analyse eines allgemeinen Summenausdrucks.
Man kann das Summenzeichen dazu verwenden, die Verkniipfung einer bestimmten An-
zahl von Ausdriicken darzustellen. Ein einfaches Beispiel dazu ist

1_1+1+1+1_1+1+1+1
11'—0—1_1—0—1 241 341 441 2 3 4 5

4

(2

Die wahre Starke besteht allerdings, wie erwéhnt, darin, dass man eine unbestimmte Anzahl
von Termen summieren kann:

Zai:a1+a2+-~-+an
i=1

In der Analysis wird gezeigt werden, dass selbst die Unendlichkeit hier keine Grenze bil-
det! Man kann zum Beispiel eine unendliche Reihe (hier an einem Beispiel) bilden, und

schreiben:
Shi_11
i 1 23

Den tieferen mathematischen Sinn dieses Ausdrucks wollen wir an dieser Stelle allerdings
nicht untersuchen.

Die Laufvariable kann an die jeweiligen Bediirfnissen des Problems anpasst werden. Sie
kann beliebig umbenannt und sogar weiteren Transformationen unterworfen werden (dhnlich
der Substitutionsregel fiir Integrale), wenn dabei beachtet wird, dass sich das Ergebnis nicht
andert. So kann etwa eine Indexverschiebung durchgefithrt werden: Setze zum Beispiel
1= J 4+ 2 so gilt:

9 7
I S
j=1

i=3
Wir haben dabei die neuen Grenzen fiir j durch Einsetzen berechnet

untere Grenze: 3=i=j+2=7=1
obere Grenze: 9=i=j74+2=75=7

und im allgemeinen Summanden ¢ durch j + 2 ersetzt.

Nach Definition ist iibrigens das Ergebnis einer allgemeinen Summe gleich 0, falls die
untere Grenze grofler als die obere Grenze ist.

Es treten in der Mathematik natiirlich nicht nur Summen variierender Lénge auf, auch
fiir andere Operationen, etwa Produkte, benttigt man ein dhnliches Prinzip, und daher hat
man viele dem Summenzeichen entsprechende Zeichen eingefiihrt. So gibt es etwa das bereits
in der Analysis wichtige Produktzeichen (J]) und noch weitere, etwa | J, (), O, @, usw.,
die in anderen Bereichen der Mathematik ihre Rolle spielen.
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Die Anwendung dieser Zeichen folgt demselben Schema wie die des Summenzeichens. So
ist etwa

5
[T 0: = bibabsbabs,
=1

0
=1

Das ,leere Produkt (obere Grenze ist kleiner als untere Grenze) wird also als 1 festgelegt.

Oft lassen sich Teile der verkniipften Ausdriicke vor das Verkniipfungszeichen ziehen,
wobei man stets darauf achten muss, dass dies nach den Rechenregeln fiir die jeweilige
Operation geschieht—beim Summenzeichen also das Herausheben, d.h.:

=1 i=1

ACHTUNG: Nur Konstante konnen herausgehoben werden! Also nicht:

n n
i=1 =1

Beim Produktzeichen ist zu beachten, dass solche Konstanten ja multipliziert werden! Daher:

ﬁ Te, =T7T" ﬁ T;.
i=1 i=1

Man kann das Produktzeichen auch verwenden um Fakultiten anzuschreiben. Zunéchst
definieren wir.

Definition 2.3.1 (Fakultit). Die Fakultdt n! (sprich: n Fakultdt, oder: n faktorielle)
einer natirlichen Zahl n ist rekursiv definiert durch:

ol:=1
(n+ 1)l :=(n+1)n!

Das Zeichen := (definitorisches Gleichheitszeichen) bedeutet, dass die linke Seite (hier 0!
resp. (n + 1)!) durch die rechte Seite definiert wird.

Unter einer rekursiven Darstellung oder Definition eines von n in N abhéngigen
Ausdrucks A(n) verstehen wir allgemein die Angabe einer Vorschrift zur Berechnung von
A(n) mit Hilfe einiger oder aller seiner bereits erklarten Vorgéinger A(n — 1), A(n — 2),....
Genau das haben wir oben fiir A(n) = n! getan, indem wir zunéchst A(0) = 0! := 1 definiert
und dann angegeben haben, wie A(n + 1) = (n + 1)! aus A(n) = n! zu berechnen ist (eben
gemafl A(n+1):=(n+1)A(n)).

Im Unterschied dazu sprechen wir von einer geschlossenen Darstellung, falls A(n)
ohne Bezugnahme auf seine Vorgénger angegeben wird.

Nun geben wir wie versprochen eine Darstellung der Fakultdten mit Hilfe des Produkt-
zeichens an. Dabei handelt es sich um die unmittelbar einsichtige, geschlossene Darstellung

n
nl = Hz
i=1

Dieser Ausdruck wird besonders fiir kombinatorische Probleme benétigt. So gibt n! die An-
zahl der Moglichkeiten an, n verschiedene Dinge hintereinander aufzureihen.
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Eine wesentliche Vereinfachung ist bei Summanden spezieller Gestalt moglich, nédmlich
fiir sogenannte Teleskopsummen:

Z(Clz‘ — Q1) =0f — Qg 8o — o + 98 — g + - - -+ =T — o T Ay, — Gp=T = Ay, — Qo
i=1
Analog ergeben sich Teleskopprodukte:

n
Q; Gp,

a;— a
=1 1 0

Zum Abschluss stellen wir noch eine weitere Verwendung des Summenzeichens vor (Ana-
loges gilt natiirlich auch fiir die verwandten Zeichen). Der Ausdruck

S
iel
definiert eine Summe, die fiir jedes Element der Menge I einen Term enthilt. (Wir verwen-
den hier den Mengenbegriff naiv, er wird im Kapitel 4 prézisiert.) Ahnlich wie zuvor wird im
allgemeinen Summanden die Laufvariable i jeweils durch das ausgewéhlte Element ersetzt.
Diese Notation hat vor allem zwei Vorteile. Zum einen kénnen auch ,,unregelméflige” Index-

mengen verwendet werden, und zum anderen bleibt die Anzahl der Indizes nicht auf endlich
(oder abzdhlbar; vgl. 4.4 unten) viele beschrénkt.

Beispiel 2.3.2. Es gilt

§ 2 2 2 2 2
ai:a1+a4+a7+a21.
1€{1,4,7,21}

2.4. Gleichungsumformungen in Beweisen — Stil und Fallen

2.4.1. Elementare Umformungen. Zunéchst zur Schreib- und Sprechweise:

Werden Ketten von Gleichungen untereinander geschrieben, so bedeutet das, dass die
untere Gleichung aus der oberen folgt, d.h.: Wenn die obere Gleichung gilt, dann gilt auch
die untere.

Beispiel 2.4.1. Betrachten wir die Ableitung

3rP+4r+5 = —r34+r+4  |+r3—-r—4
rP+3r?+3r+1 = 0
(r+12% =0 |/
r+1 = 0 | —1
o= =

Sie ist, wie in der Mathematik diblich, von oben nach unten giiltig. Das bedeutet, wenn wir
Folgerungspfeile einfiihren, kinnen wir die Implikationen hervorheben

3P +4r+5 = —r*+r+4  |+rP-r—-4 =
rP+32+3r+1 = 0 =
(r+12® =0 |\3/ =
r+1 =0 | -1 =

o= =l

und wenn wir alle Zwischenschritte weglassen, ergibt sich der logische Schluss

324+ dr+5=—r+r+4=r=—1.
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Werden Umformungen durchfiihrt und soll ausdriickt werden, dass sie in beide Richtun-
gen stimmen, so muss dies durch explizites Setzen von Aquivalenzpfeilen (&) angezeigt
werden.

Beispiel 2.4.2. In Beispiel 2.4.1 folgen in Wahrheit die oberen Gleichungen auch aus
den unteren, d.h. sie sind wirklich alle dquivalent. Um das zu unterstreichen, wollen wir
daher

3rP+4r+5 = —r4+r4+4  |+r¥-r—4 &
P+3r’+3r+1 = 0 =
(r+1? = 0 o/ o
r+1 = 0 | -1 &

r = —1

schreiben.

Auch bei Schliissen von unten nach oben in einer Umformung miisste die Implikati-
onsrichtung durch Setzen des entsprechenden Pfeils (<) angegeben werden. Schliisse von
unten nach oben gelten nicht als guter mathematischer Stil und sollten daher
unbedingt vermieden werden. Machen Sie sich daher immer klar, womit eine Umfor-
mung beginnt und was Sie abzuleiten gedenken. Wenn Sie die Rechnung vom Ergebnis zum
Ausgangspunkt hin durchfiihren, so kehren sie die Schlussweise in der Reinschrift um!

Welche Umformungen sind eigentlich erlaubt? Auf beiden Seiten darf dasselbe addiert (sub-
trahiert) werden. Es diirfen auch beide Seiten mit derselben Zahl multipliziert werden; Wie
steht es mit der Division?

Theorem 2.4.3 (Sinnlosigkeit der Zahlen). Alle Zahlen sind gleich.

BEWwWEIS. O.B.d.A. werden wir den Spezialfall 1 = 2 beweisen. Wir werden nur elementare
Umformungen benutzen. Wir beginnen mit reellen Zahlen a und b mit a = b.

Die Abkiirzung O.B.d.A. steht fiir ohne Beschrdinkung der Allgemeinheit. Korrekt wird
sie zu Beginn eines Beweises oder Beweisteils verwendet. Damit wird der Leser auf zwei
Dinge aufmerksam gemacht. Einerseits soll nur ein Teil der Aussage bewiesen werden, und
andererseits ist der Autor des Beweises der Meinung, dass die Gesamtaussage einfach aus
dem Bewiesenen folgt. Es steckt also hinter 0.B.d.A. ein weiterer mathematischer Satz (,,aus
dem tatsédchlich Bewiesenen folgt die Aussage des Satzes“), und o0.B.d.A. bedeutet dann,
dass diese Implikation nach Meinung des Autors trivial, also besonders einfach herzuleiten
ist.

Zusétzlich zur Beschrankung auf einen Sonderfall, aus dem schon die gesamte Aussage
folgt, kann man O.B.d.A. auch noch zur Vereinfachung der Bezeichnung oder zum Aus-
schlieflen trivialer Sonderfélle verwenden. Beispiele zu diesen Verwendungen werden Sie in
spateren Beweisen finden.

a = b
a’ = ab nach Multiplikation mit a
a’+a®> = a’>+ab nach Addition von a?
20> = a®+ab
2a®> —2ab = a®+ ab — 2ab nach Subtraktion von 2ab
2a®> —2ab = a®—ab
2(a®> —ab) = 1(a® — ab)
2 =1 nach Division durch a? — ab,

woraus unsere Behauptung folgt. O
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Natiirlich haben wir in diesem Beweis einen Fehler gemacht. Kénnen Sie ihn entdecken?

An diesem Beispiel sieht man schon die Falle, in die man bei Verwendung der Division als
Aquivalenzumformung tappen kann. Es muss immer sichergestellt werden, dass nicht durch
0 dividiert wird wie im obigen Beweis, und 0 kann sich hinter komplizierten Ausdriicken
verbergen.

2.4.2. Anwendung von Funktionen. Man kann nicht nur auf beiden Seiten der Glei-
chung elementare arithmetische Operationen ausfithren, sondern man kann auch versuchen,
geeignete Funktionen anzuwenden um zu vereinfachen. Besonders beliebt sind Umkehrfunk-
tionen von Funktionen, die auf beiden Seiten der Gleichung auftauchen.

Ein einfaches Beispiel bietet die nidchste Umformungskette, in der wir im ersten Schritt
die Logarithmusfunktion (log), die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion angewendet
haben.

Sth — e |log _
r+4=x-2
2r = —6
T =-3

In der Mathematik wird der natiirliche Logarithmus oft mit log und nicht mit In bezeichnet.
Der Logarithmus zur Basis a wird log, geschrieben und fiir den Logarithmus zur Basis 10
miissen wir bei Verwendung obiger Konvention log,, schreiben und nicht blof log.

Theorem 2.4.4 (Sinnlosigkeit der Zahlen — 2. Versuch). Alle Zahlen sind gleich.

BEWwWEIS. O.B.d.A werden wir den Spezialfall 4 = 5 beweisen:

—20 = -20
16 — 36 =25 — 45
16 — 36+ & =25 — 45+ &

Po2ed g4 (@) =525+ (3

( _%)2:( —%)2 weil (a — b)? = a® — 2ab + b
1-2=5-
4 =05,
womit die Sinnlosigkeit des Zahlenbegriffs erwiesen ist. ]

Offensichtlich steckt in diesem Beweis ein Fehler, denn die Ungiiltigkeit des Satzes steht
wohl aufler Zweifel. Kénnen Sie den Fehler entdecken?

Die falsche Umformung steht in der vorletzten Zeile: Das Ziehen der Quadratwurzel ist
keine Aquivalenzumformung! Soll eine Gleichung durch Wurzel Ziehen umgeformt werden,
so muss man sich zuvor iiberzeugen, dass die Vorzeichen auf beiden Seiten iiberein stimmen.
Dies ist im obigen Beispiel (die Ausdriicke in den Klammern) nicht der Fall, und daher
hétten wir schreiben miissen

2 2
(1-9=6-2 <
4—2=5-2
Allgemein muss man bei der Anwendung von Umkehrfunktionen f~! darauf achten, dass

die Funktion f, die man ,entfernen“ mochte, injektiv (sieche Abschnitt 4.3) ist, auf den
Definitionsbereichen beider Seiten der Gleichung.
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Beispiel 2.4.5. Normalerweise ist das Quadratwurzel Ziehen nicht erlaubt, weil die
Funktion f(x) = z* sowohl x als auch —x auf z* abbildet; also das Ziehen der Wurzel
nicht eindeutig ist! Schrianken wir aber f auf positive reelle Zahlen ein, so vermeiden wir
dieses Problem und konnen gefahrlos Wurzel ziehen.

Sei x > 0, und seien a, b reelle Zahlen. Dann gilt

42* = (a® + b*)?
20 = a? 4 b*
r=1(a®+0%),
und diese Umformung ist richtig, da wir schon wissen, dass x > 0 und a*+b* > 0 (warum?)
gelten.

Ist die Anwendung der Umkehrfunktion zwingend notig, um eine Rechnung fortsetzen zu
kénnen, so miissen wir bei Mehrdeutigkeit Fallunterscheidungen durchfiihren.

Um wieder zum Beispiel ,Quadratwurzel“ zuriickzukehren, sehen wir uns an, wie der
vorletzte Umformungsschritt im falschen Beweis von Theorem 2.4.4 richtigerweise gefiihrt
hétte werden miissen.

= ist offensichtlich falsch

9 _ 9
4-3=-(-3)
% —% was stimmt.

Der 1. Fall fiihrt offensichtlich zu einem unsinnigen Ergebnis und muss daher verworfen
werden. Der 2. Fall hingegen liefert das richtige Resultat. Nur dieser darf im Beweis des
Theorems verwendet werden und wir sind daher erwartungsgeméfl nicht in der Lage, die
Behauptung 4 = 5 zu beweisen.

2.5. Vollstiandige Induktion

Wir haben im Abschnitt 2.1 bereits die beiden grundlegenden Beweisprinzipien, den
direkten und den indirekten Beweis kennengelernt.

Die erste Beweisidee, die wir kennenlernen wollen, wird oft benotigt, wenn wir eine Be-
hauptung fiir alle natiirlichen Zahlen beweisen mochten.

Beispiel 2.5.1. Betrachten wir die folgende Reihe von Ausdriicken.
1=1=1°
1+3=4=2°
14+3+5=9=3
1434+5+7=16=4°
14+3+5+7+9=25=5

Nach einem , Intelligenztest“ finden wir also heraus, dass die Summe der ersten n unge-
raden Zahlen genau das Quadrat von n ergibt.
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Nun, besser gesagt hétten wir behaupten sollen, dass wir vermuten, dass dem so ist.
Die ersten fiinf Testbeispiele zu iiberpriifen ist natiirlich nicht genug, um daraus schon auf
die allgemeine Aussage schliefen zu konnen, ja nicht einmal das iiberpriifen der ersten 10
Millionen Fille wiirde gentigen.

Was wir bené6tigen, ist eine Technik, um mit einem Schlag das Resultat fiir
alle unendlich vielen natiirlichen Zahlen auf einmal zu beweisen.

Machen wir einen Zwischenausflug ins tégliche Leben: Welche Hilfsmittel wiirden Sie
verwenden, um ein Dach zu erklimmen? Wahrscheinlich eine Leiter. Ist es zum Erklimmen
einer Leiter wichtig, deren Hohe zu kennen? Nein. Das Wissen um die Technik des Leiter-
kletterns geniigt (abgesehen von Hohenangst und eingeschriankter Kondition — das wollen
wir wegabstrahieren).

Was miissen wir wissen, um die Technik des Leiterkletterns zu erlernen. Erstaunlicher-
weise nur zwei Dinge:

(1) Wie komme ich auf die unterste Leitersprosse? (Leiteranfang)
(2) Wie komme ich von einer Leitersprosse auf die néchst hthere Sprosse? (Leiterschritt)

Finden Sie eine Antwort auf diese beiden Fragen, und kein Dach wird vor Thnen sicher sein
(sofern Sie eine Leiter auftreiben kénnen, die lang genug ist).

Wenn wir nun den Gipfel der Erkenntnis iiber natiirliche Zahlen erklimmen wollen, so ge-
hen wir ganz dhnlich vor. Die mathematische Version des Leiterkletterns heifit vollstindige
Induktion.

Um sie korrekt durchzufiithren miissen wir ganz analog zum Leiteranfang erst eine Grund-
lage, einen Anfang fiir unsere Behauptung finden. Meist werden wir also unsere fiir alle
natiirlichen Zahlen zu beweisende Behauptung erst einmal in einem einfachen Fall iiber-
priifen. Ublicherweise ist das der Fall fiir n = 0 oder n = 1 aber jede andere natiirliche Zahl
kann ebenfalls als Induktionsanfang dienen.

Danach miissen wir eine Methode finden, den Leiterschritt zu imitieren. Fiir so einen
Schritt gehen wir davon aus, dass wir uns bereits auf einer Leitersprosse befinden, wir also
die Aussage schon bewiesen haben fiir eine bestimmte natiirliche Zahl n. Diese Aussage
heift Induktionsannahme oder Induktionsbehauptung. Von dieser Sprosse ausgehend
miissen wir nun eine Methode finden, die néchst hohere Sprosse zu erklimmen. Im Falle der
Leiter ist das ein einfacher Schritt, in der Mathematik ist dazu ein Beweis von Noten. In
diesem Induktionsschritt wird aus der Behauptung fiir n die Aussage fiir die Zahl n + 1
(die néchste Sprosse) hergeleitet.

Ist das geschafft, so ist der Induktionsbeweis beendet, und die Behauptung ist tat-
sachlich fiir alle natiirlichen Zahlen bewiesen (resp. fiir alle natiirlichen Zahlen grofler als der
Induktionsanfang).

Warum ist das so? Fiir jede natiirliche Zahl kénnen wir die ,, Induktionsleiter” so lange
hinaufklettern bis die Behauptung auch fiir diese Zahl bewiesen ist — die Hohe des Daches
ist nicht wichtig, so lange wir nur die Technik des Kletterns beherrschen.

Verwenden wir also nun unsere neue Technik, um die Behauptung iiber die Summe un-
gerader Zahlen aus Beispiel 2.5.1 zu beweisen.

Proposition 2.5.2 (Summen ungerader Zahlen). Es gilt fir n > 1!

n

> 2k —1)=n".

k=1

BEWEIS. Wir beweisen die Aussage mit vollsténdiger Induktion.

IDie Aussage ist zwar fiir n = 0 ebenfalls richtig (und zwar trivialerweise), aber in diesem Zusammenhang
weniger natiirlich, sodass wir darauf verzichten, sie in die Proposition mit einzubeziehen.
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Induktionsanfang: Sei n = 1. Es gilt Zizl@k —1) =1 = 12 (Wie gesagt, der
Induktionsanfang ist meist leicht.)
Induktionsannahme: Es sei die Behauptung fiir n bereits bewiesen, also

> (2k—1) =n”.
k=1
Induktionsschritt: Wir miissen nun die Behauptung fiir n 4+ 1 zeigen, also
n+1
> @k—1)=(n+1)
k=1
beweisen. Beginnen wir den Beweis mit der linken Seite

n+1 n
> @k—1)=> (2k—1)+2n+1.
k=1 k=1

Fiir diese Umformung haben wir einfach die Definition des Summensymbols ¥ ver-
wendet und den letzten Term explizit aufgeschrieben. Durch diesen Trick (ein Stan-
dardtrick in Induktionsbeweisen) haben wir auf der rechten Seite einen Term (den
Summenausdruck) erzeugt, der in der Induktionsannahme vorkommt. Wir kénnen

also die Induktionsannahme einsetzen und erhalten
n

d k-1 +2n+1=n>+2n+1.
k=1
Die rechte Seite ist ein vollstdndiges Quadrat, und daher kénnen wir fertig umformen

n*+2n+1=(n+1)>2
und wir haben den Induktionsschritt beendet.

Damit ist alles bewiesen — in einem Schritt fiir unendlich viele, ja fiir alle, natiirlichen
Zahlen. U

Als ein komplexeres Beispiel fiir die Anwendung der vollstdndigen Induktion zum Be-
weis einer wichtigen mathematischen Tatsache behandeln wir im folgenden Abschnitt den
binomischen Lehrsatz.

2.5.1. Der binomische Lehrsatz. Der binomische Lehrsatz dient der Auflésung von
Potenzen der Form (a + b)" in eine Summe von Produkten. Er lautet:

n
a+b)" = akbrk,
@ror=3(3)
Er begriindet sich durch folgende Uberlegung: Beim Ausmultiplizieren von n gleichen Bino-
men (a + b) wird fiir jedes Produkt aus jedem Binom entweder ein a oder ein b verwendet.
Somit entstehen Produkte der Formen a™b°, a”~'bt, ..., a't"" !, a°0". Die entstehenden Pro-
dukte werden additiv verkniipft, bleibt also nur noch die Frage, welche Produkte wie oft
entstehen. Diese Frage nach dem Koeffizienten wird im binomischen Lehrsatz mit (Z) be-
antwortet. Weil er der Koeffizient in der Entwicklung der Potenz eines Binoms (a + b) ist,
heifit er Binomialkoeffizient.

Die mathematische Disziplin, die sich unter anderem mit dem Abzdhlen von Objekten
beschiftigt, ist die Kombinatorik. Dort besteht eine {ibliche Losungsmethode darin, ein
Problem durch ein dquivalentes Problem zu ersetzen (die Aquivalenz ist oft schwierig zu
zeigen), welches leichter zu 16sen ist. Ein im Zusammenhang mit Binomialkoeffizienten stets
zitiertes dquivalentes Problem ist das Pascalsche Dreieck. Es folgt nachstehenden Regeln:
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e Die oberste Ebene enthélt eine Position.

e Jede Ebene enthélt eine Position mehr als die dariiberliegende.

e Jeder Position werden in der darunterliegenden Ebene zwei benachbarte Positionen
als Linksuntere und Rechtsuntere zugeordnet.

e Die Linksuntere einer Position ist stets gleich der Rechtsunteren ihrer links benach-
barten Position und umgekehrt.

e Um einen Weg zu einer Zielposition zu erhalten, startet man von der einzigen Posi-
tion der obersten Ebene. Dann geht man immer zur Links- oder Rechtsunteren der
aktuellen Position, bis man bei der Zielposition angekommen ist.

e An jeder Position notieren wir dann die Anzahl der Wege, die zu ihr fithren. Dabei
gilt die Position in der obersten Ebene als Weg zu sich selbst, bekommt also eine 1

zugeordnet.
/1 1\
1\ 1 1 /1
1 2 1 1 2 1
/1 1\ 1\
1\ 1 1 /1 1 1\
1 2\ 1 1 2\ 1 1 2 /1
1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 1

ABBILDUNG 2.1. Pascalsches Dreieck

Der Zusammenhang zwischen dem Pascalschen Dreieck und der Frage, wie oft die einzelnen
Produkte beim Ausmultiplizieren auftreten, ist folgender:

e Auf der einen Seite steht beim Finden eines Weges auf jeder Ebene die Entscheidung
an, ob man entweder zum Links- oder Rechtsunteren weitergeht.

e Auf der anderen Seite muss man beim Ausmultiplizieren aus jedem Binom entweder
ein a oder ein b entnehmen.

e Der an einer Position notierte Wert wird also zum Binomialkoeffizienten des entspre-
chenden Produktes gleich sein (Dies ist hier noch unbewiesen und wird im Weiteren
gezeigt werden.), wobei die Ebene der Potenz entsprechend gewihlt werden muss;
die Koeflizienten (") von (a + b)" findet man also in der n—ten Ebene (wobei wir

k
bei n = 0 zu zéhlen beginnen).

Der Ausdruck (Z) beansprucht also, als Ergebnis den Wert der k—ten Position der n—ten
Ebene des Pascalschen Dreiecks zu haben, wobei die Nummerierung sowohl fiir n als auch
fiir & mit 0 beginnt. Uberlegen wir uns, dass eine Position im Pascalschen Dreieck nur iiber
ihre maximal zwei Oberen zu erreichen ist und alle Wege, zu den beiden Oberen verschieden
sind, so ist klarer Weise der Wert einer Position gleich der Summe der Werte ihrer (hochstens
zwei) Oberen. Aus dieser Uberlegung definieren wir rekursiv.
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Definition 2.5.3 (Binomialkoeffizient). Der Binomialkoeffizient (}) fir n, k in N ist
(rekursiv) definiert durch

o)

(ii) Z =0 firnin N und k <0 oder k > n,

o (1) = Go) = ()

In vielen Situationen (auch im Falle des Binomischen Lehrsatzes) ist die rekursive De-
finition des Binomialkoeffizienten etwas unhandlich. Wir beweisen daher zunéchst eine ge-
schlossene Darstellung desselben.

Proposition 2.5.4 (Geschlossene Darstellung des Binomialkoeffizienten). Fir alle n in
N und alle natirlichen k mit k < n gilt:

(1) ="
(1) ="

Dafiir miissen wir zeigen, dass die Formel

BEWEIS. Zu beweisen ist:

n!
(n — k)k!

der Definition 2.5.3 von (Z) geniigt. Dabei haben wir zu beachten, dass die Formel nur fiir
n>0,0<k<n gilt.

Zuerst untersuchen wir die Rénder des Pascalschen Dreiecks und zeigen, dass sie aus-
schlieBlich aus Einsen bestehen.

Beginnen wir mit dem linken Rand also dem Fall £ = 0, d.h. den Binomialkoeffizienten

der Form (g), n in N. Aus der rechten Seite der Behauptung ergibt sich tatséchlich

n! n!

(n—0)0! nl
Wir miissen nun auch beweisen, dass dasselbe aus der rekursiven Definition fiir (8) folgt.

Dazu verwenden wir das Prinzip der vollstdndigen Induktion:
Behauptung:

fiir alle natiirlichen n gilt: (g) =1

Induktionsanfang: n = 0

(0) =1 nach Definition 2.5.3(i).

()

Induktionsannahme: Es gelte
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Induktionsschritt:

<ng—1> — (nl) + <g) nach Definition 2.5.3(iii)

= 0 + 1 nach Def. 2.5.3(ii) bzw. Induktionsannahme
= 1

Das beweist die Behauptung iiber den linken Rand des Pascalschen Dreiecks.
Ganz analog behandeln wir den rechten Rand, also die Binomialkoeffizienten der Form
(Z) Aus der rechten Seite der Aussage des Satzes berechnen wir

n! n!
(n—n)lnl — nl

Behauptung:
fiir alle natiirlichen n gilt: (n) =1
n

Induktionsanfang: n = 0

(0) =1 mnach Definition 2.5.3(i).

0
(n) 1
n
Induktionsschritt:

Induktionsannahme: Es gelte
1
TR (™) & (™) nach Definition 2.5.3(iii)
n+1 n n+1

= 1 + 0 nach Induktionsann. bzw. Def. 2.5.3(ii)
= 1
Das zeigt die Behauptung iiber den rechten Rand.

Nun beweisen wir die Formel fiir alle (restlichen) n und k. Dafiir miissen wir nachweisen,
dass firallenin N, 2<nund 1 <k<n-1

(1) = "mm

gilt. Wir verwenden ein weiteres Mal vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: n = 2, daher k£ =1

2 1 1
<1) = (O) + <1) nach Definition 2.5.3(iii)

= 1 + 1 nach dem bereits bewiesenen
2

Andererseits gilt
2! 2
= = 2
(2—-1)'1! 1-1

Induktionsannahme: Es gelte

n n!
— " frl<k<n-l
Q) D sk<n
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Induktionsschritt: Sei 1 < k£ < n dann gilt:

(nzl) - (Z) - (k ﬁ 1) Definition 2.5.3(iii)

n! n!

_ T + CEESVI] Induktionsann. bzw. obige Beh.
B nl(n —k+1)
~ (n—k+1)(n— k)
+ nlk Erweitern
(n—k+ DIk —1)k
_ nlln—k+l) nik Definition der Fakultit

(n—k+ 1Dk (n—Fk+ 1)k

(n—k+1 'k
_n (n +1)+n Zusammenfassen der Briiche

(n—k+ 1)k
— n'((:z : ]]:; j__ f)'—;‘l) Herausheben
= % Addieren
= % Definition der Fakultit
Das beweist, dass die Formel der rekursiven Darstellung von (Z) geniigt. 0

Zum Rechnen mit der Formel aus Proposition 2.5.4 empfiehlt es sich, zu kiirzen:

(Z) o n! _n(n—l)...(n—k:+1)_Hiz_o(n—i). (2.2)

(n— k) k! k!

Mit Hilfe der mittels Proposition 2.5.4 nachgewiesenen Formel (2.2) kénnen wir die Definition
des Binomialkoeffizienten erweitern: Zunéchst haben wir—motiviert durch unsere Betrach-
tung des Pascalschen Dreieck—in Definition 2.5.3 den Binomialkoeffizienten (Z) ja lediglich

fiir n, k in N definiert. Auf der rechten Seite von (2.2) besteht allerdings keine Notwendigkeit
mehr, n auf natiirliche Zahlen zu beschrinken. So definieren wir wie folgt:

Definition 2.5.5 (Binomialkeffizent — Erweiterung). Der Binomialkoeffizient ist fiir o
i R und k in N definiert durch:

(Z) _ala=1)..(a—k+1)  [lLa—i)

k! k!

In der Mathematik ergeben sich hiufig Situationen, wo ein Begriff (wie etwa oben der
Binomialkoeffizient) zunéchst in einer spezielle(re)n Situation definiert wird, es sich nach
griindlichem Studium allerdings zeigt, dass der Begriff auch in allgemeineren Situationen Sinn
hat. Dann erweitert man die Definition. In diesem Sinne ist Definition 2.5.5 eine Erweiterung
der Definition 2.5.3. Dabei miissen wir allerdings sorgféltig darauf achten, dass im spezielleren
Fall (hier n in N) die erweiterte Definition mit der urspriinglichen iibereinstimmt.

Kehren wir nun nach diesem Ausflug in die Kombinatorik zum Binomischen Lehrsatz
zuriick, den wir zum Abschluss dieses Kapitels beweisen.
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Proposition 2.5.6. (Binomischer Lehrsatz) Es gilt fir al

(Z) akbn—k

(a+b)" =)
fiir alle n in N und alle a,b in R: (a + b)" =

k=0
BEWEIS. Zu zeigen ist also

Wir beweisen das mittels vollstdndiger Induktion.
Induktionsanfang: n =0
Klarerweise gilt (a + b)" = 1. Andererseits

(e

> ()
Induktionsannahme: Es gelte

k

0

k=0

Induktionsschritt:
(a + b)"*t (a+ b)(a + b)"

(a+®§i<
(?) a’b" i (a + b)

j=0
”) (@10 4 oprith)

)aj+1bn—j 4 (”) ajbn—j—l—l)
J
(“) aJpn—i+l
J

n

) a’ bl

J

n

2

j=0

7=0 7=0
n+1 n+1 n
— § : azbn—z—l—l 4 § : ‘ ajbn—_]+1
, 1 —1 : J
=1 7=0
n+1 n+1

kbn k+1 + Z

) ) kbn—k+1

S (RN < R
= e (1) (1)
= 3 (e

Das beweist den binomischen Lehrsatz.
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le a,b reell und n in N:

Induktionsannahme
Ausmultiplizieren
Ausmultiplizieren
Ausmultiplizieren

Aufspalten der Summe

Indexverschiebung

j+1=iund (,7,) =0

(") =0und
Laufvariablen umbenannt

Vereinigen der Summen
Herausheben

rekursive Definition von (Z)

O






KAPITEL 3
Logik

Dieses Kapitel handelt von den Grundlagen der Mathematik. Grundlegendes iiber Boo-
leschen Algebren sollte schon aus der Schule bekannt sein. Versteht man erst das Prinzip von
Booleschen Algebren, so ist damit schon der erste Schritt zum Versténdnis der Aussagenlogik
getan. Wir erkldren die grundlegenden Operationen Und, Oder und die Negation sowie die
Implikation und die Aquivalenz. SchlieBlich befassen wir uns mit Quantoren und legen somit
den Grundstein zur Einfithrung unserer ersten mathematische Struktur — der Mengen —
in Kapitel 4.

3.1. Boolesche Algebren

In diesem Abschnitt wollen wir das Kapitel iiber Boolesche Algebren aus der Schule
aufarbeiten. Es soll uns nicht dazu dienen, daraus die Grundlagen der Mathematik zu bauen
(was im Prinzip moglich wére), sondern lediglich die Grundoperation der Aussagenlogik
motivieren. Wir beschranken uns dabei auf die Schaltalgebra, ein Konzept, das auch fiir das
Verstandnis der Informatik von grofler Bedeutung ist.

Elektronische (auch elektrische) Schaltungen bestehen aus elektrischen Leitungen und
aus Schaltern. Jede Leitung kann sich in zwei Zustinden befinden (Strom fithrend bzw. nicht
Strom fiithrend), so wie jeder Schalter zwei Zustande (Stellungen) hat: ,Ein® und , Aus®.

Mathematisch kann man sowohl den Zustand einer Leitung als auch die Stellung eines
Schalters mit Hilfe einer Variable beschreiben, die zwei Werte annehmen kann: 0 oder 1.
Eine solche Variable heifit bindre Variable.

Mit Schaltern kann man steuern, ob Strom durch eine bestimmte Leitung flieit oder
nicht. Das heifit, die Schalterzustinde steuern die Zustdnde von Leitungen. Schaltet man
den Schalter ein, so lédsst er den Strom passieren, und ergibt sich ein geschlossener Strom-
kreis, so flieft Strom durch die Leitung. In der Computertechnik wurden mit Hilfe von
Transitoren Schaltungen entwickelt, die wie elektronische Schalter funktionieren. Fiihrt dort
eine bestimmte Leitung A Strom, so verhélt sie sich wie ein Schalter im Zustand , Ein“ fiir
eine andere Leitung B. Fliefit kein Strom durch Leitung A, so verhélt sie sich wie ein Schalter
im ,, Aus“-Zustand fiir Leitung B.

Baut man eine komplizierte Schaltung aus mehreren Schaltern, die durch Leitungen ver-
bunden sind, so ist meist auf den ersten Blick nicht zu erkennen, welche Leitungen bei
welchen Schalterstellungen Strom fithren und welche nicht. Man kann sich dann einen Uber-
blick verschaffen, indem man so genannte Schaltwerttabellen aufstellt. An einigen einfachen
Schaltungen sei das Prinzip demonstriert.

(1) Setzt man in einem Stromkreis wie in Abbildung 3.1 zwei Schalter hintereinander,
bildet man also eine Serienschaltung, und untersucht, wann die Leitung Strom fiihrt,
erhélt man folgende Schaltwerttabelle. Die Bedeutung der Tabelle ist rechts daneben
noch einmal explizit erlautert.

A
010 0 0OANO=0
01 0 0OAN1=0
110 0 INO=0
111 1 IN1=1

25
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&

a® b®

ABBILDUNG 3.1. Serienschaltung — Und-Verkniipfung

Der Strom flieit also, wenn Schalter a und Schalter b eingeschaltet sind. Mathema-
tisch schreibt man kurz a Ab und spricht @ und b bzw. von der Und-Verkniipfung
oder AND-Verkniipfung.

Setzt man in einem Stromkreis wie in Abbildung 3.2 zwei Schalter nebeneinan-
der, so wird man folgendes feststellen: Damit die Leitung Strom fiihrt, reicht es

[
a

ABBILDUNG 3.2. Parallelschaltung — Oder-Verkniipfung

Schalter a oder Schalter b einzuschalten. Eine Schaltung dieser Art nennt man
Parallelschaltung und die entsprechende mathematische Verkniipfung heifit Oder-
Verkniipfung bzw. OR-Verkniipfung. Man schreibt a Vb und spricht a oder b. Die

Schaltwerttabelle ist
aVb

a
0
0
1

_ O = O

ACHTUNG: Beachten Sie, dass ,oder” im Gegensatz zum umgangssprachlichen
Gebrauch bedeutet, dass a oder b oder beide eingeschaltet sein miissen (vgl. Bei-
spiel 3.1.2 und Abschnitt 3.2.1 unten). Wir sprechen vom einschliefienden Oder.
Beschriftet man einen Schalter ,,verkehrt“, so erhélt man die einfachste Schaltung,
die Negation —a mit der Schaltwerttabelle

a | —a
0 1
1] 0

Bemerkung 3.1.1. Mit elektrischen Leitungen und echten Schaltern kann man nicht

so leicht komplizierte Schaltungen bauen. Mit elektronischen Schaltern hingegen kann man
auch Schaltungen bauen, in denen eine Leitung den Strom in mehreren anderen Leitungen
schaltet. Mit dieser Technik kann man aus den drei Grundschaltungen Serienschaltung (),
Parallelschaltung (V) und Negation (—) jede beliebige Schaltung bauen.
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Zum besseren Verstédndnis der Grundschaltungen bringen wir noch einen Vergleich aus
dem , wirklichen Leben“. Wenn Sie als Abenteurer in einem Fantasy-Spiel in ein Haus eindrin-
gen miissen, dann werden Sie zuerst die Tiiren untersuchen. Besitzt eine Tiir zwei Schlosser
A und B, so miissen Sie A und B 6ffnen, um die Tiir zu iiberwinden. Hat das Haus aber
zwei Tiiren a und b, so miissen Sie a oder b 6ffnen, um einzudringen. Dies ist ein einsch-
lieBendes Oder, denn wenn sie beide Tiiren aufbekommen, ist das bestimmt kein Hindernis
fiir das Durchsuchen des Hauses — und falls Sie an der logischen Aufgabe mit den Tiiren
und Schlossern scheitern, konnen Sie immer noch mit Hilfe der vollsténdigen Induktion ein
Fenster im zweiten Stock einschlagen.

Es existieren vier einstellige Operatoren (wie —) und 16 mogliche bindre Operatoren (wie
A oder V).Uber zwei dieser binédren Operatoren wollen wir im Folgenden sprechen.

Beispiel 3.1.2 (XOR). Betrachten wir zundchst die Schaltwerttabelle

Diese zweistellige Operation heifft XOR (exklusives Oder, ausschlieBendes Oder ). Sie ent-
spricht der Bedeutung von ,oder” in der Umgangssprache: Entweder a oder b sind einge-
schaltet — keinesfalls beide.

WICHTIG: In der Mathematik ist es unbedingt notwendig, das Ausschliefende der XOR-
Operation zu betonen, wie etwa durch Einfiihren des Wortes ,,entweder®, um Verwechslungen
mit der OR-Operation zu vermeiden, die ja als einschliefende Oder einen Einser in der letzten
Zeile der Schaltwerttabelle aufweist (vgl. auch Abschnitt 3.2.1).

Beispiel 3.1.3 (NAND). Interessanterweise gibt es eine Operation — tbrigens sehr bil-
lig mittels Transistoren herstellbar — die allein ausreicht, um alle anderen Operationen und

damit alle mdéglichen Schaltungen zu erzeugen. Diese bindre Operation hat die Schaltwertta-
belle

und tragt den Namen NAND (negated AND, also negiertes Und). Der Zusammenhang mit
den bereits definierten Operationen ist anb = —(a A b), wie leicht aus den Schaltwertabellen
zu, sehen ist.

Bemerkung 3.1.4. Wie kénnen die bereits bekannten Grundoperationen mit Hilfe der
NAND Operation zusammensetzt werden?

(1) Es gilt ma = aAa, wie wir an Hand der Schaltwerttabelle leicht iberprifen kinnen:
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(2) Fir die Oder-Verkniipfung erhalten wir aV b= (anxa) A (bAb):
b

a|bllaia|bAb] (ara)A(bAb) |aV
010 1 1 0 0
01 1 0 1 1
110] O 1 1 1
111} O 0 1 1

(3) Zuletzt stellen wir die Und- Verkniipfung ebenfalls durch dret NAND Operationen
dar als a ANb = (arb)A(anb). Uberprifen wir die Richtigkeit wieder mit Hilfe der
Schaltwerttabelle:

b (arb) b

_ O O O >

(and)|a

_ o o o>

Eine wichtige Frage bei der technischen Herstellung von Schaltungen ist die folgende:
Es sei festgelegt, bei welchen Schalterstellungen welche Leitungen Strom fithren sollen und
welche nicht; es sei also die Schalttafel gegeben. Was ist die einfachste Schaltung, die genau
diese Schalttafel besitzt?

Diese Frage zu beantworten ist nicht ganz einfach. Es ist sicher, dass es eine Schaltung
gibt, die der Schalttafel entspricht. Man kann sie auch immer konstruieren mit Hilfe der so-
genannten disjunktiven Normalform. Es sei also eine Funktion f gegeben, deren Wert 0
oder 1 ist und von den bindren Variablen a4, ..., a, abhidngt. Mochte man eine Schaltung kon-
struieren mit n Schaltern, die den Variablen entsprechen, die immer den Wert f(aq,...,a,)
ergibt, so folgt man dem folgenden Algorithmus:

(1) Stelle die Schaltwerttabelle mit den Variablen links und dem gewiinschten Funk-
tionswert rechts auf.

(2) Streiche alle Zeilen, in denen f(ay,...,a,) den Wert 0 hat.

(3) Ordne jeder der verbliebenen Zeilen eine Und-Verkniipfung von allen Variablen a;
zu, die in dieser Zeile den Wert 1 haben und von den Negationen —a; aller Variablen,
die in dieser Zeile den Wert 0 haben.

(4) Verkniipfe alle gerade konstruierten Und-Glieder durch Oder-Verkniipfungen.

Beispiel 3.1.5. Konstruieren wir die disjunktive Normalform zur Schaltwerttabelle

a|b|cl| fla,b,c)| Und-Verknipfung
0[0]0 1 —a A —b A —ce
0101 0
0[1]0 1 —aNbA-c
011 1 —aANbDAc
11010 1 a N\ —bA—c
1101 0
111]0 0
1111 1 aNbAc

Die disjunktive Normalform ist dann
fla,b,c) = (maN=bA=-c)V(maANbDA-c)V(maANbDAC)V (aAN—bDA—C)V (aAbAC).

Die disjunktive Normalform ist iibrigens nicht die einzige Moglichkeit, zu einer gegebe-
nen Schaltwerttabelle eine Schaltung zu konstruieren. Es existiert zum Beispiel auch noch
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die konjunktive Normalform, die sich grob gesprochen dadurch auszeichnet, dass sie ei-
ne Und-Verkniipfung von Oder-Ausdriicken ist. Konstruiert wird sie mit einem analogen

(dualen) Algorithmus:

(1) Stelle die Schaltwerttabelle mit den Variablen links und dem gewiinschten Funk-

tionswert rechts auf.

(2) Streiche alle Zeilen, in denen f(ay,...,a,) den Wert 1 hat.
(3) Ordne jeder der verbliebenen Zeilen eine Oder-Verkniipfung von allen Variablen a;
zu, die in dieser Zeile den Wert 0 haben und von den Negationen —a; aller Variablen,

die in dieser Zeile den Wert 1 haben.

(4) Verkniipfe alle gerade konstruierten Oder-Glieder durch Und-Verkniipfungen.

Die Normalformen zu einem Ausdruck sind iiblicherweise sehr kompliziert, und die Frage
ist, ob man eine einfachere Schaltung konstruieren kann, die dieselbe Schaltwerttabelle er-
gibt. Tatséchlich kénnen komplizierte Verkniipfungen mit Hilfe der folgenden Rechenregeln
vereinfacht werden (vgl. Beispiel 3.1.8), die man leicht mit Hilfe der jeweiligen Schaltwert-

tabellen iiberpriifen kann.

Theorem 3.1.6 (Rechenregeln fiir logische Operatoren). Fiir die Operationen A, V und

- gelten die folgenden Rechenregeln.

Kommutativgesetze: avVb=>bVa
Assoziativgesetze: aV(bVve)=(aVb)Vc
Distributivgesetze: aV(bAc)=(aVb)A(aVc)
Verschmelzungsgesetze: aV (bAa)=a
Idempotenzgesetze: aVa=a
Neutralititsgesetze: aV0=a
Absorptionsgesetze: aVl=1
Komplementarititsgesetze: aV —a =1

-0=1

-1=0
Gesetz der doppelten Verneinung: —(—a) =a
Gesetze von De Morgan: =(aVb)=-aA-b

BEWEIS. Aufstellen der Schaltwerttabellen.

aNb=bAa
aN(bNc)=(aNb)Ac
aN(bVe)=(aNb)V(aNc)
aN(bVa)=a

aNa=a
aNl=a
aN0=0
a/N—-a=0

=(aAb) =-aV b

O

Bemerkung 3.1.7 (Boolesche Algebren). Fine mathematische Struktur mit 0, 1 und

drei Operationen N\, V und —, die die Rechengesetze

1) Kommutativgesetze

2) Distributivgesetze

3) Neutralititsgesetze

4) Komplementarititsgesetze

(
(
(
(

erfillt, heif$t Boolesche Algebra. Alle anderen Rechengesetze aus Theorem 3.1.6 lassen sich

aus diesen acht herleiten.
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Beispiel 3.1.8. Mit Hilfe der Rechengesetze aus Theorem 3.1.6 kénnen wir versuchen,
die disjunktive Normalform aus Beispiel 3.1.5 zu vereinfachen.

fla,b,c) = (maN=bA=c)V(maNbA=c)V (maANbDAc)V (aN—bDAN-c)V(aANbAC) =

= (—u/\((—|b/\—|c)\/(b/\—|c)\/(b/\c))) V(aA=bA=c)V(aANbAc)=
= <—|a/\(((—|b\/b)/\—|c)\/(b/\c))) V(aA=bA-c)V(aANbAc)=
= (ﬂ&/\((lAﬂC)\/(b/\C))) V(aA=bA=c)V(aAbAc)=

— (ﬂa/\(ﬂc\/(b/\c))) V(aN=-bA=c)V(aNbAc)=

(ma A=)V (maANbAC)V (aN=bDA=c)V(aAbAc) =
=(maA=c)V(aA=bAN=c)V(maAbAc)V (aNbAc)=
)V (

aN=bA=c)V ((maVa)A(bAc)) =

(ma A —c

= (maA-c)V(aA-bA=c)V (LA (bAC)) =
((maV (aA=b))A=c)V (bAc)=
((maVa)A(=aV=b)A=c)V (bAc)=
LA (maV=b)A=c)V(bAc)=
(ma VvV =b) A=c) V (bAc) =
“(aAb)A=c)V (bAc) =
=((anb)Ve)V(bAc)

= (1A
(
(=(

dies ist schon eine wesentlich kompaktere Formel, und an Hand der Schaltwerttabelle kann
man leicht iberprifen, dass diese Formel eine dquivalente Schaltung beschreibt.

Beispiel 3.1.9 (Implikation und Aquivalenz). Zwei weitere Beispiele bindrer Operatio-
nen, die im folgenden noch wichtig sein werden sind die Implikation und die Aquivalenz

b

= a <~
1 0 1
1 und 0 0
0 1 0
1 1 1
In elementaren Operationen ausgedriickt finden wir die konjunktive Normalform
a=b=-aVb
sowie die disjunktive Normalform

a<sb=(-aA-b)V(aNDb).
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3.2. Aussagen, Logik

In der Mathematik werden Begriffe und Regeln der Logik verwendet, um das Theorie-
gebdude zu erbauen. Die Mathematik arbeitet dabei mit Aussagen. Das hervorstechende
Merkmal einer Aussage ist dabei:

Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch.
Beispiel 3.2.1 (Aussagen). Beispiele fiir Aussagen sind etwa:

e 7 ist groffer als 5, oder in Zeichen 7 > 5.
o FEs gibt unendlich viele Primzahlen.
e Wale sind Sdugetiere.

Die folgenden Sdtze sind keine Aussagen:

o Wer geht heute ins Clubbing?
e 5+38

Eine Besonderheit der Mathematik besteht darin, dass zu Beginn als Fundament der ge-
samten Wissenschaft eine Reihe von Aussagen, die Axiome als wahr angenommen werden.
Danach werden ausgehend von diesen Aussagen weitere wahre Aussagen abgeleitet. Ge-
wissermaflen konnte man also sagen, dass sich die Mathematiker eine eigene streng logisch
aufgebaute , Welt“ erschaffen, in der sie niemals liigen (d.h. sie machen nur wahre Aussagen).
Die Giiltigkeit dieser Aussagen wird dadurch sicher gestellt, dass sie durch definierte logische
Umformungsschritte aus bereits als wahr erkannten Aussagen abgeleitet werden (auch was
ableiten bedeutet, kann man exakt definieren — das ist aber Gegenstand der Vorlesungen
aus dem Gebiet , Logik“). Diesen Vorgang nennt man beweisen.

3.2.1. Und oder oder, oder nicht? Nachdem Aussagen zwei mogliche ,, Werte* haben
konnen, kann man sie mit den gleichen Augen betrachten wie Schalter oder Stromleitungen,
und man kann genau dieselben Verkniipfungen von Aussagen machen wie man aus Schal-
tern und Leitungen Schaltungen bauen kann. Man beachte, dass bei der Untersuchung von
Aussagen an Stelle von Schaltungen die Schaltwerttabellen als Wahrheitstafeln bezeichnen
werden.

Setzen wir in den Tabellen fiir wahr den Wert 1 und fiir falsch den Wert 0 und werfen
wir noch einmal einen Blick auf die drei Grundoperationen, und versuchen wir zu kléren,
was sie im Zusammenhang mit Aussagen bedeuten.

3.2.1.1. Oder (V). Bei der Definition der Oder-Verkniipfung muss man aufmerksam
sein, und daher wollen wir sie zu Beginn behandeln.

Die Aussage

Peter ist Professor oder Student.

bedeutet, dass Peter Professor oder Student oder beides ist. Das Oder in der Mathematik
ist (wie wir schon aus Abschnitt 3.1 wissen) ein einschlieffendes Oder — im Gegensatz zum
umgangssprachlichen Gebrauch. Das entspricht auch der Tabelle zur Verkniipfung V.

Ein Oder in einer mathematische Aussage ist immer als einschlieenden Oder zu verste-
hen. M6chte man in einer mathematischen Aussage ein Oder so verstanden wissen, dass es,
ghnlich zur Umgangssprache, das ,oder beides“ ausschlieft, moéchte man also statt einem
einschlieBenden Oder ein ausschlieSendes Oder verwenden, so muss man das explizit machen,
indem man beispielsweise formuliert:

Peter ist entweder Professor oder Student.
und eventuell sogar hinzufiigt:
Aber nicht beides.
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Merke: Hat man zwei Aussagen p und ¢, dann ist pV ¢ (in Sprache
p oder q) wahr, wenn p oder ¢ oder beide wahr sind.

So ist den meisten Schiilernlnnen und Studierenden die Aussage, ,,Um eine Priifung zu
bestehen, muss man viel lernen oder gut schummeln® allzu gut bekannt.

3.2.1.2. Und (A). Wihrend die Oder-Verkniipfung einigen Erkldrungsbedarf nach sich
gezogen hat, ist die Und-Verkniipfung aus der Umgangssprache intuitiv klar.

Was bedeutet die folgende Aussage?

Die Zahl 6 ist durch 3 teilbar und die Zahl 6 ist durch 2 teilbar.

Klarerweise ist diese Aussage eine Und-Verkniipfung (A) der beiden Aussagen ,6 ist durch
3 teilbar* und ,,6 ist durch 2 teilbar”. Beide diese Aussagen sind wahr, also ist auch die
Und-Verkniipfung der beiden Aussagen wahr, und damit ist auch die Aussage von oben.

Merke: Hat man zwei Aussagen p und ¢, dann ist pA¢ (in Sprache
p und q) wahr, wenn p und ¢ beide wahr sind.

Im Gegensatz zu beliebigen Priifungen seien die StudentInnen aber gewarnt, dass fiir die
Priifung zur Einfiihrungsvorlesung gilt: ,, Zum Bestehen der Priifung miissen die Studierenden
viel lernen und gut schummeln.®

3.2.1.3. Negation (—). Die Negation einer Aussage ist klarerweise deren Verneinung.
Wenn wir etwa die Negation der Aussage

Der Fufiboden ist blau.
bilden, so erhalten wir natiirlich
Der Fufiboden ist nicht blau.

ACHTUNG: , Der Fulboden ist gelb® ist keine Verneinung der obigen Aussage!

Interessant wird es, wenn wir Aussagen verneinen, in denen bereits Verkniipfungen V
oder A vorkommen. Dann miissen wir achtgeben. Hier helfen uns die Untersuchungen aus
Abschnitt 3.1 weiter, denn in Theorem 3.1.6 haben wir die Regeln von De Morgan ken-
nen gelernt, die uns Aufschluss dariiber geben, was passiert, wenn man Und- und Oder-
Verkniipfungen negiert. Betrachten wir einige Beispiele:

e Verneint man
Der Fufiboden ist blau und die Decke ist griin.
so erhélt man
Der Fuiboden ist nicht blau oder die Decke ist nicht griin.
e Will man dagegen die Aussage
Die Zahl 3 ist eine Primzahl oder die Zahl 4 ist eine Primzahl.
negieren, so muss man folgendermaflen formulieren.
Die Zahl 3 ist keine Primzahl und die Zahl 4 ist keine Primzahl.

Merke: Will man A- oder V-Verkniipfungen von Aussagen ver-
neinen, so verneint man die Einzelaussagen und tauscht dann A
gegen V aus. Es gelten also die Regeln von De Morgan

“(pAg)=-pV-og  —(pVg)=-pA-g.
Die letzte wichtige Regel fiir Negationen ist schliellich, dass doppelte Verneinungen weg-
fallen:
Wale sind nicht keine Sdugetiere.
bedeutet dasselbe wie
Wale sind Séugetiere.

Merke: Doppelte Verneinungen fallen weg. Es gilt —(—p) = p.
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Beispiel 3.2.2. Trifft ein Informatiker seinen Freund, der mit rauchendem Kopf ver-
zweifelt vor dem Computer sitzt. Weil er aus thm kein verniinftiges Wort herausbringt, blickt
er kurz auf den Monitor und liest: Nicht alle Dateien nicht léschen? (J/N).

Schliefllich sei an dieser Stelle bemerkt, dass wir — obwohl wir in der Mathematik
natiirlich hauptsichlich an wahren Aussagen interessiert sind — oft mit Aussagen zu tun
haben, iiber deren Wahrheitswert wir nicht unmittelbar Bescheid wissen (etwa auf dem Weg
zu oder der Suche nach einer wahren Aussage) oder auch mit falschen Aussagen (etwa im
Rahmen indirekter Beweise) konfrontiert sind. Daher ist es wichtig mit Aussagen unabhéngig
von ihrem Wahrheitswert hantieren (etwa die Negation bilden) zu lernen/kénnen. Dies berei-
tet den AnfingerInnen manchmal Schwierigkeiten: Unterscheiden Sie also sorgfiltig zwischen
dem Wahrheitsgehalt einer Aussage und einer Manipulation dieser Aussage. So haben wir
oben z.B. die Aussage ,Die Zahl 3 ist eine Primzahl oder die Zahl 4 ist eine Primzahl.“ zu
,Die Zahl 3 ist keine Primzahl und die Zahl 4 ist keine Primzahl.* verneint. Die ,,Funktions-
weise” der Verneinung ist unabhéngig von der Tatsache, dass die erste Aussage wahr ist und
die zweite falsch. So haben wir ja auch Aussagen iiber Fulboden und Decke verneint, denen
unmittelbar kein Wahrheitswert zugeordnet werden kann.

3.2.2. Implikation und Aquivalenz. Wie versprochen tauchen die in Beispiel 3.1.9
eingefiihrten bindre Operationen hier an wichtiger Stelle wieder auf.

3.2.2.1. Die Implikation (=). Wir haben schon diskutiert, dass in der Mathematik
neue Aussagen aus bereits bekannten Resultaten abgeleitet werden. Werfen wir nun einen
genaueren Blick auf diesen Vorgang. Alle mathematischen Sétze haben bei genauer Betrach-
tung das folgende Aussehen:

Theorem 3.2.3. Aus den Voraussetzungen folgt das Resultat.

Genauer: Ein Theorem ist eine Aussage der Form: Voraussetzungen = Resultat. Der
Beweis stellt sicher dass diese Aussage wahr ist.

Was das bedeutet, kénnen wir erst erkennen, wenn wir die Wahrheitstafel der =-Opera-
tion noch einmal betrachten.

q

=
1
1
0

1

Wir erkennen, dass es nur einen Fall gibt, in dem die Aussage einer Implikation falsch ist,
némlich wenn die Voraussetzung wahr aber die Folgerung falsch ist. Das entspricht durchaus
unserer Intuition. Ebenso steht wohl die letzte Zeile der Wahrheitstabelle auler Diskussion:
Wenn die Voraussetzung und Resultat wahr ist, dann ist auch die Implikation wahr.

Eine spezielle Betrachtung verdienen die beiden Félle, in denen p, also die Voraussetzung,
falsch ist. In diesen Féllen ist die Aussage der Implikation ndmlich wahr unabhéngig vom
Wahrheitswert des Resultats (,,ex falso quodlibet* — lat. aus falschem wie es beliebt). Diese
mathematische Definition widerspricht ein wenig der sprachlichen Intuition und es hat sich
gezeigt, dass diese Tatsache zu Beginn meist (philosophische) Probleme bereitet.

Uberlegen wir: Der Ergebniswert kann in beiden Fillen nur 0 oder 1 sein, denn eine
dritte Moglichkeit kennt die formale (zweiwertige) Logik nicht (,tertium non datur!“). Ein
pragmatischer Standpunkt wire nun zu sagen: ,, Wir wollen moglichst viele wahre Aussagen
in unseren Theorien haben, und daher setzen wir an beide Stellen 1.“ Das macht Sinn, denn
wir wollen mit dem Theorem nur Aussagen machen iiber Fille, in denen die Voraussetzungen
erfiillt sind, und alle anderen Félle wollen wir nicht betrachten. Dann soll das Theorem immer
noch wahr sein, auch wenn die Voraussetzungen einmal nicht erfiillt sein sollten.
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Schliefllich wollen wir ein Beispiel betrachten, das aufzeigt, dass die Wahrheitstabelle
der Implikation im téglichen Leben durchaus eine Entsprechung findet. Wir betrachten die
folgende Aussage.

(%) Es wird ein Stein durch die Glasscheibe geworfen,
und daher zerbricht sie.

Diese Aussage steht, denke ich, aufler Zweifel. Sie ist also wahr. Analysieren wir die Sache
genauer. Wir haben die folgenden Aussagen:

p: Ein Stein wird durch die Glasscheibe geworfen.

q: Die Glasscheibe zerbricht.

p = q: Ein Stein wird durch die Glasscheibe geworfen, und daraus folgt, dass die
Glasscheibe zerbricht.

Die Aussage p = ¢ ist eine etwas deutlichere Formulierung unserer Beispielaussage (x) von

oben, deren Wahrheit wir akzeptiert haben. Nun gehen wir alle Falle unserer Wahrheitsta-
belle durch:

p=0,q=0: Kein Stein wird durch die Glasscheibe geworfen. Die Glasscheibe zer-
bricht nicht. Dies ist mit der Wirklichkeit durchaus vertrédglich, und widerspricht
nicht im Mindesten unserer Beispielbehauptung ().

p=1,q = 1: Fin Stein wird durch die Glasscheibe geworfen. Die Glasscheibe zerbricht.
Auch das ist ein iiblicher Vorgang (nicht das Werfen aber das darauf folgende Zer-
brechen). Auch in diesem Fall entsteht kein Zweifel an (x).

p=0,q=1: Kein Stein wird durch die Glasscheibe geworfen. Die Glasscheibe zer-
bricht. Dieser Fall bereitet iiblicherweise Schwierigkeiten. Doch bei genauerer Be-
trachtung verblasst das Problem schnell. Vielleicht haben wir die Glasscheibe etwa
mit einem Eisentrager durchstoflen. Die Scheibe ist kaputt ohne dass ein Stein ge-
flogen wiare. Was der Scheibe auch immer passiert ist, genau konnen wir das aus
dem Wahrheitsgehalt der Aussagen p und ¢ nicht ableiten, die Tatsache, dass (x)
wahr ist, wird davon nicht beriihrt.

p=1,q = 0: Ein Stein wird durch die Glasscheibe geworfen. Die Glasscheibe zerbricht
nicht. Fiir einen solchen Fall finde ich keine Erklirung — Magie vielleicht? In der
wirklichen Welt tendieren Scheiben zu zerbrechen, wenn man Steine durchwirft.
Sollte aber tatséchlich der Fall eintreten, dass ein Stein geworfen wird, er durch die
Scheibe fliegt und dann die Scheibe noch ganz ist, dann haben wir ein Problem.
In diesem einen Fall miissten wir unsere Uberzeugung aufgeben, dass () gilt. Die
Aussage () wire also tatsichlich falsch.

Wir haben also die Wahrheitswerte der Tabelle fiir = in unserem Beispiel auf natiirliche
Weise wiedergefunden.

Alternativ dazu konnten wir versuchen herauszufinden, was es bedeutet, wenn wir die Er-
gebniswerte in den ersten beiden Zeilen anders setzen. Betrachten wir die anderen moglichen
Fille:

la|

q

=
1
0
0

= R=lk-]

q]4

010

1)1.

010
1 1)1
Der erste Fall ist die Und-Verkniipfung der Aussagen p und ¢. Wir hétten also nur dann
eine giiltige Folgerung, wenn p und ¢ beide wahr sind. Der Satz: ,Das Quadrat einer geraden
Zahl ist gerade.” wiére also nicht wahr sondern hétte keinen zuordenbaren Wahrheitswert —
das wére zumindest unpraktisch.
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Der zweite Fall ist die Aquivalenz. Auch das ist ein wenig zu restriktiv. In diesem Fall
wére der Satz ,,Sind zwei Zahlen gleich, dann sind auch ihre Quadrate gleich.“ nicht wahr,
denn 2 # —2 aber 2% = (—2)2.

Im letzten Fall stimmen die Wahrheitswerte des Theorems mit denen von ¢, also denen des
Resultates iiberein, und der Wahrheitsgehalt der Voraussetzung wird gar nicht betrachtet.
Das ist ebenfalls unpraktisch; auch in diesem Fall wére der Satz iiber die Quadrate gerader
Zahlen nicht wahr.

Wir sehen also, dass vieles dafiir spricht, die Implikation so und nicht anders zu definieren.
Alle die jetzt noch nicht iiberzeugt sind, seien dazu angehalten, die Tatsache einfach zu
akzeptieren und sich daran zu gewhnen.

Nachdem Schlussfolgerungen das Instrument der Mathematik sind, kommen sie in ma-
thematischen Texten ausgesprochen oft vor. Deshalb haben sich auch eine Reihe von Stan-
dardformulierungen ausgebildet, die an Stelle der Formulierung ,,daraus folgt“ angewendet
werden kdnnen.

e also; auf Grund von; das bedeutet, dass; unter Beriicksichtigung von; daher;
damit; es ergibt sich; daraus erhalten wir; dies hat zur Folge; man kann folgern,;
wir folgern; folglich; genauer gesagt; dies impliziert; insbesondere; dies hat
zur Konsequenz; mithin; dies lasst sich schreiben als; wir sehen; somit; ein
Spezialfall hiervon ist; nach Umformung ergibt sich; mit anderen Worten; es
zeigt sich, dass,. ..

Es haben zwar nicht alle diese Formulierungen dieselbe Bedeutung, doch wenn Sie ein bis-
schen iiberlegen, wird es Thnen nicht schwer fallen, vielleicht mit ein wenig Erfahrung, die
feinen Unterschiede herauszuarbeiten.

Gut ist auch, wenn Sie Ihre Leserin oder Ihren Horer darauf hinweisen, warum eine
Folgerung richtig ist.

e nach Annahme; auf Grund von Satz 4.29; unter Beriicksichtigung der Theorie
der...; da V endlich dimensional ist; aus der Definition ergibt sich; per defini-
tionem ist; nach Voraussetzung; wegen Lemma 12.2; weil f stetig ist. ..

Zuletzt konnen Sie noch den Aufwand verdeutlichen, der benttigt wird, um ein Resultat
nach zu vollziehen.

e durch einfaches Ausrechnen; durch genaues Hinsehen; wie man leicht sieht;
offenbar; offensichtlich; durch technische und uninteressante Abschitzun-
gen; durch triviale und langweilige Rechnung; trivialerweise; durch miihsa-
me Umformungen; durch Uberpriifen der Wahrheitstabellen:. . .

Verjuxen Sie nicht den Vertrauensvorschuss Threr LeserIn durch falsche Angaben iiber den
Aufwand. Behaupten Sie grundsétzlich nicht, dass etwas leicht einzusehen ist, wenn Sie mehr
als 15 Minuten gebraucht haben, um es selbst einzusehen.

Zum Gebrauch des Wortes trivial ist zu sagen, dass die wenigsten Schritte in der Ma-
thematik tatséchlich trivial sind. Trivial ist ein Beweisschritt nur dann, wenn er unmittelbar
folgt (etwa direkt durch Anwendung einer Definition). Steckt ein, wenn auch noch so leicht
einzusehender Beweis hinter dem Schritt, so ist er schon nicht mehr trivial.

Ubrigens existiert noch eine zweite, technische Bedeutung des Wortes trivial in der Ma-
thematik, ndmlich als Adjektiv wie in

Die trivialen Teiler einer natiirlichen Zahl n sind 1 und n.
oder

Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat immer zumindest eine Lo-
sung, namlich die triviale.
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Hier bedeutet trivial ein oder mehrere ausgezeichnete Objekte, die nach Definition immer
existieren aber meist uninteressant sind.

Wollen wir einen Satz beweisen, so miissen wir sicher stellen, dass seine Aussage wahr
ist. Die Wahrheitstabelle gibt uns dazu zwei Moglichkeiten (vgl. auch Abschnitt 2.1).

(1) Wir kénnen annehmen, dass die Voraussetzungen (dies sind selbst Aussagen) gelten,
dass also p wahr ist, und zeigen, dass dann das Resultat (die Aussage ¢) ebenfalls
wahr ist. Beweise dieser Art heiflen direkte Beweise.

(2) Alternativ kénnen wir annehmen, dass das Resultat (q) falsch ist und dann daraus
folgern, dass die Voraussetzungen (die Aussage p) ebenfalls falsch sind bzw. einen
Widerspruch zu diesen herleiten (vgl. Abschnitt 2.1). Beweise dieser Art nennt man
indirekte Beweise. Dieses Beweisprinzip funktioniert, da die Aussage des Satzes
bei falschem ¢ nur dann wahr ist, wenn auch p falsch ist. Ist jedoch ¢ wahr, so kann
p beliebig sein.

Nachdem schon einige direkte Beweise (z.B. Induktionsbeweise) vorgekommen sind, be-
trachten wir hier nun ein weiteres — man konnte sagen , klassisches* — Beispiel eines indi-
rekten Beweises und zeigen die Irrationalitit von v/2.

Theorem 3.2.4. Die Zahl \/2 ist irrational.

BEWEIS. Die Aussage des Satzes als Implikation aufgeschrieben lautet:
Ist ¢ eine rationale Zahl, so gilt ¢ # v/2.

Wir fithren einen indirekten Beweis. Davor schreiben wir noch einmal alle Voraussetzungen
an, die wir verwenden wollen.

Fiir jede rationale Zahl ¢ gibt es teilerfremde ganze Zahlen m und n # 0 mit ¢ = =, und
jede Bruchzahl ist rational. Daher ist ¢ in Q gleichbedeutend damit, dass ¢ als Bruch zweier
teilerfremder ganzer Zahlen mit nicht verschwindendem Nenner darstellbar ist.

Wir kénnen die Aussage des Satzes also auch folgendermaflien formulieren: Sind m und
n # 0 zwei teilerfremde ganze Zahlen, so gilt 7 # V2.

Fiir den indirekten Beweis miissen wir das Resultat verneinen, also nehmen wir an, dass
o= V2. Daraus reicht es zu folgern, dass es solche m und n nicht gibt.

Beweisen wir dies. Sei

m_
n

2

m
.
n
m? = 2n2.

Dies bedeutet aber, dass m? gerade ist, und da das Quadrat einer ungeraden Zahl ungerade
ist, muss folglich m selbst gerade sein. Damit kénnen wir m aber schreiben als m = 2k und
einsetzen,

(2k)? = 2n?
4k* = 2n?
2k% = n2.

Wir sehen, dass auch n? und damit n gerade ist. Nachdem wir jetzt bewiesen haben, dass n
und m beide gerade sind, konnen sie nicht langer teilerfremd sein (sie sind als gerade Zahlen
beide durch 2 teilbar). Dies widerlegt unsere Voraussetzung, und der indirekte Beweis ist
gegliickt. O
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Im Zusammenhang mit Implikationen tauchen in mathematischen Texten oft die die
Worter notwendig und hinreichend auf. Wenn A und B Aussagen sind und A = B gilt,
so heit A hinreichend fiir B, und B heiit notwendig fiir A. Lernen Sie das auswendig und
versuchen Sie nicht die Bedeutung zu hinterfragen. Beispiele sind:

e Notwendig dafiir, dass eine Zahl n > 2 eine Primzahl ist, ist, dass sie ungerade ist.
e Hinreichend fiir die Stetigkeit einer Funktion ist ihre Differenzierbarkeit.

Nun zu dann, wenn und nur dann, wenn:

o A gilt dann, wenn B gilt“ bedeutet: A < B.
e A gilt nur dann, wenn B gilt“ heifft hingegen A = B.

Um ein Beispiel fiir letztere Formulierung zu geben, betrachten wir die Aussagen: A sei
,Ein neuer Papst wird gewahlt.“, B sei ,,Der alte Papst ist gestorben.“. Die Formulierung
,Ein neuer Papst wird nur dann gewéihlt, wenn der alte gestorben ist“ entspricht dann
der Folgerung A = B. Wenn wir den Satz umdrehen, so ergibt das die Aussage ,,Wenn ein
neuer Papst gewéhlt wird, dann ist der alte jedenfalls gestorben.“ Seien Sie in jedem Fall
vorsichtig, wenn Sie die Formulierungen mit dann und wenn benutzen.

3.2.2.2. Die Aquivalenz (<). Eine zweite Klasse von Sitzen der Mathematik hat
die logische Aquivalenz (die Operation <) als Grundlage. Eine leichte Rechnung mit den
Wahrheitstabellen ergibt a < b= (a = b) A (b= a).

Die typische Aussage eines Aquivalenzsatzes sieht so aus

Theorem 3.2.5. Resultat 1 gilt genau dann, wenn Resultat 2 gilt.

Auch an Stelle der Standardaussage ,,das gilt genau dann, wenn* haben sich einige andere
Formulierungen eingebiirgert.

e das ist dquivalent zu; dies ist gleichbedeutend mit; dies ist gleichwertig mit;
die beiden Aussagen gehen auseinander hervor; dies ist notwendig und hin-
reichend fiir; dann und nur dann...

Die iibrigen Hinweise, wie Aufwandsangabe und Erwéhnung der Begriindung, die wir bei
den Implikationen schon besprochen haben, gelten natiirlich auch fiir Aquivalenzen.

Aquivalenzen kommen in der Mathematik sehr hiufig vor. Die Aquivalenz zweier Aussa-
gen A und B beweist man dabei so wie es von der obigen Formel suggeriert wird. Man weist
die Giiltigkeit von A = B nach und auch die der umgekehrten Richtung B = A.
WICHTIG: Der Beweis einer Aquivalenz ist erst dann vollendet, wenn beide Implikations-
richtungen gezeigt sind. Um dies zu verdeutlichen betrachten wir die folgende Aussage.

Proposition 3.2.6 (Quadrate gerader Zahlen — die Zweite). Fine Zahl ist genau dann
gerade, wenn ihr Quadrat gerade ist.

BEwEIs. Umformuliert bedeutet die Aussage fiir eine beliebige ganze Zahl n
n gerade < n? gerade .

Wir miissen also beide Implikationen beweisen und beginnen mit der ,,Hinrichtung*.
=: Diese Implikation ist aber genau die Aussage von Proposition 2.1.1, sodass wir nichts
mehr zu beweisen haben.

Es bleibt uns die , Riickrichtung” zu zeigen.
<: Genauer ist zu zeigen n? gerade = n gerade.
Das beweisen wir indirekt. Sei also n ungerade, d.h. n = 2k 4 1 fiir eine ganze Zahl k. Dann
ist n? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1 und n? somit ungerade.
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Nachdem wir beide Implikationen bewiesen haben, gilt die im Satz behauptete Aquiva-
lenz. O

Ganz nebenbei schliefit die , Riickrichtung® der Proposition mittels der Aquivalenz (—p =
—¢) < (¢ = p) (Diese ist ganz einfach mittels Wahrheitstabellen nach zu weisen.) auch die
(kleine) Liicke im Beweis von Theorem 3.2.4 (Ganz ehrlich: Haben Sie diese bemerkt?).

Hat man mehr als zwei Aussagen, von denen man die Aquivalenz zeigen mochte, etwa
A, B und C, so kann man einen sogenannten Zirkelschluss A = B, B = C, C = A
durchfithren, um die Aquivalenz der Aussagen sicher zu stellen. Vorsicht: Solche Zirkel-
schliisse beweisen nur die Aquivalenz von Aussagen. Uber deren Wahrheitswert wird durch
solch einen Beweis nichts bekannt.

Interessant ist noch die Verneinung einer Aquivalenz. Mit Hilfe der Wahrheitstabelle
sehen wir namlich =(p < ¢) = p¥Yq, also ,,p ist nicht dquivalent zu ¢* ist gleichbedeutend mit
sentweder p oder ¢“. Umgekehrt ist natiirlich die Verneinung einer Entweder-Oder-Aussage
eine Aquivalenz.

3.2.3. Quantoren. Viele mathematische Aussagen gelten fiir bestimmte oder auch alle
Objekte einer ,,Gattung*; diesen Formulierung wollen wir uns nun zuwenden.

3.2.3.1. Der Allquantor (V). Ein Grofiteil der mathematischen Theorien handelt von
Strukturen und Regeln. Ein Beispiel fiir Regeln sind Rechengesetze, die etwa fiir alle Objekte
eine bestimmten Menge gelten. In diesem Fall verwenden wir das Zeichen V, den Allquantor.
Die Formulierung ,Vx € M :“ bedeutet , Fiir alle x in M gilt. .. “.

Andere Formulierung fiir dieselbe Zeichenfolge sind etwa

e Fiir jedes x in M gilt. ..

e Sei m € M beliebig. Dann gilt. ..

e Fiir eine beliebiges Element von M gilt. ..
e Ist m € M, dann gilt. ..

e Jedes Element aus M erfiillt. ..

e Die Elemente von M erfiillen. . .

e Ame M.

Bezieht sich ein V auf mehrere Variable auf einmal, so verwendet man auch oft ,,je zwei*,
sje drei”; ...

e Durch je zwei verschiedene Punkte P und () geht genau eine Gerade.

bedeutet , Fiir jeden Punkt P und jeden Punkt () # P gibt es genau eine. .. “

Der Unterschied zwischen ,alle“ und ,jedes* besteht meist darin, dass ,fiir alle“ auf
die Gesamtheit aller Objekte abzielt, wiahrend ,jedes“ ein beliebig herausgegriffenes Objekt
meint:

e Alle bijektiven Funktionen sind invertierbar.
e Fiir jede bijektive Funktion f existiert die Umkehrfunktion, welche wir mit f~1
bezeichnen.

Merke: Um eine Allaussage zu widerlegen geniigt die Angabe ei-
nes Gegenbeispieles.

Behauptung: Alle ungeraden Zahlen sind Primzahlen. Dies ist natiirlich
falsch, denn die Zahl 9 = 3 - 3 ist eine ungerade Zahl, die keine Primzahl
ist.
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3.2.3.2. Existenz (3 und 3!). Oftmals wird eine mathematische Aussage nicht {iber
alle Elemente einer Menge getroffen, sondern es wird nur die Existenz eines bestimmten
Objektes behauptet.

Fiir ein homogenes lineares Gleichungssystem existiert eine Losung.

Die Formulierung in Zeichen mit Hilfe des Existenzquantors ist ,dr € M :“ und in

Worten: ,,Es existiert ein x in M mit. .. “. Diese Aussage bedeutet, dass es mindestens ein
Element in M gibt mit. ..
Mochte man in Zeichen ausdriicken dass es genau ein Element in M gibt mit..., so

schreibt man ,,3lz € M :“.

Auch fiir die Existenzaussage gibt es viele Formulierungen.

e Es gibt ein x € M mit. ..

e Jede monotone beschrinkte Folge reeller Zahlen hat einen Haufungspunkt (d.h. es
existiert ein Haufungspunkt)

e Fiir ein geeignetes x ist logxz < x. Das bedeutet nichts anderes als, dass solch ein x
existiert.

e Im allgemeinen gilt nicht, dass 22 + z + 41 eine Primzahl ist. (Das wiederum heifit,

dass ein x existiert, sodass 2% + x + 41 keine Primzahl ist.)
o \/zeM:

Merke: Die Verneinung einer Existenzaussage ist eine Allaussage
und umgekehrt.
e Die Verneinung von , Alle Kinder hassen die Schule“ ist , Es gibt ein
Kind, das die Schule nicht hasst*.
e Die Verneinung von ,,Es gibt einen klugen Assistenten® ist ,, Alle Assi-
stenten sind dumm.“

In Zeichen ausgedriickt, gilt fiir die Verneinungen:
—(Vx € M : A(z)) entspricht Jx e M :-A(x),

wenn A eine Aussage iiber Elemente von M ist, etwa A(z) = (x < 7). Fiir den Existenz-
quantor gilt analoges:

—(3x € M : A(z)) entspricht Vr e M :—-A(x).

ACHTUNG: Die Verneinung einer Existiert-Genau-Ein-Aussage ist keine Allaussage! Man
muss komplizierter formulieren. Die Verneinung von ,,Ich habe genau einen Bruder.“ ist am
kiirzesten formuliert ,Ich habe nicht genau einen Bruder.“ Mochte man das , nicht zur
Aussage befordern, dann muss man mit einer Fallunterscheidung operieren: , Ich habe keinen
Bruder oder mehr als einen Bruder.

3.2.3.3. Reihenfolge von Quantoren (V3 oder 3V?). Seien Sie vorsichtig, wenn
mehr als ein Quantor V oder 3 in einem Satz vorkommt. Dabei kommt es ndmlich wesentlich
auf die Reihenfolge an.

Beispiel 3.2.7. Sei M die Menge aller Mdanner und F die Menge aller Frauen. Die
Aussage h(m, f) sei ,m ist verliebt in f“. Unter diesen Voraussetzungen machen Sie sich
die Bedeutung der beiden Aussagen klar. Danach werden Sie immer auf die Reihenfolge der
Quantoren achten.

(1) Vme M : 3f € F: h(m, f).
(2) 3f € F:Yme M : h(m, f).
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Mitunter ist es aus der Formulierung nur schwer zu erkennen, dass ein 3V oder ein V3
versteckt ist. Dann ist es besonders wichtig, die Formulierung sehr lange zu priifen und
eventuell auch formalisiert noch einmal aufzuschreiben.

e . Der Wert von y = f(x) ist unabhéngig von der Wahl von z* ist gleichbedeutend
mit Jy : Vo : f(x) =y.



KAPITEL 4

Mengenlehre

In diesem Kapitel fiihren wir nun unsere erste mathematische Struktur, die der Menge
ein. An diesem Punkt stoflen wir also zum ersten Mal auf das in der Einleitung erwihnte
Grundprinzip der Mathematik: Definition und Untersuchung von Strukturen.

Ein Grofiteil der mathematischen Theorien ist darauf aufgebaut, Objekte mit bestimmten
Eigenschaften und deren Beziehungen untereinander zu untersuchen. Strukturen koénnen
neben einander existieren oder aber auf einander aufbauen, d.h. sie sind Spezialisierungen
oder Kombinationen von bereits bestehenden Strukturen.

Die Basisstruktur fiir die meisten Gebiete der Mathematik ist diejenige der Menge, die
wir auf naive Weise im Abschnitt 4.1 einfithren. Nach einer Darstellung der elementaren
Mengenoperationen untersuchen wir Relationen als Struktur, die auf dem Begriff der Menge
aufbaut und Abbildungen zwischen Mengen. Zum Schluss des Kapitels geben wir eine kurze
Einfithrung in die aziomatische Mengenlehre (Aufbaustoff).

4.1. Naive Mengenlehre

Bevor wir in Abschnitt 4.5 kurz einen logisch exakten Zugang zur Mengenlehre skizzie-
ren, wollen wir uns hier, aus Griinden der Motivation und des besseren Verstédndnisses, auf
den Zugang von Georg Cantor (1845-1918) zuriickziehen, den dieser gegen Ende des 19.
Jahrhunderts erstmals formuliert hat:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung S von bestimm-

ten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Den-
kens (welche die Elemente von S genannt werden) zu einem Ganzen.

Vorstellen kann man sich eine Menge gewissermafien als einen Sack. Die Elemente sind
die Gegensténde, die sich in dem Sack befinden. Natiirlich kénnen Mengen andere Mengen
enthalten so, wie sich auch weitere Sécke innerhalb eines Sackes befinden kénnen.

Beispiel 4.1.1 (Mengen). Bilden kann man etwa die folgenden Mengen.

e Die Menge aller Studierenden im Hérsaal.

e Die Menge der natiirlichen Zahlen.

e Die Menge der Lisungen einer Ungleichung.
e Die leere Menge (,ein leerer Sack®).

Der Gebrauch des bestimmten Artikels ist in der Mathematik duflerst eingeschrankt. Es
gibt eine feste Regel, die nie gebrochen werden darf.

Ein bestimmter Artikel darf nur dann verwendet werden, wenn
es klar ist, dass das fragliche Objekt eindeutig bestimmt ist.

So ist es unzuléssig zu formulieren

o ...der Teiler von 6 (denn es gibt 1, 2, 3 und 6).
e ... e Matrix, die einer lineare Abbildung f entspricht. .. (denn sie ist nicht eindeu-

tig).
o ...die Basis des R3.

Richtig wére es dagegen zu sagen:

41
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e Sei n die kleinste natiirliche Zahl, die ...
e .. .die leere Menge.
e ...die Menge der natiirlichen/ganzen/rationalen/reellen Zahlen.

Bevor wir den Begriff ,Menge“ weiter studieren, machen wir einen kurzen historischen
Exkurs, denn die Geschichte der Mengenlehre unterscheidet sich grundlegend von der fast
aller anderen Gebiete der Mathematik, wie etwa in [O’Connor, Robertson 1996| darge-
stellt.

Ublicherweise geht die mathematische Entwicklung verschlungene Wege. Theorien wer-
den {iber Jahrhunderte hinweg von mitunter konkurrierenden Schulen von Mathematikern
gepflegt und weiterentwickelt. Plotzlich ist die Theorie an einem Punkt angelangt, an dem
oftmals mehrere Mathematiker gleichzeitig einen Geistesblitz haben und ein bedeutendes
Resultat entdeckt wird. Die Mengenlehre steht dem vollsténdig entgegen. Bis auf wenige
zuséitzliche Arbeiten ist sie die Entwicklung eines einzigen Mannes, Georg Cantor.

—

ABBILDUNG 4.1. Georg Cantor (1845-1918)

Die ,,Unendlichkeit*“ hat die Philosophie (und damit die Mathematik) jedenfalls seit Zeno
von Elea (ca. 490-425 v.Chr), also seit etwa 450 v.Chr. beschéftigt. Spéater haben sich bedeu-
tende Philosophen, unter anderen Aristoteles (384-322 v.Chr.), René Descartes (1596-1650),
Georeg Berkeley (1685-1753), Gottfried W. Leibniz (1646-1716), aber auch Albert von Sach-
sen (1316-1390), der die Volumina unendlicher Mengen (Strahlen, Raum,. .. ) verglichen hat,
mit diesem Problem auseinandergesetzt.

Anders die Idee der Menge. Diese begann erst Mitte des 19. Jahrhunderts langsam in
die Kopfe der Mathematiker Einzug zu halten. So hat etwa der tschechische Mathematiker
Bernard Bolzano (1781-1848) ein Jahr vor seinem Tod folgendermafien formuliert:

...eine Verkorperung der Idee oder des Konzeptes, das wir erhalten, wenn
wir die Anordnung seiner Teile fiir gleichgiiltig erachten.

Der wirkliche Durchbruch der Mengenlehre kam aber erst mit Georg Cantor, der nach einem
Besuch bei Richard Dedekind (1831-1916) und darauf folgender Korrespondenz im Jahr
1874 eine wissenschaftliche Arbeit im Crelle-Journal publizierte, in der er Mengen und das
Konzept verschiedener Klassen von Unendlichkeit einfiihrte.
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Im Jahr 1878 versuchte er eine weitere Publikation im Crelle-Journal, doch stief er auf
heftigen Widerstand der damals Ton angebenden mathematischen Schule der Konstruktivi-
sten mit ihrem fithrenden Kopf Leopold Kronecker (1823-1891), die keine mathematischen
Sachverhalte akzeptieren wollten, die sich nicht in endlich vielen Schritten aus den natiirli-
chen Zahlen konstruieren liefen. Erst nach massiver Intervention von Karl Weierstrass (1815
1897) wurde die Arbeit schliefllich akzeptiert. Das war der Beginn eines langen Kampfes
innerhalb der Mathematik um ihre philosophischen und spéter auch logischen Grundlagen,
der z.B. durch folgende Zitate schon belegt werden kann:

»Aus dem Paradies [die Mengenlehre|, das Cantor uns geschaffen hat, soll
uns niemand mehr vertreiben kénnen.“ David Hilbert (1862-1943)

,opétere Generationen werden die Mengenlehre als Krankheit ansehen, die
man {iberwunden hat.* Jules Henri Poincare (1854-1912)

Dieser Kampf wurde nicht nur auf mathematischer sondern auch auf menschlicher Ebene
ausgetragen, so blockierten etwa Kronecker und Hermann Schwarz (1843-1921) Cantors
Stellenbewerbungen.

Von 1879 bis 1884 veroffentlichte Cantor in den Mathematischen Annalen eine sechstei-
lige Abhandlung iiber die Mengenlehre, die zu grofien Kontroversen in der mathematischen
Welt fiihrte. Einige Mathematiker hielten sich an Kronecker, doch andere folgten Cantors
Weg. So fithrte etwa Giuseppe Peano (1858-1932), nach seinem berithmten Satz iiber Dif-
ferentialgleichungen (1886) und der ersten Definition eines Vektorraumes (1888) und vor
seinen berithmten Peano-Kurven (1890), neben der Axiomatisierung der natiirlichen Zahlen
1889 auch das Zeichen € in die Mengenlehre ein.

Im Jahr 1897 fand Cesare Burali-Forti (1861-1931) das erste Paradoxon in der Mengen-
lehre, obwohl es durch eine fehlerhaft verstandene Definition des Begriffes ,, wohlgeordnete
Menge“ entwertet, wenn auch nicht ausgeloscht wurde. Interessanter Weise ereignete sich
der erste personliche Erfolg fiir Cantor im selben Jahr auf einem Mathematiker-Kongress in
Ziirich, wo sein Werk zum ersten Mal positiv aufgenommen, ja von manchen in hochsten
Tonen gepriesen wurde.

Nachdem Cantor selbst 1899 ein weiteres Paradoxon gefunden hatte, entdeckte schliefSlich
Bertrand Russell (1872-1970) im Jahre 1902 das ultimative Paradoxon (heute Russellsche
Antinomie ), das insbesondere wegen seiner Einfachheit die neuen Grundlagen der Mathema-
tik in ihren Grundfesten erschiitterte. Russel betrachtete die Menge R aller Mengen, die sich
nicht selbst enthalten; nennen wir solche Mengen ,,verniinftig“. Die Frage ob R sich selbst
enthélt, fithrt nun zu einem Widerspruch: Nehmen wir ndmlich an, dass R ein Element von
R ist, so ist R keine ,verniinftige“ Menge und kann daher nicht Element von R sein. Ist
andererseits R nicht Element von R, so ist R eine ,verniinftige* Menge und es muss gelten,
dass R Element von R ist.

Zu diesem Zeitpunkt hatte sich die Mengenlehre allerdings schon durchgesetzt. Sowohl
die Analysis baute darauf auf als auch Teile der Algebra. Die Mafitheorie und das men-
gentheoretische Integral waren 1901 bzw. 1902 von Henri Lebesgue (1875-1941) erfunden
worden. Daher wurde die Mengenlehre nicht gleich wieder verworfen, sondern es begann eine
fieberhafte Suche nach einer ,,Rettung” der Mengenlehre ohne ihre wichtigsten Eigenschaften
aufgeben zu miissen.

Russell selbst versuchte, sein Paradoxon aus der Mathematik ,, wegzudefinieren®. In sei-
nem sehr einflussreichen Werk Principia Mathematica, das er gemeinsam mit Alfred White-
head (1861-1947) in den Jahren 1910-1913 verdffentlichte, stellte er eine Losung mit Hilfe
der Theory of types vor, doch diese wurde von den meisten nicht als befriedigend erachtet.
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Der erste, der eine Losung fiir das Paradoxien-Problem fand war Ernst Zermelo (1871
1953), der im Jahr 1908 das erste befriedigende Axiomensystem fiir die Mengenlehre publi-
zierte, das im Jahr 1922 von Adolf Fraenkel (1891-1965) nochmals verbessert wurde, und
das heute aus zehn Axiomen bestehend fiir viele die Grundlage der Mathematik darstellt
(siche Abschnitt 4.5). Auch andere berithmte Mathematiker wie Kurt Godel (1906-1978),
Paul Bernays (1888-1977) und John von Neumann (1903-1957) axiomatisierten die Mengen-
lehre auf unterschiedliche Weisen, und welches der Axiomensysteme die Grundlage bilden
soll, wird in der heutigen Zeit von den meisten Mathematikern als ,reine Geschmackssache*
angesehen.

Um die Jahrhundertwende strebten noch viele Mathematiker allen voran David Hilbert
und Gottlob Frege (1848-1925) danach die Mathematik (und auch die Physik) vollsténdig auf
die formale Logik zu reduzieren. Hilbert — wahrscheinlich der einflussreichste Mathematiker
seiner Zeit — erwidhnte dies noch 1900 in seiner beriihmten Rede auf dem Internationalen
Mathematiker-Kongresses in Paris. Fiir dieses Ziel war eine moglichst umfassende und wi-
derspruchsfreie Axiomatisierung der Mengenlehre wesentlich. Nach Goédels w-Unvollstéandig-
keitssatz im Jahr 1931, der die Grenzen jedes axiomatischen Systems aufzeigte, wurden alle
diese Versuche zerschlagen und weitere Ansétze bereits im Keim erstickt.

Geblieben von dieser Entwicklung ist das heutige Bestreben der Mathematiker nach exak-
tem und logischem Vorgehen beim Entwickeln und Beweisen von mathematischen Theorien,
beim Aufbau des mathematischen Theoriegebdudes. Jetzt ist es wichtig, Grundlagen zu ha-
ben, die die mathematisch exakte Behandlung der Theorie erlauben. Nachdem alle heute
giangigen Axiomensysteme das bieten, ist die genaue Auswahl eines bestimmten Systems
den meisten Mathematikern nicht mehr so wichtig.

Nach diesem historischen Uberblick wollen wir die Mengenlehre genauer kennenlernen
und zunéchst wie Cantor naiv beginnen.

Wollen wir iiber Mengen sprechen, so miissen wir zuerst erklédren, wie wir sie beschreiben
kénnen. Grundsétzlich stehen uns zwei Methoden zur Verfiigung.

(1) Aufzdhlen: Wir konnen alle Elemente einer endlichen Menge angeben, um die
Menge zu definieren. So kénnten wir etwa durch

M :={0,2,5,9}

die Menge M einfiihren. Sie enthélt als Elemente die vier Zahlen 0, 2, 5 und 9.
Diese in der Mengenlehre fundamentale Beziehung zwischen den Mengen und
ihren Elementen wird durch das Symbol € ausgedriickt. Hier also: 0 € M, 2 € M,
...sprich ,0 in M*“, oder 2 Element M*,...
Auf die Reihenfolge kommt es bei der Aufzidhlung iibrigens nicht an: {0, 5,2,9}
ist ebenso wie {9,0,2,5} die gleiche Menge wie M.

Das Zeichen := (vgl. auch die Box auf Seite 12) bedeutet, dass wir gerade etwas defi-
nieren, in diesem Fall geben wir der Menge bestehend aus den Zahlen 0, 2, 5 und 9 den
Namen M. Merke: Der Doppelpunkt im Zeichen := (oder =:) steht immer auf der Seite des
Gleichheitszeichens, auf der der zu definierende Begriff steht.

Grundsétzlich dienen Definitionen dazu, neue Abkiirzungen einzufithren. Der definierte
Begriff kann jederzeit durch die definierende Beschreibung ersetzt werden, und manchmal
muss das auch geschehen, speziell in Beweisen.

Den Sinn von Definitionen rein darauf zu reduzieren, dass sie Abkiirzungen einfiihren,
heifit aber, die Bedeutung von Definitionen stark unter zu bewerten. Eine Definition ist
ein schopferischer Akt! Es ist einer der bedeutendsten Schritte in der Entwicklung einer
mathematischen Theorie, die wichtigen Objekte zu erkennen und ihnen Namen zu geben.
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Dadurch riicken sie ins Zentrum des Interesses, es werden neue Begriffe geschaffen, und man
kann beginnen, sich mit diesen neuen Begriffen auseinander zu setzen.

In diesem Zusammenhang ist noch einmal wichtig heraus zu streichen, dass eine Definition
niemals falsch sein kann (abgesehen von Priifungen, wenn bereits bestehende Definitionen
falsch rezitiert werden), sie kann allerdings sinnlos oder wenig hilfreich sein.

Scheuen Sie nicht davor zuriick, bei der Losung Ihrer Aufgaben, wichtigen Objekten
eigene Namen zu geben z.B. ,starke* Matrizen, ,,coole” Elemente,. ...

(2) Beschreiben: Geméif einer Idee von Cantor kénnen wir eine Menge auch dadurch
definieren, dass wir Eigenschaften ihrer Elemente angeben. Dies 148t sich auch auf
unendliche Mengen anwenden. Die Menge P aller Primzahlen liefle sich etwa defi-
nieren durch

P={peN|p>1AVmeN:(mlp=(m=1Vvm=np))}.

Genauer bedeutet das, dass man P als die Menge all jener Elemente p von N defi-
niert, die gréfler 1 sind und folgende Eigenschaft besitzen: Jedes Element m von N,
das p teilt, ist entweder 1 oder p selbst. Das bedeutet aber wiederum, dass p grofler
1 ist und nur die trivialen Teiler 1 und p hat — genau unsere Definition 2.1.2.

Oft wird statt des senkrechten Strichs (|) auch ein Doppelpunkt verwendet, also
P:={peN: ... }

Viele Definitionen verwenden nicht nur verbale Ausdriicke sondern auch mathematische
Symbolik, wie obige Definition von P. Man muss aber nicht rein symbolisch formulieren.
Eine dhnlich gute Definition von P wére

P:={p e N|p>1und p besitzt nur die Teiler 1 und p}.

Symbole im Text erhdhen zwar oft dessen Prézision, doch im selben Mafle verringern sie
seine Lesbarkeit. Geht man zu sorglos mit ihnen um, so kann der Text sogar mehrdeutig
werden. Beherzigt man allerdings einige Regeln, so verbessert das die Lage sofort.

e Ein Satz sollte nicht mit einem Symbol beginnen. Man formuliert den Satz
R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen.
besser um
Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R.

e Axiom von Siegel (nach dem Mathematiker Carl Siegel (1896-1981)): Zwei ma-
thematische Symbole (die sich nicht zu einem grofleren Symbolkomplex ergénzen)
miissen stets durch mindestens ein Wort getrennt sein!

Eine 10-elementige Menge hat genau 45—2-elementige Teilmengen.
konnte bei engerem Druck fehlinterpretiert werden. Besser wére etwa die Formulie-
rung

Die Anzahl der 2-elementigen Teilmengen einer 10-elementigen Menge ist

45.

e Verwenden Sie niemals mathematische Symbole als Abkiirzungen fiir
Worte im Text.

Sei V' ein Vektorraum -+ endlich dimensional.

Verwenden Sie die Symbole sorgfiltig und behalten Sie ihre mathematische Bedeutung
stets im Auge. Konzentrieren Sie die Symbolik nicht zu sehr. Eine gute Mischung aus Sym-
bolik und Text garantiert einerseits die Prézision und erhoht andererseits die Lesbarkeit.

Unverzichtbar ist, dass Sie stets in der Lage sind, zwischen verbaler und formaler Beschrei-
bung hin und her zu schalten. Es ist wichtig, schon zu Beginn die Féhigkeit zu trainieren,
die eine Beschreibung in die andere zu verwandeln.
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Beispiel 4.1.2 (Elementbeziehung).

Es gilt 2 € {2,4,7,9},

weiters haben wir 42 € N.

Steht die Menge links vom Element, so dreht man das Zeichen € einfach um: R > 7.
Wollen wir ausdriicken, dass ein Objekt nicht Element einer bestimmten Menge ist,
so streichen wir das Zeichen € einfach durch, wie in % ¢ N.

Definition 4.1.3 (Gleicheit von Mengen). Zwei Mengen gelten genau dann als gleich,
wenn sie dieselben Elemente haben; in Symbolen notiert

A= B genau dann wenn Vz:(r € A&S x € B).

Definition 4.1.4 (Leere Menge). Die leere Menge () ist definiert als die Menge, die kein
Element enthdlt. Formal kann das z.B. so ausgedriickt werden

0:={z|x#=x}.
In der Mathematik ist das Symbol () iblich, auch wenn mitunter {} als Bezeichnung fiir die
leere Menge verwendet wird.

WICHTIG: Beachten Sie, dass ein Element in einer Menge enthalten ist, oder eben
nicht. Es steht immer eindeutig fest, welche Elemente zu einer Menge gehoren.

Ein und dasselbe Element kann nicht mehrfach in einer Menge auftreten. Eine Menge ist
eine Ansammlung verschiedener Objekte! Allerdings ist es nicht verboten, einige Elemente
mehrfach anzufithren. {1,2} ist die gleiche Menge wie {1,1,2}. Zugegeben, dieses Beispiel
ist gekiinstelt — der Sinn dieser Vereinbarung wird erst dann deutlich wenn man z.B. eine
Menge {a, b, c} untersucht, wobei a, b und c erst spéter festgesetzt oder nidher bestimmt
werden. Dann ist es sehr praktisch, {a, b, c} schreiben zu konnen, selbst wenn sich spéter
herausstellen sollte, dass a = b gilt.

4.1.1. Teilmengen. Bevor wir untersuchen, wie wir Mengen mit einander verkniipfen
konnen, betrachten wir das einfachste Konzept, das von Teilmengen.

Definition 4.1.5 (Teilmenge, Obermenge). Eine Menge B heifst Teilmenge der Menge
A, wenn B nur Elemente von A enthdlt. In der Sprache der Logik formuliert, bedeutet das
Ve:x € B=ux €A,

oder kiirzer und etwas salopper
Vre B:xe A

Ist B Teilmenge von A, so schreiben wir
BCA oder ADB.

A heifit dann Obermenge von B.
Beispiel 4.1.6 (Teilmengen). Wir finden etwa:

e Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge.

e Jede Menge M ist ihre eigene Teilmenge. Die Menge M und () heiffen die trivialen
Teilmengen von M.

e Alle Teilmengen, die ungleich der Menge selbst sind, nennt man auch echte Teil-
mengen. Mdchte man betonen, dass B echte Teilmenge von A ist, so schreibt man
meist

B C A oder expliziter B & A.

e Alle Teilmengen von {1,2,3} sind 0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3} und
(1,2,3).
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Leider wird in manchen mathematischen Texten das Symbol C fiir Teilmenge verwen-
det und nicht fiir echte Teilmenge, wie wir das oben definiert haben. Daher unser Tipp:
verwenden Sie in eigenen Texten immer C um Teilmengen und & um echte Teilmengen zu
kennzeichnen. Finden Sie in einem Text C, so ist es ratsam nach der Teilmengendefinition
zu suchen, um festzustellen, ob C fiir echte Teilmenge oder nur Teilmenge steht.

Die Teilmengenrelation entspricht, wie schon in der Definition explizit gemacht wurde,
der logischen Implikation (=) der Elementbeziehung. Daraus l&8t sich auch sofort ableiten,
wie man Gleichheit von Mengen iiberpriifen kann.

Proposition 4.1.7 (Gleichheit von Mengen). Zwei Mengen A und B sind genau dann
gleich, wenn A C B und B C A gilt; formal

A=B&ACB AN BCA

BEWEIS. Dieser Satz behauptet eine Aquivalenz und wir miissen wiederum beide Impli-
kationsrichtungen beweisen.
=-: Zu zeigen ist, dass wenn A = B gilt, auch die beiden Enthalten-Relationen A C B und
B C A gelten. Dies ist aber trivial, da A C A fiir jede Menge stimmt.
<: Wir miissen zeigen, dass aus beiden Enthalten-Relationen schon die Gleichheit folgt. Es
gelte also A C Bund B C A. Wegen A C B gilt x € A = x € B. Andererseits folgt aus
B C A, dass ¢ € B = x € A gilt. Fassen wir die beiden Implikationen zusammen, erhalten
wir fiir beliebiges x den Zusammenhang r € A < z € B. Das wiederum bedeutet laut
Definition 4.1.3, dass A = B gilt. U

4.1.2. Mengenoperationen. Wenn man mehr als eine Menge betrachtet, so kann man
aus diesen Mengen weitere Mengen erzeugen. Die folgenden Mengenoperationen werden dabei
standardméaflig verwendet.

Definition 4.1.8 (Vereinigung).

(i) Seien zwei Mengen A und B gegeben. Wir konstruieren eine neue Menge aus allen
Elementen von A und B. Diese Menge heiffit Vereinigungsmenge A U B von A und
B, und in formalerer Schreibweise ist sie definiert als

AUB:={z |z € AVz € B}.

FEtwas anders ausgedriickt haben wir eine Operation U fiir Paare von Mengen defi-
niert — die Vereinigung — die jedem Paar (A, B) von Mengen deren Vereinigungs-
menge AU B zuordnet.

(ii) Man kann auch mehr als zwei Mengen vereinigen, sogar beliebig viele. Sei A;, i € 1
eine Familie von Mengen. Dann ist

UAi::{x\EliGI:xEAi}
i€l
die Vereinigung aller A;. Das bedeutet, wir nehmen alle x auf, die in wenigstens
einer der Mengen A; liegen. Die Indexmenge I kann dabei beliebig (grof$) sein.
Beispiel 4.1.9. Es gelten:

e {1,3,6}U{2,6} ={1,2,3,6},
e MU(D =M,
o Une[l\l{_n7n} =7
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Definition 4.1.10 (Durchschnitt).

(i) Seien wieder zwei Mengen A und B gegeben. Wir bezeichnen die Menge, die alle
Elemente von A enthdlt, die auch in B enthalten sind, mit A N B und nennen sie
Durchschnittsmenge von A und B. Formal ist sie definiert durch,

ANB:={z |z € ANz € B}.

Analog zu Definition 4.1.8 (i) haben wir somit die Operation N fiir Paare von Men-
gen definiert, die je zwei Mengen A, B ihre Durchschnittsmenge AN B zuordnet.

(ii) Genau wie die Vereinigung kann man auch den Durchschnitt beliebig vieler Mengen
definieren. Sei wieder A;, i € I eine Familie von Mengen. Dann ist

ﬂAi::{:ﬂ‘v’iEI:zeAi}

el

der Durchschnitt aller A;. Wir nehmen also alle jene Elemente auf, die in allen
Mengen A; liegen.

(i) Haben zwei Mengen A und B leeren Durchschnitt (AN B =0), so sagen wir A und
B sind disjunkt.

Sind alle von uns betrachteten Mengen Teilmengen eines (sog.) Universums U, so kénnen
wir eine weitere Definition hinzufiigen.

Definition 4.1.11 (Komplement). Sei A eine Teilmenge der Menge U. Dann definieren
wir das Komplement CA von A (in U) durch die Beziehung

CA={zeU|xz¢ A}

Oft werden auch die Bezeichnungen A" und A° fir das Komplement von A verwendet.

Hinweis: Beachten Sie, dass wir die Universalmenge nur zur Bildung des Komplements
einfithren und verwenden. Alle Rechenoperationen und Rechenregeln, in denen kein Kom-
plement vorkommt, gelten unabhéngig von der Existenz solch einer Universalmenge. Ohne
Universalmenge muss man auf die Bildung des Komplements verzichten. Man kann es in den
meisten Fillen durch die Mengendifferenz (siche Definition 4.1.13) ersetzen. In diesem Fall
miissen aber die Rechenregeln geeignet anpasst werden.

Vergleichen wir die Definitionen mit den logischen Operatoren, die wir in Abschnitt 3.1
eingefiihrt haben, so erkennen wir rasch die Zusammenhénge. Die Vereinigung (U) wird ge-
wonnen durch logische Oder-Verkniipfung (V) der Elementbeziehung zu den zu vereinigenden
Mengen. Der Durchschnitt (N) entspricht der Und-Verkniipfung (A), und die Bildung des
Komplements (C) der Negation (=) der Elementbeziehungen. Diese enge Verwandtschaft zwi-
schen den logischen Verkniipfungen und den Mengenoperationen hat als Konsequenz, dass
die Mengenoperationen analoge Rechengesetze erfiillen.
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Theorem 4.1.12 (Rechenregeln fiir Mengenoperationen). Die mengentheoretischen Ope-
rationen U, N und C erfiillen die folgenden Operationen, wobei U das fiir die Komplement-
bildung notwendige Universum bezeichne.

Kommutativgesetze: AUB=BUA ANB=BNA
Assoziativgesetze: AU(BUC)=(AuB)UC An(BnNnC)=(ANnB)NC
Distributivgesetze: AUu(BNC) = AN(BUC) =
(AUB)N(AUC) (ANB)U(ANC)

Verschmelzungsgesetze: AU (BNA)=A AN(BUA)=A
Idempotenzgesetze: AUA=A ANA=A
Neutralititsgesetze: AUD=A ANU=A
Absorptionsgesetze: AuU=U ANP=10
Komplementarititsgesetze: AULA=U AnCA =90

Co=U

CU =10
Gesetz des doppelten Komplements: C(CA) =4
Gesetze von De Morgan: C(AuB)=CANCB C(4anB)=CAUCB

BEWEIS. Alle Aussagen des Theorems kénnen entweder durch Aufstellen von Mengen-
tafeln oder aber durch zuriickfithren auf Theorem 3.1.6 bewiesen werden. Wir beweisen ein
Verschmelzungsgesetz nach der 1. und eine Distributivgesetz nach der 2. Methode. Alle an-
deren Behauptungen folgen analog.

Zu zeigen ist AU(BNA) = A.

A|B|BNA|AU(BNA)
€le| € €
€| ¢| ¢ €
gle| ¢ ¢
gl g ¢ ¢

Da die erste und die letzte Spalte {ibereinstimmen, ist der Beweis des Verschmelzungsgesetz
gegliickt.
Zu zeigen ist: AN (BUC)=(ANB)U(ANC). Wir wissen,
reAN(BUC)erxe ANzxe BUC
sreAN(xeBVzel)
S@eANzeB)V(xe ANz e C) (wegen Theorem 3.1.6)
sSreANBVvrze ANnC
sSre(ANB)UANOC).

Aufer der explizit angegebenen Aquivalenz gelten alle anderen Zeilen wegen der Definitionen
von U und N. Die behauptete Aussage folgt schliefllich aus Definition 4.1.3. O

Eine weitere Mengenoperation, die mit der Komplementbildung , verwandt® ist, ist die
bereits erwidhnte Differenz von Mengen.

Definition 4.1.13 (Mengendifferenz). Seien A und B zwei Mengen. Die Menge A\ B
(sprich: A ohne B) ist die Menge aller Elemente von A, die nicht in B sind, also

A\B:={x € A|z ¢ B}.
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Bemerkung 4.1.14. Die Komplementbildung CA kann mit Hilfe der Mengendifferenz
und dem Universum U kurz beschreiben als

CA=U\ A
Beispiel 4.1.15. Seien A ={2,3,6} und B = {2,5,7}. Dann ist A\ B = {3,6}.

Die symmetrische Mengendifferenz ist die letzte Grundoperation, die wir fiir Mengen
einfithren wollen.

Definition 4.1.16 (Symmetrische Mengendifferenz). FEs seien wieder zwei Mengen A
und B gegeben. Wir definieren die symmetrische Differenz A A B von A und B als die
Menge derjenigen Elemente von A und B, die nicht in beiden Mengen liegen; formal

AAB:=(A\B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B).

Diese Definition beinhaltet genau genommen eine kleine Behauptung, ndmlich dass die
beiden Ausriicke rechts des definierenden Gleichheitszeichens (:=), d.h. (A\ B) U (B \ A)
und (AU B) \ (AN B) ihrerseits gleich sind. Wird in einem mathematischen Text eine
solche ,,Mini-Behauptung® nicht weiter begriindet (wie etwa oben), so bedeutet das, dass
die AutorInnen der Ansicht sind, dass die Giiltigkeit der Behauptung klar auf der Hand
liegt. Die Aufgabe der LeserInnen und besonders der AnfangerInnen ist es, solche kleinen
Behauptungen in mathematischen Texten aufzuspiiren (d.h. diese nicht zu iibersehen) und
sich ihre Giiltigkeit klar zumachen. Ist der Text gut geschrieben (d.h. wird Thr Wissensstand
von den AutorInnen richtig eingeschétzt), so sollten Sie auch keine Probleme haben, diese
»Mini-Behauptungen® mit , Mini-Beweisen“ zu belegen. Also, falls Thnen die Aussage (A \
B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B) nicht klar ist, so nehmen Sie jetzt Papier und Bleistift zur
Hand und beweisen diese etwa mit einer der Methoden, die im Beweis von Theorem 4.1.12
verwendet wurden...

Beispiel 4.1.17. Seien wiederum A = {2,3,6} und B = {2,5,7}. Dann ist AA B =
(3,6,5,7}.

4.1.3. Potenzmenge, Produktmenge. Kommen wir nun, nachdem wir Operationen
definiert haben, um aus bestehenden Mengen neue Mengen zu definieren, zum néchsten
Schritt. Zunéchst verwenden wir die Tatsache, dass Mengen wieder Mengen enthalten diirfen,
um die Potenzmenge einer Menge zu definieren.

Definition 4.1.18 (Potenzmenge). Sei M eine Menge. Die Potenzmenge PM von M
ist definiert als die Menge aller Teilmengen von M.

Beispiel 4.1.19 (Potenzmengen).

e Die Potenzmenge von {1,2,3} ist

P{1,2,3} = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.

e Die Potenzmenge der leeren Menge ist nicht die leere Menge sondern eine einele-
mentige Menge, die nur die leere Menge enthélt. (Also ein Sack, der nur einen
leeren Sack enthilt!)

PO = {0}.

Allgemein bezeichnet man eine Menge, die wieder Mengen enthélt als Mengensystem.

Sind schliefflich zwei Mengen A und B gegeben, so kann man die Produktmenge A x B
bilden. Zu diesem Zweck formen wir aus den Elementen a von A und b von B geordnete
Paare (a,b). In diesen Paaren schreiben wir die Elemente von A an erster und die Elemen-
te von B an zweiter Stelle. Zwei dieser geordneten Paare wollen wir nur dann als gleich
betrachten, wenn beide Komponenten iibereinstimmen.
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Definition 4.1.20 (Produkt).

(i) Seien A und B Mengen. Die Produktmenge A x B, auch genannt das Cartesische
Produkt von A und B, ist die Menge aller geordneten Paare (a,b) aus Elementen
von A und B, formal

Ax B:={(a,b)|a€ ANbe B}.

(i1) Sind k-stiick Mengen My, ..., My gegeben, so konnen wir analog die geordneten k-
tupel bilden (my,...,my) mit m; € M; firi =1,..., k. Das Cartesische Produkt
szl M; = My x ... x My der M; ist dann die Menge aller geordneten k-tupel dieser
Form, d.h.

k
XM= {(ma, .. omi) | Vi e my € My}
=1

(iii) Ist A = B bzw. M; = A fiir alle i, so schreiben wir statt A x A und Ax ... x A
—_—

k mal

kurz A% bzw. A*.
Beispiel 4.1.21 (Produkte). Seien A = {1,2,3} und B = {a, b}, dann ist

Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}

und
A*={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}.
Man kann auch das Cartesische Produkt beliebig vieler Mengen M;, ¢ € I bilden; die
Definition ist allerdings ein wenig komplizierter und benétigt Funktionen. Daher wird sie
erst in Abschnitt 4.3 nachgeholt werden.

4.2. Relationen

In diesem Abschnitt geht es darum einen Formalismus zu entwickeln, der es gestattet,
Elemente von Mengen miteinander in Beziehung zu setzen.

Beispiel 4.2.1. Sei etwa M die Menge aller HorerInnen in einem Hérsaal. Betrachten
wir die Beziehung ,ist verwandt mit“. Wir kénnen dann zu je zwei Personen A und B im
Horsaal eine Aussage dariiber machen, ob A mit B verwandt ist.

FEine andere Beziehung, die wir auf M betrachten konnten ist ,ist Bruder von“. Natirlich
ist jeder Bruder auch ein Verwandter. Umgekehrt muss das nicht der Fall sein.

Schlieflich ist eine dritte maégliche Beziehung ,wohnt im selben Bezirk wie”.

Beziehungen in der Art von Beispiel 4.2.1 zwischen Elementen von Mengen nennt man
Relationen. Im folgenden wollen wir eine mathematische Definition dafiir geben.

Definition 4.2.2 (Relation). Seien M und N Mengen. Eine Relation auf M x N ist
eine Teilmenge R des Cartesischen Produkts, d.h. R C M x N.
Fiir zwei Elemente a € M und b € N sagen wir: a steht in Relation mit b, falls (a,b) € R
gilt. Wir schreiben dann in Symbolen
aRb.

Stehen a und b nicht miteinander in Relation, so schreiben wir a Rb.

Meist werden Relationen nicht mit R sondern mit Symbolen bezeichnet. Typische Rela-
tionssymbole sind <, C, ~, &, <, =, ~, [, —~, < und viele andere mehr. Gerichtete Sym-
bole wie < werden {iblicherweise fiir Ordnungsrelationen (siehe Abschnitt 4.2.2) verwendet,
withrend symmetrische Symbole wie ~ meist fiir Aquivalenzrelationen (siche Abschnitt 4.2.1)
stehen.
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Ist R eine Relation auf M x N und gilt M = N, so sprechen wir von einer Relation auf
M. Im Folgenden befassen wir uns (fast) ausschliellich mit diesem Fall.

Beispiel 4.2.3 (Relationen). Die Beziehungen aus Beispiel 4.2.1 sind natirlich Relatio-
nen auf der Menge M der HorerInnen im Hérsaal. Haben wir etwa ein Geschwisterpaar S
und B im Hérsaal, so missen wir in unsere Relation V' fiir ,verwandt® die beiden Paare
(S, B) und (B,S) aufnehmen. Ist S weiblich und B mdnnlich, so darf in der ,Bruder-
Relation R nur das Paar (B, S) vorkommen (es gilt ja ,B ist Bruder von S* aber nicht S
ist Bruder von B*).

Zwei wichtige Hauptgruppen von Relationen wollen wir in den folgenden Abschnitten
untersuchen. Zuvor definieren wir jedoch noch zwei Eigenschaft fiir Relationen, die in beiden
Abschnitten wichtig sein werden.

Definition 4.2.4 (Transitivitiat, Reflexivitit). Sei R eine Relation auf einer Menge M.
(i) R heifst transitiv, wenn fir alle a,b,c € M gilt, dass

aROANbBRc= aRec.

(ii) R heifit reflexiv, wenn fir alle a € M gilt, dass a Ra.

Beispiel 4.2.5 (Transitivitét, Reflexivitét). Kehren wir noch einmal — aber nicht zum
letzten Mal — zu den Relationen aus Beispiel 4.2.1 zuriick. Nicht alle sind transitiv, denn
wenn A mit B und B mit C' verwandt sind, so ist noch lange nicht A mit C' verwandt.
Anderes gilt fiir Brider. Ist A Bruder von B und B Bruder von C, so ist auch A Bruder
von C'. Auch das Wohnen im gleichen Bezirk ist eine transitive Relation.

Man konnte sagen, die Verwandtschaftsrelation ist reflexiv, wenn man festlegt, dass jeder
Mensch mit sich selbst verwandt ist. Die Bruderbeziehung ist jedoch nicht reflexiv.

Auch ohne weitere Definition ist ,wohnt im selben Bezirk wie“ eine reflexive Relation.

4.2.1. Aquivalenzrelationen. In diesem Abschnitt befassen wir uns mit einer spezi-
ellen Klasse von Relationen, ndmlich jenen die zusétzlich zu den beiden oben definierten
Eigenschaften der Reflexivitdt und Transitivitdt die Eigenschaft der Symmetrie besitzen.
Formal definieren wir:

Definition 4.2.6 (Aquivalenzrelation). Eine reflexive und transitive Relation ~ auf einer
Menge M heifst Aquivalenzrelation, falls sie folgende weitere Eigenschaft erfiillt:

Symmetrie: Vx,y e M : (z ~y =y ~ ).
Gilt x ~ y, so nennen wir x und y dquivalent.

Beispiel 4.2.7 (Aquivalenzrelationen). Wenn wir ein weiteres Mal die Relationen aus
Beispiel 4.2.1 bemiihen, so erkennen wir schnell, dass ,wohnt im selben Bezirk wie“ eine
Aquivalenzrelation ist. Die Symmetrie ist erfillt, denn wenn A und B im selben Bezirk
wohnen, wohnen auch B und A im selben Bezirk.

Die zweite Relation st Bruder von® ist keine Aquivalenzrelation, da weder Reflexivitit
noch Symmetrie gelten.

LIst verwandt mait® ist zwar symmetrisch, aber da die Transitivitdit falsch ist, ist es keine
Aquivalenzrelation.

Ist eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge definiert, so kénnen wir die Relation dafiir
verwenden, miteinander dquivalente Elemente von M in Gruppen zusammenzufassen. Dieses
Prinzip ist wohlbekannt, denn in Telefonbiichern werden etwa jene Arzte in eine Gruppe
zusammengefasst, die im selben Bezirk praktizieren.
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Definition 4.2.8 (Aquiyalenzklasse). Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation
auf M. Wir definieren die Aquivalenzklasse von a € M durch

Co:={beM]|b~a}.
Alternative Bezeichnungen fir C, sind auch [a] und a.

Aus der Definition sehen wir unmittelbar, dass fiir jedes a € M die Aquivalenzklasse
C, C M erfiillt. Wegen der Reflexivitit von ~ gilt a € C, (Aquivalenzklassen sind also
niemals leer!) und somit J,.,, Co = M.

Eine zweite wichtige Eigenschaft der Aquivalenzklassen wollen wir in der nachfolgenden
Proposition fest halten.

Proposition 4.2.9 (Eigenschaften von Aquivalenzklassen). Sei M eine Menge und ~
eine Aquivalenzrelation auf M. Dann sind zwei Aquivalenzklassen C, und C, entweder dis-
gunkt oder gleich. In Symbolen

ConNGCy#0 = C, =Ch.

Wie in Definition 4.1.16 (vgl. den dieser Definition folgenden Abschnitt) ist in Proposi-
tion 4.2.9 eine kleine (zusétzliche) Behauptung versteckt, ndmlich dass fiir zwei Mengen C,
und Cp die Aussage C, und Cj sind entweder disjunkt oder gleich gleichbedeutend mit der
Aussage C, N Cy # 0 < C, = C, ist. Ehrlich, haben Sie das bemerkt? Gut, und falls Thnen
diese ,,Mini-Behauptungen“ nicht klar ist, dann ... (Tipp: Wahrheitstabelle)

BEWEIS. Da es sich um eine Aquivalenz handelt . ..

<:Ist C, = Cy, so ist auch C, N Cy, = C, # (), weil Aquivalenzklassen niemals leer sind.

=: Ist umgekehrt C, N C}, # (. Dann existiert ein y € C, N Cp, und somit gelten y ~ a
und y ~ b. Aus Symmetrie und Transitivitit folgt a ~ b. Es bleibt zu zeigen, dass a ~ b =
C, = Cy. Sei dazu x € C,. Dann wissen wir x ~ a und wegen der Transitivitidt auch = ~ b
und damit x € Cjy. Also gilt C, C (. Nachdem wir analog durch Vertauschen von a und
b in obiger Argumentation C;, C C, beweisen koénnen, folgt C, = C}, was wir behauptet
hatten. ]

Wir finden also fiir jede Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M eine Familie von Teil-
mengen von M, die Aquivalenzklassen C,, die

(i) Uuers Ca = M (Man sagt: Die C, iiberdecken M) und
(i) C.NC, #0 & C, =G,

erfiillen.

Eine Familie von Teilmengen einer gegebenen Menge M, die die obigen Eigenschaften (i)
und (ii) erfiillt ist ein mathematisch interessantes ObJekt — und zwar unabhéngig davon,
ob diese Familie aus den Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation auf M besteht oder
irgendwelchen Teilmengen von M. Wir definieren daher:

Definition 4.2.10 (Partition). Fine Familie disjunkter Teilmengen einer Menge, die die
gesamte Menge tiberdecken, nennt man Partition.

FEtwas formaler konnen wir auch schreiben: Eine Familie U;, © € I (I bezeichnet hier
eine beliebige Indexmenge) von Teilmengen einer Menge M heifit Partition von M, falls die
folgenden beiden Eigenschaften gelten:

(1) Use, Ui = M.
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Anders ausgedriickt ist eine Familie von Teilmengen einer Menge M genau dann eine
Partition, wenn jedes Element von M in genau einer der Teilmengen liegt. (Eigenschaft (ii)
sorgt dafiir, dass jedes Element von M in mindestens einer der Teilmengen liegt, Eigenschaft
(i) dafiir, dass es hdchstens eine ist.)

Theorem 4.2.11 (Aquivalenzklassen als Partition). Jede Aquivalenzrelation ~ auf einer
Menge M definiert eine Partition von M, und umgekehrt kann man aus jeder Partition U;,
1 € I einer Menge M eine Aquivalenzrelation ~ gewinnen durch

a~b:diel:abel;.

BEWEIS. Wir wissen bereits, dass eine Aquivalenzrelation auf M eine Partition definiert
(Proposition 4.2.9), namlich die Partition in Aquivalenzklassen.

Sei umgekehrt eine Partition U;, ¢ € I gegeben, und sei die Relation ~ wie in der Aussage
des Theorems definiert. Es bleibt zu zeigen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Reflexivitat: Fiir alle a € M gilt a ~ a, da wegen |J,.; U; = M ein j € I existieren muss
mit a € Uj.

Symmetrie: Das folgt ganz offensichtlich aus der Definition von ~.

Transitivitit: Gelten a ~ b und b ~ ¢, so wissen wir, dass ein j € [ existiert mit
a,b € U; und ein k € I mit b,c € Uy. Es ist somit b € U; N Uy, und daher ist wegen (i) in
Definition 4.2.10 U; = Uy. Daraus wiederum folgt, dass a,b, ¢ € U; und daher a ~ c gilt.

Also ist ~ tatséchlich eine Aquivalenzrelation. O

Von Aquivalenzrelationen induzierte Partitionen von Mengen (d.h. Partitionen von Men-
gen in Aquivalenzklassen einer gegebenen Aquivalenzrelation) sind in der Mathematik duflerst
wichtig. Aus diesem Grund hat man der Menge aller Aquivalenzklassen einen eigenen Namen
gegeben.

Definition 4.2.12 (Quotient). Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Wir definieren die
Quotientenmenge oder auch Faktormenge M/. (sprich: M modulo Tilde) als die Menge
aller Aquivalenzklassen beziiglich ~.

Beispiel 4.2.13 (Restklassen). Sei N > p > 2 gegeben. Wir definieren auf Z die Relation
n~p,m <& 3dk € Z mit n =m + kp.

Gilt n ~, m so sagen wir n ist kongruent m modulo p und schreiben manchmal auch n =
m(p). Die Relation ~, ist eine Aquivalenzrelation:

Reflexivitit: n ~, n, weil n = n + Op,

Symmetrie: Ist n ~, m, so finden wir ein k € Z mit n = m + kp, und durch Umformen
finden wir m = n + (—k)p. Da mit k auch —k in Z ist, folgt m ~, n.

Transitivitdt: Gelten ny ~, ng und ng ~, ng, so finden wir ky und ko mit ny = ng + kip
und ny = ng + kop. Setzen wir die Gleichungen zusammen, finden wir ny = n3 + (k1 + k2)p,
und ki + kg ist als Summe ganzer Zahlen eine ganze Zahl. Deshalb folgt ny ~, ng.

Diese Aquivalenzrelation erzeugt genau p Aquivalenzklassen
0={0,+p, +2p,+3p,...}
1={1,1+p1+2p,1+3p,...}

p—1={-1,-1+£p,—14+2p,—1+3p,...}.

Die p-elementige Faktormenge Z/., wird in der Mathematik iiblicherweise mit 7, be-
zeichnet, und man nennt sie die Restklassen modulo p. Dieser Name begriindet sich aus
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der Tatsache, dass zwei Zahlen aus der selben Restklasse modulo p bei Division durch p
denselben Rest aufweisen.

4.2.2. Ordnungsrelationen. Die zweite grofle Klasse von Relationen, die neben der
Reflexivitéit und Transitivitiat die Eigenschaft der Antisymmetrie besitzt, dient dazu, Mengen
zu ordnen.

Definition 4.2.14 (Ordnung).

(i) Eine reflexive und transitive Relation = (sprich: vor oder gleich) auf M heifst
Ordnungsrelation oder Halbordnung, falls sie die folgende zusdtzliche Eigenschaft
erfillt:

Antisymmetrie: Die Bezichungen a < b und b = a implizieren schon Gleichheit
a=b. In Symbolen

a<bAb=<a=a=0.

(i) Gilt fir zwei Elemente von M weder x < y noch y = x, so sagt man x und y
sind nicht vergleichbar (beziglich <). Andernfalls nennt man die beiden Elemente
vergleichbar.

(iii) Sind je zwei Elemente von M wvergleichbar, gilt also fir je zwei Elemente x,y € M
wenigstens eine der Relationen x <y oder y =< x, so nennt man die Relation eine
Totalordnung oder lineare Ordnung auf M.

(iv) Betrachten wir eine Menge M zusammen mit einer (Total)-Ordnung <, so nennen
wir das Paar (M, <) (total) geordnete Menge.

Um mit Ordnungsrelationen leichter hantieren zu konnen, miissen wir einige Schreibwei-
sen vereinbaren. Gilt x < y, so schreiben wir auch manchmal y > x. Haben wir x < y und
gilt = # y, so kiirzen wir ab zu x < y (sprich: x vor y). Analog definieren wir y > z. Gilt
andererseits © = y oder x < y, so schreiben wir z < y.

Beispiel 4.2.15 (Ordnungen).

e Das bekannteste Beispiel fir eine Ordnungsrelation (eine Totalordnung) ist die Be-
ziehung < auf den reellen Zahlen R. Wir nennen die geordnete Menge (R, <) oft R
mit der natirlichen Ordnung.

e Sei M die Menge aller Menschen. Wir definieren die Relation < durch A < B,
wenn A ein Vorfahre von B ist. Die entstehende Relation < ist klarerweise reflexiv
und transitiv. Die Antisymmetrie folgt aus der Tatsache, dass kein Mensch Vorfahre
von sich selbst sein kann. Es gibt aber Paare von Menschen, die nicht miteinander
vergleichbar sind, fiir die also weder A = B noch A = B gelten. Die Relation ,Ist
Vorfahre von“ ist also eine Halbordnung auf M.

So wie eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M eine Struktur definiert, die wichtige
Folgestrukturen entstehen lésst, erzeugt auch eine Ordnungsrelation auf M Folgebegriffe.

Definition 4.2.16 (Schranken). Sei (M, <) eine geordnete Menge, und sei E C M eine
Teilmenge.

(i) Gibt es ein B € M mit der Eigenschaft
x = [ fiir jedes Element v € F,

so nennen wir 3 eine obere Schranke von FE.

(ii) Untere Schranken sind analog durch Ersetzen von =< durch = definiert.

(iii) Die Teilmenge E heifit nach oben (unten) beschriankt, falls sie eine obere (untere)
Schranke besitzt. Sie heifft beschrankt, falls sie nach oben und unten beschrdnkt ist.
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Um Beispiele zur Ilustration von Definition 4.2.16 geben zu koénnen, wiederholen wir
aus dem Schulstoff den Begriff des Intervalls. Seien a < b € (R, <). Das offene Intervall
la,b[ (oft auch (a,b) geschrieben), das abgeschlossene Intervall [a,b] bzw. die halboffenen
Intervalle [a,b] und ]a, b] sind definiert als die folgenden Teilmengen der reellen Zahlen:

la,b] = {z€Rja<x<b}, la,b] = {z€Rla<x<b}
la,b] = {reR|a<z<b}, la,b] = {zreR|a<z<b}

Die einseitig und zweiseitig unendlichen Intervalle sind definiert als

| —o0,a] = {reRlz<al, | —o00,a] = {reRlz<a}
la,00[ = {z €Rjzx > a}, [a,00[ = {zeRjzx>a}
| —o00,+0[ = R.

Beispiel 4.2.17 (Schranken).

e Betrachten wir die geordnete Menge (R, <). Das Intervall E = [0, 1] ist eine Teil-
menge von R. Jede Zahl im Intervall [1, 00 [ ist obere Schranke von E, und jede Zahl
im Intervall | — 00, 0] ist untere Schranke von E. E ist also beschrankt.

e Die Menge M = {1/n | n € N\ {0}} ist nach oben und unten beschrinkt. M hat
dieselben unteren und oberen Schranken wie E.

e Die Menge aller Primzahlen ist als Teilmenge von R nach unten beschrinkt, sie
besitzt aber keine obere Schranke.

e Die Menge Z C R ist weder nach oben noch nach unten beschrinkt.

Wir sehen aus dem vorigen Beispiel, dass obere und untere Schranken bei weitem nicht
eindeutig sind. Die interessante Frage ist, ob es eine ausgezeichnete obere bzw. untere Schran-
ke gibt. Die Beantwortung dieser Frage fiir die geordnete Menge (Q, <) wird uns in Kapitel 6
zu den reellen Zahlen fithren. Hier wollen wir uns mit einer Definition begniigen.

Definition 4.2.18 (Supremum und Infimum, Maximum und Minimum). Sei (M, <)
eine geordnete Menge.

(i) Sei E eine nach oben beschrdnkte Teilmenge von M. Ezistiert ein o € M mit den
FEigenschaften
(1) « ist eine obere Schranke von E,
(2) Ist M 5 v < «, so ist v keine obere Schranke von E,
so nennen wir « die kleinste obere Schranke oder das Supremum von E, und wir
schreiben

a=supF
(ii) Analog definieren wir die gréfite untere Schranke, das Infimum
a=inf K

einer nach unten beschrinkten Teilmenge.
(iii) Besitzt eine Teilmenge E ein Supremum (Infimum) «, und gilt « € E, dann nennen
wir a auch das Maximum (Minimum) von E, in Zeichen max E (min E ).

Beispiel 4.2.19 (sup, max, inf, min). Seien E und M wie in Beispiel 4.2.17. Es gilt
0=infE = infM und 1 = supE = supM. Fir E sind 1 und 0 sogar Mazimum bzw.
Minimum. Fir M ist 1 ein Mazimum, aber 0 ist kein Minimum, da 0 ¢ M.
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4.3. Abbildungen

Wie bereits frither erwahnt, besteht ein groflier Teil der modernen Mathematik in der
Analyse von Strukturen. Diese Strukturen bestehen aus Objekten und den Beziehungen
zwischen diesen Objekten. Wir haben schon erwahnt, dass Mengen fiir die meisten Struk-
turen die Basis bilden. Die in diesem Abschnitt behandelten Abbildungen sind neben den
Relationen die Basis fiir die Beziehungen zwischen Objekten.

Wegen der zentralen Bedeutung des Begriffs Abbildung bzw. Funktion (diese beiden
Bezeichnungen werden synonym verwendet; siehe auch unten) werden wir zwei Definitionen
geben. Wir beginnen mit der weniger abstrakten, die Ihnen sicherlich bekannt vorkommen
wird.

Definition 4.3.1 (Funktion). Seien A und B Mengen.

(i) Unter einer Funktion oder Abbildung f von A nach B verstehen wir eine Vorschrift,
die jedem a € A genau ein b € B zuordnet.

(ii) Das dem Element a zugeordnete Element b bezeichnen wir mit f(a) und nennen es
den Wert der Funktion f an der Stelle a oder das das Bild von a unter f; a wird
als Urbild von b unter f bezeichnet.

(iii) Weiters wird A als Definitionsmenge oder -bereich von f bezeichnet und B als
Zielmenge oder -bereich von f.

WICHTIG: Zur Festlegung einer Funktion muf3 man ausdriicklich Definitions- und
Zielmenge angeben. Meist werden die Schreibweisen

f:A—>BoderALB

verwendet. Die Angabe der Zuordnungsvorschrift alleine ist keinesfalls ausreichend (siehe
auch Beispiel 4.3.10 unten)!
Das Symbol

a— f(a)
driickt aus, dass die Funktion f dem Element a des Definitionsbereichs das Bild f(a) im
Zielbereich zuordnet. Oft wird dieses Symbol auch zur Bezeichnung der Funktion selbst
verwendet und man spricht von ,der Funktion a — f(a)* (lies: a geht iiber (in) f(a)). Dann

muss allerdings Definitions- und Zielbereich gesondert angegeben werden.
Die ausfiihrlichste und genaueste Darstellung einer Funktion erfolgt durch die Notation

f+A — B f:A — B
o = fl@) "™ fa) =

Beispiel 4.3.2 (Funktionsschreibweise). Die Funktion, die jeder nichtnegativen reellen
Zahl ihre Quadratwurzel zuordnet schreiben wir

f:]0,00] — R how f:]0,00] — R
T o= ' flx) = Ve

Einen Schonheitsfehler hat unserer Definition allerdings: sie beruht auf dem Wort ,,Zu-
ordnung*, das wir strenggenommen gar nicht definiert haben — obwohl in diesem Fall die
alltagssprachliche Bedeutung den mathematsichen Inhalt sehr genau trifft. Dieses Problem
kénnen wir umgehen, indem wir eine rein mengentheoretische Definition des Funktionsbe-
griffs geben. Das ist unser néchstes Ziel.

Nach unserer obigen Definition setzt eine Funktion f : A — B die Elemente a von A mit
gewissen Elementen b = f(a) von B in Verbindung; fassen wir diese zu geordneten Paaren
(a,b) zusammen, so folgt aus der Eindeutigkeit der Zuordnung, dass Paare mit gleichen
ersten Komponenten gleiche zweite Komponenten besitzen, also bereits (als geordnetes Paar)
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gleich sind. Die durch f gegebene ,Zuordnung“ kann deshalb als spezielle Teilmenge des
Produkts A x B beschrieben werden. Genau das macht sich die folgende Definition zunutze.

Definition 4.3.3 (Mengentheoretische Definition des Funktionsbegriffs). Eine Funkti-
on ist ein Tripel f = (A, B,G) bestehend aus einer Menge A, genannt Definitionsbereich,
einer Menge B, genannt Zielbereich und einer Teilmenge G des Produkts A x B mit den
FEigenschaften

(1) Vae AJbe B:(a,b) € G
(D.h. jedes a € A tritt als erste Komponente eines Paares in G auf.)

(2) Va e A Vbl,bg € B: (a,bl) eGA (a,bg) eEG = b =b
(D.h. stimmen die ersten Komponenten eines Paares in G iiberein, dann auch die
zweiten. )

Die Menge G heifit Graph der Funktion f und wird oft auch mit G(f) bezeichnet. Gilt
(a,b) € G, so schreiben wir f(a) = b und wir kénnen den Graphen schreiben als

G(f) = {(a, f(a))la € A}.

Die Paarungen (a, f(a)) sind gewissermaflen das abstrakte Analogon zur Zusammenstel-
lung der a-Werte und der zugehorigen Funktionswerte f(a) in einer Wertetabelle oder der
graphischen Darstellung der Funktion als “Kurve® in einem kartesischen Koordinatensystem
(falls A und B Teilmengen von R sind); zwei Konzepte, die Ihnen sicherlich aus der Schule
ein Begriff sind.

Vielleicht haben Sie bemerkt, dass wir noch immer nicht gesagt haben, was eine ,,Zu-
ordnung“ denn eigentlich ¢st. Die moderne Mathematik zieht sich in dieser und &dhnlichen
Situationen aus der Affire, indem Sie Ihnen die Objekte ,,aufzihlt®“, die einander ,,zugeord-
net* sind; in unserem Fall die geordneten Paare (a, f(a)).

Nach dieser , philosophischen“ Bemerkung kommen wir zu einem einfachen, konkreten
Beispiel.

Beispiel 4.3.4 (Funktion). Sei A = R = B. Wir betrachten die Funktion f : x +— x*.
Dann gilt G = {(z,2?)|lr €e R} CR xR, d.h. (0,0) € G, (1,1) € G, (-1,1) € G, (2,4) € G,

,'L'H.I2

Bemerkung 4.3.5 (Funktionen als Relationen). Aus Definition 4.3.3 wird auch ersicht-
lich, dass jede Funktion f : A — B als spezielle Relation auf A X B aufgefasst werden kann:
fiir jedes a € A existiert genau ein b € B, mit dem es in Relation steht. Oft wird eine
Funktion auch als derartig ,eindeutige” Relation definiert.
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Obwohl der Begriff der Abbildung zentral fiir die moderne Mathematik ist, wurde er
erst sehr spét (im zwanzigsten Jahrhundert!) formalisiert. Daher existieren abhéngig vom
betrachteten Gebiet viele verschiedene Ausdriicke fiir Abbildung.

Der Terminus Abbildung ist der allgemeinste, doch der Begriff Funktion ist ein Syn-
onym, auch wenn er meist dann verwendet wird, wenn B ein Korper (siche Kapitel 5) ist.

Eine Transformation ist eine Abbildung einer Menge in sich (also fiir A = B). Eine
bijektive (siche Definition 4.3.9 (iii) unten) Transformation einer endlichen Menge heiit auch
Permutation.

Ein Operator ist eine Abbildung zwischen Mengen von Abbildungen. So bildet etwa der
Ableitungsoperator jede differenzierbare Funktion auf ihre Ableitungsfunktion ab.

SchlieBlich taucht besonders in der Linearen Algebra und der Funktionalanalysis der
Begriff Form auf. Dieser beschreibt eine multilineare Abbildung in den Grundkorper eines
Vektorraums (siehe Lineare Algebral).

Es ist wichtig, in Texten zwischen der Funktion f und den Werten f(x) einer Funktion
zu unterscheiden.

Die Abbildung f(z7] ...
Dafiir hat man die ~—-Notation.
Die Abbildung f:x+— f(z) ...

wiére in Ordnung.

Wir kénnen mit Hilfe einer Abbildung ganze Teilmengen von A nach B abbilden.
Definition 4.3.6 (Bild). Sei f : A — B eine Abbildung, und sei M C A eine Teilmenge.
Wir nennen die Menge
f(M):={be B|3Ja€ M: f(a) =0}
das Bild der Menge M unter f.

Umgekehrt kénnen wir fiir eine Teilmenge N C B des Bildbereichs alle Elemente in A
suchen, deren Bilder in N liegen.

Definition 4.3.7 (Urbild). Sei wieder f : A — B eine Abbildung.
(i) Sei N C B eine Teilmenge des Bildbereichs. Wir definieren die Menge
f(N):=={a€ Al f(a) € N}
und nennen sie das Urbild der Menge N unter f.
(ii) Fiir ein Element b € B definieren wir das Urbild von b durch f=1(b) := f~1({b}).
Beachten Sie dabei, dass das Urbild von b eine Menge ist!

Beispiel 4.3.8 (Bild und Urbild). Betrachten wir nochmals die Funktion f : R — R mit
f(x) = 2. Das Bild der Menge M = [—1,1] ist die Menge f(M) = [0,1]. Das Urbild von
N = [—4,4] ist die Menge f~'(N) = [—2,2], und das Urbild des Punktes 9 ist die Menge
f7H9) ={-3.3}.

Kommen wir jetzt zu den drei grundlegenden Eigenschaften von Abbildungen.

Definition 4.3.9 (Injektiv, surjektiv, bijektiv). Sei f: A — B eine Abbildung.

(i) Wir sagen f ist injektiv, wenn jedes Element b € B von f hdéchstens einmal
getroffen wird, d.h. héchstens ein Urbild hat. Anders ausgedriickt verlangen wir,

dass verschiedene Urbilder auch verschiedene Bilder haben. In Symbolen kénnen wir
schreiben

v#ye A= flx)# fly) oder f(z)=fly)=z=y.
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(ii) f heifst surjektiv, wenn jedes Element b € B von [ getroffen wird, also minde-
stens ein Urbild besitzt. In Symbolen:

Voe B:3a€ A: f(a) =.

(iii) Wir nennen f bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. Das ist der Fall, wenn
jedes Element in der Bildmenge B genau ein Urbild besitzt.

Mitunter werden fiir die Begriffe injektiv und bijektiv auch die alten Begrifte eindeutig und
eineindeutig verwendet. Das wére ja leicht zu merken, doch ungliicklicherweise verwenden
manche Autoren den Begriff , eineindeutig® statt fiir bijektiv fiir injektiv. Daher raten wir
dringend zur Verwendung der lateinischen Bezeichnungen.

Ist f: A — B surjektiv, so sagt man auch f ist eine Abbildung von A auf B.

Wenn man Injektivitdt und Surjektivitdt von Abbildungen untersucht, ist es wichtig,
nicht zu vergessen, Definitions- und Zielmenge genau zu beachten. Wenn wir etwa die Zu-
ordnungsvorschrift x +— 22 untersuchen, dann kénnen wir abhiingig von Definitions- und
Bildbereich alle Varianten finden, wie uns das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.3.10 (Injektiv, surjektiv, bijektiv). Wir bezeichnen mit RS die Menge der
nichtnegativen reellen Zahlen, d.h. R§ == {z € R |z > 0}.

o v — 2% : R — R ist weder injektiv noch surjektiv, weil f(—=1) =1 = f(1), was der
Injektivitat widerspricht und —1 nicht von f getroffen wird, was die Surjektivitit
ausschliefst.

o z— 22 R — R ist injektiv aber micht surjektiv.

o v — 22 R — Ry ist surjektiv aber nicht injektiv.

o z— 22 Ry — R ist bijektiv.

Ein einfaches aber wichtiges Beispiel fiir eine bijektive Abbildung ist fiir jede Menge
M die Identitdt (auch identische Abbildung genannt), die jedem m € M wieder m
zuordnet, d.h.

1y M — M

Ty(m) = m.
In vielen Texten wird die identische Abbildung auch mit id,; bezeichnet. Ist aus dem Zu-
sammenhang klar, was die Menge M ist, so wird sie gerne notationell unterdriickt, d.h. die
Identitdt wird mit 1 oder id bezeichnet.

Sind f: A— Bund g: B — C zwei Abbildungen, so konnen wir diese hinter einander
ausfiihren, indem wir das Ergebnis von f in ¢ einsetzen: g(f(a)). Dies ist ein wichtiges
Konzept.

Definition 4.3.11 (Verkniipfung von Abbildungen). Seien f: A — B und g : B — C
zwei Abbildungen. Wir definieren die Verkniipfung von f mit g (oder die Hintereinander-

ausfithrung von f und ¢ bzw. die Komposition von f mit g) in Zeichen, go f : A — C
durch

(g0 f)(a) = g(f(a)). (4.3)

Achten Sie sorgfiltig auf die Reihenfolge bei Verkniipfungen! Die Notation ist so gewahlt,
dass auf beiden Seiten von Gleichung (4.3) die Reihenfolge der Symbole g und f iiberein-
stimmt. Das Symbol g o f wird auch ,,g nach f“ gelesen, um klar zu stellen, dass zuerst die
Funktion f und dann die Funktion g ausgefiihrt wird.

Sind f: A— B,g: B— Cund h: C — D drei Abbildungen, so gilt das Assozia-
tivgesetz (hog)o f = ho(go f) (dies folgt leicht aus der Definition). Man darf also beim
Zusammensetzen von Abbildungen die Klammern weglassen.
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Ist f: A — B bijektiv, so gibt es zu jedem Bild b € B genau ein Urbild a € A mit f(a) =
b. Diese Tatsache konnen wir benutzen, um eine neue Funktion, die Umkehrfunktion von f
zu konstruieren, die jedem b = f(a) das Urbild a zuordnet. Die Surjektivitidt von f garantiert
dabei, dass jedem b ein a zugeordnet werden kann, die Injektivitdt von f hingegen, dass die
Zuordnung eindeutig ist.

Definition 4.3.12 (Umkehrfunktion). Sei f : A — B bijektiv. Die inverse Abbildung
von f oder die Umkehrfunktion von f ist definiert durch

f':B — A
fla) — a.

Verwechseln Sie nicht die Umkehrfunktion f~!, die wir nur fiir bijektive Abbildungen f
definiert haben mit der “Mengenabbildung” aus 4.3.7, die fiir beliebiges f existiert! Um die
latent vorhandene Verwechslungsgefahr zu entschiirfen wird das alleinstehende Symbol f~!
nur fiir die inverse Abbildung verwendet; fiir die “Mengenabbildung*, die einer Teilmenge N
des Bildbereichs ihr Urbild zuordnet wird das Symbol f~! ausschlieBlich zusammen mit der
Menge verwendet, also f~1(N). Ist f : N — N bijektiv, so kénnte f~1(N) allerdings auch das
Bild von N unter f~! bezeichnen. Das ist aber kein Problem, da dieses mit dem Urbild von
N unter f iibereinstimmt. (Achtung: hier versteckt sich wieder eine ,, Mini-Behauptung*!)
Bleibt alleine das Problem, dass f~%(b) fiir ein b € B einerseits das Bild von b € B unter
der inversen Funktion f~! und andererseits das Urbild von {b} C B unter f (vgl. Definiti-
on 4.3.7(ii)) bezeichnet. Da f injektiv ist, ist letzteres die einelementige Menge { f~*(b)} C A,
sodass f~1(b) im ersten Fall ein Element von A bezeichnet im zweiten eine Teilmenge von
A, die als einziges Element eben f~!(b) enthilt; welche der beiden Méglichkeiten gemeint
ist, wird aber immer aus dem Zusammenhang klar sein. Auch wenn Ihnen obige Bemerkung
spitzfindig erscheint: wenn Sie sie verstehen, kénnen Sie sicher sein, die Begriffe Bild, Urbild
und Umkehrfunktion gut verstanden zu haben!

Bemerkung 4.3.13 (Umkehrabbildung). Die Zusammensetzung einer bijektiven Funk-
tion f mit ihrer Umkehrabbildung f=1 ergibt fiir alle a € A und alle b € B, wie man leicht
einsehen kann

oder in Funktionsnotation

foft=1p, flof=1a.

Ein erstes Beispiel fiir eine mathematische Struktur war diejenige einer Menge. Die zu-
gehorigen Beziehungen sind die Abbildungen. Wir haben aber im letzten Abschnitt eine
weitere, etwas spezialisierte Struktur definiert, die geordnete Menge. Was sind die Beziehun-
gen zwischen geordneten Mengen? Ganz einfach: Diejenigen Abbildungen, die die Ordnungs-
struktur erhalten, also die monotonen Abbildungen.

Definition 4.3.14 (Monotonie). Seien (A, =) und (B, <) zwei geordnete Mengen. Eine
Abbildung f : A — B heifst monoton wachsend, falls aus a < b schon f(a) < f(b) folgt. Sie
heiffit monoton fallend, falls sich aus a < b die Relation f(a) > f(b) ergibt.

Beispiel 4.3.15 (Monotonie). Die Funktion f : R — R, x — 2? ist monoton wachsend.

Wir haben also bereits zwei Beispiele fiir typische mathematische Strukturen kennenge-
lernt: Mengen und Abbildungen und geordnete Mengen und monotone Abbildungen.

Hat man zwei Mengen A und B, so kénnen wir alle Abbildungen von A nach B wieder
zu einer Menge zusammenfassen, der Menge aller Abbildungen von A nach B, die oft
mit B4 bezeichnet wird. Warum das so ist, konnen wir gleich sehen.

Zuletzt, sei ndmlich wie versprochen noch die Definition des Cartesischen Produktes von
endlich vielen Mengen auf beliebig viele Mengen verallgemeinert.
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Definition 4.3.16 (Unendliches Produkt). Seien M;, i € I Mengen. Wir definieren
[T 0= XX M= {f: T = M| Vi€ T: f(i) € My}

iel iel iel
das Cartesische Produkt der M;.

Sind alle Mengen M; = M gleich, dann schreiben wir statt [[,.; M auch M!, und das
stimmt mit der oberen Bezeichnung von M' als Menge aller Abbildungen von I nach M
tberein!

Man beachte, dass diese Definition fiir endliche Indexmengen I dquivalent ist zur Defi-
nition mit k-tupeln. Haben wir etwa die Mengen M, und M;, dann ist unsere Indexmenge
I =1{0,1}. Setzen wir in die Definition 4.3.16 ein, so erhalten wir

My x My = {f: {0,1} — My UM, | f(0) € My A f(1) € My} (4.4)

Eine Abbildung f von {0,1} aus in irgendeine Menge ist schon eindeutig bestimmt durch
die Werte bei 0 und 1. Die einzige Forderung an f ist, dass f(0) € My und f(1) € M; liegen
miissen. Verstehen wir nun die Indexmenge [ als Positionsangaben und schreiben wir die
Abbildung f ein wenig anders auf, dann sehen wir

I 0 1
C O f1) ),
e M, e M,

dass jede Funktion einem geordneten Paar entspricht, dessen erster Eintrag in M, liegt, und
dessen zweiter Eintrag Element von M; sein muss. Alle moglichen Funktionen die die Form
von (4.4) haben, findet man, indem man f(0) alle moglichen Elemente von M, durchlau-

fen ldsst und fiir f(1) jedes Element von M; einsetzt. Man konstruiert also wirklich alle
geordneten Paare von My und M;.

Zum weiteren Verstindnis wollen wir die Konstruktion fiir I = {0, 1,2} und M, = {a, b},
M, ={1,2,3} und M, = {«, f} genau vorrechnen:
MO X Ml X M2 = {(aa ]-> Oé), (CL, 1a 5)9 (aa 2> Oé), (CL, 2a /6)7 ((I, 37 Oé), ((I, Sa ﬁ))
(b7 17a)7(b7 176)7(b727a)7<b7276>7(b737a)7(b7376}

entspricht unserer urspriinglichen Definition durch Tripel (3-tupel).
Untersuchen wir die Menge aller Abbildungen

X ={f:{0,1,2} - MyUM; UM, =1{1,2,3,a,b,c, 5} |
f(0) €{a, 0} Af(1) € {1,2,3} A f(2) € {a, B}}. (4.5)
Es gibt zwolf verschiedene Abbildungen in dieser Menge X:
fo:0—a fi:0—a fo:0m—a f3:0—a
1—1 1—1 1—2 12
2« 20 2=« 20

fi:0—a f5:0—a fe:0—0 fr:0—0
1+—3 1—3 1—1 1—1
21—« 2+ 21—« 2+

f820|—>b f920|—>b flon»—>b f11:0»—>b
1—2 1—2 1—3 1—3
2« 20 2=« 2+— 0
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Sorgfiltiger Vergleich zwischen den Mengen X und My x M; x M, zeigt, dass in der Tat
beide Mengen dasselbe beschreiben.

Beispiel 4.3.17. Die Menge aller Abbildungen von N nach R (oder das Cartesische
Produkt von ,N-vielen Kopien von R¥) ist die Menge aller reellen Zahlenfolgen

(xo, 1, T2, T3, . .. ), mit x; € R fiir i € N.

4.4. Michtigkeit

Eine interessante Eigenschaft von Mengen, die diesen intrinsisch ist, ist ihre Machtig-
keit. Wie fast alles in der Mengenlehre geht auch dieses Konzept auf Georg Cantor zuriick.
Fiir unendliche Mengen hat er als erster definiert, wann es legitim ist zu sagen, dass zwei
Mengen A und B gleich mdchtig (,,gleich grof3*) sind.

Fiir endliche Mengen M, also Mengen, die n Stiick Elemente (fiir ein n € N) enthalten ist
die Méchtigkeit | M| einfach die Anzahl ihrer Elemente. Fiir unendliche Mengen (also Mengen,
die nicht endlich viele Elemente besitzen) miissen wir aber etwas trickreicher vorgehen.

Definition 4.4.1 (Gleichméchtigkeit). Zwei Mengen A und B heiffen gleich méchtig,
wenn eine bijektive Abbildung (eine Bijektion) von A auf B existiert. In diesem Fall sagt
man auch A und B haben gleiche Kardinalitdt oder die gleiche Kardinalzahl und schreibt
card(A) = card(B).

Diese einfache Definition hat weit reichende Konsequenzen. Es wird unter anderem
moglich, dass eine Menge zu einer ihrer echten Teilmengen gleich méchtig ist.

Beispiel 4.4.2 (Gleichméchtigkeit von N und N,). Betrachten wir die Menge N und
die Menge N, aller geraden Zahlen. Es gilt N, ; N, doch die Abbildung f : N — N, mit
f @ 2z ist eine Bijektion. Die Mengen N und N, sind also gleich mdchtig.

Es stellt sich heraus, dass nur die endlichen Mengen die Eigenschaft haben, eine grofiere
Maéchtigkeit zu besitzen als alle ihre echten Teilmengen.

Proposition 4.4.3 (Charakterisierung unendlicher Mengen). Eine Menge ist unendlich
genau dann, wenn sie eine gleich mdchtige echte Teilmenge besitzt.

BEWEIS. Ohne Beweis. [

Schon Cantor hat gezeigt, dass aus der Méchtigkeitsdefinition gefolgert werden kann,
dass unendlich grofle Mengen nicht gleich grof§ zu sein brauchen. Es gibt auch bei un-
endlichen Menge Groéflenunterschiede. In der Mengentheorie ist also ,,unendlich nicht
gleich unendlich®.

Das Wort unendlich ist in der Mathematik allgegenwirtig. Die meisten vom Mathema-
tiker behandelten Gegenstidnde sind unendlich (z.B. N, R™, ...), die meisten Aussagen in
mathematischen Theorien handeln von unendlich vielen Objekten.

Das Symbol fiir den Ausdruck unendlich ist co. Dass es ein (und nur ein) Symbol fiir
yunendlich“ gibt, fiihrt leider oft zu Missverstindnissen, wird doch von vielen daraus ge-
schlossen, dass man mit unendlich so umgehen kann wie mit den reellen oder komplexen
Zahlen.

Eine Menge M hat unendlich viele Elemente
Diese Aussage bedeutet, dass es keine natiirliche Zahl n gibt mit |M| = n. Man schreibt
abkiirzend manchmal |M| = co. Es bezeichnet |M| die Méchtigkeit (Kardinalitét) von M,
doch oo ist keine Kardinalzahl. Daher ist obige Formulierung keine mathematisch exakte
Aussage.
Man verwendet oo bei der Beschreibung von Grenziibergédngen wie etwa in

lim a,

n—oo
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oder in
Fiir n — oo strebt die Folge (x,), gegen x.

Auch hier ist co nur eine Abkiirzung fir die e-d-Definition, die Sie in der Analysis noch sehr
genau studieren werden. Dasselbe gilt fiir die Notation in unendlichen Reihen, z.B.

Eine wirkliche mathematische Bedeutung hat das Symbol co etwa in der Maftheorie, in
der die Menge R := RU{oo} eingefiihrt wird. In diesem Fall bezeichnet oo ein bestimmtes von
allen reellen Zahlen wohlunterschiedenes Element von R mit genau definierten Eigenschaften.
Auch in der projektiven Geometrie kommt das Symbol co vor, und auch dort hat es eine
genau festgelegte Bedeutung. In diesen Féllen ist oo keine Abkiirzung mehr; dort hat es aber
auch eine fixe Bedeutung frei von Mythen.

Ihnen wird vielleicht aufgefallen sein, dass wir nur definiert haben, was es fiir zwei Mengen
bedeutet, die gleiche Kardinalzahl zu haben, aber nicht, was eine Kardinalzahl ist; dies geht
iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus. Wir befinden uns hier in etwa in der Situation
eines Cowboys, der die Grofle zweier Rinderherden vergleichen soll, ohne weit genug zdhlen
zu kénnen. Um festzustellen, ob die beiden Herden gleich viele Tiere enthalten braucht man
diese aber nur paarweise durch ein Tor laufen zu lassen!

Wias ist eigentlich die , kleinste“ unendliche Menge? Diese Frage 1&8t sich beantworten.
Es kann relativ leicht gezeigt werden, dass jede unendliche Menge mindestens so grofl wie N
sein muss.

Heuristisch lasst sich das so begriinden: Wenn wir N genauer untersuchen, dann erkennen
wir folgende Eigenheit: In der natiirlichen Ordnung von N besitzt jede Teilmenge T° C N ein
kleinstes Element (ein Minimum). Man sagt, die Menge N ist wohlgeordnet. Nun finden
wir, dass fiir Teilmengen 7" von N nur zwei Md&glichkeiten in Betracht kommen.

(1) Die Menge T ist nach oben beschrénkt. Dann ist 7" endlich. Ist ndmlich « eine obere
Schranke von 7', so ist T" Teilmenge der endlichen Menge {0, 1, ..., a}.

(2) Die Menge T ist nicht nach oben beschrinkt. Dann kann man zu jedem Element
t in T das néichst grofere Element ¢’ in T finden. Auf diese Weise kann man die
Elemente von T' durchnummerieren und eine Bijektion auf N konstruieren.

Also ist jede Teilmenge von N entweder endlich oder unendlich und genauso grof§ wie N
selbst. ,,Zwischen“ den endlichen Mengen und N gibt es also keine Gréflenordnung mehr.

Um iiber die Méchtigkeit von N reden zu konnen, miissen wir ein neues Symbol einfiihren.
Wir schreiben |N| =: Xy (dieser Buchstabe stammt aus dem hebriischen Alphabet und heifit
Aleph; die Méchtigkeit von N ist also Aleph-Null) und nennen jede Menge, die gleich méchtig
mit N ist, also Kardinalitdt ¥, hat, abzahlbar.

Cantor hat bereits knapp vor der Jahrhundertwende bewiesen, dass N x N abzéhlbar ist.
Dazu hat er das nach ihm benannte Diagonalverfahren verwendet, das unten dargestellt ist.
Alle geordneten Paare in N x N werden in einem Rechteckschema angeschrieben und entlang
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der Pfeile der Reihe nach durchlaufen; so wird eine Bijektion auf N hergestellt.

(0,0) —— (1,0) (2,0) (3,0)

Eine Formel fiir die Zuordnung ist
fo(ig) e gli+g)(i+7+1)+ 5.

Nachdem die positiven resp. die negativen rationalen Zahlen Q als Teilmenge von N x N
aufgefasst werden konnen (¢ = £ fiir zwei teilerfremde natiirliche Zahlen m und n # 0),
ist also auch Q abzéhlbar. Auch die Vereinigung von abzéhlbar vielen abzdhlbaren Mengen
ist wieder abzéhlbar. Das kann man mit Hilfe des gleichen Prinzips beweisen (schreibe in
Gedanken alle Mengen untereinander auf und konstruiere die Bijektion analog zur Diago-
nalabzéhlung).

Cantor hat aber auch bewiesen, dass es verschiedene Gréfienklassen von Mengen gibt. So
ist etwa die Potenzmenge PM einer Menge M immer méchtiger als M selbst (die Méachtig-
keit der Potenzmenge einer Menge erfiillt |PM| = 2/M1).

Interessant ist, dass die reellen Zahlen R méchtiger sind als N. Man sagt, die reellen
Zahlen sind iiberabzéhlbar. Das hat ebenfalls Cantor gezeigt.

Genauer hat Cantor bewiesen, dass |0, 1 [ iiberabzihlbar ist. Die Tatsache, dass | 0,1 [ die
gleiche Méchtigkeit wie R hat, ist einfach zu zeigen. So bildet etwa die Funktion < (arctan(z)+
) ganz R bijektiv auf] 0,1 [ ab. Zum Beweis der Uberabziihlbarkeit von | 0, 1 [ verwenden wir
die Tatsache, dass sich jede reelle Zahl r als Dezimalentwicklung aufschreiben lasst, und dann
gehen wir indirekt vor. Angenommen, es gibe eine Bijektion b von N auf ] 0, 1[. Dann stellen
wir uns vor, dass wir alle Zahlen in der Reihenfolge untereinander schreiben wie sie durch die
Bijektion auf N gegeben ist. Im nachfolgenden Diagramm méogen die a;; fiir Dezimalziffern
stehen. Die oberste Reihe reprisentiere die Dezimalentwicklung der ersten Zahl, die néchste
Zeile die der zweiten, usw. Wire R abzédhlbar, so miisste in diesem Schema jede reelle Zahl
aus | 0,1 [ irgendwo auftauchen.

Ag1 Qo2 Ap3 Qo4 Qo5 Qo6
a1l A12 a13 G4 A1 G1e
Q21 QA2 Q23 0G24 QA25 (26
a31 a3z G33 aAz4 aA35 436
G41 Q42 (43 (A44 3Ag5  d46
51 A2 G53 G54 (As5 Ase

CUk WO
Lo 00000
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Betrachten wir jetzt die reelle Zahl r mit der Dezimalentwicklung

P e e e e

wobel wir @;; definieren durch

. ) +2 fallsa;; <4
Y lag —2 fallsag > 5

Versuchen wir nun herauszufinden, an welcher Stelle 7 in der Liste eingetragen ist, so miissen
wir feststellen, dass r gar nicht in der Aufzdhlung enthalten sein kann. Sei ndmlich n diejenige
natiirliche Zahl mit b(n) = r. Dann gilt aber

b(n) = Oa Apl Qp2 Ap3 Apg4 Aps Apg - - -

r=0, @ @ a5 d s
Damit wirklich b(n) = r gilt, miissen die Dezimalentwicklungen von b(n) und r iiberein stim-
men. Es gilt aber @, , 11 # @y.n11. Daher sind b(n) und r verschieden, und r war tatsichlich
nicht in der Liste enthalten.

Genauer untersuchend sieht man, dass R gleich méchtig ist mit der Potenzmenge von N.
Man konnte nun vermuten, dass R die nédchst hohere Méchtigkeit nach Ny besitzt, also N;.

Trotzdem bezeichnet man aus gutem Grund die Méchtigkeit von R mit |R| = ¢, der
sogenannten Méchtigkeit des Kontinuums. Es lédsst sich ndmlich nicht ¢ = N; beweisen
(man kann beweisen, dass sich das nicht beweisen ldsst — das hat Kurt Godel 1938
getan), es ldsst sich iibrigens auch nicht widerlegen (das hat Paul J. Cohen (geb. 1934) 1963
bewiesen). Die sogenannte Kontinuumshypothese von Georg Cantor, dass ¢ = 8y ist,
ist unabhingig von den Axiomen der Mengenlehre. Das heifit, es gibt Modelle der
axiomatischen Mengenlehre, in denen ¢ = Ny gilt und andere Modelle, in denen ¢ # Ny
zutrifft. Die Axiomatisierung des Mengenbegriffs bringt solche unangenehme Fakten mit
sich, die zeigen, dass es noch nicht geschafft wurde, den naiven Mengenbegriff so gut zu
axiomatisieren, dass die Axiome unsere Vorstellungswelt ganz einzufangen im Stande sind.

4.5. Axiomatische Mengenlehre

Eine Moglichkeit, die Mathematik auf ein festes Fundament zu stellen, ist die Axioma-
tisierung der Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel. Mit der Festlegung dieser Aziome
gibt man ihr einen Satz von Grundaussagen. Aus diesen werden dann die mathematischen
Theoreme abgeleitet, auf diesen Fundamenten wird das Gebaude der Mathematik entwickelt
— theoretisch jedenfalls.

Der Ursprung der axiomatischen Mengenlehre liegt in den Paradoxien, die die naive
Mengenlehre um die Jahrhundertwende geplagt haben, wie etwa die Russellsche Antinomie
(siehe Seite 43). Sie wurde 1908 von Zermelo erfunden und hat bald eine grofie Bedeutung
gewonnen. Die Mengenlehre ist die Basis fiir beinahe die gesamte Mathematik, und ihre
Axiomatisierung erlaubt es, diese Basis einwandfrei zu legen.

Es gibt mehrere verschiedene Axiomensysteme, die alle die naive Mengenlehre prézisieren
aber untereinander fundamentale Unterschiede aufweisen. Wir prisentieren hier die Axio-
me von Zermelo und Fraenkel (ZFC), etwa im Gegensatz zu den Systemen von Neumann-
Bernays-Godel oder Morse-Kelley, auch weil die Einfithrung von Klassen dadurch vermieden
werden kann.

Grundlage fiir die Axiomatisierung der Mengenlehre ist die Logik, und obwohl man auch
die Theorie der Aussagen (Aussagenlogik, Pridikatenlogik) formal exakt machen konnte,
werden wir hier stoppen und die logischen Grundlagen naiv verwenden. Es sei nur festgehal-
ten, dass alle auftretenden Zeichen Bedeutung in der Logik haben (auch =) mit der einzigen
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Ausnahme €, und dass ¢ und ¥ beliebige Formeln bezeichnen, deren Variable in Klammern
angegeben werden.
Mit Hilfe der ersten sechs ZFC Axiome kann die gesamte endliche Mathematik konstruiert

werden. Sie lauten wie folgt:
(ZF1) Fz:(x=1x) (Existenz)
(ZF2) Vo:Vy:Vz:((z€rv & zey) =>x=1y) (Extensionalitéit)
(ZF3) YU :Vp:3Z :Nx:(x € Z < (x € UANyp(x,p))) (Separation)
(ZF4) Vo :Vy:3Z:(x€eZANyeZ) (Paare)
(ZF5) VF:3Z :VF:Nz:((x e FANFe€F)=z€Z) (Vereinigung)
(ZF6) YU :3Z2: VY :(Vz:(z €Y =2€U)=Y € Z) (Potenzmenge)

Wegen des hohen Abstraktionsgrades dieser Axiome ist ein wenig Erkldarung von Noten,
und auflerdem miissen wir einige Abkiirzungen einfithren. Das Axiom ZF'1 stellt sicher, dass
Mengen existieren, und ZF2 erklart, dass zwei Mengen genau dann gleich sind, wenn sie
dieselben Elemente haben. Mit Hilfe von ZF3 wird das erste Konstruktionsprizip fiir neue
Mengen eingefiihrt, die Auswahl einer Teilmenge Z aus einer gegebenen Menge U mit Hilfe
einer ,, Auswahlregel“ ¢. Fiir diese Menge Z fithren wir die Abkiirzung {z € U | ¢(x)} ein.
Weitere Abkiirzungen seien die Formulierungen Va € U, die fiir Vo : © € U stehe, und 3z € U
fiir 3z : x € U. ZF3 besagt in gewisser Art und Weise, dass man fiir jedes Element einer
Menge tiberpriifen kann, ob es eine bestimmte Eigenschaft ¢ aufweist oder nicht. Das ist
natiirlich nur theoretisch méglich, weshalb dies von E. Bishop in [Bishop 1967] als Prinzip
der Allwissenheit bezeichnet wurde.

Aus ZF4 definieren wir {z,y} := {z € Z | 2 = 2V z = y} und {z} = {z,x}. Das
Vereinigungs-Axiom ZF5 erméglicht es uns mit Hilfe von F = {X, Y} zu definieren

XUY : ={ze€eZ|zeZVvzeY}.

Drei weitere Symbole miissen wir einfithren, um die weiteren Axiome formulieren zu
konnen. Es sind dies das Leere Menge-Symbol ) := {z € Z | =(z = z)} fiir eine fixe Menge
Z und S(x) := x U {z}. SchlieBlich erkldren wir das (uns bereits naiv bekannte) Symbol 3!
durch folgende Abkiirzungsvereinbarung

Ay = (y) entspreche Jy : p(y) A Vy : Vo : (p(y) Ap(z)) =z =1y).

Die drei néchsten Axiome sind dann:

(ZF7) 3Z2:VX: (e ZN(XeZ= S(X)eZ)) (Unendlichkeit)

(ZF8) YU :Vp: (Vx eU:3z:p(z,2Up =

3Z Nz eU:3z€ Z:¢(x,2,U,p))  (Ersetzung)

(ZF9) Vo:(~(z=0)=3y: (yexA-Tz:(z€xAz€y))) (Fundierung)
Hier ist wieder einiges an Erlduterungen von Noten. ZF7 garantiert die Existenz einer Menge
mit den Elementen 0, S((), S(S(0)),.... Diese scheinbar schrige Konstruktion wird aber
sofort verstdndlicher, wenn man die Bezeichungen 0 := 0, 1 := S(0), 2 := S(S(()), und
allgemein n + 1 := S(n) einfiihrt.

ZF8 hat die komplexeste Formel, doch dieses Axiom stellt nichts anderes sicher als dass
man aus einer Menge U und einer Zuordnung f, die jeder Menge x € U eine Menge y zuord-
net, eine weitere Menge als Bild von U unter f konstruieren kann. Dieses Axiom rechtfertigt
auch die Abkiirzung {f(x) | € U} fiir die Definition einer Menge.

Das Fundierungsaxiom ZF9 zu guter Letzt schlieft unter anderem die Russellsche Anti-
nomie aus zusammen mit allen Mengen, die in gewissem Sinne ,,zu gro“ sind. Es werden
alle Mengen verboten, die sich selbst enthalten oder aber Mengen enthalten, die wiederum
andere Mengen enthalten, und so weiter ad infinitum.

Das letzte Axiom von ZFC hat in der Vergangenheit viele Kontroversen verursacht, da
es dem Mathematiker gestattet, auf nicht konstruktivem Weg neue Mengen zu definieren.
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Analog zum Prinzip der Allwissenheit kénnte man das Axiom auch wie J. Cigler und H.C.
Reichel in [Cigler, Reichel 1987| als das Prinzip der Allmdchtigkeit bezeichnen. Heute
akzeptiert ein iiberwiegender Teil der Mathematiker dieses Axiom auf Grund seiner Ver-
wendbarkeit und der Vielfalt praktischer Theoreme, die zu diesem Axiom &quivalent sind.
Zuvor wir das Axiom aber anfithren benotigen wir eine weitere Abkiirzung

FNG:={ze FUG|z€e FAzeG}.

Das zehnte Axiom, das Auswahlaxiom, ist

(ZF10) VF:(VHe F:—~(H=0)AVF e F:NGe F: (F=GVFNG=0)
= 3S:VFeF:3s(se€ SAs€EF)) (Auswahl)
Es besagt, dass es zu jeder gegebenen Familie von nichtleeren, paarweise disjunkten Mengen
M;, © € I eine weitere Menge gibt, die aus jedem M; genau ein Element enthalt.

Diese axiomatische Einfithrung der Mengen ist natiirlich nicht umfassend; im Rahmen
dieses Buchs konnen wir nur einen kurzen Einblick in die Fundamente der Mathematik geben.
Weiterfithrende Informationen finden Sie in Vorlesungen oder Biichern zu den Themenkreisen
,Grundbegriffe der Mathematik* und ,,Axiomatische Mengenlehre*.




KAPITEL 5

Grundlegende Algebra

In diesem Kapitel widmen wir uns dem Ausbau mathematischer Strukturen. Die hier
definierten Gruppen, Ringe und besonders die Korper bilden die Grundlage fiir die Theorien
in Lineare Algebra und Analysis.

Einige fiir Anfdngerlnnen zunéchst weniger wichtige Begriffe sind als Erweiterungsstoff
gekennzeichnet; der Text kann sowohl mit als auch ohne den doppelt gestrichenen Teilen
fortlaufend gelesen werden.

Schon in der Zeit der Antike haben in Griechenland beriihmte Mathematiker gewirkt.
Euklid (ca. 325-265 v.Chr.) (euklidische Geometrie, euklidische Rédume) ist heute vor allem
bekannt fiir sein Werk ,, Die Elemente® (13 Biicher), das das erste bekannte mathematische
Lehrwerk ist, in dem Axiome, Theoreme und Beweise in klarer Abfolge vorkommen und
das auf rigorosen Umgang mit der Mathematik abzielt. Es enthélt unter anderem Aussagen
tiber ebene und rédumliche Geometrie (etwa die Platonischen Korper), Zahlentheorie (z.B.
den euklidischen Algorithmus), rationale und irrationale Zahlen. Etwa fiinfhundert Jahre
spater schrieb Diophantus von Alexandria (ca. 200-284) (diophantische Gleichung, diophan-
tische Approximation) neben anderen Biichern sein 13-biandiges Werk ,, Arithmetica“, von
dessen Name unser heutiges ,, Arithmetik*“ abgeleitet ist. In diesem machte er als erster einen
Schritt in Richtung moderner Algebra. Er studierte lineare und quadratische Gleichungen
sowie zahlentheoretische Probleme. Da aber zu seiner Zeit die Null noch nicht erfunden war
und das Konzept negativer Zahlen noch in weiter Ferne lag, war die Behandlung dieser Glei-
chungen noch auf Fallunterscheidungen angewiesen. Dariiber hinaus erschienen ihm einige
dieser Gleichungen als sinnlos, etwa 4 = 4z + 20, weil sie keine (d.h. negative) Losungen
hatten. Auch das ,, Buchstabenrechnen* hatte er noch nicht eingefiihrt, und es gab noch kein
praktisches Zahlensystem. Alle Theoreme und Rechnungen wurden in Worten présentiert.

Weitere fiinfhundert Jahre spéter verfasste der arabische Mathematiker Abu Abd Al-
lah Mohammed Ibn Musa Al-Khwarizmi (ca. 780-850), Hofmathematiker in Bagdad, sein
Hauptwerk , al-kitab almukhtamar fi hisab al-jabr wa’l-muqabala“, zu deutsch ,, Kurzgefas-
stes Buch iiber das Rechnen durch Vervollstandigen und Ausgleichen®. Ein weiterer Meilen-
stein in der Mathematik (nicht primér im Inhalt aber bestimmt in der Wirkung), beschreibt
dieses Buch die vollsténdige Behandlung der linearen und quadratischen Gleichungen, auch
die negativen Fille, beide Losungen, aber noch immer ohne die Verwendung von Null und ne-
gativen Zahlen. Auch das Rechnen mit Buchstaben wurde zu dieser Zeit noch nicht erfunden.
Allerdings wurden zum ersten Mal detaillierte Rechenschritte zur Losung mathematischer
Probleme angegeben. Aulerdem wurde das hinduistische Zahlensystem (die heutigen arabi-
schen Zahlen) mit den Ziffern 0 bis 9 und den Dezimalstellen zum ersten Mal ausfiihrlich
erkldart. Im zwolften Jahrhundert wurde es in Latein {ibersetzt und beginnt dort mit den
Worten ,,Dixit Algoritmi® (Al-Khwarizmi hat gesagt). Aus dieser Lateinisierung des Her-
kunftsnamens von Al-Khwarizmi (Khwarizm, das heutige Khiva siidlich des Aralsees in Us-
bekistan und Turkmenistan) wird {ibrigens das Wort Algorithmus fiir das schrittweise Losen
mathematischer Probleme abgeleitet. Teile des arabischen Titels, besonders das al-jabr,
wurden auch in spéateren Biichern arabischer Mathematiker verwendet, und so wurde iiber
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viele Zwischenstufen aus dem arabischen al-jabr (Auffiillen, Vervollstindigen) das moderne
Wort Algebra.

Heute wird unter Algebra vor allem die mathematische Theorie von Strukturen verstan-
den, und was das genau ist, wollen wir uns in den néchsten Abschnitten genauer ansehen.

5.1. Motivation

Alle hier zu besprechenden Strukturen basieren auf dem Mengenkonzept. Es sind Men-
gen zusammen mit Abbildungen, die bestimmte Eigenschaften aufweisen. Wir beginnen
mit einigen Beispielen.

Beispiel 5.1.1.

Hauptworter: Sei W die Menge aller Hauptwoérter der deutschen Sprache. Wihlt
man zwei Worter aus W, dann kann man (meist) durch (fast blofles) Hintereinan-
dersetzen ein weiteres Wort aus W erzeugen. Wir konnen etwa aus ,Leiter” und
WOprosse” das Wort |, Leitersprosse” bilden. Auch ,Dampf“ und ,Schiff” lassen sich
zu ,Dampfschiff“ verbinden, ,Schiff und ,Kapitin“ ergeben ,Schiffskapitin®.

Strichblocke: Sei S die Menge aller Strichblocke. Fin Strichblock ist einfach eine
Ansammlung hintereinander geschriebener gleich langer Striche:

s = [T

Fiigen wir zwei Strichblocke aneinander, dann erhalten wir wieder einen (lingeren)
Strichblock.

Translationen: Sei T die Menge aller Méglichkeiten, ein Objekt im dreidimensio-
nalen Raum geradlinig zu verschieben, also die Menge der Translationen. Bei der
Betrachtung solcher Verschiebungen kénnen wir uns auf deren Richtung und Ldnge
beschrdnken. Zusammen mit der Position des Objekts vor der Translation ist es uns
dann leicht maoglich, seine Endposition zu bestimmen. Verschieben wir ein Objekt
zweimal, so hdtten wir dieselbe Endposition auch mit einer einzigen Translation er-
reichen konnen. Das Hintereinander-Ausfithren von Translationen ist also wieder
eine Translation.

Drehungen: Betrachten wir wieder einen Gegenstand im dreidimensionalen Raum.
Wir wéihlen eine beliebige Gerade g, die durch seinen Schwerpunkt geht. Dann geben
wir uns einen Winkel ¢ vor und verdrehen das Objekt beziiglich der Drehachse g um
den Winkel . Die Menge aller dieser Drehungen sei D. Wie bei den Translationen
ergibt das Hintereinander-Ausfiihren zweier Drehungen wieder eine Drehung.

Abbildungen: Sei MM = Abb(M) die Menge aller Abbildungen von M nach M. Die
Hintereinander-Ausfiihrung o von Abbildungen (vgl. 4.3.11) ist eine Verknipfung auf
Abb(M).

Zahlenmengen:

N: Wenn wir zwei natiirliche Zahlen addieren oder multiplizieren, erhalten wir
wieder eine natirliche Zahl.

Z: Auch das Produkt und die Summe zweier ganzer Zahlen ist eine ganze Zahl.

R: Auch reelle Zahlen konnen wir addieren und multiplizieren, um eine neue reelle
Zahl zu berechnen.

Matrizen:

Addition: Sei My(R) die Menge aller 2 x 2—Matrizen reeller Zahlen. Eine 2 X 2—
Matriz ist dabei ein kleines Zahlenquadrat der Form (vgl. 2.2.1)

aix aig
ag1 A2
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aus Zahlen a;; € R. Wir definieren die Summe zweier Matrizen komponenten-
weise, d.h.

aip a2 n bi1 big _ [an+ bii a2 + big
Q91 Q22 bar by )’ ag1 + ba1  ag + by
und erhalten wieder eine 2 x 2—Matrix.

Multiplikation: Auf My(R) kann man auch ein Produkt einfihren, das zwei Ma-
trizen eine weitere Matriz zuordnet. Die Definition ist nicht-trivial und lautet

app apg bii b — a11b11 4 a12ba1  ai1bia + ajaba
Qo1 Q22 bar by ) a21011 4 agbar  agibia + ageb )

Visualisieren ldsst sich die Verknipfung an Hand der grauen Pfeile in Ab-

st by ay; botrabo
m anbitanhy  anbianha,
ABBILDUNG 5.1. Multiplikation von Matrizen

bildung 5.1. Um etwa den hellsten Fintrag in der Ergebnismatriz zu erhalten,
wandert man die hellsten Pfeile in den beiden Faktoren entlang. Dann berech-
net man das Produkt der ersten Zahl links mit der ersten Zahl im Pfeil rechts,
das der zweiten Zahl im linken Pfeil mit der zweiten Zahl im rechten Pfeil und
summiert die Ergebnisse.

Gleitkommazahlen: Sei F'P, die Menge aller rationalen Zahlen, die sich schreiben
lassen als +0.z129 - 10™ mit Ziffern z; und zo und ganzzahligem Fxponenten n. Diese
Zahlen heiffen auch dezimale Gleitkommazahlen mit zwei signifikanten Stellen. Ad-
dieren wir zwei solche Zahlen, erhalten wir wieder eine rationale Zahl. Diese Zahl
lisst sich aber meist nicht in der obigen Form schreiben:

0.23 +4.5=4.73.

Wir zwingen das FErgebnis nun in die Gleitkommaform, indem wir runden. Dann
wird

023 +45=473~4.7

und wir definieren eine ,verdnderte“ Addition &, die Addition mit Runden, sodass
023 4.5=4.7.

Damit ergibt die &-Summe zweier Elemente von F' Py wieder eine Gleitkommazahl
mit zwei signifikanten Stellen.

Alle diese Beispiele haben eines gemeinsam. Wir starten mit einer Menge M und einer
Methode, wie wir aus zwei Elementen von M ein weiteres Element von M erzeugen. In der
nédchsten Definition schélen wir diese Struktur heraus.
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Definition 5.1.2 (Gruppoid, algebraische Struktur). Sei G eine nichtleere Menge.
(i) Eine Verkniipfung auf G ist eine Abbildung

o:GxG— Q.

An Stelle von o(g, h) fiir zwei Elemente g, h € M schreiben wir goh, und wir nennen
das Bild von (g, h) das Ergebnis der Verknipfung.

(ii) Wenn wir die Menge G zusammen mit der Verkniipfung o untersuchen, so schrei-
ben wir meist (G,0) und nennen sie Gruppoid oder algebraische Struktur (oder
Magma). In diesem Zusammenhang nennen wir G auch Grundmenge.

Es sind also alle im Beispiele 5.1.1 betrachteten Mengen mit den entsprechenden Abbil-
dungen Gruppoide.

Die Stérke, die in dieser und dhnlichen Definitionen von Strukturen liegt, ist dass man
die Eigenschaften der Struktur und Konsequenzen aus diesen Eigenschaften unabhéngig vom
tatsdchlichen Beispiel untersuchen kann. Die Ergebnisse dieser Untersuchung lassen sich dann
auf alle zu dieser Struktur passenden Beispiele anwenden und erlauben es dadurch auf sehr
elegantem Wege neue Erkenntnissen iiber die Beispiele zu gewinnen.

Verkniipfungen von Elementen werden meist mit Symbolen bezeichnet. Typische Symbole
sind o, +, -, %, &, ®, [, ®,...

Betrachten wir Mengen mit mehr als einer Verkniipfung, so nehmen wir auch die anderen
Verkniipfungssymbole in die Bezeichnung auf, z.B. (B, A, V).

Wird die Verkniipfung mit o oder mit - bezeichnet, so ldsst man das Verkniipfungssymbol
meist weg, sofern keine Mehrdeutigkeiten bestehen. Man schreibt dann statt goh einfach gh.
Kommen o und - vor, so lasst man (meist) - weg. Z.B. schreibt man (g o h)k statt (go h) - k.
Falsch wire (gh) - k.

Alle Strukturen, die wir in diesem Abschnitt kennen lernen werden bauen aufeinander
und insbesondere auf Definition 5.1.2 auf.

Je mehr Eigenschaften eine Struktur aufweist, um so spezieller ist sie. Umgekehrt kann
man aus einer spezielleren Struktur immer eine allgemeinere machen, indem man die Eigen-
schaften, die ,,zuviel“ sind, einfach vergisst. So ist etwa jede Gruppe (siehe Definition 5.2.18)
auch eine Halbgruppe (siehe Definition 5.2.2). Die Abbildung 5.2 gibt ein grobes Diagramm
der Strukturhierarchie wie wir sie in diesem Abschnitt kennen lernen werden. In dieser Ab-
bildung sehen wir, dass zusétzlich geforderte Eigenschaften, jeweils angedeutet durch ein
Rechteck, die Menge der passenden Strukturen einschréanken. Es gilt aber immer, dass spe-
ziellere Strukturen eben speziellere Varianten von weniger speziellen (d.h. allgemeineren)
Strukturen sind. So ist, wie in diesem Bild zu sehen ist, jeder Korper auch ein Ring und
jeder Ring auch eine kommutative Gruppe und erst recht ein Gruppoid.

5.2. Gruppen

In diesem Abschnitt wollen wir uns zunéchst auf Mengen zusammen mit einer Ver-
kniipfung beschrénken.
Beispiel 5.2.1 (Assoziativitit).

(W,0): Sei (W, o) die Menge aller Hauptworter der deutschen Sprache mit dem Hinter-
einandersetzen als Verkniipfung. Man kann natirlich auch zusammengesetzte Haupt-
worter mit weiteren Wartern verkniipfen und dadurch lingere (mehrfach) zusam-
mengesetzte Hauptworter konstruieren. ,Dampf* und ,Schiffskapitin® liefern etwa
2Dampfschiffskapitin®. Wenig tberraschend setzen sich auch ,Dampfschiff und
SKapitin® zu ,,Dampfschiffskapitin® zusammen. Wir sehen also, dass das Ergeb-
nis beim Hintereinandersetzen von ,Dampf*, ,Schiff und ,Kapitin“ das Wort
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Zp
C H
R
Korper |(+Inverse(-))
VA H
z
e Triv (M)
e | riv
{)Igzgig}lltats (+nullteilerfrei) T ([N, +)
M,(R)
Ring mit . kommutativ
Einselement Ring (+KG(+))
S, D
Gruppe (+Inverse(+ )MM
Monoid (+0-element
kommutativ | H Halbring (+AG(-),
(+KG(-)) Dioid (+1-elemdnt) DG(4)) w

Halbgruppe (+AG(+))

FP,

Gruppoid

ABBILDUNG 5.2. Hierarchie einiger algebraischer Strukturen

,Dampfschiffskapitin® ergibt und das unabhéngig von der Reihenfolge des Zusam-
mensetzens.

(S,0): Bezeichnen wir mit (S,0) das Gruppoid der Strichblocke mit der Zusammen-
setzung als Verkniipfung. Beim Zusammensetzen von drei Strichblocken kommt es
nicht darauf an, ob zuerst die ersten beiden zusammengefasst werden und danach
der dritte hinzugefiigt wird, oder ob zuerst die beiden hinteren verkniipft werden und
danach der erste Strichblock daran gehdngt wird.

(T,0), (D,o): Ebenso verhdlt sich die Verknipfung von drei Translationen oder Dre-
hungen.

(Abb(M),0): Allgemein ist das Hintereinander-Ausfihren von Abbildungen assoziativ
(das haben wir schon in Abschnitt 4.3 beobachtet).

(N,+), (Z,4), (R,4), (N,-), (Z,-), (R,-): Auch bei der Addition natirlicher, ganzer
und reeller Zahlen sowie bei der Multiplikation dieser macht es keinen Unterschied,
welche einer Rethe von Verknipfungen zuerst ausgefiihrt wird.
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(Ms(R),+): Fir 2 x 2-Matrizen tberprifen wir, ob 4+ diese Eigenschaft auch besitzt.
Nehmen wir Elemente A, B und C aus (M2(R),+). Dann finden wir

ai; Qaig + bii b + C11 C12 _

a1 Q22 bar  ba Co1 C22
ayp + b1 a2 + bio I ‘i G2\ _ (6u + b1 +c11 a2 + bia +cio _
agy + boy  age + bao Co1 €22 ag1 + bay 4 a1 aga + bag + coo

air a2 i bi1 +ci1 big + o _ (G 12 I bii b i C11 C12
Qo1 Q22 ba1 + ca1 bag + Coo as1 Q92 ba1 b Co1  C3
(M(R),): Auch in (My(R), ) verhdlt es sich dhnlich.

(FPy, ®): Nun zum letzten Beispiel. Wir betrachten die Menge (FPs, @) der Gleitkom-
mazahlen mit zwei signifikanten Stellen und der Addition mit Runden. In diesem
Fall kommt es sehr wohl auf die Reithenfolge der Verkniipfungen an, denn

(0.47®0.57) ©0.88 = 1.0 0.88 = 1.9
0.47 ® (0.57 ® 0.88) = 0.47 ® 1.5 = 2.0

liefert verschiedene Resultate.
Wir erkennen also: Die Eigenschaft, dass man auf die genaue Festlegung der Verknii-
pfungsreihenfolge verzichten kann, ist zwar (sehr) oft aber nicht immer erfiillt. Darum fiihren
wir fiir solche speziellere Strukturen einen neuen Begriff ein.

Definition 5.2.2 (Assoziativgesetz, Halbgruppe). Ein Gruppoid (G, o) heiffit Halbgrup-
pe, falls die Verkniipfung assoziativ ist, also das Assoziativgesetz

(AG) Vg,h,keG:(goh)ok=go(hok)

gilt. In diesem Fall ist das Setzen von Klammern nicht notwendig, und wir dirfen an Stelle
von (g o h) ok einfach go h ok schreiben.

Beispiel 5.2.3 (Halbgruppen).

(i) Wie schon erwartet bilden die Mengen W bis My(R) mit den in Beispiel 5.1.1 defi-
nierten Verkniipfungen Halbgruppen.

(ii) Keine Halbgruppe ist etwa die Menge (F' Py, ®) der Gleitkommazahlen mit zwei si-
gnifikanten Stellen mit der Addition mit Runden.

(iii) Immer nach der Finfiihrung einer Struktur kann man untersuchen, welche Objekte
diese Struktur beschreibt. Meist kann man schnell sehr einfach gebaute Objekte fin-
den, die dazu passen. Abgesehen von der Halbgruppe, die nur ein Element besitzt,
gibt es auch noch eine andere triviale“ Halbgruppe. Sei ndamlich M eine beliebige
Menge und m € M ein Element, dann definiert my o mg := m fiir alle my, mg € M
eine assoziative Verkniipfung auf M, also eine Halbgruppe, die wir hier mit Triv(M)
bezeichnen wollen.

Wenn wir die mathematischen Beispiele N, Z und R betrachten, dann wissen wir aus
unserer Erfahrung, dass es die speziellen Elemente 0 und 1 gibt, die bei Addition bzw. Mul-
tiplikation ein besonders einfaches Verhalten zeigen; dieses motiviert die folgende Definition.

Definition 5.2.4 (Links-/ Rechtseinselement). Sei (G, o) ein Gruppoid.

(i) Ein Element e, € G heifit Linkseinselement (linksneutrales Element), falls die Be-
ziehung
Vge G :epog=g
stimmt.
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(ii) Analog heifst ein Element er € G Rechtseinselement (rechtsneutrales Element),
wenn sich bei Verkniipfung von rechts ,nichts dndert*:

Vge G:goer=g.

Gibt es ein Element e € G, das sowohl Links- als auch Rechtseinselement ist, dann heif3t
e Einselement. Formal definieren wir.

Definition 5.2.5 (Einselement). Ein Element e eines Gruppoids G heifft Einselement
oder neutrales Element, falls

VgeG: goe=ecog=g

gilt. Wird die Verknipfung mit + bezeichnet (additiv geschrieben), so bezeichnet man e oft
mit O oder 0 und nennt es Nullelement. Finselemente beziiglich multiplikativ geschriebener
Verkniipfungen erhalten auch oft die Bezeichnung 1 oder 1.

Beispiel 5.2.6 (Neutralitiatseigenschaft).

(N,+), ..., (R,-): Fiir die Addition von natiirlichen, ganzen und reellen Zahlen ist
klarerweise 0 das Nullelement, und fir die Multiplikation ist 1 das Finselement.

(T, 0): Die Menge T enthdlt die Translation der Linge 0, welche das Objekt nicht von
der Stelle bewegt. (Die Richtung ist hierbei egal!) Sie ist das Finselement von T

(D, o): Die Drehung um 0 Grad (die Achse ist dabei unerheblich) ist das Einselement
der Halbgruppe D.

(Abb(M),0): In der Menge der Abbildungen Abb(M) bildet die Identitdt 1y, (vgl. Sei-
te 60) auf M das Einselement.

(W, 0), (S,0): Fiihrt man nicht kiinstlich leere Hauptworter oder leere Strichblicke
ein, so enthalten W und S keine neutralen Elemente.

(Ms(R),+): Die Nullmatriz (8 8) ist das Nullelement von (Ma(R),+).
0

(M5(R),-): Auch (M3(R),-) hat ein Einselement, niamlich die Einheitsmatrix ((1) Ik

(FPy,®): Die Menge F P, hat ebenfalls ein Nullelement. Die Zahl O ist in F'P, ent-
halten und besitzt alle Figenschaften eines neutralen Elements.

Nach Definition 5.2.5 kénnen wir uns schon einmal fragen, welche Konsequenzen die
Existenz eines Einselements hat. Die ersten beiden Ergebnisse finden wir in den folgenden
Propositionen. Beim Beweis derselben, sowie bei den iibrigen Beweisen in diesem Abschnitt
miissen wir genauestens auf die Eigenschaften achten, die wir verwenden diirfen. Einer der
beliebtesten Fehler in der Algebra ist, in Beweisen ohne zu zégern Eigenschaften der Ver-
kniipfung zu verwenden, die gar nicht erfiillt sind — also Achtung!

Die Starke der mathematischen Strukturtheorie gilt es auszunutzen. Wir wollen zum Bei-
spiel die interessante Frage beantworten, ob in all unseren Beispielen das angegebene Eins-
element das einzige Element der Grundmenge ist, das die Neutralitdtseigenschaft aufweist.
Um nicht jedes Beispiel einzeln untersuchen zu miissen, verwenden wir nur die Strukturei-
genschaften fiir den Beweis.

Proposition 5.2.7 (Eindeutigkeit des neutralen Elements).

(i) Besitzt ein Gruppoid (G, o) ein Einselement e, d.h. Je € G :
VgeG: goe=eog=g,

so ist e eindeutig bestimmt (und wir konnen also von dem FEinselement in G spre-
chen).
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(i) Ist (G, o) ein Gruppoid mit Linkseinselement ey, und Rechtseinselement eg, so gilt
€, — Erp —. €
und e ist Einselement in G

BEWEIS.
(1) Sei é ein weiteres neutrales Element in (G, o), d.h. es existiert é mit

Vge G: goé=¢og=g.
Wir zeigen, dass dann e = € gilt. Zunéichst gilt (setze g = e in obiger Formel)
eoe=e.
Analog folgt (setze g = € in der Formel in der Proposition)
ecoe=e.
Insgesamt folgt also € = e.
(i) Es gilt e, = epeg, da er ein Rechtseinselement ist, und weil e; linksneutral ist,

haben wir epeg = er. Aus diesen Gleichungen sieht man aber sofort e, = eg.
Setzen wir e = ey = eg, so erhalten wir das gewiinschte Einselement.

0]
Ein Element g in einem Gruppoid (G, o) heiit idempotent, falls
geg=4g
gilt. Damit haben wir.

Proposition 5.2.8. Fin (Links-, Rechts-) Einselement e eines Gruppoids (G, o) ist im-
mer idempotent.

BEWEIS. Es gilt eoe = e, weil e (Links-, Rechts-) Einselement ist. O

Nachdem Einselemente haufig anzutreffen sind, hat man Halbgruppen, die ein solches
enthalten, einen eigenen Namen gegeben.

Definition 5.2.9 (Monoid). Ist (G,o) eine Halbgruppe und existiert ein Einselement
e € G, so nennt man G auch Monoid und schreibt oft (G, o, e).

Beispiel 5.2.10 (Monoide).
(i) Sowohl (N,+) als auch (N,-) sind Monoide. Auch (Z,+), (Z,-), (R,+), (R,-) sind
Monoide, so wie (Abb(M), o) und (T, o) bzw. (D, o).
(ii) Die Menge (F' Py, ®) ist kein Monoid. Sie besitzt zwar ein neutrales Element aber
die Verkniipfung ist nicht assoziativ (F Py ist ja nicht einmal eine Halbgruppe!).
(iii) (W,0) und (S, o) sind ebenfalls keine Monoide, weil sie kein neutrales Element be-
sitzen. Wir kénnten aber durch Hinzufiigen des leeren Hauptwortes bzw. des leeren
Strichblockes Einselemente in W und S definieren.
Auf diese Weise kann man tbrigens aus jeder Halbgruppe durch Hinzufiigen (Ad-
jungieren) eines neutralen Elements ein Monoid machen.

Fahren wir fort, die verschiedenen Beispiele miteinander zu vergleichen. Vielleicht kénnen
wir noch weitere Eigenschaften der Verkniipfungen isolieren.

Da stoflen wir iibrigens auf ein wichtiges mathematisches Prinzip. Wir spiiren eine Eigen-
schaft auf, geben ihr einen Namen und machen sie so reif fiir eine Untersuchung. Kreative
Namensgebung ist bereits der erste Schritt zur erfolgreichen Behandlung einer Theorie. Die
Kreativitat liegt dabei natiirlich mehr darauf, was und nicht darauf wie etwas benannt wird
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— meist jedenfalls. Hiatte ndmlich der amerikanische Physiker George Zweig die kleinen Teil-
chen, aus denen die Elementarteilchen aufgebaut sind, nicht Aces genannt, so wére heute
sein Name berithmt und nicht der Name Murray Gell-Mann, der zur selben Zeit wie Zweig
die Theorie der Quarks entdeckt aber den erfolgreicheren Namen gewéhlt hat.

Beispiel 5.2.11 (Kommutativitéit). Wenn wir die Verknipfungen untersuchen, die wir

seit Beispiel 5.1.1 betrachten, dann fallt an manchen eine weitere Besonderheit auf.
(N, 4),...,(R,-): Am ehesten offensichtlich ist es bei den Zahlenmengen. In allen Bei-

spielen von (N,+) bis (R,-) kann man erkennen, dass es beim Addieren und Mul-
tiplizieren auf die Rethenfolge der Operanden nicht ankommt. Jeder ,weif8“, dass
etwa44+5=5+4und 3-6 =06-3 gelten.

(T, 0): Die Translationen T haben ebenfalls diese Eigenschaft. Egal welche von zwei
Translationen zuerst durchgefiihrt wird, das verschobene Objekt wird am selben Platz
landen.

(D,0): Drehungen sind allerdings anders: Legen wir das Koordinatenkreuz so, dass
Ursprung und Schwerpunkt des zu drehenden Objektes zusammen fallen. Drehen
wir zuerst um 90° um die x1-Achse und danach um 90° um die x3—Achse, so ergibt
das eine Gesamtdrehung um die Achse, die durch den Punkt (1,—1,1) geht, um den
Winkel 120°. Vertauscht man die beiden Drehungen, dann ergibt sich eine Gesamt-
drehung um die Achse durch den Punkt (1,1,1) wieder um den Winkel 120°. Die
Reihenfolge, in der Drehungen ausgefiihrt werden, ist also wesentlich.

(Abb(M),0): Auch bei der Verknipfung (allgemeiner) Abbildungen darf man nicht

einfach die Reihenfolge vertauschen. Sind etwa f : R — R, f : x +— 2? und

g:R—=R, g:x+— —x gegeben. Dann gilt fog: x s 2, aber go f : x — —a2.

(M5(R), +): Bei der Addition von 2 x 2-Matrizen darf man die Terme vertauschen.
Das folgt trivialerweise aus der Tatsache, dass die Addition komponentenweise de-
finiert ist.

(M3(R),-): Die Multiplikation in My(R) ist da schon problematischer. Es gilt etwa

1 2 1 1
a=(p3) = 3)
-1 5 1 5
as= (g o). ma= ()

Das Ergebnis der Multiplikation reeller 2 x 2—Matrizen hingt also von der Rethen-
folge der beiden Faktoren ab.

(S,0): Das Ergebnis der Verkniipfung von Strichblocken S ist wieder unabhingig von
der Reihenfolgen der Operanden.

(W, 0): Bei Worten macht es dagegen einen Unterschied. ,Dampfschiff“ hat eine ginz-
lich andere Bedeutung als ,Schiffsdampf*.

Wir sehen also, dass manchmal die Operanden einer Verkniipfung vertauscht werden
diirfen ohne das Ergebnis zu &ndern, manchmal aber aber nicht. Jetzt fehlt nur noch der
Name fiir diese Eigenschaft.

Definition 5.2.12 (Kommutativgesetz). Eine Verkniipfung in einem Gruppoid (G, o)
heifft kommutativ, falls das Kommutativgesetz erfiillt ist, d.h.

(KG) VYg,heG: goh=hogy.
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Beispiel 5.2.13 (Kommutativgesetz).

(i) Aus unserer Beispielliste erfiillen die Zahlenmengen, die Translationen, (My(R, +)
und die Strichblocke mit den jeweiligen Verkniipfungen das Kommutativgesetz.

(ii) Nicht das Kommutativgesetz erfiillen hingegen die Drehungen, die Abbildungen (bei-
de bzgl. der Hintereinanderausfihrung von Abbildungen), (My(R), ) und die Menge
der Hauptworter (mit der Zusammensetzung).

Und weiter fithrt uns unsere Entdeckungsreise durch die verschiedenen Verkniipfungs-
eigenschaften. Wir fragen uns, ob eine einmal erfolgte Verkniipfungen wieder riickgéngig
gemacht werden kann. Bei den Translationen 7' kann man etwa nach jeder Verschiebung
die Translation gleicher Linge aber entgegen gesetzter Richtung ausfithren und damit das
Objekt wieder an seinen urspriinglichen Platz zuriickschieben. Translationen kann man also
wieder ungeschehen machen. Wie das bei den anderen Verkniipfungen aussieht, wollen wir
uns nach der folgenden Definitionen ansehen.

Definition 5.2.14 (Links-/ Rechtsinverses). Sei (G, o, ¢€) ein Gruppoid mit Einselement.
(i) Ist a € G, so nennen wir ' € G ein zu a linksinverses Element, falls

aoa=e.

(ii) Ein Element o' € G heif$t zu a rechtsinvers, wenn die umgekehrte Beziehung gilt,
d.h.
aoa =e.

Analog zur Situation mit den einseitigen neutralen Elementen nennen wir ein o', das
sowohl links- als auch rechtsinvers zu a ist, inverses Element von a. Formal definieren wir.

Definition 5.2.15 (Inverses Element). Sei (G,o,e) ein Gruppoid mit Einselement und
sei a € G. Wir nennen a’ € G inverses Element von a, falls

doa=aod =e

qgilt. Wir nennen a' auch Inverses zu a und schreiben meist a=*. Ist das Verkniipfungszeichen
ein +, schreiben wir die Operation also additiv, dann bezeichnen wir das Inverse von a
tiblicherweise mit —a.

Beispiel 5.2.16 (Inverses).

(N, 4),...,(R,-): Bis zu diesem Zeitpunkt sind die Zahlenmengen brav neben einander
marschiert und haben jeweils die gleichen Eigenschaften gehabt. Doch nun trennt
sich die Verkniipfungsspreu vom Weizen.

e In (N,+,0) gibt es aufer fir 0 zu keinem Element ein Inverses.

e In(Z,+,0) und (R,+,0), andererseits, hat jedes Elementn € Z bzw. n € R ein
inverses Element, ndmlich —n.

o In(N,- 1) resp. (Z,-,1) besitzt aufler 1 resp. 1 und —1 kein Element ein Inver-
ses.

o In (R,-, 1) hat jedes Element aufler 0 ein Inverses.

(T,0): Wir haben schon gesehen, dass die Translationen aus T Inverse besitzen, ein-
fach die Verschiebung um dieselbe Linge in die Gegenrichtung.

(D, o): Auch alle Drehungen in D haben Inverse, die Drehungen um dieselbe Achse
um den negativen Winkel.

(Abb(M),0): In der Menge der Abbildungen Abb(M) haben nur die bijektiven Abbil-
dungen Inverse (vgl. 4.53.12). Alle anderen konnen nicht rickgingig gemacht werden.
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(M3(R),+): In (M2(R),+) hat jede Matriz A ein Inverses, namlich diejenige Matrix
—A, bei der man bei jedem Element von A das Vorzeichen gewechselt hat.

(M5(R),-): Fiir (My(R),-) kann man beweisen (und das wird in der Linearen Algebra
auch getan!) dass eine Matriz A genau dann ein Inverses hat, wenn ay1as—ai2a91 7
0 gilt; diese A heiffen invertierbar.

Wieder stehen wir vor der Frage, ob das Inverse zu einem Element, falls es {iberhaupt
existiert, eindeutig bestimmt ist oder ob mehr als ein (Links-, Rechts-) Inverses existieren
kann. Wieder beantwortet uns die Untersuchung der Struktureigenschaften die Frage fiir alle
Beispiele auf einmal.

Proposition 5.2.17 (Eindeutigkeit des Inversen). Sei (G, o,¢e) ein Monoid und g € G.

(i) Ewistiert zu g ein Inverses g=', d.h. g7 € G:
gog l=glog=e,

L eindeutig bestimmdt.

50 18t g~
(ii) Ist g;l ein Linksinverses von g und g§1 ein Rechtsinverses von g, d.h. gilt

95 g =e= g9z,

1 1

s0 ist g; ' = gr =97 " und g~ ist Inverses zu g.

BEWEIS.
(i) Sei g ein weiteres Inverses zu g, d.h. es gelte go g = gog = e. Wir zeigen, dass dann
schon g=! = § gilt. Tatsiichlich ist
g=goe=go(gog')=(goglog ' =ecogl=g""
(ii) Wir haben

9 =9z'e =g (99%") = (9. 9)9%' = €9 = 9x -
L= g;' = g5' Inverses zu g.

O

Daher sind g;l und g;zl gleich und klarerweise ist g~

Beachten Sie, dass wir im Beweis das Assoziativgesetz verwendet haben. Das ist in Ord-
nung, da wir ja (G, o, e) als Monoid (also insbesondere als Halbgruppe) vorausgesetzt haben
und nicht blof§ als Gruppoid mit Einselement!

Jetzt haben wir alle Eigenschaften zusammen gesammelt und benannt und koénnen end-
lich die Struktur definieren, auf die wir schon die ganze Zeit hinarbeiten.

Definition 5.2.18 (Gruppe). Sei (G, o) ein Gruppoid. Gelten die folgende Eigenschaften
(G1) Assoziativgesetz:
Vg, h,k € G:(goh)ok=go(hok),
(G2) Einselement:
JeeG:VgeG:eog=goe=yg,

(G3) Inverse:

VgeG:3g'eG:glog=gog'=e,

dann heifit (G, o) Gruppe. Gilt auflerdem noch
(G4) Kommutativgesetz:
Vg,he G:goh=hog,
dann heifft G kommutative oder abelsche Gruppe (nach Nils Henrik Abel (1802-1829)).
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Die Eigenschaften (G1) bis (G3) nennt man auch oft die Gruppenaziome. Sie besagen —
anders ausgedriickt — dass eine Gruppe ein Monoid mit der zusétzlichen Eigenschaft ist,
dass jedes g € GG ein Inverses besitzt; sieche dazu auch Abbildung 5.2.

Gruppen werden in weiten Teilen der Mathematik bendétigt. Sie beschreiben nicht nur
Bewegungen sondern auch Symmetrien. Sie spielen ihre Rolle bei der Untersuchung von Dif-
ferentialgleichungen genauso wie bei der Losung von Optimierungsaufgaben oder der Losung
kombinatorischer Probleme. Zweifellos gehéren Gruppen zu den zentralen Begriffen der Ma-
thematik.

Auch im néchsten Abschnitt und in der linearen Algebra werden Gruppen gebraucht
werden. Es ist also unerlisslich, diesen Begriff sorgfiltig mit Fleisch (also mit Beispielen) zu
fiillen.

Beispiel 5.2.19 (Gruppen).

(i) Aus unserer Beispielliste bilden die ganzen Zahlen (Z,+) und die reellen Zahlen
(R, +) eine abelsche Gruppe, so wie auch (R\ {0},-). Das selbe gilt fir die Transla-
tionen und (Ms(R),+)

(ii) Nicht kommutative Gruppen sind die Drehungen und die invertierbaren Matrizen in
(My(R), -).

(iii) Die einelementige Menge M = {e} ist eine abelsche Gruppe mit der einzig moglichen
Verkniipfung e o e = e, sie heifit Permutationsgruppe von einem Element &' oder
triviale Gruppe.

Wir wollen nun zeigen, dass Definition 5.2.18 teilweise redundant ist. Tatséchlich geniigt
es, folgende Abschwichung der Gruppenaxiome zu fordern.

Proposition 5.2.20. Sei (G, 0) ein Gruppoid. Sind folgende Eigenschaften erfillt, dann
ist G eine Gruppe.

(G1) Assoziativgesetz:
Vg, h,k € G:(goh)ok=go (hok),
(G2') Linkseinselement:
JeeG:VgeG:eog=y,
(G3’) Linksinverse:
VgeG:3g ' eG:glog=c.

Gilt aufSerdem noch
(G4) Kommutativgesetz:

Vg,he G:goh=hog,

dann ist G eine abelsche Gruppe.

BEWEIS. Wir haben nicht alles vorausgesetzt, was wir vorher von einer Gruppe verlangt
hatten. Eigenschaft G1, das Assoziativgesetz macht (G, o) zu einer Halbgruppe, doch wir ha-
ben nur Linkseinselement und Linksinverse vorausgesetzt. Wir miissen also zeigen, dass das
Linkseinselement auch Rechtseinselement ist und dass alle Linksinversen auch Rechtsinverse
sind.
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Schritt 1: Wir beginnen mit einer Teilbehauptung. Ist ¢ € G idempotent, so gilt schon
g = e. Wir haben namlich

99 =9
1

g *(99) =g 'g das Linksinverse g~' existiert immer
(g7 g)g =g 'g Assoziativitit
eg=ce weil ¢~! Linksinverses ist
g=e weil e Linkseinselement ist

Das beweist unsere Teilbehauptung.
Schritt 2: Jetzt beweisen wir, dass das Linksinverse ¢g=! auch gg—! = e erfiillt, also Recht-
sinverses ist.
g9~ =gleg™) weil e Linkseinselement ist
=9((g7'9)g™") weil g7! Linksinverses ist
= (997" )(gg™") Assoziativitit.

Aus obiger Beziehung folgt, dass gg—! idempotent ist. Wir haben aber in Schritt 1 bewiesen,
dass dann schon gg~! = e gilt.
Schritt 3: Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir alle g € GG auch ge = ¢ gilt, e also Rechtseins-
element ist.

ge=g(g'g) weil ¢g~! Linksinverses ist

— (gg—l)g Assoziativitit

eg das haben wir in Schritt 2 gezeigt
=g e ist Linkseinselement

Wir haben also gezeigt, dass e Einselement ist. Darum ist (G, o,€) ein Monoid, und jedes
Element besitzt ein Inverses wegen Schritt 2. Daher ist G eine Gruppe.
Die Aussage iiber die Kommutativitit ist offensichtlich. ([l

Bemerkung 5.2.21.

(i) Es existiert nur eine zweielementige Gruppe, ndimlich Zy := ({0,1},4) mit 040 = 0,
140=0+1=1und1+1=0.

(ii) Ist die Menge M endlich, so kann man jede Verkniipfung direkt angeben, indem man
den Wert jedes Elements von M x M in einer Tabelle, der Verkniipfungstabelle
auch Cayley—Tafel, anschreibt.

Fiir 7, wiirde das die Tabelle
+10 1
0[0 1
111 0
ergeben. Sie driickt aus, was wir tiber das Addieren gerader und ungerader Zahlen
wissen (0 ist die Aquivalenzklasse der geraden Zahlen und 1 diejenige der ungeraden
Zahlen). Gerade plus gerade ist gerade, ungerade plus ungerade ist gerade, gerade
plus ungerade ist ungerade.

Beispiel 5.2.22. Betrachten wir ein ebenes gleichseitiges Dreieck und alle Abbildungen,
die das Dreieck auf sich selbst abbilden (solche Abbildungen nennt man Deckabbildungen ).
Es gibt sechs verschiedene solche Abbildungen:

(1) Die Identitit I,

) Drehung um 2w (120°) Dy,
) Drehung um 5 (240°) D,
)

(2
(3
(4) Spiegelung S, an der Héohe auf a,
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(5) Spiegelung S, an der Hohe auf b,
(6) Spiegelung S. an der Héohe auf c.

Die Menge dieser Abbildungen bildet eine Gruppe beziiglich Verknipfung von Abbildungen.
Man kann die Wirkung der Abbildung am einfachsten veranschaulichen, indem man beobach-
tet, wohin die Eckpunkte abgebildet werden. Die Abbildung Dy etwa bildet die Ecken ABC
auf die Ecken BCA (in der Reihenfolge) ab. Die Spiegelung S, bildet ABC auf ACB ab.
Man sieht also, dass die Deckabbildungen des gleichseitigen Dreiecks genau die Permutatio-
nen (siehe die grauen Boz auf Seite 59) der Eckpunkte sind. Die dabei entstehende Gruppe
heifit &3, und ihre Verkniipfungstabelle ist

o | I S, Sy, S. D Dy

1 S, Sy, S. Dy Dy
So|Se I Dy Dy S. S
Sy | Sy D1 I Dy S, S.
Se|Se Dy Dy I Sy, S,
Dy | Dy Sy S. Sa Dy 1
Dy | Dy S, S. Sy I Dy

Diese Gruppe ist die Permutationsgruppe von drei Elementen oder auch Diedergruppe Ds
der Ordnung 3, eine nicht abelsche Gruppe. Sie ist sogar die kleinste nicht abelsche Gruppe.

Beispiel 5.2.23. Die Kleinsche Vierergruppe (Vy), auch Diedergruppe Doy der Ordnung
2 genannt ist definiert durch die Verkniipfungstabelle

| b

o "9 ofo
QO S o|lo
S0 0O Q|
o Q2 Tolo

b
c
e
a

Sie ist ibrigens die kleinste nicht-zyklische Gruppe (wobei eine Gruppe zyklisch heifit, wenn
sich alle Elemente als Potenzen eines einzigen Elements schreiben lassen).

Nun wenden wir uns wieder dem Studium der abstrakten Struktur einer Gruppe zu.
Zunéchst zeigen wir, dass das Gesetz der doppelten Inversion auch in Gruppen gilt.

Proposition 5.2.24 (Doppelte Inversion). Ist (G, o) eine Gruppe, so haben wir fir jedes
ge i

' =g
BEWEIS. Das Element (g7')~! ist das Inverse von g~'. Wir wissen aber, dass gg~' = ¢

gilt. Daher ist auch g das Inverse von g~'. Wegen der Eindeutigkeit der Inversen (Proposi-
tion 5.2.17) folgt g = (¢7')~". O

-1

Achtgeben muss man, wenn man das Verhéltnis von Gruppenoperation und Inversion
untersucht.

Proposition 5.2.25 (Rechenregeln fiir Gruppen). Ist (G, o) eine Gruppe und g, h, k € G.
Dann gelten die Rechenregeln
(1) (goh) ™t =h=tog™t (die Verkniipfung dreht sich um!),
(2) kog=koh = g=h (es gilt die Kiirzungsregel ),
(3) Die Gleichung gox = h hat in G die eindeutige Lésung x = g~* o h.

BEWEIS.



5.2. GRUPPEN 83
(1) Es gilt
(goh)o(h™tog)y=go(hoh™)ogt=gogt=e.

Die Aussage folgt nun aus der Eindeutigkeit der Inversen.
(2) Wir haben

kog=koh
kEto(kog)=k'o(koh)
(k'ok)og=(k"'ok)oh
eog=eoh
g=nh.

(3) Zuniichst ist z = g ' oh eine Losung, da gox = go(g~'oh) = (gog~')oh = eoh = h.
Angenommen z’ ist eine weitere Losung so gilt gox = h = g o 2’ und aus der
Kiirzungsregel folgt nun x = 2.

O

Im Folgenden werden wir Teilmengen von Gruppen studieren und dabei unser erstes
Beispiel einer Teilstruktur kennen lernen. Wenn H C G gilt und (G, o, e) eine Gruppe ist,
dann ist automatisch eine Abbildung

o: Hx H—G

definiert; jedes h € H ist ja auch Element in G und daher ist fiir jedes Paar (g,h) € H x H
die Verkniipfung g o h definiert. Man spricht von der von G ererbten oder auch induzierten
Operationen auf H.

Besonders interessant sind nun solche Teilmengen von Gruppen, die mit der ererbten
Operation dieselbe Struktur aufweisen wie ihre Obermenge, also selbst Gruppen sind.

Definition 5.2.26 (Untergruppe). Sei (G,o,¢e) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G
heifit Untergruppe, falls (H,o,e€) eine Gruppe ist.
Beispiel 5.2.27.

o Jede Gruppe G besitzt die beiden trivialen Untergruppen {e} und G.
e Die Gruppe (Z,+) ist eine Untergruppe von (R, +).
o Die Gruppe (Z,+) besitzt etwa die Untergruppe Z, aller geraden ganzen Zahlen.

Man bezeichnet Teilstrukturen (die gleiche Struktur auf einer Teilmenge) meist mit Un-
ter...oder mit Teil. ..

In der Algebra kommen etwa Untergruppen, Unterringe und Unterkérper vor. In der
linearen Algebra spricht man von Teilrdumen, Teilalgebren,. . .

Sei H C G Teilmenge der Gruppe (G, o, e). Damit (H,o,e) eine Gruppe ist, ist es not-
wendig, dass

Yghe H: gohe H

gilt also alle Verkniipfungen von Elementen aus H wiederum in H liegen (und nicht blof in
(). Die Verkniipfung darf demnach nicht aus H herausfiihren. Diese Eigenschaft nennt man
Abgeschlossenheit; genauer sagt man, dass die Verkniipfung o auf der Teilmenge H C G
abgeschlossen ist.
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Nun stellt sich die Frage, ob und welche weiteren Eigenschaften gelten miissen, damit
H C G zur Untergruppe wird. Die Antwort gibt die folgende Proposition.

Proposition 5.2.28 (Charakterisierung von Untergruppen). Eine Teilmenge H C G
einer Gruppe (G,o,e) ist genau dann eine Untergruppe, wenn eine der beiden dquivalenten
Bedingungen gilt:

(1) Fiir alle g,h € H ist auch goh™ € H
(2) Fiir alle g,h € H liegt die Verkniipfung g o h € H wund zusdtzlich liegt zu jedem
Element h € H auch das Inverse h™' € H.

Ist G abelsch, dann auch H.

BEWEIS. Zuerst beweisen wir die Aquivalenz der Eigenschaften.

(1) = (2): Ist fiir je zwei Elemente g,h € H auch go h™! € H, so sehen wir sofort, dass
e=gog '€ H liegt. Damit ist aber auch zu jedem g € H das Element eog™! = g7 € H.
Ferner muss dann aber fiir g, h~! € H das Element go (h™!)"! = go h € H liegen.

(2) = (1): Seien g, h € H. Dann erhalten wir h~' € H, und daher ist auch go h™! € H.
Das beweist die behauptete Aquivalenz.

Nun zeigen wir, dass die Bedingung (2) impliziert, dass H eine Gruppe ist. Der erste
Schritt dabei ist zu zeigen, dass (H, o) ein Gruppoid bildet, dass also o eine Verkniipfung auf
H ist. Das ist aber tatséichlich der Fall, weil wir schon wissen, dass fiir je zwei Elemente g, h €
H auch goh € H liegt. Damit ist aber H bereits eine Halbgruppe, denn das Assoziativgesetz
gilt, weil es sogar fiir alle Elemente in G erfiillt ist.

Das Einselement e von G liegt ebenfalls in H, da fiir jedes Element ¢ € H auch gog™' =
e € H sein muss. SchlieBlich besitzt jedes Element g € H ein Inverses in G, ndmlich g1,
von dem wir bereits wissen, dass es in H liegt. Das beweist alle Gruppeneigenschaften fiir
(H,o,e), und daher ist H eine Untergruppe von G.

Die umgekehrte Richtung, d.h. dass fiir eine Untergruppe U die Eigenschaft (2) gilt, ist
klar.

Nun fehlt nurmehr die Aussage iiber die Kommutativitéit, die aber ebenfalls leicht ein-
zusehen ist. Wenn G abelsch ist, dann erfiillen alle Elemente in G' das Kommutativgesetz,
also erst recht alle in H. U

Ein wichtiger Begriff der Algebra fehlt noch. Wir haben jetzt aus zuvor unbedarften
Mengen neue mathematische Strukturen geschaffen, indem wir auf ihnen eine Verkniipfung
eingefiihrt haben. Dann haben wir die Eigenschaften dieser Verkniipfungen untersucht und
sind so schliellich zur Definition der Gruppe gekommen. Wo sind aber die versprochenen
Verbindungen zwischen unseren Gruppenobjekten? Bei den Mengen hatten wir die Abbil-
dungen. Was sollen wir bei den Gruppen verwenden.

Die Losung ist einfach. Gruppen sind Mengen, also kénnen wir mit Abbildungen anfan-
gen. Um allerdings die Gruppenstruktur nicht zu vergessen, miissen wir von den Abbildungen
verlangen, dass sie die Gruppenstruktur nicht zerstoren. Das fithrt zur folgenden Definition.

Definition 5.2.29 (Gruppenhomomorphismus). Seien (G, o) und (H,QO) Gruppen.
(i) Ein Gruppenhomomorphismus von G nach H ist eine Abbildung f: G — H mit

Yg1,92 € G: f(g1092) = f(g1)D0f(g2)-

Das bedeutet also, dass es unerheblich ist, ob man zuerst in G verknipft und dann
nach H abbildet oder zuerst nach H abbildet und dann dort verkniipft.

(i) Ist die Abbildung f bijektiv, dann heifit sie Gruppenisomorphismus; in diesem Fall
sagen wir die beiden Gruppen sind isomorph.
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(iii) Sind G und H nur Halbgruppen, so heifit f Halbgruppenhomomorphismus. Ist f
zusdtzlich bijektiv, so heifit f Halbgruppenisomorphismus.

(iv) Sind G und H lediglich Gruppoide, so heifit f Gruppoidhomomorphismus. Ist f
zusdtzlich bijektiv, so heiyfit f Gruppoidisomorphismus.

Wie aus der obigen Definition bereits erahnt werden kann, werden in der Mathematik
Abbildungen zwischen Mengen mit zusitzlicher Struktur, die diese Struktur erhalten Ho-
momorphismen genannt und der Name der Struktur vorangestellt.

Bijektive Homomorphismen heiflen Isomorphismen, wobei ebenfalls der Name der Struk-
tur vorangestellt wird.

Homomorphismen von Mengen auf sich heilen Endomorphismen und Isomorphismen
von Mengen auf sich Automorphismen, wobei wiederum jeweils der Name der Struktur
vorangestellt wird.

Ein Gruppenisomorphismus (wie jeder andere Isomorphismus in der Mathematik auch)
ist im wesentlichen nichts anderes als eine Umbenennung der Gruppenelemente. Dass solche
Umbenennungen mitunter sehr praktisch sein kénnen, muss nicht extra erwéhnt werden.
Zwei isomorphe Strukturen sind vom Standpunkt der Strukturtheorie aus ununterscheidbar.
Oftmals kann man sich bei der Untersuchung der Eigenschaften eines bestimmten Objektes
damit wesentlich weiter helfen, einen Isomorphismus zu einem bereits bekannten Objekt zu
konstruieren.

Beispiel 5.2.30 (Gruppenhomomorphismen).

e Die Abbildung, die jedem z € Z die reelle Zahl z € R zuordnet, ist ein Gruppenho-
momorphismus von (Z,+) in (R,+).

e Die Abbildung f von S nach N, die jedem Strichblock die Anzahl der enthaltenen
Striche zuordnet, ist ein Halbgruppenhomomorphismus von S nach N. Haben wir
zu S den leeren Strichblock hinzugefiigt, dann ist f : S — N bijektiv, also ein
Halbgruppenisomorphismus. Die Menge der Strichblicke ist also von den natirlichen
Zahlen nicht unterscheidbar vom Standpunkt der Halbgruppentheorie aus. Die Menge
S ist eine Moglichkeit, N zu konstruieren. Fine andere Variante, in der N aus den
Mengenaxiomen hergeleitet wird, findet sich in Abschnitt 6.1.1.

e Seien G und H Gruppen, so kann trivialerweise immer der folgende Gruppenho-
momorphismus definiert werden: f(g) = €' Vg € G, wobei €' das Einselement in H
15t.

o Fin duferst wichtiges Beispiel ist die Abbildung

fo®R4) — (R\{0},)
flx) = €° (e, die Eulersche Zahl).

f ist ein Gruppenhomomorphismus, da fir alle z,y € R gilt, dass f(x+y) = e*T¥ =
e*e¥. Schrinkt man den Zielbereich von f auf R™ = {x € R: x > 0} ein (RT,")
ist Untergruppe von (R \ {0},-)!), so ist f sogar ein Gruppenisomorphismus mit
Umkehrabbildung f~*(z) = log z.

Zum Abschluss des Abschnitts zeigen wir, dass Definition 5.2.29 tatséchlich ausreicht, um
die gesamte Gruppenstruktur zu respektieren. Es ist nicht nur unerheblich ob vor oder nach
der der Anwendung von f verkniipft wird, sondern das Einselement wird auf das Einselement
abgebildet und so ist es auch egal, ob vor oder nach der Abbildung invertiert wird.

Proposition 5.2.31 (Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen). Sei f ein Grup-
penhomomorphismus von (G, o, e) nach (H,O,€'). Dann gilt
(1) f(e) =€ und
(2) Vge G: fla™h) = (f(a))™"
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BEWEIS.

(1) Es gilt f(e) = f(eoe) = f(e)af(e), daher e'Of(e) = f(e) = f(e)Of(e) und mit der
Kiirzungsregel (in H) folgt die Aussage.

(2) Es gilt f(e) = f(aoa™) = f(a)Of(a™') und nach (1) ¢ = f(a)af(a™'). Analog
folgt ¢ = f(a=')Of(a) und wegen der Eindeutigkeit der Inversen ist f(a™!) das
Inverse (in H) zu f(a), d.h. (f(a))™' = f(a™1).

0]

5.3. Ringe

Um uns den ,,Schmuckstiicken“ der Mathematik zu ndhern, kehren wir zuriick zu unseren
Gruppoiden aus Beispiel 5.1.1. Einige dort betrachtete Mengen haben als doppeltes Beispiel
gedient. So etwa N, Z und R aber auch die 2 x 2-Matrizen M5(R). Fiir alle diese Mengen
haben wir Summen und Produkte definiert. Alle diese Mengen sind also Gruppoide beziiglich
zweier Verkniipfungen.

Beispiel 5.3.1 (Distributivitéit). Wichtig an den oben erwihnten Mengen mit Gruppoid—
Strukturen beziiglich zweier Verkniipfungen ist die Eigenschaft, dass ,Ausmultiplizieren® und
yHerausheben® (,Ausklammern®) giiltige Rechenregeln sind. Wir alle wissen ja, dass etwa
(34+4)-5=3-5+4-5 gilt.

Von nun an werden wir Mengen betrachten, auf denen zwei Verkniipfungen definiert sind.
Wir schreiben die beiden Verkniipfungen + und -, vereinbaren, dass - stiarker bindet als +
(, Punktrechnung vor Strichrechung), und lassen, wie schon angekiindigt, den Punkt weg,
wenn immer angebracht.

Definition 5.3.2 (Distributivgesetze). Sei H ein Gruppoid beziiglich zweier Verkniipfun-
gen + und -. Wir schreiben dann auch (H,+,-) und sagen + erfillt die beiden Distributiv-
gesetze bzgl. - falls gilt

(DG1) Va,b,ce H: a(b+ c¢) = ab+ ac,
(DG2) Va,b,ce H: (b+ c)a = ba + ca.

Definition 5.3.3 (Halbring).

(i) Eine Menge H, die eine Halbgruppe (H,+) und eine Halbgruppe (H,-) bildet, heifst
Halbring, falls die beiden Distributivgesetze von + beziiglich - erfillt sind.

(i) Ist (H,+) eine kommutative Halbgruppe, so sprechen wir von einem additiv kom-
mutativen Halbring, ist (H,-) kommutativ, so nennen wir die Struktur einen mul-
tiplikativ kommutativen Halbring. Sind beide Verkniipfungen kommutativ, so liegt
ein kommutativer Halbring vor.

Beispiel 5.3.4 (Halbringe).

(i) Die natiirlichen Zahlen (N, +,-) bilden einen kommutativen Halbring. Manche nen-
nen das sogar Dioid, da beide Halbgruppen (N, +) und (N, -) sogar Monoide sind.

(ii) Auch (Z,+,-) und (R,+,) besitzen eine Halbringstruktur. Dies folgt aus Beispiel
5.2.3 und der offensichtlichen Giiltigkeit der Distributivgesetze.

(iii) Die interessante Frage ist: Ist My(R) ebenfalls ein Halbring? Die Antwort ist ja, ein
additiv kommutativer Halbring. Das Nachrechnen der Distributivgesetze ist aller-
dings ein bisschen mihsam, ergibt sich aber aus der Giiltigkeit der Distributivgesetze
fiir die reellen Zahlen.

Das Nullelement der Operation + in einem Halbring bezeichnen wir mit 0 und das Eins-
element von - mit 1, sofern sie existieren.
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Beispiel 5.3.5. Finige unserer Beispielmengen besitzen aber noch mehr Struktur. So
ist zwar (N, +) keine Gruppe, sehr wohl sind aber (Z,+) und (R,+) kommutative Gruppen.
Auch (M3(R), +) ist eine abelsche Gruppe.

Dies fithrt uns unmittelbar zum néchsten Begriff.
Definition 5.3.6 (Ring). Sei (R, +, ) ein Gruppoid beziiglich beider Verkniipfungen.
(i) (R,+,-) heifit Ring, falls folgende Eigenschaften erfillt sind:

(R1)  (R,+,0) ist abelsche Gruppe,
(R2)  (R,-) erfillt das Assoziativgesetz,
(R3)  (R,+,") erfillt die Distributivgesetze von + bzgl. -.

(i) Ist zusdtzlich (R,-,1) ein Monoid und gilt 0 # 1, so sagen wir R ist ein Ring mit
Einselement und schreiben oft auch (R,+,-,0,1).

(iii) Ist die Operation - kommutativ, so liegt ein kommutativer Ring vor.

(iv) Hat man beides, Kommutativitit und Einselement, dann nennt man die entstehende
Struktur ganz einfach kommutativer Ring mit Einselement.

" Obige Definition besagt also, dass ein Halbring (R, +, -) ein Ring ist, falls zusétzlich (R1)
gilt, also (R, +) eine abelsche Gruppe ist.
Beispiel 5.3.7 (Ringe).
(i) Die ganzen Zahlen (Z,+,-) und die reellen Zahlen (R, +,-) sind kommutative Ringe
mit Einselement.

(ii) Die reellen 2 x 2—Matrizen bilden einen Ring mit Einselement, der aber nicht kom-
mutativ ist (vgl. Beispiel 5.2.11).

Einige Ringe haben wir jetzt identifiziert in unserer tédglichen mathematischen Umge-
bung. Nun spielen wir wieder die Stirken der Algebra aus und suchen nur an Hand der
geforderten Figenschaften nach neuen Gesetzen, die in allen Ringen gelten.

Proposition 5.3.8 (Rechenregeln in Ringen). Ist (R, +,-) ein Ring, so gelten die Re-
chenregeln
(1) Vr € R:r0=0r =0,
(2) Vr,s € R: —(rs) = (—r)s =1(—s),
(3) Vr,s € R:rs=(—r)(—s).
(4) Besitzt R ein Finselement 1 # 0, so gilt ¥r € R: (—=1)r = r(—1) = —r.

BEWEIS.

(1) Es gilt 70 = r(0+0) = r0+r0 und durch Addition von —(r0) auf beiden Seiten der
Gleichung folgt 0 = r0. Die zweite Gleichung folgt analog.

(2) Wir haben (—r)s+7rs = ((—r)+1)s = 0s = 0 wegen (1). Aus der Eindeutigkeit des
Inversen folgt —(rs) = (—r)s. Analog finden wir r(—s)+rs=r((—s)+s)=r0=0
und damit —(rs) = r(—s).

(3) Mit Proposition 5.2.24 und zweimaliger Verwendung von (2) folgt rs = —(—(rs)) =
—((=r)s) = (=r)(=s5).

(4) Esgilt 0 =0r = (1 + (—1))r = Ir+ (=1)r = r + (=1)r und damit —r = (—1)r
wegen der Eindeutigkeit der Inversen. Die zweite Gleichung zeigt man analog.

O

Genau wie fiir Gruppen konnen wir auch fiir Ringe Teilstrukturen definieren.

Definition 5.3.9 (Teilring). Eine Teilmenge S C R eines Ringes (R, +, ) heifst Teilring
oder Unterring von R, falls (S,+,-) mit den induzierten Verknipfungen ein Ring ist.
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Zur Uberpriifung der Tatsache, ob eine Teilmenge eines Rings ein Unterring ist miissen
gliicklicherweise nicht alle Ringeigenschaften nachgepriift werden. Im wesentlichen geniigt
es namlich wiederum nur zu zeigen, dass die Verkniipfungen aus der Teilmenge nicht hin-
ausfithren.

Proposition 5.3.10 (Charakterisierung von Unterringen). Fine Teilmenge S C R eines
Ringes (R, +,-) ist ein Unterring genau dann, wenn fir alle r,s € S die Elemente r — s und
rs in S liegen.

Ist R kommutativ, dann auch S.

BEWEIS. Welil fiir r, s € S schon r — s € S folgt, wissen wir aus Proposition 5.2.28, dass
(S,+) eine Gruppe ist und zwar eine Untergruppe von (R, +). Die Verkniipfung - ist in S
abgeschlossen, denn das haben wir vorausgesetzt. Weil aber das Assoziativgesetz und die
Distributivgesetze fiir alle Elemente in R gelten, stimmen sie erst recht fiir alle Elemente
von S. Daher ist S ein Ring.

Die Aussage iiber Kommutativitat ist offensichtlich. 0]

Beispiel 5.3.11. Fiir zwei ganze Zahlen p und q wissen wir folgende Figenschaft: Sind
p # 0 und q # 0, dann ist auch pq # 0. Auch die Menge der reellen Zahlen erfillt das.
In den 2 x 2—Matrizen konnen wir so schnell nicht schlieflen. Es gilt namlich

(o) (05)=00)

In M5(R) ist also das Produkt von Null verschiedener Elemente nicht notwendigerweise auch
von Null verschieden. Das ist eine bemerkenswerte Figenschaft, die uns zur ndchsten Defi-
nition fihrt.

Definition 5.3.12. FEin kommutativer Ring mit Einselement (R, +,-,0,1) heifst Inte-
gritatsbereich, wenn fiir je zwei Elemente r,s € R aus rs = 0 schon r = 0 oder s = 0
folgt.

Anders ausgedriickt, besitzt ein Integritédtsbereich keine so genannten Nullteiler, wobei
Nullteiler Elemente r, s # 0 mit rs = 0 sind.

Beispiel 5.3.13 (Integritdtsbereiche).

(i) Die ganzen Zahlen (Z,+,-,0,1) sind ein Integrititsbereich, ebenso die reellen Zahlen
(R, +,-,0,1).

(ii) Die Matrizen My(R) sind kein Integrititsbereich, denn die Multiplikation ist nicht
kommutativ, und My(R) ist nicht nullteilerfrei.

Wie zu den Gruppen gehoren auch zu den Ringen bestimmte Abbildungen, die sich mit
der Struktur vertragen. Es ist immer das gleiche Prinzip. Ein Ring ist eine Gruppe mit etwas
Zusatzstruktur, also ist ein Ringhomomorphismus ein Gruppenhomomorphismus, der ,,noch
ein bisschen mehr kann“.

Definition 5.3.14 (Ringhomomorphismus). Seien (R, +,-) und (S,®,®) zwei Ringe.
(i) Ein Ringhomomorphismus ist ein Gruppenhomomorphismus f : (R,+) — (S, &),
fiir den zusdtzlich noch

vr.r' € R f(rr') = f(r) @ f(r')

gilt (der also auflerdem noch ein Halbgruppenhomomorphismus (R, -) — (S, ®) ist).
(i) Ist f bijektiv, dann heifft f Ringisomorphismus und man sagt, R und S sind iso-
morph.
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Beispiel 5.3.15. Die Abbildung v : R — Ms(R), die jeder reellen Zahl r die Matrix

6 zuordnet, ist ein Ringhomomorphismus von (R,+,-) nach (Ms(R),+,:). Es gilt
ndmlich
_(r1 0O ro 0\ (141 0 -
t(r) 4+ u(re) = (O 7’1) + (O 7‘2) = ( 0 - +r2) = 1(ry +ra),
sowie

e = (5 1) (5 5) = (67 o) =t

In diesem Beispiel kénnen wir auch leicht sehen, dass die Inversion mit der Abbildung ver-
tauscht — es also egal ist ob zuerst abgebildet, dann Invertiert wird oder umgekehrt. (Allge-
mein folgt dies ja aus Proposition 5.2.81.) Es gilt

== (g ) ==

() = (T(_]l T‘fl) _ ()

Der Ringhomomorphismus ¢ ist sogar injektiv. Man sagt er bettet R in die Menge der 2 x 2—

und

1 . . . .
0 0 nicht im Bild von R liegt.

Dass © nicht bijektiv sein kann, wissen wir schon aufgrund folgender Tatsache: Wire 1
ein Ringisomoprhismus, so wiren R und My(R) aus Sicht der Ringtheorie ununterscheidbar.

Das kann aber nicht sein, da R ein Integrititsbereich ist und Ms(R) nicht.

Matrizen ein. Er ist nicht surjektiv, da z.B. (0

5.4. Korper

Jetzt sind wir beinahe am Ende unseres Weges angelangt. Die folgende speziellste Struk-
tur der Algebra fiir Mengen mit zwei Verkniipfungen spielt in der Mathematik eine her-
ausragende Rolle. Sie wird sowohl in der Analysis, als auch in der Linearen Algebra ein
wesentlicher Begleiter sein, und daher ist es wichtig, sich die Eigenschaften moglichst gut
einzupragen.

Definition 5.4.1 (Koérper). Ein Gruppoid (K,+,-) mit den beiden Verknipfungen +
und - heifst Korper, falls die folgenden Eigenschaften (die Korperaxiome) gelten.
(K1) Va,b,ce K:(a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativitit von +),
(K2) Va,be K :a+b=b+a (Kommutativitit von +),
(K3) 30eK:Vae K:a+0=a (Nullelement),
(K4) Vae K:3(—a) € K :a+ (—a) =0 (Inverse bzgl. +),
(K5) Va,b,ce K : (ab)c = a(bc) (Assoziativitit von -),
(K6) Va,be K :ab=ba (Kommutativitit von -),
(K7) d1eK:1#0AVae K\{0}:al =a (Einselement),
(K8 Vac K\{0}:3a '€ K :aa™' =1 (Inverse bzgl. -),
(K9) Va,b,ce K :a(b+ c) = ab+ ac (Distributivitdt).
Bemerkung 5.4.2. Die Bedingungen (K1) bis (K4) machen (R,+,0) zur abelschen

Gruppe und die Bedingungen (K5)-(K8) implizieren, dass (R \ {0},-) ebenfalls eine abel-
sche Gruppe ist. Schliefllich sorgt das Distributivgesetz (K9) (wegen der Kommutativitat gilt
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das zweite Distributivgesetz (DG2) dann automatisch) fir die ,Vertraglichkeit* der beiden
Operationen.

Anders ausgedriickt ist ein Ring mit Finselement (K, +,-) ein Kdrper, wenn zusdtzlich
(K '\ {0},-) eine abelsche Gruppe ist.

Beispiel 5.4.3 (Korper). Die rationalen Zahlen (Q,+,-,0, 1) bilden ebenso einen Kéorper
wie die reellen oder komplexen Zahlen.

Um weitere Beispiele zu finden, miissen wir ein wenig arbeiten — was wir im folgenden
Beispiel auch tun.

Beispiel 5.4.4 (Restklassenkorper). Die schon aus Beispiel 4.2.13 bekannten Restklassen
Z, bilden einen kommutativen Ring mit Einselement mit den Verkniipfungen

a+ a-+b

S o

@-b:=ab.
Ist p eine Primzahl, so ist 7, sogar ein Korper.

Zuerst seien die Eigenschaften fiir Ringe diberpriift: Die Operation + ist wohldefiniert,
weil fiir je zwei verschiedene Reprasentanten a,ad’ € @ bzw. b,V € b gilt: a = a/ + kp und
b =1V +{p fir geeignete k,{ € Z. Dann ist aber a +b = a + b + (k + £)p, und damit ist

at+b=d +V.

Der Ausdruck wohldefiniert bedeutet nicht, dass etwas ,schon“ definiert ist. Diesen Aus-
druck verwendet man, wenn man eine Beziehung, eine Operation, eine Abbildung fiir eine
Klasse von Objekten dadurch definiert, dass man einen Reprdsentanten aus der Klasse
wahlt und fir diesen die Beziehung, Operation, Abbildung erkldrt. Dann muss man ndmlich
tberprifen, ob diese Definition unabhdngig von der Wahl des Reprisentanten ist oder ob
die Definition etwa auf verschiedenen Elementen der Aquivalenzklasse verschiedenes bedeu-
tet, denn das wdre schlecht.

Ein Beispiel einer nicht wohldefinierten Operation auf Zs ist va = /a, wenn a eine

Quadratzahl ist. Wollen wir V1 berechnen, so finden wir Vi=+1=1. Gleichzeitig gilt aber
1 =14, und wir hitten V1 = V4 = /4 =2, was zu einem Widerspruch fihrt. Die Operation
Vo wie oben eingefiihrt ist also nicht wohldefiniert.

Ebenso gilt fir -: ab = (a' + kp)(V + lp) = (a'b + (d'0 + kU + klp)p), und daher ist
ab = a'l/. Auch - ist also wohldefiniert.

Weil fiir ganze Zahlen (und das sind die Reprdsentanten der Nebenklassen ja auch!)
Assoziativgesetz, Kommutativgesetz und Distributivgesetz gelten, gelten diese Gesetze auch
fiir + und - auf Z,. Das Nullelement ist 0, und das Einselement 1 erfillt fir p > 1 auch
0 # 1. Das additiv Inverse einer Klasse @ ist leicht gefunden. Es ist —a.

Um zu diberpriifen, dass Z,, ein Korper ist, wenn p eine Primzahl ist, missen wir nur noch
beweisen, dass jedes Element @ # 0 ein Inverses besitzt. Dazu miissen wir eine Restklasse b
finden mit@-b=1. Ein Satz aus der elementaren Zahlentheorie besagt folgendes:

Sind z,y € N mit ggT(x,y) =1, so gibt es ganze Zahlen b,n mit
1 =bx + ny.

Fir jede Restklasse @ mita # 0 ist ggT(a, p) = 1, da p Primzahl ist. Somit folgt die Evistenz
zweter Zahlen b,n mit ba +np = 1. Daher st b das Inverse zu @, und 7, ist tatsdichlich ein
(endlicher) Korper.
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In der Zahlentheorie sind die Operationen in den Z,, sehr wichtig. Dort hat sich eine
eigene Schreibweise etabliert. Fir a +b = c in Z,, schreibt man

a+b=c modm
und spricht: ,a plus b kongruent ¢ modulo m*“. Ebenso fiir das Produkt

a-b=c modm.

Bemerkung 5.4.5. Nach Beispiel 4.2.13 hat Z,, genau p Elemente, sodass Z,, fir p
eine Primzahl, ein Kérper mit p Elementen ist. Wir sprechen von endlichen Korpern im
Gegensatz zu Q, R und C, die ja unendlich (genauer abzihlbar unendlich im Falle von Q bzw.
tiberabzahlbar unendlich in den Fdllen R und C; vgl. Abschnitt 4.4) viele Elemente besitzen.

Im folgenden wenden wir uns wieder dem Studium der abstrakten Struktur zu.

Proposition 5.4.6 (Rechenregeln fiir Korper). Ist (K,+,-) ein Korper, a,b € K, so
gelten die Rechenregeln
(1) (ab)™t =a 171
(2) (=a)™t = —a™",
(3) ab = 0 impliziert a = 0 oder b =0 (Nullteilerfreiheit)
(4) Die Gleichung ax = b hat fiir a # 0 die eindeutige Lisung v = a™'b.
BEWEIS.

(1) Die Aussage folgt aus Proposition 5.2.25 (1) und der Kommutativitét der Multipli-
kation oder direkt aus

(ab)(a™ v N =aba b =aa b =1-1=1
und der Eindeutigkeit der Inversen.
(2) Zunichst gilt (—=1)~' = —1, denn
1= (1) 1=(=D(=D=DT) = (D)) (=)~ = (=17,
wobei wir im letzten Schritt Proposition 5.3.8 (3) verwendet haben. Schlieflich er-
halten wir unter Verwendung von Proposition 5.3.8 (4) und Eigenschaft (1)
(—a)'=((-Da) = () = (-1)a"t = —aTh.

(3) Da (K \ {0}, -) eine Gruppe bildet, folgt aus a,b € K \ {0}, dass auch ab € K \ {0}.

(4) Falls b # 0 folgt die Aussage aus Proposition 5.2.25 (3) (wiederum weil (K \ {0}, -)
eine Gruppe ist). Ist b = 0, so folgt aus (3), dass x = 0; also gilt auch hier die
Eindeutigkeit.

O

Bemerkung 5.4.7. Proposition 5.4.6 (3) zeigt, dass Korper nullteilerfrei also Inte-
gritdtsbereiche sind; also sind Korper die speziellste aller hier vorgestellten Strukturen (vgl.
Abbildung 5.2).

Analog zu Ringen kann man auch wieder Unterkoérper definieren:

Definition 5.4.8 (Unterkorper). Eine Teilmenge Q) C K eines Korpers (K, +,-) heifit
Unterkorper, wenn (Q, +, ) selbst ein Korper ist.

Beispiel 5.4.9 (Unterkorper). Die rationalen Zahlen Q sind ein Unterkdrper der reellen
Zahlen R. Diese sind wiederum ein Unterkéorper der komplexen Zahlen C.

Proposition 5.4.10 (Charakterisierung von Unterkorpern). Eine Teilmenge @ eines
Korpers (K, +,-) ist genau dann ein Unterkirper, wenn eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen gilt.
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(1) Fiir je zwei Elemente a,b € Q ist sowohl a—b € Q als auch, sofernb # 0, ab™! € Q.
(2) Fiir je drei Elemente a,b,c € Q mit ¢ # 0 ist auch (a —b)c™! € Q.

Bewels. Dies folgt aus Proposition 5.2.28 fir (K,+) und (K, -). Ferner beachte man,
dass (@ — 0)c™' = ac™ und (a —b)17' = a — b gelten. O

Beispiel 5.4.11 (Q[v/2]). Seien auf
K={a+b/2|a,beQ} CR
die folgenden Operationen definiert:
(a1 +b01V2) @ (ag + b2v/2) = (a1 + ag) + (b + by) V2
(a1 + b1V2) ® (ag + baV'2) = (ayag + 2b1by) + (ashy + ayby)V/2.

Bei genauerer Betrachtung sehen wir, dass ® und @ genau die von R ererbten Operationen
+ und - sind. Wir untersuchen also:

(a1 +01V2) = (az + b:v2) = (a1 — ag) + (b — b)V2 € K,
und fiir (s, by) # (0,0)
_a+ biv2 (a1 + bivV2)(ag — byv/2) B
—a2+b2\/§_ a3 — 2b3 B

a1 — 2b1b2 agbl — albg
= 2.
2= e V2

(CL1 + b1\/§) (a2 + bz\/i)_l

Dieses Ergebnis liegt in K, sofern a3 —2b3 # 0 gilt. Dies ist aber wahr, da nicht beide ay und
by gleich Null sein diirfen. Dariiber hinaus gilt noch, dass a3 # 2b3 sein muss, weil as und by
rational sind, /2 aber irrational ist. Daher sind die Voraussetzungen von Proposition 5.4.10
erfiillt, und K ist in der Tat ein Unterkorper von R. Wir schreiben auch K = Q[v/2].

Nach den Definitionen der Struktur und den Beispielen miissen wir uns ein weiteres
Mal um die Abbildungen kiimmern. Das Prinzip ist wieder dasselbe wie schon zuvor. Jeder
Korper ist ein Ring mit zusétzlichen Eigenschaften, also ist ein Kérperhomomorphismus —
bitte raten! — genau, ein Ringhomomorphismus, der auch diese zusétzlichen Eigenschaften
respektiert.

Definition 5.4.12 (Koérperhomomorphismus). Es seien (K,+,-) und (K',®,®) zwei
Korper.

(i) Ein Koérperhomomorphismus ist ein Gruppenhomomorphismus f : (K, +) — (K, ®),
der auch noch ein Gruppenhomomorphismus f : (K \ {0},:) — (K'\ {0}, ®) ist.

(ii) Ist f bijektiv, so nennt man die Abbildung Korperisomorphismus und sagt, die bei-
den Korper K und K' sind isomorph.

Beispiel 5.4.13. Definieren wir auf Q x Q die Verkniipfungen
(CLl, CLQ) + (bl, bg) = (CL1 + bl, as + bg)
(0,1, 0,2) . (bl, bg) = (albl + 2&262, a,lbg + &le)

dann ist (Q X Q,+, ) ein Korper.
Wir diberpriifen das, indem wir die Kérperariome nachrechnen:



5.4. KORPER 93
(K1) Seien a,b,c € Q x Q. Wir finden

(a+b)+c= ((a17a2> + (b1, 52)) + (1, ¢2) = (a1 + b, a9 + bo) + (c1,¢2) =
= (CL1 + bl +cl,a2 + bg + Cg) = (al,ag) + (bl + Cl,bQ —|—Cg) =
= (a1, a2) + ((b1,b2) + (c1,2)) = a+ (b+c).

(K2) Nehmen wir beliebige a,b € Q x Q. Es gilt

a+b=(ar,a2) + (b1, b2) = (a1 + by, a2 + bo) =
= (bl +a1,bg —|—CL2) = (bl,bg) + (al,ag) = b—l— a.

(K3) Fir0:= (0,0) € Q x Q gilt
a+0=(a1,a2) 4+ (0,0) = (a; + 0,as +0) = (a1, az) = a.
(K4) Seia € Q x Q gegeben. Wir definieren —a := (—ay, —as) € Q X Q und berechnen
a+ (—a) = (a1,a2) + (—a1, —az) = (a1 + (—ay), a2 + (—ag)) = (0,0) = 0.
(K5) Fiir alle a,b,c € Q x Q folgt

((a1, a2)(b1, b2)) (c1, ¢2) = (arby + 2a2ba, arba + azbi)(c1, ¢2) =

= ((albl + 2a9by)c1 + 2(ar1by + ashy)ca, (a1by + 2asby)ca + (a1bs + agbl)cl) =
= (a1bicr + 2asbacy + 2a1bacs + 2a5b1¢2, arbics + arbacy + azbicy + 2asbacy) =
= (al(blcl + 2bycy) + 2a9(bico + bacy), ar(bico + bacy) + as(biey + 2b202)) =

= (aq, as)(b1c1 + 2bgca, byca + bacy) =

(a1, &2)((b1, bs)(c1, cz)) = a(bc).

(K6) Es seien wieder a,b € Q x Q. Wir rechnen nach:

ab = (CLl, ag)(bl, bg) = (albl + 2@2()2, ale + agbl) =
= (blal + 2b2a2, b1a2 + bgal) = (bl, bg)(al, CLQ) = ba.

(K7) Wir definieren 1 := (1,0) € Q x Q. Klarerweise gilt 0 # 1, und auferdem fiir
a€QxQ

al = (a1,a2)(1,0) = (a11 + 0,0 + azl) = (a1, a2) = a.

(K8) Sei 0 # a € Q x Q gegeben. Wir definieren a™' := (“— _—“2) Es gilt a=' ist

1
a%—2a% ’ a%—2a%
fiir alle a # 0 definiert. Zu diesem Zweck muss a3 — 2a3 # 0 gelten. Das folgende
Argument beweist das: Sei a?® = 2a%. Dann gilt auch, falls ay # 0 stimmt, dass
(a1/az)* = 2. Die linke Seite dieser Gleichung ist das Quadrat einer rationale Zahl.
Das Quadrat einer rationalen Zahl kann aber niemals gleich 2 sein, da andernfalls
V2 rational wire. Folglich ist ay = 0. Dann haben wir aber auch a; = 0 und damit
a =0, was wir ausgeschlossen haben.
Es ist a=' also fiir alle a # 0 definiert. Nun kénnen wir rechnen

aa”' = (ai, 02)(a1/(a% - 26@7 _@2/(a% - 2a§)) =

= ((a} —243)/(a} — 243),0) = (1,0) = 1.
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(K9) Seien wieder a,b,c € Q x Q. Auch das letzte Aziom ist eine lingliche Rechnung:
ab + ac = (ay, as) (b1, ba) + (a1, as)(c1,c2) =
= (a1b1 + 2asby, a1by + ashy) + (a1c1 + 2a9¢2, arca + ascey) =
= (a1by + a1c1 + 2a9by + 2a909, a1bs + ajcy + ashy + asey) =
= (a1(by + ¢1) + 2a(bs + ¢2), a1(ba + ¢2) + as(by + 1)) =
= (a1,a2)(by + c1,be + 2) = (aq, &2)((b1, ba) + (¢, 02)) =a(b+c).
Wir haben also alle Eigenschaften nachgepriift, und daher ist (QxQ, +, -) wirklich ein Kérper.
Als néchstes definieren wir eine Abbildung f : Qx Q — Q[v/2] durch (a1, as) — a1 +ayV/2.
Die Abbildung ist offensichtlich bijektiv, und es gilt
fla+b) = f((ar,az) + (b1, b2)) = f((ar + bi, a2+ b2)) = (a1 + by) + (as + b2) V2 =
= (a1 + asV2) @ (by + byV2) = f(a) & f(b),
f(ab) = f((a1,az2)(by,b2)) = f((a1by + 2agby, a1by + asby)) =
= (a1by + 2azb2) + (a1bs + azb1)V2 = (a1 + a2v2) ® (by + b2V2) = f(a) ® f(b),

Daherist f ein Korperisomorphismus, deshalb ist (QxQ, 4, -) isomorph zu Q[v/2]. Die beiden
Strukturen sind also identisch bis auf Umbenennen der Elemente.

Damit schliefen wir unsere algebraischen Untersuchungen ab. Aufbauend auf den Korpe-
raxiomen werden in der Linearen Algebra dariiber hinaus gehend neue Strukturen erschaffen
werden wie die eines Vektorraumes. Fiir die Analysis werden wir genauere Untersuchun-
gen der rationalen, reellen und komplexen Zahlen benttigen. Alle diese Mengen sind mit den
bereits bekannten Rechengesetzen ausgestattet und bilden Korper.

In der (hoheren) Algebra wird mit der genaueren Untersuchung der Strukturen selbst
fortgefahren werden. Man wird Fragen stellen wie: Welche Arten von Gruppen, Ringen,
Korpern gibt es? Kann man alle endlichen Gruppen, Ringe, Korper finden? Alle diese Fragen
und viele andere werden zum Ausbau der mathematischen Theorie beitragen und teilweise
tief gehende Resultate hervorbringen.



KAPITEL 6

Zahlenmengen

Dieses letzte Kapitel fiihrt uns zuriick zu den konkreten Dingen. Wir werden uns wieder
mit Zahlen beschéftigen. Nach der Wanderung durch die Grundbegriffe der Mathematik
wie Logik, Mengenlehre und elementare Algebra, kehren wir zuriick zu den Anfingen der
Mathematik.

Wir haben im Verlauf der vergangenen Kapitel héufig die verschiedenen Zahlenmengen
als Beispiel verwendet. Wir sind durch den téglichen Umgang mit den Zahlen iiberzeugt,
sie zu beherrschen, ihre Eigenschaften zu kennen. Es scheint uns, dass wir mit ihnen vollig
vertraut sind.

Doch triigt der Schein nicht? Was ist v/2 eigentlich? Haben wir diese Zahl wirklich ver-
standen? Das Hinterfragen dessen, was wir zu wissen glauben, die kritische Analyse, ist
eines der Grundprinzipien der modernen Naturwissenschaft. Im Gegensatz zu zuvor wollen
wir nun den bereits mathematisch geschulten Blick auf das richten, was wir bereits zu ken-
nen glaubten. Wir werden unser Wissen iiber Mengenlehre und mathematische Strukturen
anzuwenden versuchen und die Zahlen selbst in einem etwas verédnderten Licht betrachten.

Das Kapitel ist in zwei Teile geteilt, die munter durcheinander gemischt erscheinen. Nur
Randstreifen trennen den vergleichsweise beschreibenden Zugang zu den Zahlenmengen vom

axiomatischen Zugang, bei dem die Zahlenmengen direkt aus dem Zermelo—Fraenkelschen
Axiomensystem ZFC konstruiert werden.

6.1. Die natiirlichen Zahlen N

,Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Men-
schenwerk. Leopold Kronecker (1823-1891)

,Die natiirlichen Zahlen sind freie Schopfungen des menschlichen Geistes.*
Richard Dedekind (1831-1916)

Die natiirlichen Zahlen sind schon seit langer Zeit bekannt. Sie entstanden historisch
gesehen aus dem natiirlichen Zahlbegriff. Die Null als Zeichen und als eigensténdige Zahl
wurde aber erst Ende des Mittelalters akzeptiert. Wahrscheinlich stammt das Zeichen aus
Indien. Die Null ist Element der natiirlichen Zahlen. Wir definieren das so, und auch die
DIN Norm 5473 stimmt damit {iberein. Demnach ist

N:={0,1,2,3,4,...}.

Mit dieser ,,Definition® erhalten Sie die richtige Vorstellung von N, doch mathematisch
exakt ist sie nicht. Was sollen die Punkte bedeuten? Wir folgen hier Giuseppe Peano (1858
1932) der die einfachste axiomatische Beschreibung von N, die die Punkte in obiger Beschrei-
bung exakt macht, im 19. Jahrhundert gegeben hat.

Bemerkung 6.1.1 (N). Die natiirlichen Zahlen sind eine Menge N zusammen mit einer
Vorschrift S die die Peano Axiome erfillt:

(PA1) 0 ist eine natirliche Zahl, d.h. 0 € N,
95
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(PA2) Jeder natiirlichen Zahl wird genau eine natirliche Zahl S(n) zugeordnet, die ihr
Nachfolger genannt wird, d.h.

Vn € N: (S(n) € N),
(PA3) 0 ist kein Nachfolger, i.e.,
Vn € N:=(S(n) =0),
(PA4) Sind zwei natirliche Zahlen verschieden, so sind das auch ihre Nachfolger, d.h.
VneN:¥YmeN: (S(n)=5(m)) =n=m,

(PA5) Enthdlt eine Menge M natirlicher Zahlen die Zahl 0 und mit jeder Zahl ihren Nach-
folger, so ist M = N, genauer: Ist 0 € A C N und gilt: n € A = S(n) € A, so gilt
schon A = N.

Das letzte Axiom postuliert iibrigens das Induktionsprinzip. Ganz befriedigend ist diese
Beschreibung noch immer nicht, da wir ja gerne hétten, dass die Menge N existiert und
eindeutig bestimmt ist, d.h. dass es genau eine Menge N gibt, die obigen Axiome erfiillt.
Das dem tatséchlich so ist, wird in Abschnitt 6.1.1 aus den ZFC Axiomen der Mengenlehre
bewiesen.

Auf der Menge N sind die beiden Operationen +, die Addition und -, die Multiplikation
definiert, wobei (N, +) eine kommutative Halbgruppe mit Nullelement 0 und (N,-) eine
kommutative Halbgruppe mit Einselement 1 ist. (In der Sprache von Definition 5.3.3 ist N
ein kommutativen Halbring mit 0 und 1 (ein Dioid) ohne Nullteiler (siehe Beispiel 5.3.4).)

Ferner ist eine Totalordnung (siehe Definition 4.2.14 (iii)) < erklért, die vertréglich mit
den Verkniipfungen ist, d.h. es gelten die beiden Ordnungsaxiome

(01) Ist a < b, so ist fiir alle c € N auch a + ¢ < b+ ¢,
(02) Sind z > 0 und y > 0, so ist zy > 0.

Die Menge N ist also ein geordnetes Dioid beziiglich Addition und Multiplikation. Sie ist
die kleinstméchtige unendliche Menge, und es gilt |N| = X, (siehe Ende Kapitel 4).

6.1.1. Mengentheoretische Konstruktion von N. Die Konstruktion der natiirlichen
Zahlen aus ZFC (den Axiomen der Mengenlehre von Zermelo und Fraenkel) funktioniert
folgendermaflen.

Wir definieren

0:=0

1:=5(0)=0uU{0} = {0}
2:=S(1)=1U{1} = {0,{0}}
3:=5(2)=20{2} = {@, {0}, {0, {(2)}}}

. 0 n=0
T lS()=nu{n} n#0

Somit erhalten wir in Kurzform 0 = @), 1 = {0}, 2 = {0, 1} und allgemein n = {0, 1,...,n—1}.
Jede Zahl ist also identifiziert als die Menge, die alle kleineren Zahlen enthélt.

So stellen wir uns das jedenfalls vor. Die Konstruktoren, die wir verwendet haben, sind
alle bereits definiert, und ZF7 garantiert uns, dass eine Menge existiert, die alle diese Zahlen
n enthélt. Leider wissen wir zwei Dinge noch nicht, ndmlich ob es eine Menge gibt die genau
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alle diese Zahlen enthélt, denn nur dann ist sie eindeutig bestimmt (und das, was wir uns
naiv unter N vorstellen).

Theorem 6.1.2. Sei die Nachfolgereigenschaft 1
YY) =VX:DeYN(XeY=S5X)eY)).

gegeben. Dann gilt
AN VM (Pp(N) A (P(M) = N C M)).

Mit anderen Worten, es gibt genau eine Menge der natiirlichen Zahlen. Sie ist die kleinste
Menge, die die Nachfolgereigenschaft besitzt.

BEWEIS. Wegen ZF7 gibt es eine Menge Z, die die Eigenschaft (Z) besitzt. Wir defi-
nieren N := {M € PZ | ¢(M)}. Sei nun N := (\N. (Fiir eine Mengenfamilie F ist (| F
definiert durch F:={x e YF |VF e F:(z € F)}.)

Dann gilt VM € N : ¢(M), und daher VM € N : () € M), also auch () € N. Ferner
wissen wir X € N= (VM € N : (X € M)), deshalb VM € N : (S(X) € M), was wiederum
S(X) € N zur Folge hat. Daher gilt 1¥(N).

Um Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass IM : (M) (etwa ein M, das nicht
Teilmenge von Z ist). Mit denselben Argumenten wie oben kénnen wir zeigen, dass ¥(ZNM)
gilt, sowie (ZN M) C M und N C Z N M, was N C M impliziert. O

Korollar 6.1.3. Es gilt das Induktionsprinzip
VM € PN : (v(M) = M = N).

BEWEIS. Sei M € PN beliebig. Gilt ¥(M), so ist M C N, und nach Voraussetzung gilt
N C M, und daher ist M = N. O

Diese (etwas unintuitive) Version der Konstruktion der natiirlichen Zahlen ist viel méchti-
ger als die Definitionen, die im neunzehnten Jahrhundert gegeben wurden. Das sieht man
allein daran, dass man das Induktionsprinzip beweisen kann und nicht als Axiom fordern
muss. Alle fiinf von Peano fiir die natiirlichen Zahlen angegebenen Axiome kann man leicht
iiberpriifen.

Proposition 6.1.4. Die Menge der natiirlichen Zahlen N erfillt die Peano Axiome.

BEWEIS. Die Axiome PA1 und PA2 gelten wegen der Definition von N und PF5 haben
wir in Korollar 6.1.3 gezeigt. Es bleiben also nur noch PA3 und PA4.

PA3 beweisen wir indirekt. Sei also n € N gegeben mit S(n) = 0. Dann ist S(n) =
nU{n} =0, doch es gilt n € S(n), und daher S(n) # (). Dieser Widerspruch beweist PA3.

Zum Beweis von PA4 nehmen wir an, dass m,n € N sind mit S(n) = S(m). Sei k € n.
Dann ist auch k € nU{n} = S(n) = S(m) = mU{m}, also k € m oder k € {m} wegen der
Eigenschaften von U. Weil aber die Menge {m} nur ein Element, ndmlich m enthilt, folgt
daraus die Tatsache k € mVk =m. Ist k = m, sogilt n € kVn =k, weil n € S(n) =
S(m) = S(k), und daher widerspricht entweder {n, k} oder {k} dem Fundierungsaxiom ZF9.
Daher gilt £k € m und auch n C m. Analog zeigt man durch Vertauschen von m und n die
Relation m C n, und es folgt n = m. Dies beweist auch PA4, und wir sind fertig. O

Die arithmetischen Operationen 4 und - definiert man ebenfalls {iber S. Die Totalordnung
< ist einfach

m<n:& (menvVm=n).

Proposition 6.1.5. Die Relation < ist eine Totalordnung.
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BEWEIS. Reflexivitdt und Transitivitit sind offensichtlich, und wére die Antisymmetrie
nicht erfiillt, dann existierten zwei natiirliche Zahlen m # n € N mit n < m und m < n, also
mit m € n und n € m. Gébe es diese Zahlen, dann kénnten wir die Menge {m,n} bilden,
welche ZF9 widerspréche. Daher ist die Antisymmetrie erfiillt, und < ist eine Halbordnung.

Um zu beweisen, dass < eine Totalordnung ist, miissen wir zeigen, dass fiir je zwei Zahlen
m,n € N entweder m < n oder m = n oder m > n gilt.

Beweisen wir zwei Hilfsresultate zuerst:

HBI1. Vm,n e N: (m € n= S(m) Cn).

Sei M == {n e N|Vm &€ N: (m € n = S(m) C n)}. Die 0 erfiillt die Bedingung
trivialerweise, daher ist 0 € M. Sei nun n € M. Gilt m € S(n) = n U {n}, so ist entweder
m =n oder m € n. Ist m = n, so ist S(m) = S(n) und daher gilt S(m) C S(n). Ist hingegen
m € n, so gilt wegen n € M auch S(m) C n C S(n), und somit gilt immer S(m) C S(n).
Daher ist auch S(n) € M und wegen Korollar 6.1.3 folgt M = N. Dies beweist HB1.

HB2. Vm,n e N: (m CnAm#n)=méEn).

Sei M :={n e N |VmeN:(mZnAm#*n) = m € n)}. Ist m C 0, so ist
m = 0 und daher 0 € M. Sei nun n € M. Wir betrachten S(n), und daher sei m € N mit
m C S(n) Am # S(n). Ist k € m, so gilt wegen S(n) = n U {n}, dass entweder k € n
oder k = n. Ist k = n, so ist n € m und wegen HB1 folgt dann S(n) C m. Dies ist aber
ein Widerspruch zu m C S(n) A m # S(n). Daher gilt Vk € m : k € n, also m C n.
Ist m = n, dann haben wir m € n U {n} = S(n). Sonst gilt m C n A'm # n, und weil
n € M vorausgesetzt ist auch m € n. Dies impliziert aber m € S(n), und S(n) € M. Aus
Korollar 6.1.3 folgt M = N, was HB2 beweist.

Sei M ={neN|VmeN:(m<nVm=mnVn <m)}. Betrachten wir zuerst 0. Ist
0#mn,sogilt0 =0 C n,also0 € n wegen HB2, und daher 0 € M. Sei nun n € M. Betrachten
wir S(n). Sei m € N gegeben. Gelten m € n oder m = n, so haben wir m € nU{n} = S(n).
Gilt andererseits n € m, so folgt aus HB1, dass S(n) C m. Ist S(n) # m, so ist S(n) € m
wegen HB2. Es gilt also m € S(n)vm = S(n)V.S(n) € m, und daher S(n) € M. Verwenden
wir ein weiteres Mal Korollar 6.1.3, so sehen wir M = N und wir sind fertig. UJ

Die arithmetische Operation 4+ : N x N — N sei unser nichstes Opfer. Wir definieren
n+0=n
n+S(m)=S(n+m)
und finden das folgende Resultat

Proposition 6.1.6. Es gibt genau eine Abbildung + : N x N — N, die obige rekursive
Definition erfiillt.

BEWEIS. Beginnen wir mit der Eindeutigkeit. Seien + und H zwei Funktionen, die die
rekursive Definition erfiillen. Setzen wir M = {n € N | Vm € N : (m+n = mBn)}.
Natiirlich ist 0 € M wegen n+0 =n = nHO0. Sei nun n € N, dann haben wir fiir m € N die
Gleichung m + S(n) = S(m+n) = S(mBEn) wegen n € N und S(mBEn) = mHE S(n), und
daher S(n) € M. Aus Korollar 6.1.3 folgt M = N, und daher ist + = B als Teilmenge von
(N x N) x N. Wir diirfen noch nicht von Abbildung reden, da wir die Abbildungseigenschaft
noch nicht nachgewiesen haben. Dies kénnen wir mit einem &dhnlichen Induktionsargument
erreichen.

Sei fiir jedes m € N die ,Abbildung” +,, : N — N definiert durch +4(n) = n und
+5(m)(n) = S(+m(n)). Dies macht 4, zu einer Relation, aber wir werden unten die Abbil-
dungseigenschaft nachweisen:

Sei M :={meN|VneN:Vj<m:3keN: (+;(n) =k)} Wegen Vn € N : (+¢(n) =n)
folgt sofort 0 € M. Ist m € M, dann ist +¢(n) = n eindeutig. Sei also j < m. Dann
existiert fiir beliebiges n € N genau ein k mit +;(n) = k. Also ist fiir S(j) die Beziehung
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+s(jy(n) = S(4;(n)) = S(k) erfiillt. Somit ist auch S(m) € M, da fiir j € N mit j < S(m)
entweder j = 0 ist oder ein j* € N existiert mit 7 = S(j’) und j/ < m. Somit impliziert
Korollar 6.1.3 aber M = N. Daher ist fiir jedes m € N die Relation +,, tatsichlich eine
Abbildung, und + : N x N — N ist dann als Abbildung definiert durch n +m = +,,(n) fur
alle m,n € N. O

Mit dhnlichen Induktionsbeweisen zeigt man noch, dass die arithmetische Operation - :
N x N — N rekursiv definiert werden kann durch

n-0=0
n-S(m)=(n-m)+n

Theorem 6.1.7. Die natirlichen Zahlen (N,+,-) bilden einen kommutativen Halbring
mit 0 und 1.

BEWEIS. Zeigen wir zunéchst, dass (N, +) eine kommutative Halbgruppe ist.

BH1: Vn € N: S(m) +n=m+ S(n).
Sei M:={neN|VmeN:Sim)+n=m-+S(n)}. Esgilt S(0)+ 0= 5(0) und
04 .5(0) = S(0+0) = S(0) und daher 0 € M. Sei nun n € M. Wir betrachten S(n)
und erhalten fiir m € N die Beziehung S(m)+S(n) = S(S(m)+n) = S(m+S(n)) =
m+ S(S(n)) nach Definition von + und weil n € M. Daher ist auch S(n) € M und
Korollar 6.1.3 liefert uns M = N.

BH2: Vn e N: 0+n =n.
Sei M :={n € N|0+n =n}. Dann ist 0 € M wegen 0+0 = 0. Sei nun n € M und
betrachten wir S(n). Wir erhalten 0 4+ S(n) = S(0 +n) = S(n) aus der Definition
von + und weil n € M. Daraus und aus der Definition folgt, dass 0 ein Nullelement
ist.

KG(+): Vn,m € N:n+m=m+n.
Diese Beziehung zeigen wir ebenfalls mit Induktion. Sei M := {n € N | Vm € N :
m +n = n+ m}. Wegen BH2 und der Definition von + gilt fiir alle n € N die
Gleichung 0 +n = n + 0 und daher 0 € M. Sei nun n € M. Dann rechnen wir fiir
beliebiges m € N wie folgt: S(n)+m = n+S(n) = S(n+m) = S(m+n) = m+S(n).
Zweimal haben wir die Definition von + verwendet und je einmal die Tatsache
n € M und BH1. Daher ist S(n) € M, und wegen Korollar 6.1.3 gilt M = N. Daher
ist + kommutativ.

AG(+): VE,mn e N: (k+n)+m=k+ (n+m).
Ein weiterer Induktionsbeweis wird uns das Assoziativgesetz zeigen. Wir definieren
M:={meN:VkneN: (k+n)+m=k+ (n+m)}, und wieder gilt 0 € M,
diesmal wegen (k+n)+0=Fk+n=4k+ (n+0). Ist m € M, dann rechnen wir fiir
beliebige k,n € N

(k+n)+S(m)=S(k+n)+m)=Sk+(n+m)) =
=k+Sn+m)=k+ (n+ S(m)).

Das beweist S(m) € M und damit M = N wegen Korollar 6.1.3. Also ist + assoziativ
und (N, +) ein kommutatives Monoid.

BH3: Vn e N:0-n=0.
Induktion mit M = {n € N|0-n = 0}. 0 € M wegen der Definition 0-0 = 0. Ist
n € M, so ist auch S(n) € M wegen 0-S(n) = (0-n)+0=0+0 = 0. Korollar 6.1.3
impliziert wieder M = N.

BH4: Vn € N: S(0) -n=n-S5(0) =n, also S(0) ist Einselement.
Die erste Gleichung n-S(0) = n-0+n = 0+n = n folgt direkt aus den Definitionen
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von - und +. Die zweite Gleichung benétigt einen Induktionsbeweis. Sei M := {n €
N | S(0)-n =n}. Esist 0 € M nach Definition von -, und ist n € M, so kénnen wir
rechnen

S(0)-S(n) =(S(0)-n)+S(0) =n+ S5(0) =S(n+0)=S5(n).
Daher ist S(n) € M und M = N wegen Korollar 6.1.3.
BHS5: Vn,m € N: S(n)-m=n-m+ m.
Dieser erste Schritt zur Kommutativitiat folgt aus Korollar 6.1.3 nach Definition
von M :={m € N |Vn € N: S(n)-m =n-m+ m}. Es gilt ndmlich wegen
S(n)-0=0=(n-0)+0, dass 0 € M ist. Gilt nun m € M, dann haben wir fiir
beliebiges n € N

S(n)-S(m)=(S(n)-m)+Sn)=Mnm-m)+m+S(n)=
=(n-m)+Sm)+n=Mm-m)+n+S(m)=
=(n-S(m))+ S(m)

und damit S(m) € M.

KG(): Vm,neN:m-n=n-m.
Diesmal setzen wir M := {n € N | Vm € N : m-n = n-m}. Es ist wegen der
Definition von - und BH3 0 € M. Ist n € M, so auch S(n) wegen m - S(n) =
(m-n)+m = (n-m)+ m = S(n) - m. Hier haben wir die Definition und BH5
verwendet. Es ist also M = N wegen Korollar 6.1.3.

DG: Vk,m,neN:k-(m+n)=(k-m)+ (k-n).
Sei M ={keN|VmneN:k-(m+n)=(k-m)+(k-n)}. Dann ist 0 € M wegen
0-(m+n)=0=04+0=(0-m)+ (0-n). Haben wir k € M, so ist auch S(k) € M
wegen Definitionen, Eigenschaften von + und BH4

Sk)-(m+n)=(k-(m+n)+(m+n)=(Fk-m)+(k-n)+m+n=
=(k-m)+m+(k-n)+n=(Sk) -m)+ (S(k)- n).

Aus Korollar 6.1.3 erhalten wir M = N.

AG(:): Vk,myn eN:(k-m)-n=k-(m-n).
Setzen wir diesmal M :={n e N |Vk,m e N:(k-m)-n=4k-(m-n)}. Esist 0 € M
erfiillt, weil (k-m)-0=0=%k-0=Fk-(m-0). Ist nun n € M und sind k,m € N
beliebig, so rechnen wir nach dem zuvor bewiesenen

(k-m)-S(n) = ((k-m)-n)+(k-m)=(k-(m-n))+(k-m)=
=k-((m-n)+m)=Fk-(m-S(n)).
Verwenden wir ein letztes Mal Korollar 6.1.3, so erhalten wir M = N.

Somit haben wir alle erforderlichen Eigenschaften eines kommutativen Halbrings mit 0 und
1 nachgewiesen. 0

Die Vorrangregel - vor + fithren wir ein, um uns {iberfliissige Klammerung zu ersparen.
Wir haben nun die natiirlichen Zahlen mit ihren Rechenoperationen eingefiihrt. Wir lassen in
Zukunft auch das Multiplikationszeichen weg, wenn dadurch keine Zweideutigkeit entsteht.

Theorem 6.1.8. Die Ordnungsrelation < und die arithmetischen Operationen + und -
sind vertraglich.
(1) VeomneN:(m<n=k+m<k+n),
(2) Ve, {mneN: (m<nAk</l)=k+m<{+n),
(3) VE,mneN:(n+k<n+m=k<m),
(4) Vk,m,n € N: (m <n = km < kn),
(5) Vk,m,n € N: ((n #0Ank <nm) =k <m).
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BEWEIS. Im gesamten Beweis definieren wir eine Menge M und beweisen 0 € M und
die Implikation n € M = S(n) € M. Dann verwenden wir Korollar 6.1.3, um M = N zu
schlieflen.

Zu Beginn beweisen wir die Hilfsbehauptung Vm,n € N : (m <n < S(m) < S(n))). Es
gelten

m<n=menVm=n=Sm)CnV SMm)==Sh)=
= (S(m) € S(n) A S(m) # S(n)) v S(m) = S(n) =
= S(m) € S(n) v S(m) =S(n) = S(m) < S(n).

und
S(m) < S(n)=8S(m)e Sn)Vv S(m)=5n)=Sm)enU{n} Vm=n=
=Sm)enVv . Sm)=nVm=n=>menV m=n=m<n,
was die Hilfsbehauptung zeigt.
(1) M:={keN|VYmneN: (m<n=k+m<k+mn)} Trivial ist 0 € M. Fir
k € M wissen wir
m<n=k+m<k+n=Sk+m)<Sk+n)=95k)+m<Sk)+n

Daher ist S(k) € M.

(2) Es gilt k£ < ¢ und daher ist k+m < {+m. Wegen m < n gilt auflerdem {+m < {+n.
Aus der Transitivitdt von < folgt schliellich k +m < £+ n.

(3)Sei M :={n e N|Ve,meN: (n+k <n+m=k < m)}. Es gilt wieder
trivialerweise 0 € M und fiir n € M finden wir wegen

Sn)+k<Sn)+m=Sn+k)<Snh+m)=n+k<n+m=k<m

und S(n) € M
(4) M :={keN|VmmneN:(m<n=kn<kn)} Trivial sind 0 € M, da 0 <0,
und S(0) € M. Fiir k € M wissen wir

m<n=kkn<kn=kn+m<kn+n= Sk)m<S(k)n.

Daher ist S(k) € M.
(5) Sei M :== {k € N | Vn,m € N: ((n # 0 A nk < nm) =k < m)}. Es gilt
trivialerweise 0 € M, und fiir £ € M finden wir

nS(k) < nm = nk+n < nm. (6.6)

Nun unterscheiden wir zwei Fille. Ist m = 0, so muss nk+n = 0 sein, da die einzige
Zahl z € N mit z < 0 die 0 ist. Das ist aber nur moglich, wenn n = 0 ist; dies ist
aber nicht erlaubt. Also gilt m # 0, und damit existiert m’ € N mit m = S(m/).
Wir folgern in Gleichung (6.6) weiter
nk+n <nS(m') = nk+n<nm'+n=nk<nm =
=k<m' = Sk)<S(m')=m.

Daher ist auch S(k) € M und M = N.

Theorem 6.1.9. Im Halbring (N, +,-) gelten die folgenden Regeln:
(1) Aus nm = 0 folgt bereits n = 0 oder m = 0.
(2) Aus n+m =n+k folgt m = k.
(3) Aus nm = nk firn #0 folgt m = k.
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BEWEIS.

(1) Sei n # 0 und m # 0. Dann gibt es m/,n’ € N mit n = S(n’) und m = S(m')
und wir erhalten mn = S(m/)S(n') = m'S(n’) + S(n') = m'n' + m' + S(n') =
S(m'n' +m' +n') # 0 wegen PA3.

(2) Sei M :=={neN|VmkeN: (n+m=n+k=m=k)}. Dann ist 0 € M weil
aus 0 +m = 0 + k trivialerweise m = k folgt. Sei nun n € M. Dann gilt wegen
Definitionen und PA4

Sn)+m=Smn)+k=Sn+m)=Snh+k)=n+m=n+k=m==k.

Daher ist S(n) € M und M = N wegen Korollar 6.1.3.

(3) Aus nm = nk kénnen wir nm < nk folgern, und daraus wegen Theorem 6.1.8 Punkt
(5) auch m < k. Da wir analog auch nk < nm und daraus k& < m schliefen kénnen,
folgt der Rest aus der Antisymmetrie der Ordnungsrelation.

Damit hétten wir alle Behauptungen bewiesen. O

6.2. Die ganzen Zahlen 7

Die ganzen Zahlen sind die zweite Zahlenmenge, die in der Schule eingefiihrt wird. Um
keine Probleme mit der Umkehrung der Addition, der Subtraktion — zu erhalten, fithrt man
die negativen Zahlen ein, die Ergebnisse, wenn man gréflere Zahlen von kleineren subtrahiert.
Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine negative Zahl —n mit n+ (—n) = 0. Auf diese Weise
wird Z zu einer abelschen Gruppe beziiglich der Addition. Wir haben

Z={...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

Zusammen mit der Addition + und der Multiplikation - bildet Z einen Integritéitsbereich.
Ferner kann man die Totalordnung von N auf Z fortsetzen, indem man erklart

—n<—-m:&m<n und —m<0 VYm,n € N

Diese Ordnungsrelation erfiillt dann dieselben Vertriglichkeitsbedingungen (O1) und (O2)
wie sie schon in N gelten.
Die ganzen Zahlen sind gleich méchtig wie N. Es gilt also |Z| = X,.

6.2.1. Mengentheoretische Konstruktion von 7. Machen wir nun den néchsten
Schritt und versuchen wir eine mengentheoretische Konstruktion der ganzen Zahlen.

Gehen wir dazu von N aus. Bis jetzt ist dies ja die einzige unendliche Zahlenmenge, die
wir aus den Axiomen konstruiert haben. Bilden wir N x N, die Paare natiirlicher Zahlen.
Definieren wir eine Relation ~ auf N x N durch

(m,n) ~ (m',n): <= m+n'=m'+n
Proposition 6.2.1. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf N x N.

BEWEIS. Die Reflexivitit ist offensichtlich erfiillt, ebenso wie die Symmetrie. Kommen
wir zur Transitivitdt. Seien (m,n) ~ (m/,n') und (m',;n’) ~ (m”,n"). Dann gelten m +n’ =
m/+n und m’4+n" = m”+n’. Daher wissen wir m+n'+m” = m/4+n+m” und daraus wiederum
folgt m +m/ +n” = m' +n + m”. Verwenden wir nun Eigenschaft 2 aus Theorem 6.1.9, so
erhalten wir m +n” =m” +n und (m,n) ~ (m”,n"). O

Wir definieren 7 := (N x N)/. als Faktormenge beziiglich der oben definierten Relation.
Nun wollen wir die Operationen + und - und die Relation < auch auf Z definieren.
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+: Wir definieren
[(ml, MQ)] + [(nl, ng)] = [(m1 + N1, Mo + HQ)]

Dies ist wohldefiniert. Seien (my,mso) und (m), m}) zwei verschiedene Représentan-
ten von [(mq, me)]. Dann gilt my +mf4 = m} + my und wir erhalten

(my +n1) + (my +ng) = (my +m}) + (ng +ng) =
= (m} +ma) + (n1 +np) =
= (m} + ny) + (ma + na).

Daher ist (mq + ny,mg + ng) ~ (m} + ny, mb + ny). Analog weist man die Wohlde-
finiertheit im zweiten Term nach.
-+ Fiir die Multiplikation setzen wir

[(ml, mg)] . [(nl, ng)] = [(mml + MoNa, M1MN2 + mgnl)].

Auch das ist wohldefiniert, wie man leicht nachrechnet.
<: Die Ordnungsrelation fiihrt man auch zuriick auf die Relation in N:

[(ml,mg)] S [(nl,ng)] L= My + no S ny + Ma.

Diese Relation ist wohldefiniert, was man leicht nachrechnet. Sie ist auch offensicht-
lich reflexiv. Sie ist antisymmetrisch, weil aus [(m1, ma)] < [(n1, ng)] und [(ny, ng)] <
[(m1, m2)] und den Eigenschaften von < auf N die Beziehung my + ny = ny + mao,
also (my, ma) ~ (n1,ng) und daher [(my, ms)] = [(n1, n2)] folgt.

Die Transitivitdt erhélt man so: [(my, ma)] < [(n1,n2)] impliziert my + ny <
ny + me, und aus [(ny,n2)] < [(k1, k2)] folgt ny + ke < k1 + ne. Aus Theorem 6.1.8

erhalten wir
m1+n2+k2 §n1+m2+k2 < k1+n2+m2,
woraus schlieBlich m; + ko < ki 4+ my folgt, also [(my, m2)] < [(k1, k2)].

Jetzt haben wir die Grundoperationen definiert. Es bleibt noch, ihre Eigenschaften zu
beweisen.

Theorem 6.2.2. Die ganzen Zahlen (Z,+,-) sind ein Integrititsbereich.

BEWEIS. Verifizieren wir zuerst, dass (Z,+) eine abelsche Gruppe ist:

G1: Es gilt ([(m1, m2)] + [(n1,n2)]) + [(k1, k2)] = [(ma, ma)] + ([(n1, n2)] + [(K1, k2)]),
weil die Operation komponentenweise definiert ist und + auf N assoziativ ist.

G2: Das Element [(0,0)] ist neutrales Element, wie man sofort einsieht.

G3: Sei [(my, m2)] € Z beliebig. Dann ist das Element [(mg, m;)] ein Inverses beziiglich
der Addition.
Es gllt [(ml,m2)] + [(mg,ml)] = [(m1 + Mmoo, my + m2)] = [(0, O)]

G4: Das Kommutativgesetz ist erfiillt, weil es in (N, +) gilt und die Operation in Z
komponentenweise auf Repriasentanten definiert ist.

Nun miissen wir zeigen, dass (Z, -) ein kommutatives Monoid ist:

M1: Es gilt ([(m1, m2)][(n1, n2)])[(k1, k2)] = [(m1, m2)]([(n1, m2)][(k1, k2)]). Das sieht
man nach langer aber einfacher Rechnung ein.

M2: Das Element [(1,0)] ist Einselement. Das ist leicht.

M3: Es gilt das Kommutativgesetz [(mq, m2)][(n1,n2)] = [(n1,n2)][(m1, m2)]. Das
folgt unmittelbar aus der Definition.

D: Ebenso miihsam aber einfach nachzurechnen wie das Assoziativgesetz ist das Dis-
tributivgesetz.
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Was bleibt, ist die Freiheit von Nullteilern zu zeigen. Seien [(mq, m2)] und [(n, ny)] zwei
Elemente von Z mit [(mi, msg)][(n1,n2)] = [(0,0)]. Aus dieser Beziehung folgt mit Hilfe der
Definitionen von - und ~ die Beziehung

MmNy + Mang = Mng + Maon,. (6.7)
Hilfsbehauptung: Wir zeigen nun, dass fiir je vier Zahlen m,n, k, ¢ € N aus
mk+nl=ml+nk AN m#*n
schon k = ¢ folgt. Wie immer beweisen wir das mit vollstindiger Induktion. Sei
M:={neN|Vk,tmeN: ((mk+nl=ml+nkAm#n)=k=1)}.
Dann gilt 0 € M, weil
mk + 00 =ml+ 0k = mk=ml =k=/{ wegen m # n =0 und Theorem 6.1.9.

Sei nun n € M. Dann untersuchen wir
mk + S(n)l =ml+ S(n)k

Fiir m = 0 haben wir 0k+S5(n)¢ = 00+ .S (n)k, woraus sofort ¢ = k folgt wegen Theorem 6.1.9
(3). Sei also nun m # 0 und m # S(n). Dann existiert m’ € N mit S(m’) = m, und wir
kénnen unter Verwendung von Theorem 6.1.9 rechnen

mk + S(n)l =ml+ S(n)k
mk+nl +0=ml+nk+k
S(mk+nl +0=Sm')l+nk+k
mk+k+nl+0=ml+{+nk+k
m'k +nl = m'l + nk.

Falls n # m’ gilt, dann kénnen wir aus n € M schon ¢ = k folgern. Das ist aber der Fall,
weil S(m') = m # S(n) vorausgesetzt war. Daher ist auch S(n) € M und aus Korollar 6.1.3
folgt M = N und die Hilfsbehauptung.

Kehren wir zuriick zu unserer Beziehung (6.7). Aus der Hilfsbehauptung erhalten wir fiir
my # mgy die Folgerung ny = na, also [(n1,n2)] = [(0,0)]. Gilt andererseits m; = ma, so
bedeutet das [(mq,mg)] = [(0,0)] und wir schlieflen die Nichtexistenz von Nullteilern. O

Wir konnen sehr leicht nachrechnen, dass fiir die Elemente [(n, 0)] dieselben Rechenregeln
gelten wie fiir natiirliche Zahlen n. Auflerdem sind alle diese Zahlen verschieden (n # m =
[(n,0)] # [(m,0)]). Es ist also N C Z mit dieser Identifikation. Wir schreiben in Zukunft
auch n fiir diese Elemente. Es ist nun das Inverse bzgl. + von n die Klasse [(0,n)], und wir
schreiben fiir dieses Element von Z kurz —n. Die Elemente [(n,0)] und [(0,n)] fir n € N
sind auch schon alle Elemente in Z, da

([m1 —my,0]) falls my > my
([0,my —my]) falls my < my.

([m1,ma]) = my + (—m2) = {

Damit haben wir endlich die uns vertraute Form der ganzen Zahlen als ,,-=N* erreicht.

Es gilt fur alle n,m € N, dass [(n,0)] < [(m,0)] genau dann, wenn n < m. Das folgt
direkt aus der Definition. Ebenfalls aus der Definition folgt sogleich [(0,7n)] < [(0,m)], dann
und nur dann wenn m < n ist. Schlieflich kann man noch aus der Definition ablesen,
dass fiir N 5 n # 0 die Ungleichungen [(0,n)] < [(0,0)] < [(n,0)] gelten. Die natiirlichen
Zahlen entsprechen also genau den positiven Elementen von Z, und die Elemente —n sind
die negativen Elemente (die negativen Zahlen).
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Theorem 6.2.3. Fir die Ordnungsrelation von Z finden wir die folgenden Eigenschaften.

(
(2) VeEomneZ :(im<n=m+k<n+k),

(3) VmyneZ:((m>0An>0)=mn>0),
(4) VeE,mn e Z: (k>0Am <n)=km < kn),
(5) VkE,m,n e Z: (k<0Am <n)=km>kn),
(6 ((

YVe,mneZ: (k>0ANkm <kn)=m<n)
BEWEIS.
(1) Sind die Vorzeichen von m und n verschieden, so wissen wir m < 0 < n und daher
—m > 0 > —n. Sind m und n positiv, so sind —m = [(0,m)] und —n = [(0,n)].

Wegen m < n gilt nach Definition von < auf Z die Beziehung —m > —n. Haben
wir umgekehrt m < n <0, so impliziert das analog zu oben —m > —n.

(2) Sind m = [(m1, m2)], n = [(n1, ne)] und k = [(k1, k2)], so erhalten wir wegen Theo-
rem 6.1.8

m<n
[(m1, m2)] < [(n1,n2)]
my 4+ ne < Mo + Ny
my+ ki +net+ ke <mo+ ko +ng+ kg
[(my + k1, ma + ka)] < [(n1 + ki, ng + k)]
m+k<n+k

(3) Dies folgt aus Theorem 6.1.8.(4) und der Nullteilerfreiheit.

(4) Ist m > 0, so folgt aus Theorem 6.1.8.(4) sofort km > 0 = k0. Gilt nun m < n, so
folgt aus (2) 0 < n —m und aus dem schon bewiesenen 0 < k(n —m) = kn — km
und wir erhalten wieder aus (2) die gesuchte Ungleichung km < kn.

(5) Fiir £ <0 ist —k > 0 und alles weitere folgt aus (4).

(6) Gilt km < kn, so erhalten wir aus (2) die Beziehung 0 < k(n —m). Weil k£ > 0 gilt,
kénnen wir aus Theorem 6.1.8.(5) 0 < n—m und damit wegen (2) m < n schlieBen.

O
Proposition 6.2.4. Ist k # 0, so folgt aus km = kn schon m = n fiir beliebige m,n € 7.

BEWEIS. Es gilt km =kn — 0=km —kn = 0= k(m —n). Weil k # 0 gilt, muss
wegen der Nullteilerfreiheit m —n = 0, also m = n gelten. 0J

6.3. Die rationalen Zahlen Q

Die rationalen Zahlen sind die néchst umfassendere von frither bekannte Zahlenmen-
ge. Ebenso wie man die ganzen Zahlen konstruiert, um die Subtraktion fiir alle Zahlen
durchfithren zu kénnen, muss man fiir die Umkehrung der Multiplikation wieder die Zahlen-
menge erweitern.

Man geht von den ganzen Zahlen zu den Bruchzahlen {iber. Man fithrt also Ausdriicke

der Form
m

q=—
n

ein. Hier entdeckt man die ersten beiden Schwierigkeiten, die bei der naiven Einfithrung der
ganzen Zahlen nicht aufgetreten sind. Erstens schafft man es nicht, dem Ausdruck 5 Sinn
zu geben, ohne Widerspriiche zu verursachen. Zweitens bemerkt man, dass es notwendig ist,
Ausdriicke der Form 2 und £ fiir gleich zu erkliren (3 = 2). Mathematisch heiBt das, man

muss bei der Einfithrung von Q Aquivalenzklassen bilden und die Null im Nenner verbieten!
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Man definiert also Q als die Aquivalenzklassen von Briichen der Form ™ ganzer Zahlen
mit n # 0. Man findet, dass es in jeder Aquivalenzklasse einen Bruch gibt, sodass m und n
teilerfremd sind und weiters n > 0 gilt.

Zusammen mit der Addition + und - bildet Q einen Korper. Auflerdem ist auf Q eine
Ordnungsrelation < definiert, fiir die Q ein geordneter Korper ist, genau bedeutet dies.

Definition 6.3.1 (Geordneter Korper). Fin Korper (K, +,-), der auch eine totalgeord-
nete Menge (K, <) ist, heifst geordneter Korper, falls die beiden Ordnungsaziome gelten,
d.h. fir q,r,s € K gilt

(01) g<r = qg+s<r+s,
(02) g>0AT>0 = qr>0.
Wir schreiben dann (K, +, -, <).

Die Ordnungsrelation muss also mit den Rechenoperationen vertréglich sein. Aus den
Ordnungsaxiomen kénnen wir auch bereits die bekannten Rechengesetze fiir Ungleichungen
herleiten, wie ,,das Ungleichheitszeichen dreht sich um, wenn man mit einer negativen Zahl
multipliziert .

Proposition 6.3.2 (Rechenregeln in geordneten Korpern). In einem geordneten Korper
(K, +,-, <) gelten folgende Aussagen (r,y,z € K)

(1)z<y ©y—z>0.
)r<0& —z>0.
) Ist x > 0 und y < z, dann folgt xy < xz.
) Ist x < 0 und y < z, dann folgt xy > xz.
) Fiir x # 0 ist 2> > 0 und daher 1 > 0.
) Ist 0 < x <y, dann folgt 0 <y~ < x~ L.
BEWEIS.

(1) Aus z <y folgt mit (O1) 0 = v+ (—z) < y+ (—=) und somit 0 < y —x. Umgekehrt
ergibt sich aus y —x > 0mit (Ol) y=y—ax+2x>0+2 ==z

(2) Folgt aus (1) fiir y=0.

(3) Fiir y = 2z wissen wir xy = zz. Fiir x = 0 gilt 0 = 2y = 2z = 0. Ist y < z, so ist
wegen (1) 0 < z—y. Ist schliefllich = > 0, dann folgt aus (02) 0 < z(z—y) = xz—zy
und somit ist xy < wz.

(4) Dies folgt aus (2) und (3).

(5) Ist z > 0, so gilt 2> = z -z > 0 wegen (02). Fir x < 0 ist —z > 0 und 2? =
(—z)(—z) > 0. Es ist 1 # 0 und daher 1 =12 > 0.

(6) Ist x > 0,s0ist x~1 > 0. Wiire das nicht so, hiitten wir 1 = zz~! < 0 im Widerspruch
zu (5). Gilt 0 < z < y, so wissen wir z7'y~1 > 0, und daher folgt

(2
(3
(4
(5
(6

<y

w(a”ly™h) <y(@ly™
y_l <zt
OJ
Proposition 6.3.3. Die Menge N ist in Q nach oben unbeschrinkt.

BEWEIS. Angenommen, N sei in Q beschréinkt. Dann existieren positive natiirliche Zahlen
k und m mit der Eigenschaft, dass Vn € N : n < 7. Das ist gleichbedeutend mit der Aussage,
dass Vn € N : nk < m wegen Proposition 6.3.2(3). Nachdem k positiv ist, muss nk > n sein,
weil k > 1 gilt (k = k'+1, daher nk = nk’+n mit n > 0 und k' > 0, also nk’ > 0, was nk > n
impliziert) und daher existiert eine positive natiirliche Zahl m so, dass ¥n € N : n < m. Es
ist aber m + 1 > m, ein Widerspruch. Daher ist N in Q unbeschrankt. ([l
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Die Menge @ ist abzéhlbar; es gilt also |Q = Ny (vgl. Abschnitt 4.4). Auerdem besitzt
Q keinen nicht-trivialen Unterkorper.

6.3.1. Mengentheoretische Konstruktion von Q. Wenn wir die ganzen Zahlen kon-
struiert haben, steht uns nichts im Wege, dieselbe Konstruktion so dhnlich noch einmal
durchzufiihren. Im folgenden bezeichne 7, := {n € Z | n > 0} die Menge der positiven
Elemente in Z, also der natiirlichen Zahlen ungleich 0.

Betrachten wir auf der Menge Z x 7, die Relation

(ml, mg) ~ (nl,ng) D<= Ming = Mon;.
Insbesondere gilt fiir jede positive natiirliche Zahl n die Relation (my, my) ~ (nmy, nms).
Proposition 6.3.4. Es gilt wieder ~ ist eine Aquivalenzrelation auf Z x 7., .

BEWEIS.

Reflexivitét: ist offensichtlich,

Symmetrie: erfiillt, weil Definition symmetrisch ist,

Transitivitdt: Seien (mqy,ms) ~ (ny,n2) und (ny,n2) = (k1, ko). Dann sind myny =
many und niky = noky. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit ks, so erhalten wir
mynoke = maniks. Jetzt konnen wir die zweite Gleichung einsetzen und erhalten
mynoks = maongk;. Nachdem ny # 0 gilt und Z ein Integritétsbereich ist, folgt
mlkg = kal, also (ml,mg) ~ (]{31, ]{52)

O

Die Menge der rationalen Zahlen Q ist definiert als Faktormenge Q :=7 x 7, /..
Wenn wir die Operationen

[(my, ma)] + [(n1,n2)] := [(Mang + many, many)]
[(m1, ma)] - [(n1, n2)] := [(many, mans)]
definieren, so sind diese wohldefiniert und es gilt der folgende Satz

Theorem 6.3.5. Die Menge der rationalen Zahlen (Q,+,-) ist ein Kérper mit Nullele-
ment [(0,1)] und Einselement [(1,1)]. Die Menge aller Elemente der Form [(n,1)] firn € Z
entspricht Z mit allen seinen Eigenschaften (aka ist isomorph zu 7).

BEWEIS. Beginnen wir mit der Wohldefiniertheit von +. Sei (m/, m}) € [(m1, ma)]. Dann
haben wir m)my = m;m}, und

[(m, my)] + [(n1, n2)] = [(Mng + mhny, myng)] = [((ming + myni)ma, myngms)] =

(
(M nama + mhnyims, mhnams) = [(mhyming + mynyms, mhnams)] =
(m

[
[(my(ming + nyma), monams)| = [(ming + nima, nams)| =
= [(m1, m2)] + [(n1, n2)].
Die Wohldefiniertheit im zweiten Term zeigt man analog.

Nun rechnen wir die Gruppenaxiome fiir + nach

(K1) Seien q = [(q1,2)], [(r1,72)] und [(s1, S2)]. Wir rechnen

(q+7)+s=[(q1ir2 + q2r1, gor2)] + [(51, 52)] = [((q172 + q271)52 + 51272, G27252)] =
= [(q17r282 + qar152 + 51Go72, qoras2)] = [(q17252 + Qo152 + 1251), qoras2)] =
= [(q1, @2)] + [(r182 + 1251, 7282)] = g + (7 + 5)

(K2) Die Definition von ¢ + r ist symmetrisch in ¢ und r.

(K3) Es giltl [(%11, ¢)] + [(0,1)] = [(1g1 + 0ga, 1¢2)] = [(¢q1, g2)]- Daher ist 0 = [(0,1)] das
neutrale Element.
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(K4) Wir rechnen [(g1, ¢2)] + [(=a1, %2)] = (@162 — 0102, 3)] = [(0,¢3)] = [(0,1)] = 0. Das
inverse Element von [(¢1, ¢2)] ist also [(—q1, ¢2)]-

Die Wohldefiniertheit der Multiplikation erkennen wir aus der folgenden Rechnung. Sei
(m}, mb) € [(my, ma)] und deshalb mjmy = mym). Dann finden wir
[(m, my)][(n1, n2)] = [(mina, mona)] = [(mynime, monams)] =
= [(myminy, mynamy)] = [(ming, nama)] = [(ma, mo)][(n1, na)).
Die Wohldefiniertheit im zweiten Faktor zeigt man analog.
Die Gruppenaxiome fiir - kommen nun.

(K5), (K6) Die Multiplikation ist komponentenweise definiert, und die Multiplikation ganzer
Zahlen ist kommutativ und assoziativ.
(K7) Das Element 1 := [(1,1)] # [(0, 1)] ist offensichtlich Einselement.
(K8) Ist ¢ = [(q1,42)] # 0, dann ist ¢; # 0 und wir finden ¢! = [(g2, ¢1)], falls ¢; > 0
und ¢~ = [(—q2, —q1)] fiir ¢; < 0. Dass dann ¢~! das Inverse von g ist, ist einfach
einzusehen.

Das Distributivgesetz sieht man so ein.
(K9) Fiir ¢ = [(q1,92)], r = [(r1,72)] und s = [(s1, S2)] rechnen wir
q(r+s) = [(q1, @) ([(r1,72)] + [s1, 52]) = [(@1, @2)][(7152 + 7251, 725)] =
[(q1(r182 + 1251), qoras2)] = [(@ir152 + qurasy, @erass)] =
[
[

(1719252 + @ar2q151, qgr282)] = [(q171, @272)] + [(@151, @252)] =
(q1,92)][r1, 2] + [(q1, @2)][(51, 52)] = qr + ¢s
Daher ist Q ein Korper. ([l

Fiihren wir dariiber hinaus die Relation < ein, indem wir fordern
[(m1, m2)] < [(n1,n2)] : <= ming < nyma,

so ist dies wohldefiniert. Hatten wir etwa (m/, mb) € [(m1, ma)| gewihlt, so ist mym}, = mima
und wir haben

ming < Nyms
mymyng < nymaoms,
mimang < nymoms
ming < nymjy  wegen my > 0 und Theorem 6.2.3.
Analog zeigen wir die Wohldefiniertheit auf der rechten Seite.
Theorem 6.3.6. Die Relation < macht Q zu einem geordneten Kdrper.
BeEwEIs. Wir miissen die Bedingungen O1 und O2 nachweisen:
(0O1) Seien ¢ = [(q1,q2)], 7 = [(71,72)] und s = [(s1, s2)]. Dann gilt
<1 = 172 < (2T1 == 15272 S 11522 =
= (@152 + 51q2)12 < (1182 + 8172) 2 =
= (@152 + s1q2)r252 < (1152 + 5172) Q252 =
= [(q182 + $1G2, @252)] < [(r182 + 8172, 7282)] = g+ s <r+s.

(02) Sei ¢ = [(q1,92)] > 0, dann folgt ¢ > 0. Fiir r = [(r1,72)] gilt analog r > 0. Daher
ist gr = [(q171, gar2)] > 0, weil ¢y > 0 gilt wegen Theorem 6.2.3.

O
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Wenn wir zu guter Letzt die Schreibweise

m ) [(m,n)] firn >0

n " |[(=m,—n)] firn<o0

erkldren, dann haben wir die ,,Bruchzahlen“ wieder eingefiihrt und die gewohnte Notation
von @ zuriickgewonnen.

Auch die ganzen Zahlen Z kénnen wir in Q wiederfinden. Wenn wir die Elemente der Form
[(n, 1)] betrachten, so sehen wir, dass fiir m # n auch [(m, 1)] # [(n, 1)] gilt. Die Rechenope-
rationen in Z gelten auch: [(m,1)] + [(n,1)] = [(m + n,1)] und [(m, 1)][(n,1)] = [(mn,1)].
Die Abbildung ¢ : Z — Q mit ¢ : z — [(z,1)] ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Wir
konnen also Z = +(Z) C Q als Teilring (sogar Teil-Integritétsbereich) sehen. Wir werden
Elemente der Form [(m, 1)] daher weiterhin mit der ganzen Zahl m identifizieren.

6.4. Die reellen Zahlen R

Die reellen Zahlen sind die vorletzte Zahlenmenge, die wir genauer untersuchen wollen.
Weil einige wichtige Beziehungen in Q nicht berechnet werden kénnen (etwa die Lénge der
Diagonale des Einheitsquadrates oder die Flidche des Einheitskreises), bleibt uns keine Wahl
als die Zahlenmenge ein weiteres Mal zu vergrofiern.

Der Kérper Q ist auch ,,16chrig® im folgenden Sinn. Betrachten wir die beiden disjunkten
Mengen

A={z€Q|r>0A2*<2}
B={rcQ|z>0A 2*>2},

dann ist deren Vereinigung A U B = Q.. Wir wiirden aber vom Gefiihl erwarten, dass
zwischen den beiden Mengen noch eine Zahl sein sollte. Das ist natiirlich nicht mdoglich,
da diese Zahl die Gleichung 2? = 2 erfiillen wiirde, was bekanntermafen in den rationalen
Zahlen nicht moglich ist (Theorem 3.2.4).

Um die Locher zu ,,stopfen®, miissen wir zu Q irrationale Zahlen hinzufiigen und erhalten
den geordneten Korper (R,+,:, <), den wir auch als Zahlengerade reprisentieren. Die
rationalen Zahlen sind ein geordneter Unterkorper von R.

Die reellen Zahlen bilden die Grundlage der Analysis, und daher miissen wir einige wich-
tige Eigenschaften von R ableiten.

Definition 6.4.1 (Ordnungsvollstandigkeit). FEine geordnete Menge M ist ordnungs-
vollstiandig (hat die Supremums—Eigenschaft), wenn zu jeder nichtleeren nach oben beschrink
ten Teilmenge E C M ein Supremum sup E € M existiert (vgl. Definition 4.2.18).

Um diese Eigenschaft verniinftig anwenden zu konnen, miissen wir zuerst einige dquiva-
lente Formulierungen beweisen.

Proposition 6.4.2 (Charakterisierung ordnungvollstandiger Mengen). Sei M eine ge-
ordnete Menge. Dann sind dquivalent:

(1) M ist ordnungsvollstindig.
(2) Jede nach unten beschrinkte nichtleere Teilmenge F' C M besitzt ein Infimum

inf F e M.
(3) Fiir je zwei nichtleere Teilmengen E und F von M mit

a<b Va € E,Yb e F
qibt es ein Element m € M mit
a<m<b Va € E,Nb e F
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BEWEIS. Wir beginnen mit (1)=(2). Sei ) # F' C M und F nach unten beschrinkt. Wir
definieren

E={zeM|xz< fVfeF}.

Die Menge FE ist nach oben beschriankt, weil jedes Element in F' eine obere Schranke fiir
E ist. AuBerdem ist E nichtleer, da F' als nach unten beschrankt vorausgesetzt war. Nach
Voraussetzung existiert daher das Supremum o = sup £ € M. Wir zeigen nun, dass a =
inf F' gilt. Nachdem E die Menge aller unteren Schranken von F' ist, ist a grofler oder gleich
allen unteren Schranken von F. Wir miissen also nur zeigen, dass « eine untere Schranke
von F'ist. Angenommen, das ist nicht der Fall. Dann gébe es ein f € F mit f < «. Weil
E die Menge der unteren Schranken von F' ist, gilt e < f Vf € F. Daher ist f eine obere
Schranke von E, ein Widerspruch zur Supremumseigenschaft von «. Daher ist o tatséchlich
eine untere Schranke von F', also inf F'.

(2)=-(3): Seien E und F Mengen wie in der Voraussetzung. Wegen (2) existiert m := inf F.
Klarerweise ist m < b fiir alle b € F. Es ist auflerdem Va € E : a < m, denn wére das nicht
der Fall, so gibe es ein e € E mit e > m. Wegen der Eigenschaften von F und F ist aber
e eine untere Schranke von F', was der Infimumseigenschaft von m widerspricht. Daher gilt
(3).

(3)=-(1): Sei E eine nach oben beschrinkte Menge. Wir definieren die Menge F' aller oberen
Schranken von E als

F:={xeM|e<zVeec E} #.

Nach Voraussetzung existiert dann ein m € M mit e < m < f fiir alle e € F und f € F.
Daher ist m eine obere Schranke von E. Sei @ < m. Dann ist a« ¢ F', also keine obere
Schranke. Daher ist m das Supremum von E. 0J

Beispiel 6.4.3. Die Menge der rationalen Zahlen ist nicht ordnungsvollstindig. Betrach-
ten wir namlich die Teilmengen A und B von Q, die definiert sind durch

A={reQ|x>0A2* <2},
B={reQ|z>0A2*>2}.

Zundchst sind A und B nichtleer, da 1 € A und 2 € B. Weiters gilt a < b fiir alle a € A
und fiir alle b € B. Wire Q ordnungsvollstindig, dann gdibe es ein Element m € Q mit

a<m<bfiralea€c Aundbe B. (6.8)
Definieren wir nun
ci=m - 22 = 22 s ), (6.9)
Damit gilt
2(m?* —2)
2=/ 6.10
¢ (m + 2)? ( )

Ist nun m? > 2, dann folgt mit (6.10) dass ¢ > 2 und somit ¢ € B. Allerdings ist wegen
(6.9) ¢ < m, was im Widerspruch zu (6.8) steht.

Andererseits fihrt aber auch m? < 2 zu einem Widerspruch. In diesem Fall impliziert
néimlich (6.10) ¢ < 2 und somit ¢ € A, wéihrend (6.9) ¢ > m zur Folge hat. Das widerspricht
aber (6.8).

Daher gilt also m? = 2, was aber in Q unmdglich ist wegen Theorem 3.2.4.

Die nun dringend benétigte Ordnungsvervollstéandigung von Q und damit den Schritt zu
den reellen Zahlen liefert uns der folgende Satz.
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Theorem 6.4.4 (Richard Dedekind (1831-1916)). Es existiert bis auf Isomorphie genau
ein ordnungsvollstindiger geordneter Korper R, der Q als geordneten Unterkorper besitzt. Wir

nennen R die Menge der reellen Zahlen und die Elemente der Menge R\ Q die irrationalen
Zahlen.

BEWEIS. In Abschnitt 6.4.1. O

Will man sich nicht auf die mengentheoretischen Konstruktionen in Abschnitt 6.4.1 ein-
lassen, so kann man sich auf den Standpunkt von Hilbert stellen, der die Einfithrung der
reellen Zahlen als ordnungsvollstédndigen, geordneten Korper den mengentheoretischen Kon-
struktionen vorzog, und pragmatisch das Theorem 6.4.4 zur Definition erheben. Das bedeutet
also, die reellen Zahlen als ordnungsvollstiandigen, geordneten Korper zu definieren, der @
als geordneten Unterkorper besitzt; dann garantiert Theorem 6.4.4, dass es einen und nur
einen solchen Korper gibt.

Was auch immer man tut, die folgenden Ergebnisse folgen nur aus den Eigenschaften
und nicht aus der speziellen mengentheoretischen Konstruktion.

Proposition 6.4.5.

u je zwet reellen Zahlen x,y mit x > 0 existiert eine natiirliche Zahl n so, dass
1) Zuj , reellen Zahl 1 0 existiert ei tirliche Zahl d
nr >y

gilt. Das heif$t, R besitzt die archimedische Eigenschaft.
(2) Zwischen je zwei reellen Zahlen x,y € R mit x <y gibt es eine rationale Zahl q € Q
und eine irrationale Zahlr € R\ Q, d.h. es gibt ¢ € Q und r € R\ Q mit

r<q<y und xT<r<y.
Man sagt auch Q und R\ Q liegen dicht in R.

BEWEIS. Wir beginnen mit der archimedischen Eigenschaft.
(1) Sei A := {nx | n € N}. Wére die archimedische Eigenschaft nicht erfiillt, dann wire y
eine obere Schranke von A. Damit wére A nach oben beschrénkt und hétte ein Supremum,
weil R die Supremumseigenschaft besitzt. Sei o := sup A. Wegen x > 0 ist a« — = < «, also
ist a — = keine obere Schranke von A. Somit existiert nach Definition von A eine natiirliche
Zahl n mit & — z < nz. Dann ist aber @ < (n + 1)z, ein Widerspruch dazu, dass « obere
Schranke von A ist. Also gilt die archimedische Eigenschaft.

(2) Wir beginnen mit der Dichtheit von Q. Sei x < y und damit y — z > 0. Wegen der
archimedischen Eigenschaft gibt es eine natiirliche Zahl n so, dass n(y — x) > 1 ist. Wir
konnen auch natiirliche Zahlen m; und msy finden mit m; > nz und my > —nxz. Wir haben
jetzt

—Meg < NI < My,

was die Existenz einer ganzen Zahl m impliziert mit
m—1l<nr<m und —mg<m<my.
Die Kombination aller dieser Ungleichungen liefert
nr<m<1l+nzr<ny
r< <y,

wobei die letzte Ungleichung aus n > 0 folgt. Setzen wir ¢ = *, so haben wir alles bewiesen,
was behauptet wurde.

Nun zu R\ Q : Wenden wir obiges Argument zweimal an, so kénnen wir rationale Zahlen
g1 und ¢ an mit x < q; < ¢o < y. Wir definieren

Tiqu+q2gq1\/§>q1.
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Die Zahl r ist irrational, weil \/2 irrational ist. AuBerdem ist
o — 1 = (Q2—Q1)(1+%) > 0,
und deswegen gilt © < q; <1r < g < y. U

Eine weitere Eigenschaft von R betrifft das Wurzelziehen. Es folgt namlich aus der Ord-
nungsvollstandigkeit.

Proposition 6.4.6 (Wurzel). Fir alle a € R mit a > 0 und alle positiven n € N gibt es
genau ein x € R mit x > 0 und 2" = a.

BEWEIS. Beweisen wir zuerst die Eindeutigkeit: Sind z # y zwei Losungen, so ist 0.B.d.A.
r < y. Mit den Ordnungseigenschaften und vollstéandiger Induktion folgt dann fiir jedes
n € N, dass 2" < y", also 2™ # y".

Die Existenzaussagen ist fiir n = 1 oder a € {0, 1} trivial. Seien also zunéchst a > 1 und
n > 2. Dann definieren wir

A={zeR|xz>0A2" <a},

Weil 1 € A liegt und Vo € A : z < a gilt (denn mittels Proposition 6.3.2(3) und Induktion
folgt x > a = 2™ > a™ > a), wissen wir, dass s = sup A existiert.
Wir wollen jetzt beweisen, dass s" = a gilt.
Fall 1: Ist s" < a, so definieren wir b := (1 + s)" — s" > 0 und wihlen 0 < ¢ <
min{1, 2=*"}. Dann folgt unter Verwendung von ¢ < 1 = " < ¢ fiiralle 1 <n € N

b
(was ebenfalls mittels Induktion aus Proposition 6.3.2(3) folgt)

n—1 n—1
(s+e)”zz (Z)sk&t”_k+8” Sﬁz (Z>3k+s":€b+s” <a—s"+s"=aqa,
k=0

k=0

ein Widerspruch zur Supremumseigenschaft von s.
Fall 2: Ist s > a, so definieren bzw. wahlen wir

ci= ) (zjn_ 1) s >0, und 0 < & < min{1, <=4},

0<2j—1<n

Dann rechnen wir nach (wobei wir wieder verwenden, dass " < ¢ gilt)

s Z (_1)2j—1 <2jn_ 1) gn—20+1 251

> " e Z <2jn_ 1) g2+l
J

0<2j—1<n
=s"—ec>8"—s"+a=na.

Dies widerspricht ebenfalls der Tatsache, dass s = sup A gilt.
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Deshalb muss s = a gelten, was wir zeigen wollten.
Ist schlieBlich a < 1, dann ist % > 1. Wir kénnen also ein y € R finden mit y" = é Dann

aber gilt fir x = %, dass ™ = a ist. O

Es gibt auch bei den irrationalen Zahlen noch gewisse Unterschiede. Die Zahl v/2 tritt
als Nullstelle eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten auf. Es ist v/2 namlich Nullstelle
von 2 — 2.

Definition 6.4.7. FEine reelle Zahl r heifft algebraisch, wenn es n € N und rationale
Zahlen ag, . .., a, gibt mit
Z a;rt =0.
=0

Eine bis Cantor ungeltste Frage war, ob alle irrationalen Zahlen algebraisch sind. Er hat
diese Frage fiir die damalige Zeit recht iiberraschend gelost, denn jedes rationale Polynom
n—ten Grades besitzt hochstens n Nullstellen (siehe Korollar 6.5.11). Ferner gibt es nur
abzahlbar viele rationale Polynome, die also insgesamt héchstens abzéahlbar viele Nullstellen
besitzen kénnen. Die Méchtigkeit der Menge R, der algebraischen Zahlen ist also N,.

Cantor hat aber auch bewiesen, dass |R| = ¢ > X, gilt. Aus diesem Grund ist R, :=
R\ R, # 0, ja es gilt sogar |R;| = ¢. Die Elemente von R; heiflen transzendente Zahlen.
Z.B. sind 7 und e transzendent. Ersteres hat tibrigens Ferdinand Lindemann (1852-1939)
im April 1882 bewiesen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch die Begriffe des Absolutbetrags einer
und des Abstands zweier reeller Zahlen diskutieren, die wichtige Werkzeuge der Analysis
darstellen.

Definition 6.4.8 (Absolutbetrag). Seien x,y € R.
(i) Wir definieren den Absolutbetrag (oder einfach Betrag) von x durch

2] = x  fallsx >0
= =2 fallsz < 0.

(ii) Unter dem Abstand von x und y verstehen wir die Zahl |x—y|. (Es ist also |x—y| =
x —y oder |xr —y| =y — x, je nachdem ob x >y oder y > x.)
(iii) Das Vorzeichen oder Signum von x ist definiert als

1 fallsz >0
sgn(z) =< —1 fallsx <0
0 falls x =0.

Diese Definition hat die sog. ,,Spiegelungssymmetrie
[ = | — 2| und |z —y[ = [y — x|
als offensichtliche Konsequenz (Fallunterscheidung!) Weitere giiltige Eigenschaften fassen wir
in der folgenden Proposition zusammen.
Proposition 6.4.9 (Eigenschaften von Betrag und Abstand). Fir x,y,z € R gilt
(1) |z| > 0 und |z| = 0 < x =0 (Definitheit).
(2) |z +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung).
(3) |zy| = |z||ly| (Multiplikativitdt).
(4) |z —y| >0 und |z —y| =0 < = =y (Definitheit).
(5) |z — 2| < |xr —y|+ |y — 2| (Dreiecksungleichung).

BEWEIS.
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(1) Die erste Behauptung folgt sofort aus der Definition des Betrags und Propositi-
on 6.3.2(2). Die ,Riickrichtung® der zweiten Behauptung folgt sofort aus der Defi-
nition und die ,,Hinrichtung* aus der Tatsache, dass wiederum wegen der Definition
des Betrags aus = # 0 folgt, dass |z| # 0.

(2) Folgt mittels Fallunterscheidung oder mittels der Aussage

a<bund —a<b =la| <b (6.11)

(die ebenfalls unmittelbar aus Definition 6.4.8(i) folgt). Denn aus Addition der of-
fensichtlichen Ungleichungen = < |z|, —x < |z| sowie y < |y|, —y < |y| folgt

r+y <zl + |y und -z —y < x|+ ]y,

was mittels (6.11) die Behauptung ergibt.
(3) Folgt ebenfalls mittels Fallunterscheidung.
(4) Ergibt sich sofort aus (1).

(5) Wegen der Dreiecksungleichung fiir den Betrag gilt
7=z =z —y)+ -2 <|lz—yl+]y—z|
0

6.4.1. Die mengentheoretische Konstruktion von R. Das einzige, das uns noch
fehlt in unserer Untersuchung iiber die reellen Zahlen ist der Beweis von Theorem 6.4.4.
Wir werden diesen gesamten Abschnitt dafiir opfern und R aus Q durch mengentheoreti-
sche Mechanismen konstruieren. Zu diesem Zweck werden wir die von Dedekind erfundenen
Schnitte verwenden. Es gibt viele dquivalente Verfahren zur Konstruktion von R aus Q. Die
Dedekindschen Schnitte sind nicht die einleuchtendste Methode aber jedenfalls diejenige, die
nur Mengenoperationen verwendet.

Definition 6.4.10. FEine nichtleere nach unten beschrdinkte Teilmenge S C Q heifit
Schnitt (von Q), falls

(S1) VqeQ\S:VseS:s>q, und
(S2) VseS:3seS:s>5.
Motivierend kann man erkliren, dass ein Schnitt ein halboffenes Intervall | a, +o00 [NQ

mit a € R ist. Noch diirfen wir das allerdings nicht sagen.
Proposition 6.4.11.

(1) Sei S ein Schnitt. Es gilt
VSes:VgeR:(s<qg=qeS9).
Ist also eine rationale Zahl gréfer als ein Element des Schnittes, dann liegt sie im
Schnitt.

(2) Zu jeder positiven rationalen Zahl € gibt es q,7 € Q mit ¢ € S, r € Q\ S und

q—1r <e.
BEWEIS.

(1) Seien s € S und ¢ € Q mit s < ¢. Ist ¢ ¢ S, dann liegt natiirlich ¢ € Q \ S und
daher gilt Vs’ € S : s’ > ¢. Daher ist auch s > ¢, und weil < eine Ordnungsrelation
ist, folgt s = ¢. Das ist ein Widerspruch zu ¢ ¢ S. Daher ist ¢ € S, und wir sind
fertig.

(2) Sei 0 < ¢ € Q. Weil S ein Schnitt ist, gibt esg € Sund r € Q\ S. Ist ¢ — r < ¢,
dann sind wir fertig. Andernfalls sei n € N so gro}, dass n > == gilt. Solch ein n
existiert wegen Proposition 6.3.3. Wir bilden nun die Menge

M:={r+kT=[ke€{0,...,n}} CQ.
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Firge MNSund r € MN(Q\S). Es existiert ein kleinstes Element ¢,, € M NS,
weil M endlich ist. Dann ist 7, := ¢, — L= € M N (Q\ S), und wir haben zwei
rationale Zahlen ¢, und r,, wie benéttigt gefunden, da ¢,, — r,, = % < e gilt.

O

Definition 6.4.12. Sei R C PQ die Menge aller Schnitte von Q. Wir definieren auf R
die Relation < durch

S<T:=52T. (6.12)
Proposition 6.4.13. Die Relation < macht R zu einer totalgeordneten Menge.

BEwEILs. Wir miissen die Ordnungseigenschaften iiberpriifen. Halbordnung ist eigentlich
klar, da O eine Halbordnung auf PQ bildet, doch wir schreiben alles noch einmal auf:

Reflexivitit: Es fiir jede Menge S O S.

Symmetrie: Sind S O T und 7" O S erfiillt, so ist S =T.

Transitivitéat: Seien S O T und T D U. Ist u € U, dann ist u € T, und daher gilt

u € S. Das impliziert S O U.

Es bleibt zu zeigen, dass < eine Totalordnung ist. Seien S und T zwei Schnitte und S # T
Ist S £ T, dann ist S 2 T, und daher gibt es ein ¢t € T mit ¢t ¢ S. In diesem Fall liegt
t e Q\ S, also ist fiir alle s € S die Ungleichung s > t erfiillt. Wegen Proposition 6.4.11.(1)
bedeutet das aber s € T', und das impliziert S C T, also S > T'. Damit sind je zwei Schnitte
vergleichbar, und < ist eine Totalordnung auf R. U

Definition 6.4.14. Als ndchstes fiihren wir die Abbildung + : R X R — PQ durch
S+T:={s+t|seSAnteT} firSTeR
ein.
Proposition 6.4.15. Diese Abbildung fiihrt sogar wieder nach R. FEs ist also S + T
wieder ein Schnitt:
BEWEIS.

eSindseSundteT,dannist s+t€ S+ T, alsoist S+ T #0.

e Sei o untere Schranke von S und 7 untere Schranke von 7. Fiir beliebiges © € S+T
gibt es s € Sund t € T mit x = s + t. Aus den Eigenschaften von < auf Q folgt
ferner x = s +t < o + 7. Daher ist S + 7T nach unten beschrankt.

e Betrachten wir ¢ € Q \ (S + T'). Sei s € S gegeben, wir wissen Vt € T : s+t # q.
Wir formen das um zu V¢t € T : t # q — s, und daher ist ¢ — s € Q \ 7. Weil T ein
Schnitt ist, folgt Vi € T : t > q¢ — s. Bringen wir s zuriick auf die linke Seite, ergibt
dasVt € T': s+t > q, darum gilt fiir alle v € S+ T, dass x > ¢, also ist Eigenschaft
S1 erfiillt.

e Sei x € S+ T beliebig. Dann existieren s € S und ¢t € T" mit s+t = x. Weil S

und 7" Schnitte sind, gibt es & € S und ' € T mit s > s’ und t > ¢. Daher ist
=54+t e€S+T,und es gilt © > 2’. Das weist Eigenschaft S2 nach.

O
Das beweist, dass (R, +) ein Gruppoid bildet. Bevor wir die weiteren Eigenschaften nach-
weisen, betrachten wir noch ein Klasse spezieller Schnitte.
Definition 6.4.16. FEin Schnitt S heifst rational, falls er ein Infimum besitzt.

Proposition 6.4.17. Ein Schnitt S ist genau dann rational, wenn es ein q € Q gibt mit

§=8,:={d €Q|d >q} (6.13)




116 6. ZAHLENMENGEN

BEWEIS. Sei S ein Schnitt von der Form (6.13). Nun ist ¢ eine untere Schranke von
S, und falls ¢ € Q mit ¢’ > ¢, dann ist ¢ keine untere Schranke von S. Es ist ndmlich
q > %(q’ + ¢q) > ¢, und daher %(q’ + ¢q) € S. Daher ist ¢ das Infimum von S und S rational.

Nun sei S ein rationaler Schnitt. Es existiert ¢ = inf .S, und wir definieren S, = {¢’' €
Q| ¢ > q}. Weil ¢ untere Schranke von S ist, folgt S C S,. Sei nun t € S,. Falls t ¢ S
gilt, wissen wir, dass Vs € S : s > t. Daher ist ¢ eine untere Schranke von S mit ¢t > ¢. Das
widerspricht der Infimumseigenschaft von ¢. Daher ist £ € S und § = S,,. ([l

Auf diese Weise sehen wir, dass fiir je zwei rationale Zahlen ¢ und r die zugehorigen
rationalen Schnitte S, und S, genau dann gleich sind, wenn g = r. Die Abbildung ¢ : Q — R
mit ¢ : ¢ — 5, ist also injektiv. Auf diese Weise wird Q in R eingebettet, und wir kénnen in
Zukunft die rationale Zahl ¢ mit dem Schnitt S, identifizieren.

Proposition 6.4.18. (G, +) ist eine abelsche Gruppe.

BeEwEIS. Wir weisen sukzessive alle Eigenschaften nach:
AG: Seien S, T und U Schnitte.

S+T)+U={z+ulzeS+TuclU}={(s+t)+u|seSteT,uclU}=
={s+(t+u)|seSteT ueclU}l={s+y|seSyeT+U}=
= S+ (T+U).

KG: Fiir zwei Schnitte S und T sind die Mengen S + T und T + S gleich, weil die
Addition in Q kommutativ ist.

Nullelement: Der rationale Schnitt 0 := {g € Q | ¢ > 0} = Sy ist das Nullelement.
Sei némlich 7" ein beliebiger Schnitt. Dann erhalten wir

0+T={s+t|se0,teT}.

Wir miissen nachweisen, dass 0+ 71 = T gilt. Sei x € 0+ T', dann gibt es s € 0 und
teT mit s+t=x. Wegen s > 0 ist x > ¢ und damit gilt z € T, also 0O+ T C T.
Umgekehrt sei ¢t € T. Weil T ein Schnitt ist, gibt es ein ¢ € T mit ¢’ < t. Setzen
wirnun s =¢t—+t, dannist s€ Qundt =s+t € S+ T, was wiederum 7" C 0+ T
beweist.

Inverse: Betrachten wir wieder einen Schnitt S. Wir definieren

—S:={qeQ|VseS:qg>—-sAVteQ:(t=infS = q#—t)}

den zu S negativen Schnitt. Wir behaupten S + (—S) = 0. Zuerst miissen wir aber
zeigen, dass —S tatséchlich ein Schnitt ist.

Sei ¢’ eine untere Schranke von S. Dann gilt Vs € S : ¢ = ¢’ — 1 < s und deshalb
Vs € §: —q > —s, also ist —S nichtleer. Fiir ein beliebiges Element s € S folgt,
dass jedes Element s’ € —S die Ungleichung s’ > —s erfiillen muss, also ist —s eine
untere Schranke von —S.

Sei nun ¢ € Q \ (—=S5). Dann gibt es s € S mit ¢ < —s, also —¢ > s. Weil S ein
Schnitt ist, folgt —g € S. Darum gilt aber Vt € (=S) : t > ¢. Das beweist S1.

S2 beweisen wir indirekt. Sei ¢ € (—S) gegeben mit V¢ € (—S) : ¢ < t. Dann ist
q eine untere Schranke von —S, also ein Minimum und erst recht ein Infimum von
—S. Das ist aber unmoglich wegen der Definition von —S. Falls s := inf S existiert,
dann ist —5 das Supremum der Menge S := {—s | s € S}, des Komplements von
—S, und damit das Infimum von —S. Nach Definition ist —§ ¢ (—95).

Sei z € S+ (—S), dann existieren s € S und t € —S mit s+t =z. Dasst € —5
liegt, impliziert t > —s und damit auch x = s+t > 0. Daher ist S+ (—S) C 0. Nun
sei y > 0. Wir suchen geméfl Proposition 6.4.11.(2) zwei rationale Zahlen ¢ und r
mit g€ S, re @\ Sund g —r <y. Esgilt Vs € S: s >r, und daher ist —r € —S.
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Wir definieren ' := ¢ — r und wissen 1’ < y, also y — ' > 0. Weil S ein Schnitt ist,
bedeutet das s := y —1’' 4+ ¢ € S. Setzen wir nun zusammen, so haben wir —r € —§
und s € S mit

—r+s=—-r+y—r'4+q=—r+y—q+r+q=y.

Das impliziert y € S + (—S) und daher ist 0 = S + (=5).
U

Die Vertriglichkeit von + und <, also O1 beweisen wir als néchstes (siehe Definiti-
on 6.3.1).

Proposition 6.4.19. Fir je drei Elemente S, T und U von R gilt
S<T = S+ULT+U.

BEWEIS. Seien drei Schnitte S, T" und U gegeben mit S < T. Sei y € T 4+ U. Dann
existieren t € T und v € U mit y = t + u. Weil s < T gilt, wissen wir S O T und damit
t € S. Daher ist t + u =y auch in S + U, was wiederum S + U < T + U bestétigt. 0J

Ein Schnitt S heifit positiv, falls S > 0 gilt. Er heifit nichtnegativ, falls S > 0 erfiillt
ist. Analog fithren wir die Bezeichnungen negativ und nichtpositiv ein. Fiir einen negativen
Schnitt S ist —S positiv. Das folgt aus der Vertraglichkeit von + und < in Proposition 6.4.19.

Es fehlt zum Korper die zweite Operation.

Definition 6.4.20. Wir definieren die Abbildung - : R x R — PQ wie folgt: Fiir zwei
nichtnegative Schnitte S und T sei

S -T:={st|seSNteT}.
Dariiber hinaus erklaren wir

—((=S)-T) falls S <0 undT >0
S-T:=¢—(S-(-T)) fallsS>0undT <0
(=S) - (=T) falls S <0 und T < 0.

Wegen der Bemerkungen vor der Definition ist die Abbildung - wohldefiniert.

Proposition 6.4.21. Die Abbildung - ist eine Verkniipfung auf R. Es gilt (R,+,-) ist
ein Korper.

BEWEIS. Zuerst miissen wir beweisen, dass fiir nichtnegative Schnitte .S und 7" die Menge
S - T wieder ein Schnitt ist. Es existiert s € S und ¢ € T, daher ist st € S - T, welches somit
nichtleer ist.

Weil S und T nichtnegativ sind, folgt 0 © S und 0 O T, und daher ist 0 € Q untere
Schranke von S und 7. Wir erhalten Vs € S : 0 < sund Vi € T : 0 < t. Wegen Propositi-
on 6.3.2.(3) gilt Vs € S : Vt € T': 0 < st, und daher ist S - T nach unten beschrénkt.

Sei ¢ € Q\ (S-T). Ist s € S beliebig, dann gilt V¢t € T : st # ¢, und daher haben wir
wegen s > 0 auch Vt € T': t # q/s. Das wiederum bedingt, dass q/s € Q \ T liegt, weshalb
Vt €T :t > q/s. Ungeformt bedeutet das Vt € T : ts > ¢, was S1 impliziert.

Fir y € S-T existieren s € S und ¢t € T mit y = st. Ferner gibt es s’ € S mit s’ < s
und ¢ € T mit ¢’ < t. Weil alle Zahlen s, s',t,t grofer Null sind, folgt aus Proposition 6.3.2
s't" < st, woraus S2 folgt.

Fiir nichtnegative Schnitte ist das Produkt also wieder ein Schnitt. In den anderen Féllen
wird die Definition auf ein Produkt nichtnegativer Schnitte zuriickgefiihrt, und daher ist -
tatsédchlich eine Verkniipfung auf R.
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Wir wissen bereits, dass (R,+) eine abelsche Gruppe ist. Der Rest der Korperaxiome
muss noch nachgewiesen werden. Beginnen wir mit den Aussagen iiber die Multiplikation,
doch zuvor wollen wir noch ein Hilfsresultat iiber positive Schnitte beweisen.

Lemma: Sei S ein positiver Schnitt. Es gibt ein ¢ > 0 in Q, das untere Schranke von §' ist.
Beweis: Wegen S > 0 folgt, dass 0 2 S gilt, und daher existiert ein ¢ € 0 mit g ¢ S, also
geQ\S. Esgilt 0<q, weil g€ 0und Vs € S: q < S, wegen S1. O

AG: Das Assoziativgesetz fiir positive Schnitte folgt direkt aus dem Assoziativgesetz
fiir die Multiplikation rationaler Zahlen. Seien S, T" und U nichtnegative Schnitte.

(S-T)-U={zu|zeS - TyhueU}={(st)u|seS;teT,ueclU} =
={s(tu) | seS;teT,uclU}={sy|seSyeT -U}=
= S-(T-U).

Seien nun S, T und U beliebig. Mit einer Anzahl einfacher Fallunterscheidungen
kann man das Assoziativgesetz auf den positiven Fall zuriickfithren. Sei etwa S < 0,
T >0 und U > 0. Dann folgt

(5-7)-U=~((=95)-7)-U=~(((=5)-T)-U) = =((=5) - (T"-U)) =
= —(=8)-(T-U)=5-(T-U).

All die anderen sechs Fille beweist man analog.

KG: Auch die Kommutativitét fiir nichtnegative Schnitte folgt aus der Kommutati-
vitat der Multiplikation in Q. Fiir beliebige Schnitte folgt sie aus der Symmetrie von
Definition 6.4.20.

Einselement: Wir definieren 1 := §; = {# € Q | x > 1} und behaupten, dass 1
das Einselement beziiglich der Multiplikation ist. Es gilt 1 # 0, und wir betrachten
einen nichtnegativen Schnitt S. Fiir s € 1-S gibt est € 1 und s’ € S mit s = ts'.
Weil ¢ > 1 ist, folgt aus Proposition 6.3.2, dass s > s’ und damit auch s € S gilt.
Daherist1-S5 C S.

Sei nun umgekehrt s € S gegeben. Wir kénnen s’ € S finden mit 0 < s’ < s,
weil S ein nichtnegativer Schnitt ist. Aus Proposition 6.3.2 folgt, dass t = & > 1
ist, also ¢t € 1, und aulerdem wissen wir ¢ts’ = s. Daher ist auch S C1- 5.
Fiir negatives S gilt 1- S =—(1-(=9)) = —(=95) = S.
Inverse: Sei S ein positiver Schnitt. Wir definieren

SThi={qeQ|VseS:q>L AVieQ:(t=infS=q#1)}

und behaupten das multiplikative Inverse zu S gefunden zu haben.

Zuerst miissen wir beweisen, dass S™! ein Schnitt ist. Wegen des Lemmas exi-
stiert eine positiver rationale Zahl ¢’, die untere Schranke von S ist. Die Zahl ¢ = %/
erfiillt dann fiir alle s € S, dass s > ¢ und daher % < %, also ist % e S

Sei ¢ € Q\ S7L. O.b.d.A. gilt ¢ > 0, denn alle Elemente von S~! sind positiv.
Es folgt, dass es ein s € S gibt, fiir das ¢ < % erfiillt ist. Aus den Eigenschaften

der Ordnungsrelationen folgt aber dann % > s, und daher ist % € S. Daher gilt

Vt € S~ :t > q. Das zeigt S1.

S2 folgt wieder aus der Definition von S~!. Ist ¢ € S~! gegeben mit Vs € S~ :
q < s, dann ist ¢ Minimum also Infimum von S~!. Aus der Definition von S~! kann
man aber ablesen, dass S™! sein (eventuell existierendes) Infimum nicht enthalten
darf.

Nachdem wir jetzt gezeigt haben, dass S~ tatsiichlich ein Schnitt ist, miissen
wir beweisen, dass S~! das Inverse von S ist. Sei also ¢ € S - S~!. Dann existieren
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s€Sundte S mit st =q. Weil t € S folgt, dass ¢ > £, und daher ist st > 1,
woraus S - S~! C 1 folgt.

Sei umgekehrt y € 1 gegeben. Wir definieren ¢ = y — 1 > 0 und wihlen uns
gemifl dem Lemma eine positive untere Schranke r’ von S. Aulerdem konnen wir
wegen Proposition 6.4.11.(1) zwei rationale Zahlen 7 und s mit r € Q\ S und s € S
und s — 7 < r’e finden. Sei r = max{7,r'}. Dann ist immer noch r € Q \ S und
s —r < r'e. Fiir r und s gilt dariiber hinaus noch

s r'e s _
c—1l< ™= <e also 2<1l+e=y.

Wir definieren ¢ := ys—r > 1. Dann sind s < st =: s’ € S und % € S~! und weiters

1l _ st _ yrs _
Sy =T T s =Y

also ist y € S - S7!, und das impliziert S-S~! = 1.
Ist S negativ, dann definieren wir S~ := —((—5)7!), und wir haben
557 = (=8) (=57 = (=8) - (-8) =1
Zu guter letzt fehlt noch das Distributivgesetz. Wir beginnen wieder mit nichtnegati-
ven Schnitten S, 7" und U. Wegen der Distributivitéit in Q gilt
(S+T) U={ou|zeS+T,uclU}={(s+t)u|seSteT,uclU}=
={suttu|seSteTueclU}={y+z|yeS-UzeT -U}=
=S-U+T-U.
Fiir die sieben iibrigen Félle sei als Beispiel einer bewiesen: Mit U < 0und S > 0und T > 0
gilt
(S+T)-U=~((S+T): (-U) = (5 - (~V) + T (~1)) =
=—(S-(-U)+(=(T-(-U)=S-U+T-U.
Das beweist, dass (R, +, ) ein Korper ist. O
Proposition 6.4.22. Der Korper (R, +,-) ist geordnet beziiglich <.

BEWEIS. Es geniigt O2 zu beweisen, denn O1 haben wir in Proposition 6.4.19 bereits
nachgewiesen. Seien also S > 0 und 7" > 0. Dann gibt es positive untere Schranken s von S
und ¢ von 7', und daher ist st > 0 eine untere Schranke von S-T'. Das impliziert S-T7" > 0. [

Nachdem wir nachgewiesen haben, dass die Menge aller Schnitte R einen geordneten
Korper bildet, bleibt noch die letzte Eigenschaft nachzuweisen.

Proposition 6.4.23. Der geordnete Korper (R, +, -, <) ist ordnungsvollstandig.

BEWEIS. Sei F eine nach unten beschrinkte Teilmenge von R. Sei () € R eine untere
Schranke von F, und sei o € Q untere Schranke von Q).
Wir betrachten die Menge
S = U T,

TEeE
die Vereinigung aller Elemente von FE.

Wir zeigen zuerst, dass S ein Schnitt ist. Es ist klar, dass S nichtleer ist, denn jedes
T € E ist nichtleer. AuBerdem ist a untere Schranke von jedem 7' € E (weil 7' C @), und
daher auch untere Schranke der Vereinigung.

Nun wéhlen wir ein ¢ € Q \ S. Fiir dieses Element gilt, dass VI' € E : ¢ ¢ T, also
VT € E:qe Q\T. Fiir ein beliebiges s € S gilt nun, dass 3T € E : s € T, und daher muss
q < s sein, was S1 beweist.
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SchlieBlich gilt S2, weil fiir beliebiges s € S wieder ein T' € E existiert mit s € T. Da T
ein Schnitt ist, gibt es ein s’ € T, sodass s’ < s gilt. Nun ist aber s’ in der Vereinigung aller
T, also s’ € S.

Wir beschlielen den Beweis mit der Behauptung, dass S = inf E' gilt. Offensichtlich ist
S untere Schranke von E, da S D T fiir alle T' € E erfiillt ist. Sei nun U € R ein Schnitt
mit U > S. Dann ist S 2 U, und daher existiert ein s € S mit s ¢ U. Nun muss es aber ein
T € E geben mit s € T, woraus folgt, dass U 2 T gilt, also ist U keine untere Schranke von
E. Daher stimmt tatséichlich S = inf £ und R ist ordnungsvollstandig. U

Lemma 6.4.24. Sei (S, +, -, <) ein ordnungsvollstindiger geordneter Kdrper mit geord-
netem Unterkéorper Q. Dann ist jedes Element b € S das Infimum der Menge

Ty:={seQ:b<s}

BEWEIS. Die Menge T, ist durch b nach unten beschrinkt, und daher existiert das Infi-
mum inf T, =: ¥’ € S. Angenommen, es gilt b’ > b. Aus Proposition 6.4.5, fiir deren Beweis
wir nur die Eigenschaften geordneter Korper und Ordnungsvollstéandigkeit verwendet haben,
folgt, dass es ein ¢ € Q gibt mit b < ¢ < V. Dann ist aber ¢ € T,, und daher ist &’ keine
untere Schranke von T,. Das ist ein Widerspruch, also ist ¥ = b. 0J

Proposition 6.4.25. Sei (S, +, -, <) ein weiterer ordnungsvollstindiger geordneter Kor-
per, der Q als geordneten Unterkorper enthdlt, dann sind S und R isomorph.

BEWEIS. Die Abbildung f : S — R gegeben durch f : s — T, ist ein monotoner
Korperisomorphismus.

Zunéachst ist f wohldefiniert, denn jedes T, ist ein Schnitt von Q: Dass T, nichtleer
ist, folgt aus der Unbeschrinktheit von Q in S. Weil s eine untere Schranke von T ist,
existiert auch eine rationale Zahl § < s, die untere Schranke von T, ist. Gilt ¢ € Q \ T,
dann muss ¢ < s sein wegen der Definition von T,. Daher ist ¢ ebenfalls untere Schranke
von T4, was S1 beweist. Ist schlieflich r € T, eine rationale Zahl, dann kénnen wir wieder
Proposition 6.4.5 verwenden, um eine rationale Zahl r’ zu erhalten, mit s < ' < r, also
r’ € T, gleichbedeutend mit der Giiltigkeit von S2.

Zuerst zeigen wir die Injektivitdt von f. Seien s # s’ zwei Elemente von S. O.B.d.A.
ist s > ¢'. Dann gilt Ty, C Ty, weil es eine rationale Zahl zwischen s und s gibt (wieder
Proposition 6.4.5). Daher ist f(s) # f(s').

Die Abbildung f ist surjektiv. Ist T" ein beliebiger Schnitt von Q, dann ist 7" C S nichtleer
und nach unten beschréankt, besitzt also ein Infimum s € S. Sei t € T, dann gilt ¢ > s, weil
wegen der Schnitteigenschaft S2 die Menge T" ihr Infimum nicht enthélt. Daher ist t € T. Sei
umgekehrt t € Ty und damit ¢ > s. Ist ¢ ¢ T, dann folgt aus der Schnitteigenschaft S1, dass
Vt' € T .t < t', also ist t eine untere Schranke von 7" mit ¢ > s, was der Infimumseigenschaft
von s widerspricht. Darum gilt T'= T, = f(s).

Es bleibt zu zeigen, dass f ein Kérperhomomorphismus ist.

e Seien s,t € S. Dann ist f(s)+ f(t) = Ts+ T;. Es gilt
T+ Ti={s+t|s €Tyt el ={s+t|s>snt' >t} =
={s'+t |+t >s+t} =Tsu = f(s+1).
e Fiir s € S folgt
—f(s)=-Ty={seQ|VteT,:s>—tAVWeQ: [t =infT,=s #£-t)} =
={seQ|s>—-s}=T_s=f(—s9).
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e Sind wieder s,t € S. Dann folgt fiir s > 0 und t > 0, dass
T T, ={st|seT,t' eT}={st"|s >snt' >t} =
= {s't" | 't > st} =Ty = f(st).

Falls s < 0 ist und ¢ > 0 gilt, ist st = —((—s)t) und aus dem bereits Bewiesenen
folgt

fst) = f(=((=9)t)) = =f((=5)t) = =(f(=9)f()) = =(=(F(s)) (1)) = [(s) (D).

Der letzte Fall s < 0, t < 0 ist einfacher:
f(st) = f((=9)(=1)) = f(=s)f(=t) = (=f())(=f (1)) = F(s) [ (t).
e Zuletzt sei wieder s € .S mit s > 0.
f) ' =T ={/eQ|VteT,: s>t AV eQ:({t'=infT,=s#4)} =
={s€Q|s >} =T =f(s).

Ist hingegen s < 0, dann erhalten wir

F™) = f(=((=s)™) = —f((=s)") = =(f(=5)7") = (=f(=s)) 7" = f(s)".
Daher ist f ein Korperisomorphismus, und tatséchlich sind S und R isomorph. O

Ab nun bezeichnen wir den bis auf [somorphie eindeutig bestimmten ordnungsvollsténdi-
gen geordneten Korper R mit R und nennen ihn die Menge der reellen Zahlen.

6.5. Die komplexen Zahlen C

Kommen wir nun zu einer Zahlenmenge, die in der Schule oft vernachléssigt wird, und
die dariiber hinaus einige philosophische Fragen aufzuwerfen scheint.

Wir erinnern uns, dass die Geschichte der Algebra mit Biichern begonnen hat, in denen
unter anderem die Losung linearer und quadratischer Gleichungen beschrieben wurde. Be-
gonnen hat das in einer Zeit als nur die positiven rationalen Zahlen bekannt waren. Bereits
die Losung der quadratischen Gleichung

22 =0 (6.14)

bereitet da Schwierigkeiten. Gegen Ende 14. Jahrhunderts setzte sich in Europa die 0 als
eigenstindige Zahl durch, doch die alte Welt musste ein weiteres Jahrhundert warten bis
auch die negativen Zahlen akzeptiert waren. Von diesem Zeitpunkt an war Gleichung (6.14)
l6sbar, ebenso wie etwa

22+ 3z +2=0. (6.15)
Die Tatsache, dass die rationalen Zahlen nicht geniigen, ist seit Hippasos von Metapont
(5. Jahrhundert v.Chr.) bekannt, der die Irrationalitit von /2 als Diagonallinge des Ein-
heitsquadrates erkannte. (Dafiir wurde er iibrigens, sagt die Geschichte, von einer Gruppe
Pythagoreer im Meer ertrinkt). Die Polynomgleichung

2? =2, (6.16)

die aus dem Satz von Pythagoras folgt, ist also — wie wir in Theorem 3.2.4 bewiesen haben
— in den rationalen Zahlen nicht 16sbar.

Daher wurde in der Mathematik schon frith auf die reellen Zahlen zuriickgegriffen, al-
lerdings ohne eine wirkliche Definition als Zahlenmenge anzugeben. Das haben erst Cantor
und Dedekind im Jahre 1871 auf dquivalente aber unterschiedliche Weise getan.

Ist nun aber jede quadratische Gleichung losbar? Die Antwort ist, wie wir alle wissen,
nein. Die Gleichung

P +1=0 (6.17)
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hat keine reelle Losung.

Die komplexen Zahlen wurden in der Mathematik schon einige Zeit verwendet, allerdings
ohne richtige Definition. So ist bekannt, dass Girolamo Cardano (1501-1576) wéhrend er
die Formeln fiir die Nullstellen von Polynomen dritten und vierten Grades erarbeitete, die
komplexen Zahlen vor Augen hatte. Er verwarf sie allerdings wieder als ,,zu subtil und daher
nutzlos®.

Auch Leonhard Euler (1707-1783) kannte bereits die komplexen Zahlen. Er fithrte 1748
die ,,Zahl“ 7 in seiner beriithmten Arbeit , Introductio in analysin infinitorum* als Bezeichnung
ein. Dort taucht auch die faszinierende Formel

e =cosx + isinx,

die heute Eulers Namen trégt, das erste Mal auf.

Der erste jedoch, der eine mathematische Arbeit iiber die komplexen Zahlen verfasst hat,
in der eine Definition derselben (die reellen Zahlen vorausgesetzt) vorkommt, war Caspar
Wessel (1745-1818). Er hat 1799 in der Koniglich Dénischen Akademie seine Arbeit veroffent-
licht (iibrigens als erstes Nichtmitglied, und es war seine einzige(!) mathematische Arbeit),
in der er die geometrische Interpretation der komplexen Zahlen vorstellte. Er entwickelte
diese Zahlen iibrigens wihrend er Oldenburg trigonometrisch vermaf (triangulierte), und es
ist sicher, dass er bereits 1787 die komplexen Zahlen entwickelt hatte (unwissend, dass sol-
che Zahlen bereits in Verwendung waren). Mit Hilfe dieser brillianten mathematischen Idee
gelang es ihm als erstem, eine genaue Landkarte Danemarks herzustellen.

Leider wurde seine Arbeit in Mathematikerkreisen nicht gelesen, und so wurde im Jahr
1806 die geometrische Interpretation von dem Schweizer Jean Robert Argand (1768-1822)
wiederentdeckt und erneut neuentwickelt von Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) im
Jahre 1831, der iibrigens interessanterweise eine weitere Arbeit von Wessel, ndmlich die
Triangulierung von Oldenburg im Jahr 1824 wiederholte.

Was sind also diese ,mystischen“ komplexen Zahlen, die die Mathematiker so lange
in Atem gehalten haben? Als moderne Mathematiker mit geschultem algebraischem Blick
kénnen wir den Zahlen den Mythos nehmen. Wir beginnen mit einer Definition.

Definition 6.5.1 (C). Wir definieren C := R x R und erkldren auf dieser Menge die
beiden Verkniipfungen + und - wie folgt

(CLl, CLQ) + (bl, bg) = (CL1 + bl, (05} + bg)
(a1,az) - (by,be) := (arby — asgbe, arbs + asby).

Wir nennen (C,+,-) die komplexen Zahlen.
Zuerst untersuchen wir die algebraischen Eigenschaften unseres neuen Konstrukts.

Theorem 6.5.2. (C, +, ) ist ein Kdrper.

BEWEIS. Um dieses Theorem zu beweisen, miissen wir die Korperaxiome nachrechnen.

AG(+): Das folgt aus der komponentenweisen Definition von + und der Tatsache,
dass (R, +) eine abelsche Gruppe ist.

KG(+): Hier trifft dasselbe Argument zu wie fiir das Assoziativgesetz.

Nullelement: Es gilt, dass (0,0) das neutrale Element beziiglich + ist. (a1, as) +
(0,0) = (a1 + O,CLQ + 0) = (al,ag).

Inverse(+): Das Inverse zu (ay,as) ist (—ai, —az), wie man sehr leicht nachrechnet.
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AG(-): Seien (ay,az), (b1,by) und (cy,c2) gegeben. Dann gilt

(%;%)((131752)(01702)) =

= (a1, a2)(bicr — baca, bicy + bacy)
= (a16101 — a1b202 — agblcg — CLQbQCl, a1b1C2 + aleCl + a2b101 — a2b202)
= (a1by — agby, ar1by + agby)(cy, c2)
= ((al,az)(bl,bﬂ)(cl,@)-

KG(-): Dieses Gesetz folgt aus der Symmetrie der Definition von - und dem Kommu-

tativgesetz in (R, -).
Einselement: Das Einselement ist (1,0), eine sehr einfache Rechnung.
Inverse(-): Ist (a1, as) # (0,0), dann ist das Element

( ; - )
2 270 2 2
aji +a; aj + a;

das Inverse zu (a1, as). Beachte, dass fiir reelle Zahlen a; und ay der Nenner a? + a3
nur dann verschwinden kann, wenn beide Zahlen gleich 0 sind. Das haben wir aber
ausgeschlossen. Es gilt

2 2
aq —Q9 a7 + a5, —a1a2 + G204
(a17a2)( 2 27 9 2) = ( ; gv 2 2 ) = (170)

ai +as aj + a; ay + aj ay + aj

Distributivgesetz: Seien wiederum (aq,as), (b1, b2) und (cq, c2) gegeben. Dann gilt
wegen des Distributivgesetzes in R

(a17a2)((bl,bz) (01702)):
(al (b1 4+ c1) — as(bs + ¢2),a1(by + c2) + az(by + 01))
= (a1by — agby, a1by + asby) + (a1¢1 — asca, arco + asey) =
= (ay, a2) (b1, bo) + (a1, as)(cy, ca).

O
Die reellen Zahlen sind ein Unterkoérper von C, wie man sieht, indem man die Abbildung
t:R — C
r +— (r,0)

betrachtet. Diese Abbildung erlaubt es uns, R derart als Teilmenge von C aufzufassen, dass
die von C ererbten Operationen mit den urspriinglichen R-Operationen iibereinstimmen.
Bleibt also nur, die Voraussetzungen von Proposition 5.4.10 nachpriifen. Tatséchlich geniigen
einfache Rechnungen, (r,0) + (s,0) = (r + s,0) und (r,0)(s,0) = (rs,0) nachzuweisen und
weiters —(r,0) = (—r,0) sowie (r,0)"! = (+,0) zu zeigen. In Zukunft werden wir also die
reellen Zahlen mit den komplexen Elementen (r,0) identifizieren und im weiteren wieder r
fiir diese Zahlen schreiben. Auflerdem sehen wir, dass (r,0) (a1, az) = (ray, rag) gilt.
Interessant wird es nun, wenn wir die Eigenschaften anderer Elemente betrachten, z.B.

(07 1)(07 1) = <_17 0)7

und damit finden wir in C eine Nullstelle des Polynoms x? + 1. Um die Schreibweise zu
vereinfachen, fiihren wir eine Abkiirzung fiir (0, 1) ein, indem wir sagen

Definition 6.5.3 (Imaginére Einheit). Es gelte die Bezeichnung
=(0,1).

Wir nennen ¢ die imaginédre Einheit.
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Wir haben schon nachgerechnet, dass i> = —1 gilt, und es folgt aus der Struktur von
C = R X R und der komponentenweisen Definition der Addition, dass sich jedes Element
(a1,a2) von C eindeutig schreiben lédsst als (a1, as) = (a1,0) 4+ a2(0,1) oder mit Hilfe der
Abkiirzungen aus Definition 6.5.3 als (ay, as) = a1 + ias.

Damit gewinnen wir Eulers Schreibweise fiir die komplexen Zahlen zuriick. Mythisches
oder Philosophisches haben wir dazu nicht benétigt. Wir fassen unsere neue Notation zu-
sammen und definieren.

Definition 6.5.4 (Real- und Imaginérteil). Sei z = (x,y) € C. Dann schreiben wir z
auch als

z=x+ 1y
und bezeichnen x als den Realteil und y als den Imaginérteil von z und schreiben x = Re z =
Rz bzw. y =Im z = Fz.

Die komplexen Zahlen lassen sich als Elemente von R x R = R? klarerweise auch als
Punkte in der Ebene deuten. Das fithrt auf die Definition von Wessel, Argand und Gauss.
Auch die Polarkoordinatenreprasentation durch Lange und Winkel ist auf diese geometrische
Interpretation zuriickzufiihren, siehe Abbildung 6.1:

R

ABBILDUNG 6.1. Die komplexe Zahlenebene

Bemerkung 6.5.5 (Polardarstellung komplexer Zahlen). Fihren wir in der komplexen
Ebene Polarkoordinaten ein, so lafit sich jede komplexe Zahl z = x + iy als

z =r(cosp +isiny)

schreiben (siehe Abbildung 6.1). Hier ist der Radius r durch den Betrag |z| von z gegeben,
d.h. r = |z| == /22 4+ y%. Der Winkel ¢ wird auch Argument von z genannt und es gilt
tanp = £

Die Darstellung von z in Polarschreibweise ist in bezug auf r eindeutig. Der Winkel o
ist zu gegebenem z # 0 allerdings nur bis auf Addition von ganzzahligen Vielfachen von 2w
bestimmt. Ist z = 0, dann ist der Winkel ganzlich unbestimmt; z = 0(cos ¢ + isin) fir
beliebiges .
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Das Multiplizieren komplexer Zahlen ist in der Polardarstellung besonders einfach. Es
gilt ndmlich

2129 = 1172 (1 + @2) + isin(pr + 92)),

wobei r; bzw. ¢; der zu z; (i = 1,2) gehorige Radius bzw. Winkel ist. Es werden also die

Radien multipliziert und die Winkel addiert. Das Inverse von z # 0 ist ebenfalls sehr einfach
zu bestimmen; es gilt 271 = L(cos(—¢) + isin(—y)).

In der cartesischen Darstellung ist die Division ein wenig miihsamer:

ai + ibg (CLl + ibl)(&g — ’ng) - ajas + blbg + ’é(agbl — albg) aias + blbg _a2b1 — albg

as +iby  (az +iby)(az — iby) a3 + b3 a3+ b} ! a3 + b3

In diesem Fall haben wir den Bruch oben und unten mit derselben komplexen Zahl multi-
pliziert, namlich as — iby. Diese verdient eine besondere Hervorhebung.

Definition 6.5.6 (Konjugiert komplexe Zahl). Sei z = x4+ 1y € C Wir definieren die zu
z konjugiert komplexen Zahl als

Zi=x—1y.

Wie wir im Nenner obiger Rechnung sehen koénnen, in dem das Quadrat des Betrags von
as + iby auftaucht, gilt fiir jede komplexe Zahl 2z

2z = |2)?,
und auflerdem
Z=2z,

zZ1 + 29 = Z1 + 22,

2129 = 21 Z2.

Wir wollen nun untersuchen, ob es uns gelingt, die Ordnungsrelation von R auf C auszu-
dehnen, sodass wieder O1 und O2 gelten. Folgendes (zunéchst) erstaunliche Resultat kommt
dabei zu Tage.

Theorem 6.5.7. Es gibt keine Ordnungsrelation auf C, mit der (C,+,-) ein geordneter
Kérper wird.

BEWEIS. Angenommen, es gibe eine Ordnungsrelation <, die alle notwendigen Eigen-
schaften aufweist. Dann gilt jedenfalls —1 < 0 < 1 wegen Proposition 6.3.2.(2) und (5).

Wegen i # 0 folgt aber wieder wegen Proposition 6.3.2.(5), dass —1 = > > 0, ein
Widerspruch. Daher existiert keine solche Ordnungsrelation. U

Nun aber zuriick zu den Polynomen. Fiir ein beliebiges quadratisches Polynom mit kom-
plexen Koeffizienten «; konnen wir jetzt jedenfalls die Nullstellen ausrechnen. Sei ndmlich

p(2) = apz® + a1z + ay,
dann kann man alle Nullstellen von p mit Hilfe der wohlbekannten Formel

—ag + /a2 — dasag

21,2 =
20&2

berechnen.

Beispiel 6.5.8. Sei das Polynom
2 —(3—8i)z— 13— 11i
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gegeben. Die Nullstellen bestimmen wir wie folgt:

3—8i%+/(3—8i)2+4(13 + 114)
2
_ 3—8i+t+/—55—48i+ 52+ 44

21,2 =

2
 3-8it=3—4i
- 2

Wir miissen nun die Wurzel aus —3—41 ziehen, wofiir sich zwei Moglichkeiten anbieten. Zum
. .. Lo . _ ®

einen kor}nen wir in Pol-arkoordmat'en verqudeln und +/(r, @) = (\/7_", 2') verwendgn. Zum

anderen ist es moglich, die Wurzel direkt zu ziehen. Dazu verwenden wir einen unbestimmten

Ansatz. Sei /—3 — 4i = a + ib. Dann gilt
(a+ib)*> = =3 — 4i
a? — b* + 2iab = —3 — 4i.

Das fiihrt zu dem Gleichungssystem

a®—b = -3
2ab = —A4.
Mt einem kleinen Trick konnen wir den Lésungsweg abkiirzen. Wir wissen, dass
A+ =la+ib)?=|(a+ib)’| =] -3 —4i|=vV9+16=5
gilt, und aus dieser erhalten wir durch Addition bzw. Subtraktion mit der oberen Gleichung:
20> =2
2b° = 8.

Wir haben also a = +1 und b = 2, und aus der Beziehung 2ab = —4 erhalten wir die

Lésungen
V=3 —4i=+(1-2i).

Setzen wir das in die Losungsformel ein, dann erhalten wir

3 —8i+ (1—2i)
21,2 = 5
21:2—5i
2o =1— 31.

Fiir quadratische Polynome haben die komplexen Zahlen also das Nullstellenproblem
erledigt, doch wir wissen noch immer nicht, ob wir dasselbe fiir beliebige Polynome tun
konnen. Die Frage ist, ob jedes nichtkonstante komplexe Polynom eine Nullstelle besitzt,
ob also C algebraisch abgeschlossen ist. Dieses Problem hat J.C.F. Gauss 1799 in seiner
Dissertation gelost:

Theorem 6.5.9 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei p(z) ein beliebiges nichtkonstantes
Polynom mit komplexen Koeffizienten:

p(z) = Zaizi mita; € C, n>1, a, # 0.
i=0

Dann ezistiert ein o € C mit p(a) = 0, es gibt also immer wenigstens eine (komplexe)
Nullstelle.
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BEWEIS. Der Beweis dieses Satzes wiirde das Lehrziel dieses Skriptums sprengen, und
daher lassen wir ihn aus. Ubrigens gibt es viele — iiber 100 — verschiedenen Beweise fiir
diesen Satz. In jedem guten Buch iiber Funktionentheorie (komplexe Analysis) ist einer zu
finden; siche etwa [Remmert, Schumacher 2001]. O

Es lédsst sich sogar noch ein klein wenig mehr sagen, denn wenn man eine Nullstelle
eines Polynoms gefunden hat, dann kann man mit Hilfe der Polynomdivision folgenden Satz
beweisen:

Theorem 6.5.10. Sei p ein komplexes Polynom n—ten Grades und « eine Nullstelle von
p. Dann gibt es ein Polynom q vom Grad n — 1, und es gilt

p(z) = q(2)(z — ).
Man kann also den Linearfaktor z — o abspalten.

BEWEIS. Ebenfalls in guten Funktionentheorie-Biichern nachzulesen. U

Fasst man die beiden Theoreme 6.5.9 und 6.5.10 zusammen, dann kann man die wichtige
Folgerung iiber Polynome und ihre Nullstellen beweisen:

Korollar 6.5.11. Sei p ein komplexes Polynom vom Grad n. Dann existieren genau n
Linearfaktoren z — a; mit i =1,...,n, sodass
p(z) =[]z = ).
i=1
Das Polynom zerfillt also tiber C in genau n Linearfaktoren.

BEWEIS. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat p eine Nullstelle, die man nach
Theorem 6.5.10 abspalten kann. iibrig bleibt ein Polynom ¢, dessen Grad um 1 kleiner ist
als der von p. Auf ¢ kann man wieder den Fundamentalsatz anwenden, usw. Das Korollar
folgt mittels vollstdndiger Induktion. 0J

Das ist sehr praktisch, doch leider gibt es keine Moglichkeit, fiir allgemeine Polynome
hohen Grades diese Linearfaktoren (d.h. die Nullstellen) zu bestimmen. Nils Henrik Abel
(1802-1829) hat ndmlich im Jahr 1824 den folgenden Satz bewiesen:

Theorem 6.5.12 (Abel). Fir jedesn > 5 ezistiert ein Polynom p mit rationalen Koeffi-
zienten vom Grad n, das eine reelle Nullstelle v besitzt mit der Eigenschaft, dass r nicht ge-
schrieben werden kann als algebraischer Ausdruck, der rationale Zahlen, Additionen, Subtrak-
tionen, Multiplikationen, Divisionen und k—te Wurzeln enthdlt. Anders ausgedriickt existiert
keine Formel und damit kein endlicher algebraischer Algorithmus, der aus den Koeffizienten
eines Polynoms vom Grad n > 5 die Nullstellen berechnet.

BEWEIS. Der Beweis dieses Satzes gehort in die hohere Algebra und kann unter dem
Kapitel Galoistheorie z.B. in [Scheja, Storch 1988| nachgelesen werden. U

6.6. Die Quaternionen H

Eine letzte interessante Frage kann man noch iiber Zahlenmengen stellen, die sich direkt
aus der Definition von C als Kérperstruktur auf RxR ergibt. Kann man z.B. auf RxRxR = R3
auch eine Korperstruktur einfithren?

Die Suche nach der Antwort auf diese Frage hat auch den Mathematiker Sir William
Rowan Hamilton (1805-1865), einen der bedeutendsten Wissenschafter seiner Epoche be-
schiftigt, und im Jahr 1843 présentierte er schlieflich die Arbeit ,On a new Species of
Imaginary Quantities connected with a theory of Quaternions“ bei einem Treffen der Royal
Irish Academy.
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Doch Hamilton hatte es nicht geschafft, auf R? eine Kérperstruktur einzufiihren. Er hatte
zwar keine Probleme gehabt, auf jedem R™ durch komponentenweise Definition eine Addition
zu erklaren, die eine abelsche Gruppe ergab, doch die Multiplikation hatte nicht gelingen
wollen. Was er dann zusammengebracht hat, war eine algebraische Struktur im C? = R* zu
definieren.

Sei H= C x C gegeben. Wir definieren Verkniipfungen auf H durch

(20, 21) + (wo, w1) = (20 + wo, 21 + w1)
(20, 21) (wo, w1) = (zowo — 21W1, Zow1 + 21Wp)-
Wir kénnen die algebraischen Eigenschaften von (H,+,-) untersuchen. Wegen der kompo-
nentenweisen Definition der Addition folgt sofort, dass (H,+) eine abelsche Gruppe ist.
Die Multiplikation ist assoziativ:
((20, 21) (wo, w1)) (to, t1) = (zowo — 217, 20wy + 21Wo) (Lo, t1) =
= (zowoto — 21 Wity — zowity — 21Wot1, zowol1 — 21Wit + 2owilo + 21Wolo) =
= (20, 21) (woto — wity, wot1 + wity) =
= (20, 21) ((wo, w1)(to, t1)),

das Element (1, 0) ist das Einselement beziiglich der Multiplikation (das ist leicht), und jedes
Element verschieden von 0 = (0, 0) besitzt ein Inverses:

(20,2 )_1 = =0 — <1
o |20 + |21 202 + [21]? )

Beidseitig gelten die Distributivgesetze, doch das Kommutativgesetz beziiglich der Multipli-
kation ist nicht erfiillt. Eine algebraische Struktur dieser Art nennt man Schiefkoérper.
Die Quaternionen der Form (z,0) bilden einen Korper, der isomorph zu C ist, und daher
werden wir diese Elemente in Zukunft auch mit den komplexen Zahlen identifizieren und
wieder z schreiben.
Wenn wir spezielle Elemente betrachten, erhalten wir erstaunliche Ergebnisse:

(0,1)(0,1) = (—1,0)
(0,4)(0,4) = (—1,0).

Die Quaternionen enthalten also noch zwei ,, Wurzeln“ von —1. Wir schreiben j := (0, 1) und
k := (0,4) und erhalten so die Rechenregeln

2=-1, 2=-1, k2=-1,
ij=k, k=i, ki=j
ji=—k, kj=—i, ik=—j.

Aus der Definition der Quaternionen l&sst sich leicht zeigen, dass man jedes ¢ € H eindeutig
schreiben kann als zg + 215 (Achtung auf die Reihenfolge!) mit komplexen Koeffizienten z
und z; oder als ¢ = xg + a1t + aoj + azk mit reellen Koeffizienten a;.

Der Betrag einer Quaternione ist

(20, 21)| = V20| + 2%,
und die konjugierte Quaternione ist

(ZQ, Zl) = (Z(), —Zl).

Es gilt analog zu den komplexen Zahlen |¢|*> = ¢q.
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Interessant ist vielleicht noch eine weitere Darstellung der Quaternionen als Paar (a, A)
mit eine reellen Zahl @ und einem Vektor A € R3. In diesem Fall lassen sich die Operationen
hinschreiben als

(a,A)+ (b,B) = (a+b,A+ B)
(a,A)(b,B) = (ab— AB,aB + Ab+ A x B),

also fast so wie die Operationen in C, bis auf den Term A x B in der Definition der Multi-
plikation. An dieser Definition kann man auch schon erahnen, dass Quaternionen etwas mit
Drehungen zu tun haben.

Die Frage, die sich die Mathematiker jetzt stellten war, ob niemand klug genug war, die
richtige Definition einer Multiplikation zu finden, oder ob die Schwierigkeiten einen mathe-
matischen Grund haben.

Arthur Cayley (1821-1895) hat versucht, die Methode noch einmal anzuwenden und auf
Hx H = R® eine Multiplikation einzufiihren. Es gelang ihm, die Cayley-Zahlen oder Oktaven
oder Okternionen O zu definieren, doch deren algebraische Eigenschaften lassen doch deutlich
mehr zu wiinschen iibrig als die der Quaternionen. Okternionen sind nicht einmal mehr ein
Schiefkorper. Es besitzt zwar jedes Element ein eindeutiges Inverses, doch die Multiplikation
ist nicht assoziativ! Solch eine algebraische Struktur, in der iiber einer abelschen Gruppe eine
Multiplikation definiert wird, die die Distributivitéat erfiillt und wo Einselement und Inverse
existieren, heifit (nichtassoziative) Divisionsalgebra.

Ein tiefer Satz aus der Differentialgeometrie besagt nun, dass Divisionsalgebren {iber R”
nur in den Dimensionen 1, 2, 4 und 8 existieren, und in jeder dieser Dimensionen genau
eine, namlich R, C, H und O. Es war also nicht Unfiahigkeit, die die Mathematiker des 19.
Jahrhunderts daran gehindert hat, iiber allen R” eine Korperstruktur zu finden, sondern sie
haben nach nicht Existentem gestrebt.

Damit beenden wir unseren Ausflug in die Welt der Zahlen. Beginnend von N, der Klasse
von Zahlen, deren Geschichte ihren Ursprung bereits in grauer Vorzeit hat, haben wir sie
basierend auf exakten mathematischen Grundlagen neu entdeckt. Weiter ging es iiber die
ganzen zu den rationalen Zahlen und darauf aufbauend zu den reellen Zahlen, der Grundlage
der Analysis. Auf der Suche nach den Nullstellen der Polynome sind wir zu den komplexen
Zahlen und Gauss’ fundamentalem Theorem gelangt. Selbst die Frage, ob wir damit schon
alle Zahlensysteme gefunden haben, die R als Unterkorper haben und in denen man dividieren
kann, haben wir untersucht. Wir haben alle dieser Strukturen gefunden, und daher ist es jetzt
an der Zeit, Neuland zu entdecken und zu erkunden, was Generationen von Mathematikern
aus den hier prasentierten Prinzipien geschaffen haben.

Wir hoffen, dass Thnen dieser Streifzug durch die Grundlagen der modernen Mathema-
tik ein wenig Freude bereitet hat und wiinschen allen LeserInnen viel Vergniigen mit all
den Theorien, Strukturen und Anwendungen, die im Verlauf ihres Studiums noch kommen
mogen.
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