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Vorwort

Das vorliegende Skriptum begleitet die Vorlesung

Schulmathematik Analysis

im Wintersemester 2024/25 von Sonja Kramer und Roland Steinbauer an der Fakultät für
Mathematik der Universität Wien. Es ist eine leichte Weiterentwicklung der Skripten aus den
Wintersemestern 2022/23 sowie 2020/21 und beruht auf dem Skriptum und der Vorlesungs-
ausarbeitung zur selben Vorlesung vom Wintersemester 2018/19 von Evelyn Süss-Stepancik
und Roland Steinbauer.

Die Hauptquellen auf die wir uns stützen sind einerseits die didaktisch ausgezeichneten Bücher
zur (Schul-)Analysis (Danckwerts und Vogel, 2005) und (Danckwerts und Vogel, 2006), sowie
das Standardwerk zur Didaktik der Analysis (Greefrath et al., 2016). Wenn immer es uns
sinnvoll erscheint, beziehen wir auch aktuelle Beiträge aus der fachdidaktischen Literatur mit
ein.
Bei allen fachmathematischen Inhalten zur Analysis beziehen wir uns (fast) ausschließlich auf
das Skriptum (Steinbauer, 2024) und für zugrundeliegende mathematische Inhalte auf das
Buch zur Einführung in das mathematische Arbeiten (Schichl und Steinbauer, 2018).

Viel Inspiration verdanken wir den Skripten und Überlegungen zur Schulmathematik von
Stefan Götz und jenen zur Analysis von Günther Hörmann. Mit ihnen und mit Christoph
Ableitinger und Kata Sebök tauschen wir uns immer wieder gerne zu (aktuellen) Fragen der
Fachdidaktik und der Lehramtsausbildung aus.
Neben ihnen danken wir den vielen Student*innen, die über die Jahre Fehler und Unge-
reimtheiten in Vorlesung und Skriptum aufgedeckt und uns mit ihren Fragen herausgefordert
haben, noch mehr nach Klarheit zu streben. Diesbezüglich haben wir natürlich auch viel von
der Zusammenarbeit mit

”
unseren” Übungsleiter*innen profitiert, für sie seien stellvertretend

Monika Dörfler und Christian Spreitzer erwähnt.

Klarerweise liegt die Verantwortung für alle verbliebenen Fehler und Schwächen des Texts bei
uns alleine und wir freuen uns über einschlägige Hinweise.

Wien im September 2024
Sonja Kramer & Roland Steinbauer
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6.1.C Fehlvorstellungen: Integral und Fläche . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

6.2 Fachmathematische Betrachtungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
6.2.A Integrieren ist Rekonstruieren von Funktionen . . . . . . . . . . . . . . 162
6.2.B Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung . . . . . . . . . 168
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Kapitel 1

Einleitung

Am Anfang dieser Vorlesung nehmen wir eine Begriffsbestimmung vor: Was ist die Analysis
als mathematische Disziplin? Was ist ihr Wesen und was sind ihre zentralen Begriffe und
Methoden? Warum ist das so (und nicht anders)? Dabei blicken wir in strukturierter Weise
auf die Fachvorlesung

”
Analysis” aus dem vergangenen Semester zurück.

Darauf aufbauend nehmen wir eine weitere Begriffsbestimmung vor: Was ist die
”
Schulanaly-

sis”? Welchen Platz hat die Analysis im Mathematikunterricht in der Sekundarstufe? Warum
ist das so (und nicht anders)? Dabei geben wir einen Ausblick auf die kommende Vorlesung.

1.1 Analysis zwischen Schule und Universität

1.1.A Was soll und was will die Analysis1

1.1.1. Analysis - Eine erste Begriffsbestimmung. Ein Enzyklopädieeintrag für (mathe-
matische) Analysis könnte in etwa wie folgt lauten2:

Die Analysis ist jenes Teilgebiet der Mathematik, in dem Funktionen (und ihre
Verallgemeinerungen) mit den Methoden des Grenzwertbegriffs studiert werden.

Ihre Grundlagen wurden von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) und Isaac
Newton (1643–1726) als Infinitesimalrechnung unabhängig voneinander entwi-
ckelt. Als eigenständiges Teilgebiet der Mathematik neben den klassischen Teilge-
bieten der Geometrie und der Algebra existiert die Analysis seit Leonhard Euler
(1707–1783).

Grundlegend für die gesamte Analysis ist der Körper R der reellen Zahlen (und
auch der Körper C der komplexen Zahlen) mitsamt seinen geometrischen, arith-
metischen, algebraischen und topologischen Eigenschaften. Die Untersuchung von
reellen und komplexen Funktionen hinsichtlich Stetigkeit, Differenzierbarkeit und
Integrierbarkeit zählt zu den Hauptgegenständen der Analysis. Die hierzu entwi-
ckelten Methoden sind in allen Natur- und Ingenieurwissenschaften von großer
Bedeutung.

1vgl. den gleichnamigen Text in (Steinbauer, 2024), Abschnitt 0.0.
2vgl. z.B. https://de.wikipedia.org/wiki/Analysis

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Wir wollen im Folgenden aber etwas mehr in die Breite und Tiefe gehen.

1.1.2. Analysis - Eine Inhaltsbestimmung. Inhaltlich beschäftigt sich die Analysis vor
allem mit Funktionen, und zwar zunächst mit solchen von R nach R. Ganz allgemein die-
nen Funktionen dazu, den Zusammenhang zwischen verschiedenen Größen zu beschreiben.
Hier meint

”
beschreiben” nicht

”
erklären” - das Wort Zusammenhang ist also nicht kausal zu

verstehen, sondern es geht darum, welche Werte einer Größe zusammen mit welchen Werten
einer anderen Größe auftreten. Alltägliche Beispiele sind etwa Verzinsung (Höhe eines Gutha-
bens oder auch eines Schuldenstands zu einem bestimmten Zeitpunkt), Bremsweg (Länge des
Bremswegs eines Fahrzeugs in Abhängigkeit von der Geschwindigkeit), radioaktiver Zerfall
(Anzahl strahlender Isotope zu einem bestimmten Zeitpunkt) etc, siehe Abbildung1.1.

Abb. 1.1: Bremsweg eines PKW in Abhängigkeit von der Geschwindigkeit

Ein wichtiger Kunstgriff der Mathematik ist die Abstraktion: Es wird von der konkreten Si-
tuation bewusst abgesehen und statt mit Bremsweg, Zeit, Energieverbrauch, etc. beschäftigen
wir uns mit

”
anonymen”, universell verwendbaren Größen, den Variablen. Alles was wir über

Funktionen herausfinden, ist also universell (in jedem Beispiel) gültig, wobei natürlich eine
exakte mathematische Erklärung (sprich Definition), was eine Funktion sein soll, zugrunde
gelegt werden muss.

Darauf und auf der Definition der reellen Zahlen aufbauend ist es der rote Faden der Analysis,
das Änderungsverhalten von Funktionen zu verstehen, zu beschreiben und zu beherrschen.

Etwas technischer formuliert sind die zentralen Fragestellungen beim Studium des Änderungs-
verhalten von Funktionen:

• Welche Begriffe eignen sich am besten dazu das Verhalten von Funktionen
”
im Kleinen”

zu erfassen?
• Wie kann man aus dieser Kenntnis einer Funktion

”
im Kleinen” Aussagen über die

Funktion
”
im Ganzen” gewinnen?

1.1.3. Beispiel (Radfahren). Wie kann aus der Kenntnis der Momentangeschwindigkeit
(der Änderung

”
im Kleinen”) zu jedem Zeitpunkt der Gesamtverlauf der Fahrt (zurückgelegte

Strecke, die Funktion
”
im Großen”) rekonstruiert werden?

Bei einem Fahrrad werden diese Größen auf dem Fahrradcomputer (Tachometer bzw. Ta-
geskilometerzähler) angezeigt, aber was bedeuten diese Begriffe wirklich und wie kann obige
Frage systematisch beantwortet werden. Solche Frage zu beantworten, benötigen wir einen
geeigneten Begriffsapparat.
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1.1.4. Der analytische Begriffsapparat. Jede ernsthafte Untersuchung obiger Fragen führt
notwendigerweise auf den Begriff des Grenzwerts (Limes). Dieser Grenzwertbegriff in seinen
zahlreichen Erscheinungsformen ist das Herzstück der Analysis und liegt gleichermaßen der
Differential- und der Integralrechnung zugrunde.

Die Analysis ist jedoch weit mehr als ein Lehrsystem in dem diese abstrakten Begriffe zu
abstrakten Resultaten verwoben werden. Sie bringt in schier unglaublicher Methodenvielfalt
eine Fülle konkreter mathematischer Resultate hervor. Dabei steht oft der Gedanke der Ap-
proximation im Zentrum, es ergeben sich eine Unzahl

”
schöner” Formeln und Identitäten und

immer wieder können überraschende Beziehungen zwischen Begriffen hergestellt werden, die
zunächst (scheinbar) nichts miteinander zu tun haben.

1.1.5. Und wozu das Ganze?

Was hat diese zunächst vielleicht etwas trocken erscheinende Materie mit der echten Welt zu
tun? Sehr viel!

Das Studium von funktionellem Änderungsverhalten ist, wie schon oben angedeutet, keines-
wegs ein rein

”
akademisches Vergnügen”, sondern ist eng verbunden mit dem Bestreben der

Menschen, die uns umgebende Welt zu verstehen und zu gestalten. Das zeigt insbesondere
die Geschichte der Analysis, deren Entstehen und Meilensteine Hand in Hand gehen mit der
Entwicklung der neuzeitlichen Physik durch Newton (1643–1726), Euler (1707–83), Lagrange
(1736–1813) und Laplace (1749–1827), um nur die großen Denker des Anfangs zu nennen.

Damit steht die Analysis im Zentrum der naturwissenschaftlich-technischen Revolution, die
unsere Welt und Gesellschaft in den letzten vier Jahrhunderten so tiefgreifend und beispiellos
verändert hat. Insofern ist die Differential- und Integralrechnung eine elementare Kulturtech-
nik, so wie die Schrift, und nimmt folgerichtig einen prominenten Platz in der Schulmathe-
matik ein.

1.1.6. Ja schön, aber wie? Methodik & Axiomatik.

Sie hatten in der Fachausbildung das Glück, die Grundbegriffe der Analysis in einer vergleichs-
weise verständlichen Form kennen lernen zu können. Das war nicht immer so, denn bis weit
ins 19. Jahrhundert waren die Mathematiker/innen auf eine mehr oder weniger gut funktio-
nierende Intuition beim Umgang mit

”
unendlich kleinen Größen“ angewiesen. Die historische

Entwicklung hat jedoch gezeigt, dass es unbedingt notwendig ist - und es ist in der Mathe-
matik als Wissenschaft selbstverständlich - dass die Analysis wie jedes andere mathematische
Gebiet nach der axiomatischen Methode (Vorgehen nach dem Definition-Satz-Beweis Schema)
gelehrt wird. Das trifft weitgehend auch für die Fachausbildung im Lehramt zu.

Die ganze Theorie und alle ihre Aussagen werden in streng logischem Aufbau aus den Grund-
eigenschaften der reellen Zahlen aufgebaut. Jede mathematische Disziplin verdankt ihre Si-
cherheit aber oft auch ihre Schönheit dieser Methode. Konkret für die Analysis bedeutet die
axiomatische Methode:

Die gesamte Welt der Analysis muss deduktiv aus den Grundeigenschaften der
reellen Zahlen hergeleitet werden.

Warum ist das so?

(1) Nur so erreicht die Mathematik eine Sicherheit, die von ihr erwartet wird.
(2) Diese Methode macht das systematische Erlernen eines Gebietes leichter!

Punkt (2) ist kein Witz! Statt in
”
druidischer” Weise von einem Meister im geheimnisvollen

Handwerk des intuitiv richtigen Hantieren mit
”
unendlich kleinen Größen” unterwiesen zu
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werden, weist die axiomatische Methode einen klaren Weg. Alle Begriffe werden durch wenige
grundlegende Eigenschaften exakt definiert, allgemeine Aussagen über diese Begriffe werden in
mathematischen Sätzen formuliert, diese werden durch logische Schlussfolgerungen bewiesen.

Ja, aber natürlich bereitet diese Herangehensweise große Schwierigkeiten! Es ist v.a. für Stu-
dienanfänger/innen eine Herausforderung den deduktiven Aufbau mit dem eigenen Vorwissen
der Fantasie und Intuition und der Kreativität in Einklang zu bringen. Von den damit ver-
bundenen Schwierigkeiten beim Lernen und Lehren der Analysis in der Schule wird in dieser
Vorlesung noch ausführlich die Rede sein3.

1.1.7. Eine persönliche Bemerkung.

Zu sehen, wie aus den wenigen Axiome der reellen Zahlen die gesamte Welt der Analysis auf-
gebaut wird, ist eine geistige und ästhetische Erfahrung: das Ineinandergreifen der verschie-
denen Begriffe zu verstehen und die vielen überraschenden Querverbindungen zu entdecken
kann viel Freude machen und wird nicht ganz ohne Folgen für das eigene Denken bleiben
(können). Ähnliches gilt für die Kraft der Anwendungen: Durch reines Denken gewonnene
Erkenntnisse der Analysis haben weitreichende Anwendungen in der Physik, anderen Natur-
wissenschaften, der Ökonomie etc. sind also höchst relevant für unser Verständnis von Natur
und Gesellschaft.

1.1.B Was soll und was will die Schulanalysis?

Um eine Antwort auf diese – zugegebenermaßen nicht ganz einfache – Frage zu geben, lohnt
es sich, einen (intensiven) Blick in die verschiedenen Bereiche zu tun, die regeln und erläutern,
was die Schulmathematik an sich soll und will. Das wären zum einen der Lehrplan mitsamt
dem Konzept der Reifeprüfung und zum anderen die fachdidaktische Literatur mit ihren
aktuellen Forschungsergebnissen.

1.1.8. (Schul-)Analysis im Lehrplan und im Konzept der standardisierten schrift-
lichen Reifeprüfung. Es mag erstaunen, aber es ist eine Tatsache, dass im österreichischen
Mathematiklehrplan der AHS-Oberstufe das Wort

”
Analysis“ selbst nicht (abgesehen von der

Aufzählung der Inhaltsdimensionen) zu finden ist. Dennoch sind typische Themenbereiche
der Analysis fest im Lehrplan verankert.

Nach dem Lehrplantext der 7. Klasse (AHS) werden im ersten Semester die Grundlagen der
Differentialrechnung anhand von Polynomfunktionen erarbeitet (Differenzen-, Differentialquo-
tient, mittlere/lokale bzw. momentane Änderungsrate, Sekanten-/Tangentensteigung, Ablei-
tungsfunktion, Ableitungsregeln für Potenz- und Polynomfunktion, Monotonie, Krümmung,
... Untersuchung von Polynomfunktionen in inner-/außermathematischen Bereichen) und im
zweiten Semester eine Erweiterung und Exaktifizierung der Differentialrechnung vorgenom-
men (Ableitungsregeln für Exponential-, Logarithmus- und Winkelfunktionen, Kettenregel,
weitere Anwendungen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Zusammenhang zwischen Differenzier-
barkeit und Stetigkeit).

In der 8. Klasse (AHS) wird ebenso zweischrittig vorgegangen, zuerst werden die Grundlagen
der Integralrechnung erarbeitet (Ober-, Untersumme, bestimmtes Integral, Stammfunktion,
elementare Integrationsregeln), später dann die Anwendungen und Exaktifizierungen der In-
tegralrechnung vorgenommen (das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten, Hauptsatz

3Tatsächlich gibt es in der fachdidaktischen Literatur eine breit angelegte Diskussion über die Diskrepanz
zwischen einer rein logischen Präsentation mathematischer Inhalte und der kognitiven Entwicklung Lernender,
siehe z.B. (Tall, 2002).
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der Differential- und Integralrechnung, das unbestimmte Integral).

Das allein gibt aber noch keine Antwort auf die eingangs gestellt Frage, was die Schulanalysis
soll und will.

Nun hält der Lehrplan neben der Auflistung der Inhalte auch einen allgemeineren Teil bereit
und spricht dort die Bildungs- und Lehraufgaben des gesamten Faches Mathematik an. Diese
sind zwar nicht explizit für die Analysis ausformuliert, geben aber einen Hinweis darauf, was
die Schulmathematik an sich will. So sollen die Schülerinnen und Schüler zum Beispiel erfah-
ren, dass die Mathematik eine spezifische Art ist, die Erscheinungen der Welt wahrzunehmen
und durch Abstraktion zu verstehen. Im Zusammenhang mit der Schulanalysis werden wir in
dieser Lehrveranstaltung diskutieren, ob und wie diese Bildungsaufgabe erfüllt werden kann.

Nachdem der allgemeine Teil des Lernplans und die Auflistung der Lehrplaninhalte bisher
keine befriedigende Antwort auf die oben gestellte Frage geben, kann die Handreichung zum
Lehrplan herangezogen werden. Endlich — dort findet sich erstmals der Terminus Analysis. In
Teil B: Erweiterter Grundkompetenzkatalog, der die Grundkompetenzen der standardisierten
schriftlichen Reifeprüfung (SRP) und jene Grundkompetenzen, die im Rahmen des Lehrplans
neben den Reifeprüfungskompetenzen wesentlich sind , zusammenfasst, ist dann nämlich vom
Inhaltsbereich Analysis die Rede. Dort wird auch die sogenannte

”
Bildungstheoretische Ori-

entierung“ aus dem SRP-Konzept angeführt. Diese hält fest, dass die Analysis Begriffe und
Konzepte zur Beschreibung von diskreten und stetigen Änderungsverhalten bereitstellt, die
sowohl in der Mathematik als auch in vielen Anwendungen sehr bedeutend sind. Für die
Schulanalysis bedeutet dies: Dass Schüler/innen

• diese mathematischen Begriffe erwerben müssen,
• sie in diversen Anwendungsfällen nutzen und deuten sollen, sowie
• die Zusammenhänge der Fachbegriffe erkennen sollen.

Zusätzlich zu den damit verbundenen Kompetenzen werden in der bildungstheoretischen Ori-
entierung noch die unterschiedlichen mathematischen Darstellungsarten sowie die symboli-
schen Schreibweisen und Formalismen der Analysis erwähnt — auch diese sollen von den
Schüler/innen eigenständig genutzt werden können. Dem

”
Rechnen“ an sich wird in der bil-

dungstheoretischen Orientierung weniger Bedeutung beigemessen, es genügt, sich im Rahmen
der SRP auf die einfachsten Regeln (z. B. des Differenzierens) zu beschränken.

Da die SRP aber nur eine Teilmenge des gesamten Lehrplans abprüft, sind im Lehrplan
weitere Kompetenzen (z. B. die Kettenregel kennen und anwenden können) aufgelistet.

Der Zusammenhang zwischen Lehrplan und SRP-Konzept wird im dritten Teil der Handrei-
chung zum Lehrplan explizit gemacht. In diesem Teil C: Lehrplan mit Hinweisen auf Grund-
kompetenzen werden die Lehrplanformulierungen dann mit den Grundkompetenzen der SRP
vernetzt, konkretisiert und durch Hinweise ergänzt, siehe Tabelle 1.1. Auch dort findet sich
der Terminus Analysis wieder.

1.1.9. Schulanalysis im fachdidaktischen Diskurs. Eine Diskussion der Frage, was soll
und will die Schulanalysis aus Sicht der Mathematikdidaktik, kann hier in der ihr gebührenden
Breite nicht erfolgen. Daher beschränken wir uns im Folgenden auf zentrale Grundpositionen
dieses Diskurses und räumen gleich zu Beginn ein, dass es keine einfache Aufgabe ist, die
Schulanalysis befriedigend zu unterrichten. In der fachdidaktischen Diskussion zur Schulana-
lysis kristallisieren sich im Wesentlich zwei unterschiedliche Positionen und Ansätze heraus.

Vertreterinnen und Vertreter des einen Ansatzes plädieren dafür, die Anwendungen der Ana-
lysis im Unterricht in den Vordergrund zu stellen und auf einen kanonischen Aufbau der
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Kompetenzbereich Lehrplanformulierung Konkretisierung und Hinweise
auf Grundkompetenzen

Funktionale Abhängigkeiten, Analysis

Folgen Zahlenfolgen als auf N bzw.
N∗ definierte reelle Funk-
tionen kennen (insbesondere
arithmetische Folgen als linea-
re Funktionen und geometri-
sche Folgen als Exponential-
funktionen); sie durch expli-
zite und rekursive Bildungs-
gesetze darstellen und in au-
ßermathematischen Bereichen
anwenden können

2 Zahlenfolgen (insbesondere

arithmetische und geometri-

sche Folgen) durch explizite

und rekursive Bildungsgesetze

beschreiben und graphisch

darstellen können (FA-L 7.1)

2 Zahlenfolgen als Funktio-

nen über N bzw. N∗ auffassen

können, insbesondere arith-

metische Folgen als lineare

Funktionen und geometrische

Folgen als Exponentialfunktio-

nen (FA-L 7.2)

2 Folgen zur Beschreibung von

Prozessen in anwendungsori-

entierten Bereichen einsetzen

können (FA-L 8.4); (z. B.

Kapitalentwicklungen durch

geometrische Folgen darstellen

können)

2 Diskrete und kontinuierliche

Modelle vergleichen können (z.

B. anhand von Wachstumsmo-

dellen)

Tabelle 1.1: Ausschnitt aus dem Lehrplan, Teil C, S. 32

Analysis zu verzichten. Dabei stehen echte Anwendungsbeispiele im Zentrum des Unterrichts
und es werden nur die dafür nötigen Begriffe entwickelt.

Dem gegenüber steht die Position, dass die Begriffe, Zusammenhänge und Beweise den Kern
eines verständnisvollen Umgangs mit Mathematik ausmachen und daher natürlich auch in
der Schulanalysis verankert sein sollen und nicht als lästiges und gegebenenfalls zu ver-
nachlässigendes Übel zu betrachten sind.

Zum Einsatz des Computers meinen die jeweiligen Vertreterinnen und Vertreter:

• Gut, dass es ihn gibt! Er erleichtert einen anwendungsbezogenen Unterricht.
• Der Computer vermag zwar gedankliche Prozesse sichtbar zu machen, damit werden
sie möglicherweise leichter verstehbar. Hüten wir uns aber davor, die Gedanken dabei
selbst zu vergessen!

Für den Unterricht im Bereich der Schulanalysis steht man also vor dem Dilemma
”
An-

schaulichkeit versus Strenge“. D.h. ein Mehr an Anschaulichkeit kann oft auf Kosten der
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Exaktheit gehen und umgekehrt. Zusätzlich zu diesem Dilemma zeigt sich in der schulischen
Praxis, die dem deduktiven Aufbau der Analysis gerecht werden will, ein enormer Mangel
an heuristischen Denk- und Arbeitsweisen. D.h. den Schülerinnen und Schülern wird selten
Gelegenheit gegeben Lösungen, Begriffe o. Ä. in der Schulanalysis selbst zu entdecken bzw.
selbst zu entwickeln. Zu guter Letzt ist die Schulanalysis oft auch von einer sehr einseiti-
gen Kalkülorientierung geprägt und vernachlässigt dabei eine Verständnisorientierung. Und
gerade diese Kalkülorientierung in der Analysis lässt Schüler/innen straucheln, wenn ihre
algebraischen Fertigkeiten in früheren Jahren nicht entsprechend ausgebildet wurden.

1.1.10. Nun — was also soll und will die Schulanalysis wirklich?

(1) Sie soll und will die für Analysis fundamentalen Ideen und deren Bedeutung verständ-
nisorientiert vermitteln. Dazu zählen die reellen Zahlen, der Ableitungs- und Integral-
begriff, der funktionale Zusammenhang, die Idee der Änderungsrate, die Idee des Ap-
proximierens und die Idee des Optimierens.

(2) Sie soll und will inhaltliche Vernetzungen anbieten. Dafür bietet sich besonders die
Idee der Änderung an. Sie ist den Schülerinnen und Schülern als absolute und relative
Änderung seit der Bruch- und Prozentrechnung vertraut, setzt sich über die mittlere und
lokale bzw. momentane Änderungsrate bis zum Ableitungsbegriff fort. Darüberhinaus
bietet sich aber auch die Vernetzung zu anderen Teilgebieten der Mathematik an. Ein
Beispiel dafür ergibt sich in der Stochastik bei der Behandlung der Normalverteilung.

(3) Sie soll und will anwendungsorientiert sein. D.h. sie soll Problemstellungen aus unter-
schiedlichsten Kontexten (Wirtschaft, Physik, Kinematik, ...) aufgreifen und bei der
Modellbildung besonders sorgfältig mit der Interpretation und Validierung der Ergeb-
nisse umgehen.

1.2 Ausblick auf die Vorlesung

In diesem Abschnitt geben wir nun einen Ausblick auf die Inhalte und die Methodik der
Vorlesung. Zuerst definieren wir aber die Ziele der Schulmathematik-Lehrveranstaltungen
Analysis.

1.2.1. Ziele der Schulmathematik-Lehrveranstaltungen Analysis. Als Ziel der Vor-
lesung und der zugehörigen Übungen formuliert das Curriculum (Universität Wien, 2016):

Die Studierenden erkennen die Relevanz der fachmathematischen Konzepte für
den Schulunterricht und können diese dort angemessen verwenden. Sie kennen
verschiedene Möglichkeiten für Zugänge zu grundlegenden Themen des Analysis-
Schulunterrichts (und ihrer Anwendungen) und können diese bewerten. Die Stu-
dierenden können in diesem Gebiet fachdidaktische Konzepte anwenden und Com-
puter in angemessener Weise einsetzen, sie kennen typische Fehlvorstellungen und
passende Interventionsmöglichkeiten.

1.2.2. Schulanalysis vom höheren Standpunkt. Um diese Ziele zu erreichen, werden wir
in der Vorlesung die Schulanalysis von einem höheren Standpunkt aus betrachten. Das bedeu-
tet, dass der Hauptstrang der Vorlesung die zentralen Inhalte der Schulanalysis behandelt,
aus verschiedenen Perspektiven beleuchtet und ein umfassendes Verständnis der analytischen
Kernbegriffe und ihrer Zusammenhänge herstellt.
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Diese Kerninhalte sind wenig überraschend ident mit dem Kanon sowohl der Fachvorlesung

”
Analysis“ als auch der Schulanalysis:

• Funktionsbegriff
• Folgen, Grenzwert und Vollständigkeit der reellen Zahlen
• Differentialrechnung & Integralrechnung plus Anwendungen
• Spezielle Funktionen

1.2.3. Drei Anknüpfungs- und Bezugspunkte.
Der Hauptstrang der Vorlesung also

”
unsere“ Schulanalysis von einem höheren Standpunkt

hat drei Anknüpfungs- bzw. Bezugspunkte.

(1) Die Inhalte und (mathematischen) Methoden der Fachvorlesung
”
Analysis in einer Va-

riable für das Lehramt” an die wir direkt anknüpfen.
(2) Den fachdidaktischen Diskurs zum Lehren und Lernen der Analysis, dessen Diskussionen

und Ergebnisse wir an Ort und Stelle einbringen.
(3) Ausführliche Bezüge zur Unterrichtspraxis, die wir über die ganze Lehrveranstaltung

hinweg herstellen.

Um die Punkte (2) und (3) angemessen darstellen zu können, stellen wir in Kapitel 2 einen
fachdidaktischen Begriffsrahmen zur Verfügung, der es erlaubt, mathematisches Fachwissen
zu reflektieren und mathematikdidaktisches Professionswissen aufzubauen. Damit sollen die
Hörer/innen befähigt werden, einen qualitätsvollen Analysis-Unterricht zu gestalten, der fach-
lich und fachdidaktisch fundiert ist und sich durch eine reflektierte Unterrichtspraxis auszeich-
net.

Um diese Bezugspunkte auch fest in diesem Skriptum zu verankern, wird der Haupttext von
zwei Sorten von Boxen unterbrochen: mathematische Faktenboxen und Boxen zum fachdidak-
tischen Professionswissen (FD-Boxen), die sowohl wichtige fachdidaktische Begriffsbildungen
und Inhalte erklären, wie auch unterrichtspraktische Hinweise geben.

1.2.4. Hochschuldidaktischer Hintergrund. Es gibt eine umfangreiche Literatur zum
sog. Lehrerprofessionswissen (siehe etwa (Baumert und Kunter, 2013; Krauss et al., 2008)).
Durch große empirische Studien ist belegt, dass sich das mathematik-bezogene Lehrer/innen-
wissen valide in die beiden Teilbereiche mathematical content knowledge (MCK) und paedago-
gical context knowledge (PCK) unterteilen lässt. Letzteres könnte man auch kurz

”
fachdidak-

tisches Handlungswissen” nennen und es ist in folgendem Sinn entscheidend: Das PCK der
Lehrperson ist Hauptprädiktor für den Lernerfolg ihrer Schüler/innen. MCK der Lehrkraft
hat zwar auch einen positiven Einfluss auf die Unterrichtsqualität, reicht aber alleine nicht
aus. Allerdings beruht PCK immer auf einer soliden Basis von MCK.

Darüber hinaus sind typische unterrichtliche Handlungsanforderungen an Lehrkräfte ebenfalls
gut empirisch erforscht, siehe etwa (Bass und Ball, 2004; Prediger, 2013). Es ergeben sich
z.B. folgende mathematische Kernaufgaben, die Lehrer/innen in ihrer täglichen Praxis zu
bewältigen haben:

• Anforderungen an Schüler/innen (aus Schulbüchern, Tafelbildern oder Tests) selbst
bewältigen und auf verschiedenen Niveaus bearbeiten können;

• Lernziele setzen und ausschärfen;
• Zugänge (in Schulbüchern, Tafelbildern o.ä.) analysieren und bewerten;
• Aufgaben und Lernanlässe auswählen, verändern oder konstruieren;
• Tests entwickeln und re-skalieren;
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• geeignete Darstellungen und Exaktheitsstufen auswählen und nutzen sowie zwischen
ihnen vermitteln;

• Äußerungen von Lernenden analysieren, bewerten und darauf lernförderlich reagieren;
• Fehler von Lernenden analysieren und darauf lernförderlich reagieren;
• fachlich substantielle, produktive Diskussionen moderieren;
• zwischen verschiedenen Sprachebenen (Alltagssprache, Fachsprache,Symbolsprache) fle-
xibel hin-und herwechseln;

• Lernstände, Lernprozesse und Lernerfolge erfassen;
• Begriffe und Konzepte erklären und Bezüge herstellen.

In der fachdidaktischen Literatur außerdem darauf hingewiesen, dass fachliche Inhalte im Be-
wusstsein der Lehrkräfte geeignet repräsentiert sein müssen, damit diese fähig sind, Aufgaben
des obigen Anforderungskatalogs effektiv zu bewältigen.

Die Orientierung an obigen Punkten liefert uns ein leitendes Prinzip, um die Inhalte und ihre
konkrete Ausgestaltung, die Methoden und den Geist der Vorlesung praxisnahe zu gestalten.
In der Vorlesung, aber vor allem in den Übungen werden wir diese Kernaufgaben trainieren
und ein Bewusstsein für die mathematischen Tätigkeiten schaffen, die die Unterrichtspraxis
bestimmen.
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Kapitel 2

Fachdidaktischer Bezugsrahmen

In diesem Kapitel stellen wir einige fachdidaktische Konzepte vor, um einen Überbau und
einen Bezugsrahmen zu schaffen, in dem eine differenzierte Diskussion der Inhalte der Schul-
analysis erfolgen kann.

Wir beginnen mit den Konzepten der Grundvorstellungen und Aspekte mathematischer Be-
griffe, die uns im Weiteren als Analysewerkzeuge wichtige Dienste leisten werden.

Danach wenden wir uns den Grunderfahrungen im Mathematikunterricht zu. Wir beginnen
mit einer Analyse der Schwierigkeiten, denen der Analysisunterricht in der Schule begegnet.
Diese liegen in der inhaltlichen Komplexität des Gegenstandes begründet und wir skizzieren
den fachdidaktischen Diskurs, der sich mit Strategien zur Überwindung dieser Schwierig-
keiten befasst. So werden wir zu den drei Winter’schen Grunderfahrungen geführt, die den
allgemeinbildenden Charakter des Mathematikunterricht prägnant zusammenfassen. Wir spe-
zialisieren sie für das Gebiet der Analysis, wobei wir insbesondere auf das Ineinandergreifen
der Grunderfahrungen eingehen.

2.1 Grundvorstellungen

Im Mathematikunterricht sollen Schüler/innen neue Inhalte tiefgreifend verstehen und inter-
nalisieren und diese nicht nur auf einer oberflächlichen und unverstandenen symbolischen oder
verbalen Ebene wiedergeben können. Verständnisorientierter Unterricht zielt daher darauf ab,
dass die Schüler/innen

• tragfähige Vorstellungen zu neuen Begriffen aufbauen und
• diesen eine inhaltliche Bedeutung geben, um
• mit den Inhalten verständnisvoll umgehen zu können.

In der deutschsprachigen1 Mathematikdidaktik wird diese Problematik oft mit Hilfe des so-
genannten Grundvorstellungskonzepts theoretisch beleuchtet. Das Konzept der Grundvorstel-
lungen hat seinen Ursprung in der deutschen Rechendidaktik des 19. Jahrhunderts und wurde
in seiner modernen Fassung vor allem von Rudolf vom Hofe in seiner Dissertation (Hofe, 1995)
in die fachdidaktische Diskussion eingebracht. Der Kern dieser Betrachtungsweise ist es, Be-
ziehungen zwischen mathematischen Inhalten und der individuellen Begriffsbildung Lernender

1Vor allem im englischsprachigen Diskurs wird alternativ oft die Konzeption
”
concept image” und

”
concept

definition” nach (Tall und Vinner, 1981) verwendet. Diese Begrifflichkeit wurde stärker aus der Lernpraxis
entwickelt, während das Grundvorstellungskonzept seinen Ursprung in der Stoffdidaktik hat, vgl. (Vom Hofe
und Werner Blum, 2016).

11
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herzustellen.

2.1.A Aspekte und Grundvorstellungen

Allgemein liefert das Grundvorstellungskonzept ein didaktisches Modell, das mathematisches
Verständnis an inhaltlichen Vorstellungen festmacht. Wir wollen das zunächst an einem ein-
fachen Beispiel erläutern, das auch zeigt, wie verschiedene Grundvorstellungen zu einem ma-
thematischen Begriff dessen Verständnis befördern, vgl. (Weber, 2013).

2.1.1. Beispiel (Dividieren). In der Grundschule kommen beim (ganzzahligen) Dividieren
(ohne Rest) unter anderem die folgenden beiden Grundvorstellungen zum Tragen:

(1) Vorstellung des Verteilens
(Z.B. das gerechte(!) Aufteilen von 21 Gummibärchen auf 7 Kinder);

(2) Vorstellung des Enthaltenseins
(Z.B., wie oft können 7 Gummibärchen aus einer Packung mit 21 Stück herausgenommen
werden?).

Die Aufgabenstellung 21 : 7 kann mittels beider Grundvorstellungen problemlos gelöst werden.
Aber schon an diesem einfachen Beispiel kann man sehen, dass verschiedene Grundvorstel-
lungen verschieden weit tragen und, dass für eine Erweiterung von Begriffen ein Wechsel von
Grundvorstellungen hilfreich sein kann. Z. B. kann man die Aufgabe 20 : 1

2 schlecht mit (1)
lösen. Mit (2) hingegen funktioniert es ganz einfach: 1

2 ist in 20 klarerweise 40-mal enthalten.
Darüber hinaus kann man auch begründen, weshalb diese Division nicht — wie von den
natürlichen Zahlen her gewohnt — verkleinert, sondern vergrößert: Das Ergebnis 40 bezeichnet
nicht vierzig Ganze, sondern vierzig Halbe.

In Bezug auf komplexere mathematische Inhalte lohnt es sich neben dem Grundvorstellungs-
begriff auch noch die Terminologie der Aspekte eines mathematischen Begriffs in die Reflexion
mit einzubeziehen, siehe Greefrath et al., 2016, Abschn. 1.1.5. Diese Terminologie entspricht
durchaus der alltagssprachlichen Bedeutung, genauer2:

FD-Box 1: Aspekte mathematischer Begriffe

Ein Aspekt eines mathematischen Begriffs ist eine Facette dieses Begriffs, mit dem dieser
fachlich beschrieben werden kann.

Wir erläutern die Terminologie von
”
Aspekten” und

”
Grundvorstellungen” am Beispiel der

Ableitung einer Funktion f : R → R an einer Stelle ξ ∈ R. Die Ableitung f ′(ξ) lässt sich
fachlich sowohl als Grenzwert des Differenzenquotienten (vgl. (Steinbauer, 2024), 3.1.8(ii))
oder als lineare Bestapproximation3 an die Funktion nahe ξ (vgl. (Steinbauer, 2024), 3.1.22))
beschreiben. Diese beiden Aspekte des Ableitungsbegriffs stellen wiederum die Basis für unter-
schiedliche Grundvorstellungen dar, wie zum Beispiel die Grundvorstellungen

”
Tangentenstei-

gung”,
”
lokale Änderungsrate” und

”
Ableitung als Verstärkungsfaktor kleiner Änderungen”,

die wir in Abschnitt 5.4 ausführlich diskutieren werden.
2Die Terminologie in Greefrath et al., 2016, p. 17 erscheint uns etwas unglücklich. Das Wesen eines Aspek-

tes ist es, dass er nicht notwendigerweise den Begriff in seiner Gesamtheit erfasst. Genau das wird aber durch
Verwenden des Wortes

”
charakterisiert“ suggeriert, weil in der mathematischen Fachsprache unter einer Cha-

rakterisierung eine äquivalente Umformulierung verstanden wird, die ja dann den Begriff in seiner Gesamtheit
erfasst.

3In der fachdidaktischen Literatur wird oft vom Aspekt der lokalen lineare Approximation gesprochen.
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Wichtig ist jedenfalls, dass ein Aspekt sich immer auf fachmathematische Inhalte bezieht.
Die Aspekte eines Begriffs sind durch mathematische Fakten gegeben — sie bilden den Kern
seiner fachlichen Definition, Beschreibung oder Charakterisierung.
Im Gegensatz dazu sind Grundvorstellungen ein Konzept das sich auf fachdidaktische Über-
legungen bezieht.

FD-Box 2: Grundvorstellung

Eine Grundvorstellung zu einem mathematischen Begriff ist eine inhaltliche Deutung des
Begriffs, die diesem Sinn gibt.

Die Beziehung zwischen Grundvorstellungen und Aspekten ist die folgende: Grundvorstel-
lungen erlauben es, Aspekte eines mathematischen Begriffs mit einer Bedeutung zu versehen
und so in einen sinnhaltigen Kontext zu setzen. Das wiederum ist eine Voraussetzung für ein
verständnisvolles Hantieren mit dem Begriff.
Grundvorstellungen entwickeln sich, wenn Lernende sich mit Phänomenen befassen, durch die
Aspekte des Begriffs erfahrbar werden. Dabei können verschiedene Grundvorstellungen zu ei-
nem Aspekt entwickelt werden, umgekehrt aber auch eine Grundvorstellung mit verschiedenen
Aspekten des Begriffs korrelieren.

Wir werden in den folgenden Kapiteln die Terminologie der Aspekte und Grundvorstellungen
verwenden, um einen entsprechend differenzierten Blick auf die Kernbegriffe der Schulanalysis
werfen zu können.
Unmittelbar werden wir aber noch einige notwendige Details dieser Terminologie diskutieren.
Eine umfassende Darstellung, die insbesondere den Nutzen dieser Begriffsbildungen betont,
findet sich z.B. in Greefrath et al., 2016, Abschn. 1.5, eine fachdidaktische Beleuchtung des
Begriffs findet sich z.B. in (Vom Hofe und Werner Blum, 2016).

2.1.B Verfeinerung des Grundvorstellungskonzepts

Der Begriff der Grundvorstellung kann sowohl in einem normativen Kontext, wie auch in
einem individuellen Kontext verwendet werden. Genauer unterscheiden wir zwischen univer-
sellen und individuellen Grundvorstellungen.

2.1.2. Universelle Grundvorstellungen haben normativen Charakter. Sie sind das Ergeb-
nis einer fachdidaktischen Reflexion und geben Antwort auf die Frage, was sich Lernende gene-
rell bzw. idealerweise unter einem mathematischen Begriff vorstellen soll(t)en. Das Ausbilden
bestimmter universeller Grundvorstellungen ist also ein Ziel des Mathematikunterrichts, das
Lehrer/innen Orientierungshilfen zu Gestaltung des Unterrichts bietet.

2.1.3. Individuelle Grundvorstellungen sind Grundvorstellungen, die Lernende zu ei-
nem bestimmten Begriff tatsächlich entwickelt haben. Sie sind ebenfalls Ergebnis einer fach-
didaktischen Reflexion und/oder Beobachtungen und beschreiben, was sich Lernende unter
einem bestimmten Begriff vorstellen. Sie haben einen deskriptiven Charakter und geben so-
mit ebenfalls Orientierung für den Mathematikunterricht, indem sie Ausgangspunkt für eine
Unterrichtsplanung bzw. Fördermaßnahme sein können, die zum Ziel hat die Lernenden in
Richtung universeller Grundvorstellungen zu führen.

Im Folgenden werden wir meist (und falls nicht anders angegeben) Grundvorstellungen in
ihrer normativen Form verwenden, also immer von den universellen Grundvorstellungen im
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Zusammenhang mit (Aspekten) analytischer Begriffe sprechen. Zusammengefasst haben wir:

FD-Box 3: Universelle vs. Individuelle Grundvorstellungen

Universelle Grundvorstellungen haben einen normativen Charakter und ihre Ausbil-
dung ist Ziel des Unterrichts.

Individuelle Grundvorstellungen sind tatsächlich ausgebildete Vorstellungen Lernen-
der und haben daher einen deskriptiven Charakter. Sie können Ausgangspunkt des Un-
terrichts bzw. der Unterrichtsplanung sein.

Eine weitere Ausdifferenzierung des Grundvorstellungsbegriffs ist vor allem im Kontext der
Schulanalysis hilfreich. Grundvorstellungen wurden ursprünglich vor allem in der Didaktik der
Primar- und Sekundarstufe 1 verwendet und meinten wirklich sehr konkrete Vorstellungen,
die sich auf alltägliche und anschauliche Dinge bezogen, z. B. im Kontext von Beispiel 2.1.1(1)
das Aufteilen von Gummibärchen unter einer bestimmten Anzahl von Kindern.

Im Kontext der Schulanalysis sind aufgrund des höheren Abstraktionsgrades oft keine adä-
quaten an das Alltagsdenken anknüpfende Grundvorstellungen möglich oder sinnvoll. Daher
wurde der Begriff der sekundären Grundvorstellungen kreiert, die sich nicht auf Alltägliches
beziehen (diese werden in diesem Kontext dann primäre Grundvorstellungen genannt), son-
dern solche, die sich auf andere, einfachere mathematische Begriffe beziehen. Zusammengefasst
ergibt sich also:

FD-Box 4: Primäre vs. sekundäre Grundvorst.

Primäre Grundvorstellungen verbinden (Aspekte) mathematische(r) Begriffe mit
konkreten Alltagserfahrungen an realen Gegenständen.

Sekundäre Grundvorstellungen verbinden (Aspekte) mathematische(r) Begriffe mit
schon bestehenden Vorstellungen zu grundlegenderen mathematischen Begriffen.

2.2 Grunderfahrungen

In diesem Abschnitt erweitern wir unseren fachdidaktischen Referenzrahmen und diskutieren
die sogenannten Winter’schen Grunderfahrungen des Mathematikunterrichts, vgl. (Winter,
1996). Damit steht uns ein weiteres didaktisches Analyse- und Konstruktionsinstrument zur
Verfügung.

Dabei nehmen wir zunächst die Diskussion aus Abschnitt 1.1.B wieder auf und diskutieren
die Schwierigkeiten, die beim Unterrichten analytischer Inhalte in der Schule auftreten.

2.2.A Warum Analysis schwierig zu unterrichten ist

Der fachdidaktische Diskurs zur Schulanalysis kommt im Wesentlichen zu dem Schluss, dass
die Schwierigkeiten beim Unterrichten von Analysis inhärent mit der inhaltlichen Schwierig-
keit des Gebiets verbunden ist, vgl. (Danckwerts und Vogel, 2006, Abschn. 1.1). Es wird auch
von der Sonderrolle der Analysis innerhalb der Schulmathematik gesprochen. Diese äußerst
sich in den folgenden drei Spannungsfeldern, vgl. (Götz, 2013).
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2.2.1. Anschauung vs. Strenge. Die Analysis als mathematische Teildisziplin verfügt über
einen kanonischen, strengen und deduktiven Aufbau, vgl. 1.§1.1.6, der zum Wissensstand der
Lehrer/innen gehört. Andererseits muss der Unterricht viel mehr auf Anschaulichkeit beruhen,
der dann auf Kosten der Strenge geht/gehen muss. Der Kern des Problem ist dabei:

Das Alltagsdenken findet keine bruchlose Fortsetzung in der Analysis.

Zum Beispiel garantiert erst die Vollständigkeit
der reellen Zahlen die Gültigkeit des Nullstellen-
satzes (Zwischenwertsatzes), vgl. (Steinbauer, 2024,
2.2.2 ff): Die Funktion

f : Q → Q, f(x) = x2 − 2, (2.1)

hat auf dem Intervall I = {x ∈ Q : 0 ≤ x ≤ 2}
keine Nullstelle, obwohl f(0) = −2 < 0 und f(2) =
2 > 0 gilt. In nebenstehendem Graph sieht man das
nicht unmittelbar. Abb. 2.1: Der Graph von f(x) = x2−2.

2.2.2. Normative Stoffbilder vs. individuelle Sinnkonstruktionen der Lernenden.
Die obige Problematik tritt auch klar in den Differenzen zwischen den normativen Stoffbil-
dern zu zentralen analytischen Begriffsbildungen und den individuellen Sinnkonstruktionen
der Lernenden zu Tage. Mit unserer Terminologie aus Abschnitt 2.1.B können wir das so
ausdrücken:

Es besteht oft eine große Differenz zwischen den universellen und den individuellen
Grundvorstellungen zu zentralen (Aspekten) analytischer Begriffe.

Ein Beispiel dafür wäre etwa im Kontext des Stetigkeitsbegriffs für reelle Funktionen das
Spannungsverhältnis zwischen der ε-δ-Definition und der Vorstellung, dass der Graph einer
stetigen Funktion keine Sprünge hat.

2.2.3. Systematik vs. Heuristik. Die hochentwickelte Systematik des Analysisunterrichts
weist eine große Kalküllastigkeit auf. Diese geht naturgemäß zu Lasten der Heuristik, was oft
eine Sinnstiftung erschwert oder verhindert. Kurz formuliert:

Kalkül ist nicht sinnstiftend.

Insbesondere ist der analytische Kalkül sehr Algebra-intensiv. Schüler/innen scheitern oft
schon vor der eigentlichen analytischen Begriffsbildung. Wird z. B. die Differenzierbarkeit ei-
ner Funktion mittels Differenzialkoeffizienten erklärt, muss sichergestellt sein, dass die Schüler/-
innen ausreichende Fähigkeiten aus der Sekundarstufe 1 mitbringen, um zunächst den Diffe-
renzenquotienten in seiner Bedeutung als Bruch erfassen zu können.

In diesem Kontext können dann auch Fragen wie die folgende auftreten.

2.2.4. Beispiel (Was ist hier passiert?). Betrachten Sie die folgenden beiden Wege, eine
Stammfunktion für sin(2x) zu berechnen4:

a)

∫
sin(2x)dx =

∫
sin(z)

1

2
dz = −1

2
cos(2x), wobei z = 2x substituiert wurde.

4Wir verwenden hier die Konvention (Steinbauer, 2024, 4.2.11) für das sogenannte
”
unbestimmte Integral”.



16 KAPITEL 2. FACHDIDAKTISCHER BEZUGSRAHMEN

b)

∫
sin(2x)dx =

∫
2 sin(x) cos(x)dx =

∫
2z cos(x)

dz

cos(x)
= sin2(x), wobei der Doppel-

winkelsatz und die Substitution z = sin(x) verwendet wurde.

Was ist hier passiert? Stehen diese beiden Rechnungen im Widerspruch zueinander? Sind
beide richtig? Wie müssen diese Ergebnisse richtig interpretiert werden?

2.2.5. Die normative Kraft des Faktischen. Schließlich geht mit dem traditionellen
Unterricht eine hoch entwickelte und oft unhinterfragte Aufgaben- und Prüfungskultur einher,
der sich die einzelne Lehrkraft schwer entziehen kann. Auch diese Kultur ist von einer hohen
Kalküllastigkeit geprägt und verkürzt oft echte Anwendungen.

2.2.6. Fazit: Tendenzen des Analysisunterrichts sind es

(1) heuristisches Arbeiten und echte Anwendungen zugunsten der entwickelten Theorie zu
vernachlässigen und

(2) die Theorie sehr auf den Kalkülaspekt zu verkürzen.

Diese Defizite sind in erster Linie nicht den Umständen, den Lehrer/innen oder Schüler/innen
anzulasten, sondern liegen in der Schwierigkeit des mathematischen Gebiets Analysis be-
gründet.

2.2.B Grunderfahrungen

Um die oben beschriebene Problematik besser einordnen zu können, betten wir sie in einen
breiteren Rahmen ein: den allgemeinbildenden Auftrag des Mathematikunterrichts insgesamt.

Ein entsprechender Bezugsrahmen geht auf Winter (1996) zurück und wird seither im fach-
didaktischen Diskurs breit verwendet.

2.2.7. Die drei Winter’schen Grunderfahrungen. Der Mathematikunterricht ist nach
Winter dadurch allgemeinbildend, dass er drei Grunderfahrungen ermöglicht:

FD-Box 5: Grunderfahrungen

(G1) (Mathematischer Blick5) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen
oder angehen sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art
wahrzunehmen und zu verstehen;

(G2) (Mathematische Welt) mathematische Gegenstände und Sachverhalte, repräsentiert
in Sprache, Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige Schöpfungen, als eine de-
duktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begreifen;

(G3) (Heuristische Fähigkeiten) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Pro-
blemlösefähigkeiten, die über die Mathematik hinaus gehen, zu erwerben.

Die Position der Mathematikdidaktik zum Bildungsauftrag der gymnasialen Oberstufe, der
nach breitem Konsens darin besteht, eine vertiefte Allgemeinbildung mit Wissenschaftspro-
pädeutik und Studierfähigkeit zu verbinden, ist nach Danckwerts und Vogel (2006, p. 7):

Erst in der wechselseitigen Integration aller drei Grunderfahrungen kann der Ma-
thematikunterricht in der Sekundarstufe 2 seine spezifische bildende Kraft entfal-
ten.

5Die Titel von (G1)–(G3) haben wir hinzugefügt, um die Terminologie prägnanter zu machen.
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2.2.8. Die Grunderfahrungen im Bereich der Analysis. Im Kontext dieser Vorlesung
sind wir primär an der Ausgestaltung der Grunderfahrungen in der Analysis interessiert, die
wir hier vornehmen, vgl. (Danckwerts und Vogel, 2006, Kap. 1).

(G1) Der mathematische Blick wird ermöglicht durch einen Blick auf außermathematische
Probleme, die sich mit analytischen Begriffen fassen lassen, z. B. Modellierungen mit
Hilfe des Ableitungsbegriffs (lokale Änderungsrate) und des Integralbegriffs (als Rekon-
struieren), wie wir in den entsprechenden Kapiteln 5 und 6 sehen werden.

(G2) Die Analysis als eigene mathematische Welt kann durch zwei Aspekte erfahrbar ge-
macht werden. Erstens im Blick auf Begriffsentwicklungen, an deren Ende analytische
Begriffe stehen, z. B. Grenzwert, Ableitungs- und Integralbegriff (vgl. Kapitel 4, 5 und
6 respektive), aber auch die Vollständigkeit von R (vgl. Abschnitt 4.3). Zweitens durch
die Entwicklung analytischer Kalküle, etwa der Ableitungsregeln (vgl. 5.2.13) oder der
Grenzwertsätze (vgl. Abschnitt 4.2.B).

(G3) Heuristische Fähigkeiten können in der Analysis z. B. durch intuitives Argumentieren
mit Grenzwerten erlernt werden. Statt zum Grenzwert überzugehen, kann mit hinrei-
chend kleinen Größen operiert werden (vgl. Kapitel 5).

2.2.9. Integration der drei Grunderfahrungen: Aber wie? Um das in 2.2.7 geforderte
Ineinandergreifen der drei Grunderfahrungen für Schüler/innen erlebbar zu machen, werden
in der fachdidaktischen Diskussion folgende Punkte vorgeschlagen und diskutiert, die wir hier
bereits für den Inhaltbereich Analysis konkretisieren.

(1) Mathematik als Prozess und als Produkt: Es sollte möglichst eine Balance zwischen den
beiden gleichermaßen wichtigen Gesichtspunkten zur Mathematik gewahrt werden, der

Mathematik als Prozess (G1) und (G3), sowie der Mathematik als Produkt
(G2).

Ein analytisches Beispiel wäre hier etwa die Idee der Ableitung als Übergang von der
mittleren zur lokale Änderungsrate vs. dem Berechnen von Ableitungsfunktionen nach
syntaktischen Regeln, oder die Idee des Integrals als Rekonstruktion einer Funktion aus
ihren Änderungsraten vs. dem Berechnen von Stammfunktionen nach syntaktischen
Regeln.

(2) Orientierung an fundamentalen Ideen: Dabei handelt es sich um ein immer wieder be-
tontes fachdidaktisches Prinzip. Fundamentale Ideen haben die drei folgenden charak-
teristischen Merkmale, vgl. (Schweiger, 1992):

• Weite: Sie durchziehen den Schulstoff wie ein roter Faden und bieten sich im Sinne
des Spiralprinzips auf verschiedenen Schwierigkeitsniveaus zur Konkretisierung an.

• Tiefe: Sie geben zumindest teilweise Aufschluss über das Wesen der Mathematik.
• Sinn: Sie sind im Alltagsdenken verankert oder lassen eine solche Verankerung
zumindest erkennen.

Fundamentale Ideen der Analysis sind etwa

• die Idee des funktionalen Zusammenhangs, der die gesamte Analysis durchzieht,
• die Idee des Messens, der vom Begriff der reellen Zahl bis zum Differential- und
Integralbegriff trägt,

• die Idee des Approximierens, die mit dem Grenzwertbegriff einhergeht,
• die Idee der Änderungsrate, die sowohl die Differential- als auch die Integralrech-
nung dominiert, und

• die Idee des Optimierens, die im Rahmen des Extremwertkalküls einen zentralen
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Stellenwert hat.

(3) Tragfähige Grundvorstellungen: Wie in Abschnitt 2.1 erklärt, ist der Aufbau von be-
lastbaren Grundvorstellungen der Kern eines verständnisorientierten Mathematikun-
terrichts. Darüberhinaus ist es ebenso wichtig, zwischen Grundvorstellungen also den
inhaltlichen Deutungen eines mathematischen Begriffs und seiner kalkülhaften Umset-
zung zu unterscheiden und zwischen diesen beiden Polen zu vermitteln. Wir werden
im Verlauf der Vorlesung Grundvorstellungen zu den zentralen analytischen Begriffen
ausführlich diskutieren, hier nennen wir nur exemplarisch die Idee der Ableitung als
lokale Änderungsrate.

(4) Inhaltliche Vernetzung: In einem kumulativen Lerngeschehen wie in der Mathematik ist
die Vernetzung von neuen Inhalten mit schon Bekanntem essentiell. Dabei unterschei-
det man zwischen vertikaler Vernetzung im Sinne des Spiralprinzips und fundamenta-
ler Ideen innerhalb eines mathematischen Teilgebiets und horizontaler Vernetzung, die
Brücken zwischen verschiedenen Teilgebieten meint.
Ein analytisches Beispiel für eine vertikale Vernetzung ist etwa die Idee der Änderung,
die von absoluten und relativen Änderungen über die Prozentrechnung bis zum Ablei-
tungsbegriff trägt. Ein Beispiel für eine horizontale Vernetzung zur Stochastik ist etwa
die Behandlung der Normalverteilung.

(5) Anwendungsorientierung ist zentral für (G1) und (G3). Um aber eine gute Verbindung
mit (G2) zu erreichen, ist ein Behandeln

”
echter“ Anwendungen und das Durchlaufen

des gesamten Modellierungskreislaufs (Problembeschreibung, Modellierung, Modellbe-
rechnung, Interpretation und Validierung) essentiell.
Im Bereich der Analysis bieten sich Modellierungen im kinematischen oder geometri-
schen Kontext an. Schwieriger wird es, wenn diskrete Probleme in ein kontinuierliches
Setting übertragen werden müssen, um sie überhaupt erst den Werkzeugen der Analysis
zugänglich zu machen.



Kapitel 3

Der Funktionsbegriff

In diesem Abschnitt behandeln wir den Funktionsbegriff. Im Kanon der Schulmathematik
Vorlesungen und im Curriculum (Studienplan) ist das Thema

”
funktionale Abhängigkeiten“

der Schulmathematik Arithmetik und Algebra (Modul: UF MA 08) zugeordnet. Da aber der
Funktionsbegriff allen Themen der Schulanalysis zugrunde liegt und daher in der Vorlesung
eine tragende Rolle spielt, gehen wir hier in gebotener Kürze auf ihn ein, wobei wir seine
analytischen Aspekte betonen.
Nach einer kurzen Einleitung besprechen wir zuerst in einem didaktischen Abschnitt das
Lehren und Lernen von sog.

”
funktionalen Abhängigkeiten”, erst danach besprechen wir die

Mathematik des Funktionsbegriffs. Im abschließenden Paragraphen §4 fassen wir unsere Er-
kenntnisse in der mathematikdidaktischen Terminologie der Aspekte und Grundvorstellungen
aus Kapitel 2 zusammen. Mit diesem Vorgehen wollen wir den Blick auf diese Terminologie
als fachdidaktischem Analysewerkzeug richten, das eine fundierte(re) Diskussion fachlicher
und didaktischer Inhalte ermöglicht.

3.1 Einleitung

Der Begriff der Funktion bzw. der Abbildung1 ist zentral für die gesamte Mathematik. Er ist
ein sehr allgemeiner Begriff und gerade, weil er so allgemein ist, ist es schwierig, seine Substanz
zu verstehen und zu vermitteln. Darauf werden wir in unserer Darstellung fokussieren.

Wir beginnen aber mit der Definition einer reellen Funktion, also jenem Typ von Funktionen,
die in der Schulanalysis die Hauptrolle spielen. Die Definition allgemeiner Funktionen zwischen
Mengen folgt in 3.3.3. Eine reelle Funktion f ordnet jedem Element x ∈ R genau ein Element
y ∈ R zu und wir schreiben

f : R → R
x 7→ y

bzw.
f : R → R
f(x) = y.

Für das dem Element x ∈ R zugeordnete Element y ∈ R schreiben wir also f(x). Ein einfaches
Beispiel ist etwa die Funktion, die jeder reellen Zahl ihr Quadrat zuordnet, also f : R →
R, f(x) = x2. Reelle Funktionen können sehr anschaulich durch ihre Graphen dargestellt
werden. Dazu werden die Wertepaare (x, f(x)) in der Ebene R2

”
in kartesischen Koordinaten

dargestellt“, siehe auch Abbildung 3.10, unten.

1Die beiden Bezeichnungen werden in der Fachmathematik meist synonym verwendet, wir werden aber,
weil das in der Schulmathematik weit verbreitet ist, meist von Funktionen sprechen.

19
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3.1.A Zur Entstehung des Funktionsbegriffs

Obwohl der Begriff der Abbildung einer der wichtigsten Begriffe der modernen Mathematik ist,
wurde er erst sehr spät, nämlich im zwanzigsten Jahrhundert formalisiert. Natürlich wussten
die Mathematiker/innen schon lange davor, was eine Funktion ist. Der Begriff wurde allerdings
in verschiedenen Gebieten in verschiedenen speziellen Ausformungen verwendet und seine
abstrakte Definition hat sich erst sehr spät herausgebildet.
Diese Tatsache spiegelt sich auch in der Vielzahl von Bezeichnungen wider, mit der (Spezi-
alfälle von) Funktionen in den verschiedenen Teilgebieten der Mathematik verwendet werden,
vgl. etwa Schichl und Steinbauer, 2018, p. 165, graue Box.

3.1.1. Zur Geschichte des Funktionsbegriffs. Es gibt aufgrund der oben angedeute-
ten langen Geschichte der Begriffsentwicklung auch eine Fülle von mathematisch-historischer
Literatur zum Funktionsbegriff, seiner Entstehungsgeschichte, seinen Vorformen und seiner
Verwendung in den Werken einflussreicher Mathematiker. Einen ersten Überblick bietet etwa
Greefrath et al., 2016, Aschn. 2.1 und wir belassen es hier mit diesem Hinweis.

3.1.2. Didaktische Phänomenologie. Die Entwicklung des Funktionsbegriffs in der Ma-
thematik eignet sich aufgrund ihrer Geschichte besonders gut für einen speziellen didak-
tischen Zugang, der didaktischen Phänomenologie mathematischer Strukturen genannt wird
und auf (Freudenthal, 1983) zurückgeht. Aufbauend auf fachwissenschaftlichen und historisch-
genetischen Überlegungen sowie der Beziehung der Mathematik zur realen Welt besteht dieses
Konzept darin, den historischen Weg im Unterricht gewissermaßen und zumindest teilweise
nachzuvollziehen:

Phenomenology of a mathematical concept, structure, or idea means describing
it in its relation to the phenomena for which it was created, and to which it has
been extended in the learning process of mankind. (Freudenthal, 1983, S. IX)

Dieser Zugang kann insbesondere gut verwendet werden, um tragfähige Grundvorstellungen
zu entwickeln.

3.2 Zum Lehren und Lernen des Funktionsbegriffs

3.2.A Funktionales Denken

In der fachdidaktischen Literatur wird im Allgemeinen2 unter dem Begriff
”
Funktionales Den-

ken“ der gedankliche Umgang mit Funktionen verstanden. Ziel des Mathematikunterrichts
dabei ist es, dass die Schülerinnen und Schüler die drei nachstehenden Grundvorstellungen
zum Funktionsbegriff entwickeln können. An vielen Stellen des Unterrichts können im The-
menbereich der Funktionen die sekundären Grundvorstellungen aus den primären Grundvor-
stellungen entwickelt werden.

3.2.1. Grundvorstellung 1: Die Zuordnungsvorstellung. In der Literatur finden sich
dazu die folgenden Beschreibungen:

2In der mathematikdidaktischen Genderforschung erhält das
”
Funktionale Denken“ ei-

ne weitere Bedeutung. Dort steht es im Gegensatz zum
”
Prädikativen Denken“. Siehe z.B.

http://subs.emis.de/journals/ZDM/zdm033a2.pdf
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Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zusammenhänge zwischen Größen:
einer Größe ist dann eine andere zugeordnet, so dass die eine Größe als abhängig
gesehen wird von der anderen. (Vollrath und Weigand, 2007)

Eine Funktion ordnet jedem Wert einer Größe genau einen Wert einer zweiten
Größe zu. Mit dem Mengenbegriff formuliert bedeutet dies: Eine Funktion ordnet
jedem Element einer Definitionsmenge genau ein Element einer Zielmenge zu.
(Greefrath et al., 2016, Abschn. 2.4.2)

Im Unterricht können Experimente, bei denen Schülerinnen und Schüler selbstständig Mes-
sungen vornehmen und diese aufzeichnen, zur Ausbildung dieser Grundvorstellung beitragen.
Dazu besprechen wir eine mögliche Aufgabenstellung.

3.2.2. Beispiel (Abkühlvorgang von Tee). Miss im Minutentakt die Temperatur eines
frisch gekochten Tees und halte in einer Tabelle die Messzeitpunkte und die Temperatur fest.
Stelle anschließend die Wertepaare (t| ◦C) im Koordinatensystem dar.

Tee ist trinkbar, wenn er auf etwa 60◦ abgekühlt ist. Nach welcher Zeit ist der frisch gekochte
Tee soweit abgekühlt, dass er trinkbar ist?

Eine exemplarische Lösung dazu kann wie folgt aussehen:

Abb. 3.1: Messwerte zum Abkühlvorgang

Nach 5 Minuten ist der Tee trinkbar, da die Temperatur zwischen der vierten und fünften
Minute auf unter 60◦ absinkt.

Abb. 3.2: Grafische Darstellung des Abkühlvorgangs
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In diesem Fall erfahren die Schülerinnen
und Schüler, dass jedem Messzeitpunkt
(genau) eine Temperatur zugeordnet wird.
Das Protokollieren der Temperaturmes-
sung in Form einer Tabelle stützt die
Zuordnungs-Grundvorstellung bzw. den

”
Zuordnungscharakter“.

Dynamische Darstellung. Um den Zu-
ordnungscharakter an der grafischen Dar-
stellung deutlich zu machen, eignen sich
dynamische Lernobjekte, die den Zusam-
menhang am Graphen der Funktion sicht-
bar machen (siehe Abbildung 3.3).

Abb. 3.3: Zuordnungscharakter — Quelle: ht
tps://realmath.de/Neues/Klasse6/propor

tion/fahrrad.php

Abb. 3.4: Zuordnungsvorstellung
und Wertetabelle.

Entscheidend ist, dass mit der Zuordnungsvorstellung
ein funktionaler Zusammenhang punktuell betrach-
tet wird. Dabei werden Wertepaare der Wertetabelle
(wenn sie senkrecht angeschrieben ist) in horizontaler
Richtung gelesen.
Von Interesse sind z.B. bei der Aufgabenstellung zum
Abkühlvorgang von Tee die einzelnen Wertepaare —
also einzelne Zeitpunkte und die ihnen zugeordnete
Temperatur (siehe Abbildung 3.4).

3.2.3. Grundvorstellung 2: Die Kovariationsvorstellung. Diese Grundvorstellung wird
in der Literatur wie folgt beschrieben:

Mit Funktionen wird erfasst, wie sich Änderungen einer Größe auf eine zwei-
te Größe auswirken bzw. wie die zweite Größe durch die erste beeinflusst wird.
(Greefrath et al., 2016, Abschn. 2.4.2)

Als Fortsetzung der Aufgabenstellung
”
Abkühlvorgang von Tee“ bieten sich im Sinne der

zweiten Grundvorstellung folgende Fragen an:

3.2.4. Beispiel (Abkühlvorgang von Tee — Fortsetzung).

(1) Wie verläuft die absolute Änderung der Temperatur des Tees in gleichen Zeitschritten?
(2) Ändert sich die Temperatur gleichmäßig oder nimmt sie zunächst stärker ab und dann

immer weniger stark?
(3) Belege deine Aussagen zur Temperaturänderung mit Werten aus der Tabelle bzw. Ab-

schnitten des Graphen.

https://realmath.de/Neues/Klasse6/proportion/fahrrad.php
https://realmath.de/Neues/Klasse6/proportion/fahrrad.php
https://realmath.de/Neues/Klasse6/proportion/fahrrad.php
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Eine exemplarische Lösung dazu kann wie folgt aussehen:

(1) Die absolute Änderung der Temperatur ist in gleichen Zeitschritten unterschiedlich groß.

Im Zeitintervall [0; 1] sinkt die Temperatur um 7 ◦C
In [1; 2] sinkt die Temperatur um 7 ◦C
In [2; 3] sinkt die Temperatur um 6 ◦C
In [3; 4] sinkt die Temperatur um 5 ◦C
In [4; 5] sinkt die Temperatur um 4 ◦C
In [5; 6] sinkt die Temperatur um 4 ◦C
In [6; 7] sinkt die Temperatur um 3 ◦C
In [7; 8] sinkt die Temperatur um 3 ◦C

(2) Die Temperatur nimmt mit der Zeit immer weniger stark ab. Zu Beginn sinkt sie rasch,
danach langsamer.

(3) Am Graphen zeigt sich das bei der unterschiedlichen Abnahme der Funktionswerte in
gleichen Zeitintervallen.

Abb. 3.5: Graphische Darstellung — Abkühlvorgang von Tee

Sowohl in der Wertetabelle (Abbildung 3.6) als auch am Graphen (Abbildung 3.7) kann die
Kovariationsvorstellung sichtbar gemacht werden.

Abb. 3.6: Kovariationsvorstellung an der
Wertetabelle

Abb. 3.7: Kovariationsvorstellung am
Graphen



24 KAPITEL 3. DER FUNKTIONSBEGRIFF

Abb. 3.8: Vergleich zweier Abkühlvorgänge

Das Entscheidende beim Kovariationsaspekt ist, dass es nicht mehr genügt, einzelne Werte-
paare zu betrachten. Viel mehr müssen jeweils mehrere benachbarte Werte bzw. Wertepaare
zueinander in Beziehung gesetzt werden. Bei der Kovariationsvorstellung wird also der Blick
darauf gerichtet, wie die Änderung der

”
abhängigen Variablen” (hier die Temperatur, meist

der
”
y-Wert”) mit der Änderung der

”
unabhängigen Variablen” (hier die Zeit, meist der

”
x-

Wert”) zusammenhängt. Hierbei wird also die Wertetabelle (wenn sie senkrecht angeschrieben
ist) in vertikaler Richtung betrachtet, siehe nochmal Abbildung 3.6.

3.2.5. Grundvorstellung 3: Die Objektvorstellung. Diese dritte Grundvorstellung, die
man als die Sicht auf die Funktion als Ganzes bezeichnen kann, wird wie folgt beschrieben:

Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen oder gestifteten Zusammenhang
als Ganzes. (Vollrath & Weigand, 2007)

Eine Funktion ist ein einziges Objekt, das einen Zusammenhang als Ganzes be-
schreibt. (Greefrath et al., 2016, Abschn. 2.4.2)

Hier wird ein wesentlicher Abstraktionsschritt durchgeführt: Nicht mehr die Zuordnung von
einzelnen Werten zueinander steht im Zentrum der Betrachtung, sondern diese Zuordnung als
Ganzes. Eine Funktion wird nicht länger als Prozess der Zuordnungen verstanden, sondern der
gesamte Prozess wird als eine Einheit, als ein (eigenständiges) Objekt verstanden. Betrachtet
man Funktionen von diesem Standpunkt, also als eigenständige Objekte, dann fällt es leicht
Aussagen über Funktionen bzw. ihre Eigenschaften wie etwa Monotonie zu treffen. Auch der
Graph wird als Ganzes betrachtet und somit sind Aussagen über seinen gesamten Verlauf
möglich.

Als weitere Fortsetzung der Aufgabenstellung
”
Abkühlvorgang von Tee“ bietet sich im Sinne

der dritten Grundvorstellung ein Vergleich von verschiedenen Abkühlvorgängen an, siehe
Abbildung 3.8.
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3.2.B Zum Technologieeinsatz bei Funktionen

Moderne Softwarepaket — wie zum Beispiel GeoGebra3 —bieten die Möglichkeit, die drei zen-
tralen Darstellungsformen einer Funktion (Funktionsgleichung, Tabelle, Graph) gleichzeitig
zu verwenden (s. Abbildung 3.9). Damit lassen sich einerseits die unterschiedlichen Darstel-
lungsformen auf Knopfdruck erzeugen, andererseits können damit aber auch Eigenschaften
von Funktionen, die Auswirkungen von Parametervariationen, etc. in allen drei Darstellungs-
formen studiert und erfasst werden.

Abb. 3.9: GeoGebra mit Grafik-, Tabellen- und CAS-Fenster

Des Weiteren kann der Einsatz von Technologie — vor allem durch Nutzung von Compu-
teralgebrasystemen — den Aufwand bei schematischen Abläufen wie z.B. dem Ermitteln von
Nullstellen erheblich reduzieren. In solchen Fällen muss der Interpretation der Lösung dann
größere Bedeutung zukommen.
Darüberhinaus erleichtert der Computer das Entdecken mathematischer Zusammenhänge so-
wie das Bearbeiten von Modellierungsaufgaben. Zu guter Letzt macht es der Computer auch
möglich, erhaltene Lösungen zu überprüfen oder zu kontrollieren.

3Andere auch wissenschaftlich genutzte Systeme sind z. B. Mathematica und Maple.
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3.3 Die Mathematik des Funktionsbegriffs

Hier wollen wir nun die wichtigsten fachmathematischen Facetten des Funktionsbegriffs dis-
kutieren.

3.3.A Der Kern des Funktionsbegriffs

3.3.1. Erste Begriffsbestimmung. Kolloquial formuliert ist eine Funktion eine Beziehung
zwischen zwei Mengen, die jedem Element der einen Menge (Argument, unabhängige Variable)
genau ein Element der anderen Menge (Funktionswert, abhängige Variable) zuordnet. In der
Literatur finden sich unterschiedlich abstrakte Definitionen des Funktionsbegriffs, die aber
alle äquivalent sind. Der Kern des Begriffs ist das

”
Jedem“ und das

”
Genau-Ein“ in der

Zuordnung.

3.3.2. Die fundamentale Bedeutung des Funktionsbegriffs in der Mathematik. Ab-
strakt gesprochen, besteht ein großer Teil der modernen Mathematik aus der Analyse von ab-
strakten Strukturen. Diese Strukturen bestehen aus Objekten und den Beziehungen zwischen
diesen Objekten. Diese Objekte werden meist zu Mengen zusammengefasst, sodass Mengen
für die allermeisten Strukturen die Basis bilden. Funktionen sind nun die mathematische
Formalisierung für die Beziehungen zwischen diesen Objekten. Daher bildet der Begriff einer
Funktion zwischen Mengen das Fundament der gesamten sogenannten Strukturmathematik,
vgl. (Schichl und Steinbauer, 2018, Kap. 5).

Wir geben nun die mathematische Definition, mit der wir im folgenden arbeiten werden, siehe
dazu auch Schichl und Steinbauer, 2018, Abschn. 4.3. Wir werden — als Ergänzung — an
einigen Stellen Verweise (mittels QR-Code bzw. Link) auf die Erklärvideos anbringen, die im
Zusammenhang mit der 3. Auflage von Schichl und Steinbauer, 2018 produziert wurden.

Mathematische Faktenbox 1: Funktion

3.3.3. Definition (Funktion). Seien A und B Mengen. Eine Funktion f von A nach B
ist eine Vorschrift, die jedem a ∈ A genau ein b ∈ B zuordnet.

➤ Video Funktionen, Teil 1

3.3.4. Übliche Sprech- und Schreibweisen sind:

(1) Die Menge A wird als Definitionsmenge oder Definitionsbereich von f bezeichnet
und B als Zielmenge oder Zielbereich von f .

(2) Das einem a ∈ A zugeordnete Element b bezeichnen wir mit f(a) und nennen es den
Wert der Funktion f an der Stelle a oder das Bild von a unter f ; a wird umgekehrt
als ein Urbild von b unter f bezeichnet.

(3) Die Menge von geordneten Paaren

G(f) := {(a, f(a))| a ∈ A} ⊆ A×B (3.1)

heißt Graph von f und ist die abstrakte Version der Zusammenstellung der a-Werte
und der zugehörigen Funktionswerte f(a) in einer Wertetabelle, siehe Abschnitt
3.2.A.

 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Funktionen_Teil_1.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Funktionen_Teil_1.html
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Mathematische Faktenbox 1 – Fortsetzung

(4) Das Symbol
”
a 7→ f(a)“ (lies

”
a geht über (in) f(a)“) drückt aus, dass die Funktion

f dem Element a des Definitionsbereichs das Bild f(a) im Zielbereich zuordnet. Oft
wird dieses Symbol auch zur Bezeichnung der Funktion selbst verwendet und man
spricht von

”
der Funktion a 7→ f(a)“ . Die ausführlichste und genaueste Darstellung

einer Funktion erfolgt durch die Notation

f : A → B
a 7→ . . .

bzw.
f : A → B
f(a) = . . .

(5) Funktionen f : R → R aber auch f : D → Z mit D,Z ⊆ R werden als reelle
Funktionen bezeichnet.

3.3.5. Beispiel (Funktionen). Einfache Funktionen sind etwa
(1) f : A → B mit A = {1, 2, 3} und

B = {a, b} gegeben durch f : 1 7→ a,
f : 2 7→ b und f : 3 7→ a. Der Graph
von f ist dann die Menge G(f) =
{(1, a), (2, b), (3, a)}.

(2) Sei A = R = B. Wir betrachten noch-
mals die Funktion f : x 7→ x2. Dann
gilt

G(f) = {(x, x2) | x ∈ R} ⊆ R2, (3.2)

d.h. z.B. (0, 0) ∈ G, (1, 1) ∈ G, (2, 4) ∈
G, (−1, 1) ∈ G.

-3 -2 -1 1 2 3
A

2

4

6

8

B

Abb. 3.10: Graph der Funktion
f : R → R, x 7→ x2.

3.3.6. Funktionen auf R und ihr Graph. Wie bereits zu Beginn dieses Kapitels erwähnt,
ist es üblich und sehr anschaulich die Graphen reeller Funktionen der Form

f : I → J (I, J Intervalle oder andere
”
schöne“ Teilmengen von R), (3.3)

die ja Teilemengen von R × R = R2 sind,
”
in kartesischen Koordinaten darzustellen“, siehe

Abbildung 3.10. Bedenken Sie aber, dass für allgemeine Definitions- und Zielmengen eine
solche Darstellung nicht möglich ist, vgl. auch Abschnitt 3.3.C, unten.

3.3.7. Der Kern des Funktionsbegriffs. Wie schon oben angedeutet, besteht der inhalt-
liche Kern des Funktionsbegriffs im

”
Jeden“ und im

”
Genau ein“, etwas ausführlicher in der

Tatsache, dass

(F1) jedem Element der Definitionsmenge genau ein Element der Zielmenge zuge-
ordnet wird.

Das ist gewissermaßen das hochverdichtete Konzentrat einer sehr lange andauernden Begriffs-
bildung und so allgemein und abstrakt, dass gerade darin die Schwierigkeit liegt, den Begriff
zu erfassen und zu verstehen.

Wir werden uns dem Begriff zunächst anhand von sog. Pfeildiagrammen annähern, mit denen
sich Funktionen zwischen endlichen Mengen sehr bequem darstellen lassen, siehe Abbildung
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A B

f

Abb. 3.11: Pfeildiagramm einer Funktion f : A → B zwischen endlichen Mengen.
.

3.11. In diesem Diagramm bezeichnen die Punkte die verschiedenen Elemente der Mengen A
bzw. B, und die Pfeile symbolisieren die Zuordnung durch die Funktion f .

Die Tatsache, dass nach Definition 3.3.3 jedem a ∈ A genau ein b ∈ B zugeordnet wird,
bedeutet, dass von jedem Element von A genau ein Pfeil wegführt. Das bedeutet auch, dass

(1) von keinem a ∈ A mehr als ein Pfeil startet und
(2) von keinem a ∈ A kein Pfeil startet.

Andererseits können die Elemente von B von mehreren Pfeilen getroffen werden, oder auch
von gar keinem. Ob das der Fall ist oder nicht, hat nichts mit dem Funktionsbegriff zu tun,
sondern mit der Frage, ob die Funktion die Eigenschaften injektiv, surjektiv bzw. bijektiv hat,
die wir unten genauer besprechen werden. An dieser Stelle ist es aber essentiell zu bemerken,
dass beim Funktionsbegriff Definitions- und Zielmenge nicht

”
gleichrangig“ behandelt werden

und daher ihre Rollen nicht einfach vertauscht werden können.

3.3.B Wichtige Eigenschaften von Funktionen

Wir diskutieren zunächst die grundlegenden Eigenschaften injektiv, surjektiv, bijektiv, vor
allem, um sie klar vom Kern des Funktionsbegriffs (F1) abzugrenzen und etwaige Miss-
verständnisse aufzuklären.

Mathematische Faktenbox 2: Injektiv, surjektiv, bijektiv

3.3.8. Definition (Injektiv, surjektiv, bijektiv). Eine Funktion f : A → B heißt

(1) injektiv wenn jedes Element b ∈ B höchstens ein Urbild hat (kolloquial: von f
höchstens einmal getroffen wird),

(2) surjektiv wenn jedes Element b ∈ B (mindestens) ein Urbild hat (kolloquial:
(überhaupt) von f getroffen wird),

(3) bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.

➤ Video Injektiv, surjektiv, bijektiv, I Injektiv, surjektiv, bijektiv, II

 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Injektiv_Surjektiv_Bijektiv_Teil_1.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Injektiv_Surjektiv_Bijektiv_Teil_1.html


http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Injektiv_Surjektiv_Bijektiv_Teil_2
 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Injektiv_Surjektiv_Bijektiv_Teil_2
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3.3.9. Bijektive Funktionen haben also die Eigenschaft, dass jedes b in der Zielmenge
genau einmal getroffen wird. Daher sind bijektive Funktionen in gewisser Weise

”
fad“, weil sie

eine Eins-zu-eins Zuordnung der Elemente vonA undB sind (beachte (3.1) gilt ja sowieso): Die
Funktion ordnet alle Elemente von A und alle Element von B einander in eindeutiger Weise
zu. Im Falle endlicher Mengen A und B ist eine bijektive Abbildung

”
nur“ eine Umbenennung

der Elemente.

C D

h

Abb. 3.12: Das
”
fade“ Pfeildiagramm einer bijektiven Funktion.

.

Schließlich sind bijektive Funktionen f : A → B auch umkehrbar, d.h. es gibt die Umkehr-
funktion f−1 : B → A mit

f−1(f(a)) = a und f(f−1(b)) = b (3.4)

für alle a ∈ A und alle b ∈ B.

3.3.10. Funktionsdefinition: Häufige Fehler. Folgende Fallgruben im Zusammenhang
mit dem Funktionsbegriff sind besonders

”
beliebt” und daher heben wir sie besonders hervor:

(1) Zur Festlegung einer Funktion muss man ausdrücklich Definitions- und Zielmenge an-
geben. Die Angabe der Zuordnungsvorschrift alleine ist keinesfalls ausreichend, weil die
Eigenschaften der Funktion wesentlich von Definitions- und Zielmenge abhängen!

(2) Es ist wichtig, zwischen der Funktion f und den Werten f(x) einer Funktion zu unter-
scheiden. Falsch ist etwa

”
Die Abbildung f��(x) ist injektiv.”

Korrekte Formulierungen sind etwa

”
Die Abbildung f ist injektiv”, oder

”
Die Abbildung x 7→ f(x) ist injektiv”.

3.3.C Weiterführende Bemerkungen

Obwohl in der Schulmathematik hauptsächlich Funktionen von (Intervallen in) R nach R
auftreten, ist es wichtig im Blick zu behalten, dass der Funktionsbegriff viel allgemeiner
ist. Wir diskutieren zwei Beispiele, die in der klassischen Analysis wichtig sind und eine

”
Anwendung“ des Funktionsbegriffs

”
auf höherer Ebene“.
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3.3.11. Ebene Kurven sind Abbildungen von (Intervallen in) R in den R2. Das Erzbeispiel
ist der Kreis, mathematisch auch S1 genannt,

k : [0, 2π) → R2, k(t) =

(
cos(t)
sin(t)

)
. (3.5)

Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Parameterdarstellung#/

media/File:Parametric-representation-of-unit-circle.svg

Von .gs8 (talk) — Eigenes Werk, CC BY-SA 3.0, htt-

ps://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=18961072

Abb. 3.13: Der Kreis

Für derartige Funktionen ist es nicht möglich den Graphen im R2 darzustellen; er ist ja per
Definition eine Teilmenge des R3. Eine gute Veranschaulichung von Kurven gelingt, indem
man ihr Bild (vgl. Schichl und Steinbauer, 2018, 4.3.11 f.) als Teilmenge des R2 darstellt. Im
obigen Beispiel (3.8) erhalten wir für das Bild k([0, 2π)) den Einheitskreis in der Ebene, siehe
Abbildung 3.13.

Die klassische Theorie der Kurven ist sehr reichhaltig und kennt viele
”
schöne“ Beispiele, etwa

die Kardioide (Herzkurve) c : [0, 2π) → R2

c(φ) =

(
2a(1− cos(φ)) cos(φ)
2a(1− cos(φ)) sin(φ)

)
,

die durch das Abrollen eines Kreises auf
einem Kreis mit demselben Radius entsteht,
siehe Abbildung 3.14.

Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Kardi-

oide#/media/File:Kardioide.svg von Ag2gaeh —

Eigenes Werk, CC BY-SA 4.0, https://commons.

wikimedia.org/w/index.php?curid=46189703

Abb. 3.14: Die Kardioide

3.3.12. Flächen, Landschaften. Der Graph von Funktionen f : R2 → R kann als eine
Fläche im Raum dargestellt werden, siehe Abbildung 3.15.

Ein praktisches Beispiel einer solchen Funktion wäre etwa die Temperaturfunktion, die jedem
Punkt in Wien (das wir der Einfachheit halber als Teil der Ebene R2 ansehen) die (vorherge-
sagte) Tiefsttemperatur der kommenden Nacht zuordnet.

Verständnisfrage: Was würde es in diesem Kontext bedeuten, falls Teile des Graphen
”
unter-

halb“ der (x, y)-Ebene liegen?
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Ein weiteres einfaches Beispiel ist die
Funktion

f : R2 → R (3.6)

f(x, y) = sin(2x) cos(y),

deren Graph rechts dargestellt ist.

Abb. 3.15: Graph der Funktion (3.6).

3.3.13. Ableitungsoperator. Eine äußerst interessante Begriffsbildung sind auch Funktio-
nen, die Funktionen neue Funktionen zuordnen, d.h. Definitions- und Zielbereich sind selbst
Mengen von Funktionen. Man spricht dann meist von Operatoren. Ein instruktives Beispiel
ist der Ableitungsoperator etwa in der folgenden Form:

D : C1(R) → C(R), f 7→ f ′. (3.7)

Hier bezeichnet C1(R) die Menge (sogar den Vektorraum) der stetig differenzierbaren Funk-
tionen auf R und C(R) die Menge (ebenfalls Vektorraum) der stetigen Funktionen auf R. Der
Operator D ordnet dann jeder C1-Funktion ihre (stetige) Ableitungsfunktion zu. Mit dieser
Begriffsbildung kann man nun Tatsachen/Sätze der Analysis in Termen der Eigenschaften des
Operators D kodieren, aber das führt uns hier zu weit . . .
Es sei aber angemerkt, dass man die aus dem Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung abgeleitetet Aussage, dass Differenzieren und Integrieren zueinander

”
im wesentlichen“

inverse Operationen sind, in Termen des Ableitungs- und des Integraloperators präzise ma-
chen kann, siehe etwa (Steinbauer, 2024, 4.2.9).
Für alle diese Überlegungen ist es essentiell sich der Objektvorstellung von Funktionen be-
dienen zu können.
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3.4 Aspekte und Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff

In diesem letzten Abschnitt von Kapitel 3 werfen wir einen informierten Blick zurück und ver-
wenden verstärkt die Terminologie der Aspekte und Grundvorstellungen (siehe Abschnitt 2.1)
um unsere fachmathematische und -didaktische Diskussion des Funktionsbegriffs abzurunden.

3.4.A Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff

Wir haben in Abschnitt 3.2.A bereits die drei Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff

(1) Zuordnungsvorstellung,
(2) Kovariationsvorstellung und
(3) Objektvorstellung

kennengelernt und im schulpraktischen Kontext beschrieben. Wir fassen sie hier im Folgenden
noch einmal kurz zusammen.

3.4.1. Zuordnungsvorstellung zum Funktionsbegriff. Dieser ersten Grundvorstellung
sind wir in 3.2.1 begegenet. Sie kann prägnant wie folgt formuliert werden.

FD-Box 6: Zuordnungsvorstellung zum Funktionsbegriff

Eine Funktion ordnet jedem Wert einer Größe genau einen Wert einer zweiten Größe zu.

Diese Vorstellung spielt also unmittelbar auf den Kern des Funktionsbegriffs (F1) an.
In dieser Vorstellung können wir den durch eine Funktion f : A → B gegebenen Zusammen-
hang zwischen Größen in der Definitionsmenge A und der Zielmenge B aus zwei Perspektiven
betrachten. Um das auch konkret zu diskutieren, betrachten wir als Beispiel die Funktion

f : [0,∞) → R, f(r) = 2πr, (3.8)

die jeder Zahl r den Umfang des Kreises vom Radius r zuordnet.

(1) Perspektive der Definitionsmenge: Gegeben ist ein a ∈ A. Welches b ∈ B wird diesem
a zu geordnet? Im Kontext von Beispiel (3.8) bedeutet das: Welchen Umfang hat ein
Kreis vom Radius r?
Bemerke, dass diese Frage immer genau eine Antwort hat!

(2) Perspektive der Zielmenge: Gegeben ist ein b ∈ B. Welche a in A werden diesem b zuge-
ordnet? Im Kontext von (3.8): Welchen Radius hat ein Kreis bei gegebenem Umfang?
Bemerke, dass im Beispiel die Antwort zwar eindeutig ausfällt; das muss aber nicht so
sein — außer die Funktion ist injektiv. Ebenfalls muss es überhaupt nicht immer eine
Antwort geben — außer die Funktion ist surjektiv.

3.4.2. Kovariationsvorstellung zum Funktionsbegriff. Etwas weniger präzise bzw. for-
mal ist die zweite Grundvorstellung aus 3.2.3.

FD-Box 7: Kovariationsvorstellung zum Funktionsbegriff

Mit Funktionen wird erfasst, wie sich Änderungen einer Größe auf eine zweite Größe
auswirken bzw. wie die zweite Größe durch die erste beeinflusst wird.
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Hier steht also das
”
Miteinander-Variieren“ der beiden Größen im Zentrum. Beispielsweise

nimmt der Umfang eines Kreises mit wachsendem Radius zu, die Funktion ist also monoton
wachsend. Umgekehrt verhält es sich etwa beim Abkühlen des Tees.

Um Fehlvorstellungen zu vermeiden, ist es wichtig darauf hinzuweisen, dass
”
beeinflusst“ nicht

im kausalen Sinne zu verstehen ist, sondern lediglich deskriptiv, vgl. auch 1.1.2.

Auch hier können wir wieder die beiden Perspektiven aus 3.4.1 einnehmen.

(1) Perspektive der Definitionsmenge: Variiert wird a ∈ A. Wie verhält sich dann die

”
abhängige Variable“ b = f(a)? Im Kontext von Beispiel (3.8): Wie verändert sich
der Umfang eins Kreises wenn der Radius variiert, z.B. vergrößert wird?

(2) Perspektive der Zielmenge: Betrachtet wird die die
”
abhängige Variable“ b = f(a). Wie

muss sich a ∈ A verändern, dass sich b = f(a) in einer bestimmten Weise verhält, z. B.
einen bestimmten Wert erreicht, oder einen Extremwert annimmt (falls vorhanden)?

3.4.3. Objektivorstellung des Funktionsbegriffs. Die abstrakteste (und auch sekundäre)
Grundvorstellung zum Funktionsbegriff ist die Objektvorstellung, die neben dem schulprak-
tischen Kontext vor allem in höheren Jahrgangsstufen (vgl. Abschnitt 3.2.5) und auch in der
Analysis an sich eine tragende Rolle spielt.

FD-Box 8: Objektvorstellung zum Funktionsbegriff

Eine Funktion ist ein einziges Objekt, das einen Zusammenhang als Ganzes beschreibt.

Betrachtet man Funktionen als Objekte, dann können ihnen in natürlicher Weise Eigenschaf-
ten zugeschrieben werden, wie z. B. Monotonie, Stetigkeit, Differenzierbarkeit, etc. Außerdem
erlaubt es die Objektvorstellung in natürlicher Weise, mit Funktionen als ganzes Operationen
durchzuführen, etwa eine Funktion f : R → R zu skalieren oder zwei Funktionen f, g : R → R
zu addieren:

(λf)(x) := λf(x), und (f + g)(x) := f(x) + g(x). (3.9)

Diese Sichtweise erlaubt es auch das mathematische Gebäude weiter aufzubauen und
”
höhere“

Begriffsbildungen vorzunehmen, wie etwa den Ableitungsoperator 3.3.13. In diesem Fall spie-
len reelle Funktionen dann die Rolle von Punkten in einer Menge (von Funktionen), auf denen
der Operator definiert ist.

3.4.B Aspekte des Funktionsbegriffs

Beim Funktionsbegriff lassen sich zwei fachliche Aspekte unterscheiden. Einen davon haben
wir in der obigen Darstellung besonders hervorgehoben und insbesondere in 3.3.3 verwendet,
um den Funktionsbegriff zu definieren.

3.4.4. Der Zuordnungsaspekt ist genau das, was wir als Kern des Funktionsbegriffs (F1)
identifiziert und schon ausführlich thematisiert haben.

FD-Box 9: Zuordnungsaspekt des Funktionsbegriffs

Eine Funktion ist eine Zuordnung zwischen den Elementen zweier Mengen A und B,
wobei jedem Element von A genau ein Element von B zugeordnet wird.
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3.4.5. Der Paarmengenaspekt. Der zweite Aspekt des Funktionsbegriffs ist ebenfalls oben
bereits angeklungen, wurde aber nicht in der Weise ins Zentrum gerückt wie der Zuordnungs-
aspekt. Der Paarmengenaspekt tritt in der Definition des Graphen einer Funktion 3.3.4(3) zu
Tage: Der Graph G(f) einer Funktion f : A → B ist die Menge von geordneten Paaren

G(f) = {(a, f(a)) : a ∈ A} (3.10)

und daher Teilmenge des kartesischen Produkts A × B (das ja die Menge aller geordneten
Paare (a, b) mit a ∈ A und b ∈ B ist, vgl. Schichl und Steinbauer, 2018, 4.1.38f.).

Dieser Aspekt kann und wird im fachmathematischen Kontext auch oft als alternative (aber
äquivalente) Definition herangezogen, was dann etwa die folgende Form annimmt (vgl. Schichl

und Steinbauer, 2018, 4.3.4 f. ➤ Video Funktionen, Teil 2 )

3.4.6. Definition (Funktion mengentheoretisch). Eine Funktion ist ein Tripel f =
(A,B,G) bestehend aus einer Menge A, genannt Definitionsbereich, einer Menge B, genannt
Zielbereich und einer Teilmenge G des Produkts A×B mit den Eigenschaften:

(1) Jedes a ∈ A tritt als erste Komponente eines Paares in G auf.
(2) Stimmen die ersten Komponenten eines Paares in G überein, dann auch die zweiten.

Die beiden Eigenschaften in dieser Definition kodieren zusammen genau den Kern des Funk-
tionsbegriffs (F1) und G ist natürlich dieselbe Menge wie (in der Terminologie von Definition
3.3.3) der Graph G(f). Daher sind die beiden Definitionen 3.3.3 und 3.4.6 mathematisch
äquivalent.

Außerdem können wir den Paarmengenaspekt des Funktionsbegriffs nun wie folgt herausde-
stillieren:

FD-Box 10: Paarmengenaspekt des Funktionsbegriffs

Eine Funktion ist gegeben durch Teilmenge G des kartesischen Produkts zweier Mengen
A und B mit der Eigenschaft, dass für jedes a ∈ A genau ein b ∈ B existiert, sodass
(a, b) ∈ G.

3.4.7. Die Rolle der beiden Aspekte des Funktionsbegriffs.Gemäß unserer Darstellung
in Abschnitt 2.1.A ist ein Aspekt eines mathematischen Begriffs eine seiner Facetten, mit der
er fachlich beschrieben wird. Im Falle des Funktionsbegriffs können beide Aspekte sogar
herangezogen werden um den Begriff vollständig zu charakterisieren, vgl. die Definitionen
3.3.3, und 3.4.6, die jeweils einen Aspekt benutzen, um den Begriff in seiner Gesamtheit zu
erfassen und so zu definieren.

Wie wir in Abschnitt 3.2 gesehen haben steht in der schulischen Praxis, die sich ja bevor-
zugt auf Phänomenen basierend dem Funktionsbegriff nähert, der Zuordnungsaspekt im Vor-
dergrund. Der Paarmengenaspekt wird aber in den höheren Jahrgangsstufen an Relevanz
gewinnen.

 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Funktionen_Teil_2.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Funktionen_Teil_2.html
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3.4.C Die Zusammenschau von Aspekten und Grundvorstellungen zum
Funktionsbegriff

Wie sieht es nun mit den Bezügen zwischen Aspekten und Grundvorstellungen zum Funkti-
onsbegriff aus? Wie in Abschnitt 3.2 dargestellt lernen Schüler/innen das funktionale Denken
in der Sekundarstufe 1 über Phänomene kennen und bauen so die Grundvorstellungen zum
Funktionsbegriff allmählich auf. Bis etwa zum Ende der Sekundarstufe 1 ist dabei eine formale
Definition des Funktionsbegriffs aus unserer Sicht nicht zwingend nötig. Wird dann eine for-
male Definition gegeben, so baut sie meist auf dem Zuordnungsaspekt auf, der sich wesentlich
unmittelbarer vor allem aus den ersten beiden Grundvorstellungen ergibt und auch weniger
formalen Aufwand erfordert, z. B. kann der Begriff des geordneten Paares vermieden werden.

Allerdings eignen sich beide Aspekte, den gesamten Begriff zu erfassen (vgl. 3.4.7) und insbe-
sondere dazu alle drei Grundvorstellungen weiterzuentwickeln. Schematisch stellt Abbildung
6.11 die Bezüge zwischen den beiden Aspekten und den drei Grundvorstellungen dar (vgl.
(Greefrath et al., 2016, Abschnitt 2.4)), wobei hier die Stärke der Verbindungen durch die
Dicke der Verbindungslinien angedeutet wird.

Zuordnunsaspekt

Paarmengenaspekt

Zuordnungsvorstellung

Kovariationsvorstellung

Objektvorstellung

Abb. 3.16: Aspekte und Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff und ihre wechselweisen
Beziehungen
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Kapitel 4

Folgen, Grenzwert & die
Vollständigkeit von R

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem
”
Herzstück“ der Analysis, dem Grenzwertbegriff,

vgl. 11.1.4. Genauer werden wir uns dem Grenzwertbegriff in seiner analytisch am einfachsten
zu fassenden Form nähern, nämlich dem Grenzwert reeller Folgen.

Dazu diskutieren wir zunächst den Folgenbegriff, wobei wir den Schwerpunkt auf den Itera-
tionsaspekt von Folgen legen, d.h. die Rolle von Folgen in der diskreten Modellierung iterativer
Prozesse betonen. Darüber hinaus stellen wir aber alle Aspekte und Grundvorstellungen zum
Folgenbegriff vor und diskutieren Zugänge zu Folgen im Unterricht.

Danach lassen wir uns in natürlicher Weise vom Iterationsaspekt zum Konvergenzbegriff
führen und diskutieren ihn zunächst aus fachlicher Perspektive, stellen dann Aspekte und
Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff vor, bevor wir Zugänge zum Grenzwert im Un-
terricht inklusive des propädeutischen Grenzwertbegriffs diskutieren. In einem historisch-
philosophischen Exkurs diskutieren wir dynamische und statische Vorstellungen zum Grenz-
wertbegriff und auch die damit zusammenhängendenVorstellungen vom

”
Unendlichen”. Schließ-

lich diskutieren wir konkret die tiefsinnige Frage: Ist 0.9̄ = 1? Sie wird uns auch mit dem
Begriff konvergenter Reihen in Berührung bringen.

Schließlich wenden wir uns einem weiteren, eng mit dem Konvergenzbegriff verbundenen
Eckstein der gesamten Analysis zu: Der Vollständigkeit der reellen Zahlen, vgl. 22.2.1.

4.1 Folgen

In diesem Abschnitt widmen wir uns dem Begriff der (unendlichen) Folgen. Wir diskutieren
seine fachlichen Grundlagen, seine Aspekte und die damit verbundenen Grundvorstellungen
sowie Zugänge im Unterricht. Hauptsächlich verwenden wir Folgen aber als Werkzeug, das
uns zum zentralen Begriff der Analysis, dem Grenzwerts führt.

37
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4.1.A Fachliche Grundlagen

4.1.1. Was sind Folgen? Ein Enzyklopädieeintrag könnte etwa so aussehen:

Eine Folge ist eine Auflistung von unendlich vielen1 fortlaufend nummerierten
Objekten.

Die wesentliche Eigenschaft einer Folge ist, dass die
”
Objekte”, genannt Folgenglieder, fort-

laufend nummeriert sind. Das steht im Gegensatz zu Objekten, die zu einer bloßen Menge
zusammengefasst werden: Die Elemente einer Menge sind nicht nummeriert oder sonst ir-
gendwie geordnet. (Das einzige charakteristische am Begriff einer Menge ist, dass es sich
um eine Ansammlung von Objekten handelt, wobei eindeutig feststeht, welche Objekte da-
zugehören und welche nicht, vgl. (Schichl und Steinbauer, 2018, Abschn. 4.1). Wir können
also salopp sagen, dass eine Menge ein

”
Sauhaufen“ von Objekten ist, eine Folge aber aus

durchnummerierten Objekten besteht.

Abb. 4.1: Eine Menge ist ein
”
Sauhaufen“

von Objekten.

Abb. 4.2: Eine Folge besteht aus einer geord-
neten Liste von Objekten.

Ein weiterer Wesenszug einer Folge ist, dass es sich um eine Auflistung von unendlich vie-
len fortlaufend nummerierten Objekten handelt, was in den Abbildungen durch die Punkte
. . . angedeutet ist. Das bedeutet mathematisch ausgedrückt, dass es sich um abzählbar vie-
le Objekte handelt, also genau um

”
genau so viele” Objekte, wie die natürlichen Zahlen N

Elemente haben. Für Details zur Mächtigkeit von N und dem Begriff abzählbar (unendliche)
Menge siehe Schichl und Steinbauer, 2018, Abschn. 4.4.

➤ Video Mächtigkeit, Teil I (Gleichmächtigkeit von Mengen)

Hier wiederholen wir nur das Wichtigste und insbesondere die mathematische Terminologie,
die nämlich nicht selbsterklärend ist und das Potential hat, Verwirrung zu stiften.

• Endliche Mengen sind Mengen, die n Elemente besitzen, wobei n eine (beliebige) na-
türliche Zahl ist.

• Unendliche Mengen sind Mengen, die nicht endlich sind.

Des Weiteren ist es eine wesentliche Tatsache der Mengenlehre, dass es
”
verschieden große“

unendliche Mengen gibt. Die kleinste solche ist die Menge N der natürlichen Zahlen und alle
Mengen, die

”
gleich groß“ im Sinne der Mächtigkeit sind, heißen abzählbar. Diese Terminologie

ist an die Idee angelehnt, dass man die natürlichen Zahlen abzählen könnte (wenn man nur

1Es gibt auch endlich Folgen, wir werden uns aber hier nur mit sogenannten unendlichen Folgen beschäftigen
und nennen sie einfach Folgen.

 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Maechtigkeit_Teil_I.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Maechtigkeit_Teil_I.html
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genügend Zeit dafür hätte). Genauer, jede natürliche Zahl ist in endlich vielen Abzählschritten
erreichbar.
Wir haben also endliche Mengen und die kleinste

”
Klasse“ unendlicher Mengen, die ab-

zählbaren Mengen. Leider werden erstere auch oft abzählbar endlich genannt und zweitere
abzählbar unendlich, sodass man mit der Bezeichnung

”
abzählbar“ vorsichtig sein muss. Meis-

tens — und so werden wir das immer halten — bedeutet abzählbar ohne Zusatz abzählbar
unendlich.

Eine mathematische Präzisierung der obigen Beschreibung von Folgen erfolgt am bequemsten
über den Funktionsbegriff. Eine Folge ist eine spezielle Funktion, nämlich eine solche mit
Definitionsmenge N: Die Folgenglieder werden mit den natürlichen Zahlen durchnummeriert.
Wir wiederholen die formale Definition und auch die üblichen Schreibweisen für Folgen.

Mathematische Faktenbox 3: Folgen

4.1.2. Definition (Folge). Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung

a : N → M . (4.1)

Meist werden wir den Fall M = R betrachten; man sagt dann, a ist eine reelle Folge.

4.1.3. Terminologie (Lästiges zur Definition von N). In weiten Teilen der mathe-
matischen Literatur herrscht Uneinigkeit darüber, ob 0 Element der natürliche Zahlen ist
oder nicht. Letztlich ist das eine Geschmacksfrage und wir verwenden in diesem Skrip-
tum N := {0, 1, 2, . . . }, was auch mit der DIN-Norm 5473 konform geht. Für die positiven
natürlichen Zahlen schreiben wir dann N∗ oder N+.

4.1.4. Terminologie (Folgen). Zunächst ist eine Folge eine Funktion mit einem spezi-
ellen Definitionsbereich, nämlich N. Daher ist alles, was wir über Funktionen wissen auch
für Folgen gültig!
Insbesondere wird (vgl. Abschnitt 3.3.A) jeder natürlichen Zahl genau ein Folgenglied
zugeordnet; also liegt es am

”
Kern“ des Funktionsbegriffs, dass eine Folge wirklich aus

abzählbar vielen durchnummerierten Objekten besteht.
Wegen des speziellen Definitionsbereichs haben sich auch spezielle Schreibweisen ein-
gebürgert:

(1) Statt a(0), a(1), a(2), usw. schreibt man für die Funktionswerte von a meist
a0, a1, a2, usw. und nennt sie Folgenglieder.

(2) Die gesamte Folge wird in der mathematischen Literatur meist mit (an)n∈N oder
(an)

∞
n=0 oder kürzer (an)n bzw. nur mit (an) bezeichnet. In der Schulliteratur wer-

den stattdessen meist Spitzklammern verwendet und Folgen meist mit ⟨a0, a1, . . . ⟩
bezeichnet. Außerdem kann man auch ⟨an⟩∞n=0, ⟨an⟩n bzw. ⟨an⟩ schreiben. Wir wer-
den im Folgenden alle diese Schreibweisen synonym verwenden.

(3) Hin und wieder treten Folgen auf, die erst mit n = 1 oder
”
noch später” beginnen,

siehe (Steinbauer, 2024, 1.2.2). Für diese schreiben wir dann z.B. (an)
∞
n=1 oder

⟨an⟩∞n=7.

4.1.5. Beispiel (Folgen). Ganz einfache Beispiele von reellen Folgen sind etwa

(1) (an)n = (2n)n = (0, 2, 4, 6, . . . ), die Folge der geraden natürlichen Zahlen.
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Mathematische Faktenbox 3 – Fortsetzung

(2) (bn)n = (x)n = ⟨x, x, x, . . . ⟩ für ein x in R, die konstante Folge.
(3) (cn)

∞
n=1 = ( 1n)n≥1 = (1, 12 ,

1
3 , . . . )

4.1.6. Veranschaulichung von Folgen. Eine instruktive Art, Folgen zu veranschaulichen,
ergibt sich direkt aus ihrer Definition 4.1.2. Eine Folge (an) kann als Spaziergang in einer
Menge M aufgefasst werden. Jedem Schritt entspricht ein Folgenglied: a0 bzw. a1 entspricht
dem nullten bzw. ersten Schritt oder auch dem nullten bzw. ersten Fußabdruck usw., siehe
Abbildung 4.3.

Abb. 4.3: Eine Folge als Spaziergang in einer
Menge.

Abb. 4.4: Eine reelle Folge als Spaziergang
auf der Zahlengeraden.

Im Falle einer reellen Folge (an) ergibt sich in diesem Bild also ein Spaziergang auf der
Zahlengeraden, vgl. Abbildung 4.4, den wir veranschaulichen, in dem wir die

”
Schritte” a0,

a1, usw. einzeichnen. Mathematisch gesprochen werden die Werte der Folgenglieder auf der
Zahlengeraden aufgetragen, also das Bild (vgl. Schichl und Steinbauer, 2018, 4.3.11 f. ➤

Video ) der Folge in R eingezeichnet, siehe Abbildung 4.5. Alternativ können wir

auch den Graphen der Abbildung a zeichnen. Dabei wird das n-te Folgenglied als Punkt mit
den Koordinaten (n, an) im R2 dargestellt, wie wir das von Funktionen schon gewohnt sind
(vgl. 3.3.4(3)), siehe Abbildung 4.6.

Abb. 4.5: Das Bild einer reellen Folge (an).

Abb. 4.6: Graph einer reellen Folge (an).

Offensichtlich hängen die beiden Darstellungen zusammen. Aus dem Graphen in Abbildung
4.6 erhält man den Spaziergang in Abbildung 4.5 durch Projektion auf die y-Achse. Genauer,
nimmt man diese Projektion und legt sie auf die x-Achse, so erhält man den Spaziergang,
siehe Abbildung 4.7.

 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Bild_und_Urbild.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Bild_und_Urbild.html


4.1. FOLGEN 41

Abb. 4.7: Zusammenhang der Darstellungen reeller Folgen.

4.1.B Rekursive Prozesse und ihre Modellierung

Wir beginnen nun den Folgenbegriff als analytisches Werkzeug zu nutzen, nämlich im Kontext
der Modellierung rekursiver Prozesse. Zuvor beantworten wir aber eine Frage zur Schulana-
lysis.

4.1.7. Wo gehören Folgen hin? In der Schulmathematik gab es lange die Tradition den
Grenzwertbegriff systematisch auf dem Folgenbegriff aufzubauen und so eine solide Basis für
die Differential- und Integralrechnung zu legen, in der der Grenzwertbegriff ja die zentrale
Rolle spielt. Das ist sicherlich ein mathematisch fundierter Zugang, der allerdings den Nach-
teil hat, dass ein

”
langer Marsch durch das Reich der Folgen”, vgl. Danckwerts und Vogel,

2006, Abschn. 2.1 angetreten werden muss. In einem solchen Zugang haben Folgen ihren ka-
nonischen Platz im Curriculum. Neben dem offensichtlichen Nachteil, dass ein solcher Zugang
viel Zeit in Anspruch nimmt, haben Blum und Kirsch in fachdidaktischen Arbeiten (W. Blum
und A. Kirsch, 1979; W. Blum, 1979) schon früh aufgezeigt, dass die Differential- und Inte-
gralrechnung in

”
intellektuell ehrlicher Weise” (Danckwerts und Vogel, 2006, Abschn. 2.1) auf

einem intuitiven Grenzwertbegriff aufgebaut werden und zugleich
”
der Weg für eine spätere

analytische Präzisierung offen gehalten werden kann” (ebd.).

Damit ist der traditionelle Zugang nicht (mehr) alternativlos und es stellt sich die Frage, ob
und wie sich Folgen als eigenständiges Thema der Schulanalysis legitimieren lassen. In dieser
Frage propagieren wir im Einklang mit Danckwerts und Vogel, 2006 den Standpunkt, dass

Folgen als natürliches Instrument zur Beschreibung iterativer Prozesse

einen Platz im Unterricht haben können und sollen. Damit gelingt nämlich in natürlicher
Weise die Modellierung von Wachstumsprozessen (die wir im nächsten Abschnitt konkret
mathematisch behandeln werden) und auch eine ebenso natürliche Hinführung zum Grenz-
wertbegriff.

Im Folgenden behandeln wir nun die Modellierung iterativer Prozesse anhand eines Beispiels,
danach nehmen wir den Faden der gegenwärtigen Diskussion im Punkt 4.1.7 in informier-
ter(er) Weise wieder auf.

4.1.8. Aufgabenstellung (Medikamentenspiegel im Körper, vgl. Danckwerts und
Vogel, 2006, Abschn. 2.1.1. Die wirksame Anfangsdosis von einem Schmerzmittel be-
trägt d = 400 mg und wird alle 6 Stunden erneut verabreicht. Innerhalb dieser 6 Stunden
werden 25% des Wirkstoffs vom Körper abgebaut. Wie entwickelt sich im Lauf der Zeit der
Wirkstoffspiegel im Körper?
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Lösungsvorschlag. Wir legen zunächst die Notation für unsere rekursive Beschreibung fest.
Mit mn bezeichnen wir die nach n Perioden zu 6 Stunden im Körper vorhandene Menge des
Wirkstoffs in mg. Der Anfangswert ist mit

m0 = d = 400 (4.2)

festgelegt. Für m1, also die Wirkstoffmenge nach 6 Stunden gilt

m1 =
3

4
m0 + d = 300 + 400 = 700. (4.3)

Bezeichnen wir mit r = 3
4 die Rate des nach 6 Stunden noch im Körper vorhandenen Wirk-

stoffs, so gilt des weiteren

m2 = rm1 + d, m3 = rm2 + d (4.4)

und allgemein
mn+1 = rmn + d (n = 0, 1, . . . ). (4.5)

Die rekursiv definierte Folge (mn) = (m0,m1, . . . ) aus (4.5) mit m0 = d = 400 stellt also den
gesuchten zeitlichen Verlauf des Medikamentenspiegels im Körper dar. Eine Folge (mn) heißt
dabei rekursiv oder rekursiv definiert, falls die Folgenglieder mn mit Hilfe ihres Vorgängers
mn−1 (oder manchmal auch mit Hilfe mehrerer oder aller ihrer Vorgänger mk, 0 ≤ k ≤ n−1)
definiert sind.

4.1.9. Darstellung des Prozesses — Langzeitverhalten. In natürlicher Weise ergibt
sich nun die Frage nach der langfristigen Entwicklung des oben beschrieben Prozesses. Dazu
können wir unter Verwendung eines Tabellenkalkulationsprogramms eine Wertetabelle der
Folge (mn) erstellen oder sie durch ihren Graphen illustrieren, siehe Abbildungen 4.8 und 4.9.

Abb. 4.8: Wertetabelle der Folge (mn)

Abb. 4.9: Graph der Folge (mn)

Die Darstellung der Folge in einer Wertetabelle stützt sich auf die Zuordnungsvorstellung
zum Funktionsbegriff2. Es lässt sich besonders leichter ablesen, welche Wirkstoffmenge nach

2Nachdem Folgen spezielle Funktionen sind (vgl. 4.1.2), können wir nicht nur unser fachliches Wissen
über Funktionen verwenden (vgl. 4.1.4), sondern auch das fachdidaktische und so insbesondere jenes über
Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff aus Abschnitt 3.4.A.
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welcher Zeit vorhanden ist. Die Darstellung des Graphen der Folge korreliert mit der Objekt-
vorstellung zum Funktionsbegriff. Damit lassen sich leichter Aussagen über den Verlauf der
Entwicklung machen.

4.1.10. Explizite Darstellung. Aus praktischer und aus theoretischer Sicht ist es wün-
schenswert, neben der rekursiven Darstellung der Folge (mn) in Gleichung (4.5) auch eine
explizite Darstellung zur Verfügung zu haben. Schließlich ermöglicht eine solche das direkte
Ausrechnen des Medikamentenspiegels mn nach n Perioden zu 6 Stunden, ohne den oben
betriebenen Aufwand.

Um eine solche Darstellung zu gewinnen, starten wir mit der Rekursionsformel (4.5)

mn+1 = rmn + d (n = 0, 1, . . . ) (4.6)

und setzen sukzessive wie folgt ein

m1 = rm0 + d (4.7)

m2 = rm1 + d = r(rm0 + d) + d = r2m0 + d(r + 1) (4.8)

m3 = rm2 + d = r
(
r2m0 + d(r + 1)

)
+ d = r3m0 + d(r2 + r + 1). (4.9)

Daraus können wir die folgende Darstellung für mn ablesen

mn = m0 r
n + d(rn−1 + rn−2 + · · ·+ r + 1). (4.10)

Jetzt können wir noch die Summenformel für die endliche geometrische Reihe3, siehe etwa
(Steinbauer, 2024, 1.1.6)

n∑
k=0

rk =
1− rn+1

1− r
(r ̸= 1) (4.11)

verwenden, um die rechte Seite zu vereinfachen. Die Einschränkung r ̸= 1 spielt für unsere
Überlegungen keine Rolle; das würde ja dem Fall entsprechen, dass das Medikament gar
nicht abgebaut wird. Dieser Fall ist im Anwendungszusammenhang sinnlos und im Übrigen
mathematisch ganz einfach zu lösen. Es gilt dann gilt nämlich

mn = m0 + nd = (n+ 1)d. (4.12)

Da ein negatives r im gegenwärtigen Anwendungskontext ebenso sinnlos ist, wie ein r > 1,
legen wir im Folgenden fest, dass 0 < r < 1 gilt.

Schließlich ergibt sich die folgende explizite Darstellung für die Folge (mn)

mn = m0 r
n + d(rn−1 + rn−2 + · · ·+ 1) = m0 r

n + d
n−1∑
k=0

rk = m0 r
n + d

1− rn

1− r
, (4.13)

also

mn = m0 r
n + d

1− rn

1− r
. (4.14)

3Die Summenformel können wir an dieser Stelle im Kontext unserer
”
Schulanalysis vom höheren Stand-

punkt“ verwenden; im Schulkontext wäre das in geeigneter Form zu behandeln.
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Gehen wir nun zum obigen Beispiel zurück und setzen entsprechenden ein, d.h. r = 3/4,
m0 = d = 400, so ergibt sich für den Wirkstoffspiegel

mn = 400
(3
4

)n
+ 1600

(
1−

(3
4

)n)
= 400

(
4− 3

(3
4

)n)
. (4.15)

4.1.11. Diskussion des Kontexts. Zum Schluss dieses Abschnitts kommen wir zurück zur
Diskussion von 4.1.7 und greifen sie im Licht der obigen Überlegungen wieder auf. Zunächst
sehen wir, dass im Kontext der diskreten Modellierung der Folgenbegriff in natürlicher Weise
auftritt. Weiters sind die folgenden Themen ebenfalls in natürlicher Weise aufgetreten:

• Vor- und Nachteile der rekursiven und der expliziten Darstellung von Folgen,
• Umschreiben von rekursiver in explizite Darstellung von Folgen,
• die endliche geometrische Reihe im Anwendungskontext.

Außerdem tritt die Frage nach dem Langzeitverhalten bzw. dem Grenzwert von Folgen (und
Reihen!) in prominenter und natürlicher Weise auf. Wir werden diese aber erst im nächsten
Kapitel aufgreifen und uns im folgenden mit der Unterrichtspraxis zum Folgenbegriff beschäf-
tigen. Auch hier werden wir an mehreren Stellen den Grenzwertbegriff am Horizont auftauchen
sehen.

Schließlich werden wir in 4.1.C.2 sehen, dass die in der Schule prominenten Beispiele der
arithmetischen und der geometrischen Folge sich als Spezialfälle obiger Rekursion ergeben.

4.1.C Folgen in der Schule — Zugänge im Unterricht

Im folgenden Abschnitt gehen wir konkret auf Folgen im Schulunterricht ein. An den Beginn
stellen wir Formalia, d.h. die Vorgaben des Lehrplans und des Katalogs der Grundkompeten-
zen.

4.1.12. Folgen in Lehrplan und Grundkompetenzkatalog. Der Lehrplan AHS 20164

sieht Folgen in der 6. Klasse vor (1. Semester, Kompetenzmodul 3). Folgende zwei Punkte
werden genannt:

• Zahlenfolgen als auf N bzw. N∗ definierte reelle Funktionen kennen (insbesondere arith-
metische Folgen als lineare Funktionen und geometrische Folgen als Exponentialfunk-
tionen); sie durch explizite und rekursive Bildungsgesetze darstellen und in außerma-
thematischen Bereichen anwenden können

• Eigenschaften von Folgen kennen und untersuchen können (Monotonie, Beschränktheit,
Grenzwert)

Im Gundkompetenzkatalog der Handreichung zum Lehrplan 20165 treten Folgen im Rahmen
der Grundkompetenzen aus dem Inhaltbereich Funktionale Abhängigkeiten (FA) auf, konkret
als Punkt FA 7 Folgen, mit den Unterpunkten:

• FA-L 7.1 Zahlenfolgen (insbesondere arithmetische und geometrische Folgen) durch ex-
plizite und rekursive Bildungsgesetze beschreiben und graphisch darstellen können

• FA-L 7.2 Zahlenfolgen als Funktionen über N bzw. N∗ auffassen können, insbesondere
arithmetische Folgen als lineare Funktionen und geometrische Folgen als Exponential-
funktionen

4https://argemathematikooe.files.wordpress.com/2016/11/bgbla_2016_ii_219_mathematik.pdf
5https://argemathematikooe.files.wordpress.com/2016/11/handreichung_lehrplan_mathematik_2

016_bmb.pdf

 https://argemathematikooe.files.wordpress.com/2016/11/bgbla_2016_ii_219_mathemat ik.pdf
 https://argemathematikooe.files.wordpress.com/2016/11/handreichung_lehrplan_math ematik_2016_bmb.pdf
 https://argemathematikooe.files.wordpress.com/2016/11/handreichung_lehrplan_math ematik_2016_bmb.pdf
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• FA-L 7.3 Definitionen monotoner und beschränkter Folgen kennen und anwenden können
• FA-L 7.4 Grenzwerte von einfachen Folgen ermitteln können

In der Folge diskutieren wir einige konkrete Zugänge zum Folgenbegriff für den Unterricht,
beginnen aber mit einem allgemeinen Hinweis.

FD-Box 11: Phasenmodell zum Erarbeiten neuer Begriffe im Unterricht

Wenn Schüler/innen im Unterricht einen neuen mathematischen Begriff kennenlernen, er-
schließen er sich ihnen natürlich nicht durch eine bloße Mitteilung oder Definition des Be-
griffs. Ein tieferes Verständnis eines mathematischen Begriffs wird klarerweise erst durch
eine sorgfältige Erarbeitung des Begriffs, bei der gleichzeitig angemessene Vorstellungen
aufgebaut werden können, erreicht. Um zu diesem Ziel zu gelangen, wird in der fachdi-
daktischen Literatur oft ein Phasenmodell vorgeschlagen, das (in seiner Basisversion) die
folgenden vier Phasen vorsieht:

(1) Einstieg ; (2) Erarbeitung ; (3) Sicherung ; (4) Vertiefung

Wir werden im Folgenden konkret die Einführung bzw. Erarbeitung des Folgenbegriffs
im Sinne dieses Modells diskutieren.

4.1.13. Phasenmodell zum Erarbeiten des Folgenbegriffs im Unterricht. Wenn in
der 10. Schulstufe (AHS) Folgen behandelt werden, dann lernen die Schüler/innen damit einen
komplexen neuen mathematischen Begriff kennen, und wir skizzieren hier seine Einführung
im Sinne eines Vierphasenmodells.

4.1.C.1 Einstieg (Phase 1)

Bei der ersten Phase – dem Einstieg zum Themenfeld Folgen – geht es darum, dass die
Schüler/innen erste Vorstellungen des Begriffs aufbauen, den Namen und wichtige Merkma-
le des neuen Begriffs kennenlernen. Dabei arbeiten die Lernenden mit entsprechenden Re-
präsentanten (Beispielen) und Darstellungen dieses neuen Begriffs. Die nachfolgenden Aus-
führungen zeigen mögliche Ausgestaltungen der Einstiegsphase. Charakteristisch ist für alle
drei Einstiegsmöglichkeiten, dass der Folgenbegriff in ganz natürlicher Weise auftritt und die
Frage nach der Konvergenz in den Aufgabenstellungen bereits angelegt ist.

4.1.14. Einstieg im Kontext — Folgen als diskrete Modellierung rekursiver Pro-
zesse. In Analogie zur Aufgabe Medikamentenspiegel im Körper kann in der Schule zum
Einstieg in die Begriffserarbeitung ebenfalls ein

”
praktisches“ (Alltags-)Problem herangezo-

gen werden. Damit wird signalisiert, dass mathematische Modelle aus einem praktischem
Problem erwachsen und Alltagsbezug haben können. Gleichzeitig wird damit die Grunder-
fahrung (G1), mathematischer Blick angesprochen.

Aufgabenstellung: Koffeingehalt. Angenommen eine Kaffeeliebhaberin trinkt an einem
langen 12-Stunden-Arbeitstag gleich nach dem Betreten des Arbeitsplatzes eine Tasse Kaffee
und dann jede weitere Stunde wieder eine Tasse Kaffee. Pro Stunde werden etwa 7% des
Koffeingehaltes abgebaut und eine Tasse Kaffee enthält rund 40mg Koffein. Wie entwickelt
sich der Koffeingehalt im Laufe des Arbeitstages?

Lösungserwartung. Dieser Prozess lässt sich rekursiv sehr gut in einer Tabelle beschreiben.
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Schon zu Beginn des Arbeitstages trinkt die Kaffee-
liebhaberin eine Tasse Kaffee.

Anfangswert: k0 = 40

Nach einer Stunde sind 7% der 40mg Koffein abgebaut
also noch 93% vorhanden. Also sind von der ersten
Tasse Kaffee noch 0, 93 · 40mg im Körper vorhanden,
aber es werden auch wieder 40mg Koffein zugeführt.

Wert nach einer Stunde:

k1 = 0, 93 · k0 + 40

= 0, 93 · 40 + 40

= 77, 2

Nach einer weiteren Stunde sind nun 7% von 77, 2mg
abgebaut, also noch 0, 93 · 77, 2mg vorhanden. Außer-
dem werden auch wieder 40mg Koffein zugeführt.

Wert nach zwei Stunden:

k2 = 0, 93 · k1 + 40

= 0, 93 · 77, 2 + 40

= 111, 796

Noch eine weitere Stunde später sind noch 0, 93 ·
111, 796mg vorhanden, und es werden wiederum 40mg
Koffein zugeführt.

Wert nach drei Stunden:

k3 = 0, 93 · k2 + 40

= 0, 93 · 111, 796 + 40

= 143, 97028

Allgemein lässt sich die Entwicklung des Koffeingehalts mit

k0 = 40 und

kn+1 = 0, 93 · kn + 40 für n = 0, 1, 2, . . . (4.16)

angeben. Die Folge (kn) = k0, k1, k2, . . . beschreibt also die zeitliche Entwicklung des Koffe-
ingehalts.
Mit Hilfe eines Tabellenkalkulations-Programms kann die Entwicklung des Koffeingehalts sehr
rasch dargestellt werden.

Abb. 4.10: Koffeingehalt: tabellarische Darstellung

Sowohl die Tabelle als auch die grafische Darstellung lassen erkennen, dass sich der Koffein-
gehalt bei etwas mehr als 571mg einpendelt.
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Abb. 4.11: Koffeingehalt: Graph der Folge (kn)

FD-Box 12: Lösungserwartung

Unter einer Lösungserwartung verstehen wir eine Musterlösung einer Aufgabe im Sinne
einer Ausarbeitung wie sie im Idealfall von der besten Schülerin/dem besten Schüler einer
Klasse erwartet werden könnte. Dementsprechend sollte eine Ausarbeitung der Lehrkraft
im Rahmen der Unterrichstvorbereitung etwa dieselbe Form haben.
Vergleichen Sie diese im vorliegenden Fall mit der knapperen Beschreibung der Rekursion,
die wir im fachmathematischen Kontext in Abschnitt 4.1.B gegeben haben! Dabei wird
deutlich, wie derselbe Inhalt auf verschiedenen Verständnisniveaus (hier: Schüler/innen
der Schulstufe 10 vs. Lehramtsstudierende im 5. Semester) sinnvoll dargestellt werden
kann.

4.1.15. Einstieg mit Experimenten. Für den Einstieg in den Begriffsbildungsprozess zu
Folgen eignet sich aber auch ein experimenteller Zugang. Dazu können beispielsweise ver-
schiedene Experimente in Form eines Gruppenpuzzles (Expertenmodell https://de.wikip
edia.org/wiki/Gruppenpuzzle) bearbeitet werden.

Aufgabenstellung: Immer kürzer — und doch kein Ende in Sicht. Beginnend mit
einem Papierstreifen der Länge 100 cm werden Papierstreifen, die jeweils die halbe Länge des
vorhergehenden Streifens haben, auf ein Plakat geklebt.

(1) Wie lange lässt sich dieses Experiment theoretisch fortsetzen?
(2) Wie entwickeln sich die Längen der Papierstreifen?
(3) Was lässt sich über die Gesamtlänge aller aufgeklebten Papierstreifen sagen, selbst wenn

das Experiment sehr lange fortgesetzt wird?

4.1.16. Einstieg mit Mustern und Strukturen. Das Arbeiten mit Mustern und Struk-
turen ist vielen Schülerinnen und Schülern aus der Primarstufe bekannt. Dort werden bereits
erste Gesetzmäßigkeiten anhand von Zahlenmustern (siehe Abbildung 4.12) untersucht.

https://de.wikipedia.org/wiki/Gruppenpuzzle
https://de.wikipedia.org/wiki/Gruppenpuzzle
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Abb. 4.12: Zahlenmuster aus Wittmann, Müller und Röhr, 2004

In den deutschen, englischen und amerikanischen Bildungsstandards wird das auch explizit
deutlich gemacht.

• Deutschland, Primarstufe6:

– Gesetzmäßigkeiten in geometrischen und arithmetischen Mustern (z. B. in Zahlen-
folgen oder strukturierten Aufgabenfolgen) erkennen, beschreiben und fortsetzen,

– arithmetische und geometrische Muster selbst entwickeln, systematisch verändern
und beschreiben.

• US, Grade 3-57 :

– describe, extend, and make generalizations about geometric and numeric patterns;
– represent and analyze patterns and functions, using words, tables, and graphs.

• UK, Primary School8:

– Pupils recognise and describe number patterns, and relationships including multi-
ple, factor and square. They begin to use simple formulae expressed in words.

In der Unterstufe haben die Schülerinnen und Schüler eventuell Pythagorasbäume und kreis-
förmige Muster konstruiert und untersucht – dies kann hier erneut aufgegriffen und fortgesetzt
werden, siehe Abbildung 4.13, 4.14 und 4.15.

6https://www.kmk.org/fileadmin/veroeffentlichungen_beschluesse/2004/2004_10_15-Bildungssta

ndards-Mathe-Primar.pdf
7https://www.nctm.org/Standards-and-Positions/Principles-and-Standards/Algebra/
8http://www.cliftonprimary.bham.sch.uk/pdfs/ageexpectations/maths-l45.pdf

 https://www.kmk.org/fileadmin/veroeffentlichungen_beschluesse/2004/2004_10_15-Bi ldungsstandards-Mathe-Primar.pdf
 https://www.kmk.org/fileadmin/veroeffentlichungen_beschluesse/2004/2004_10_15-Bi ldungsstandards-Mathe-Primar.pdf
 https://www.nctm.org/Standards-and-Positions/Principles-and-Standards/Algebra/
http://www.cliftonprimary.bham.sch.uk/pdfs/ageexpectations/maths-l45.pdf
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Abb. 4.13: Pythagorasbaum Abb. 4.14: Kreismuster

Aufgabenstellung: Schlangenlinie. Kon-
struiere mit Zirkel und Lineal oder mit ei-
nem elektronischen Tool die abgebildete Fi-
gur. Beginne mit einem Halbkreis oberhalb
einer Hilfslinie. Hänge daran einen Halbkreis
mit halb so großem Radius unterhalb der
Hilfslinie. Setze die Konstruktion so lange
wie möglich fort. Wie viel Platz benötigst du
für die Konstruktion maximal? Abb. 4.15: Schlangenlinien

4.1.C.2 Erarbeitung (Phase 2)

Bei der Erarbeitungsphase werden Umfang und Inhalt des Begriffs herausgearbeitet. Dazu
zählen:

• Explizite und rekursive Darstellung von Folgen
• Grafische Darstellung von Folgen auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem
• Arithmetische und geometrische Folge
• Eigenschaften von Folgen (Monotonie und Beschränktheit)

Beim Erarbeiten dieser Begriffe kann auf aufwendige außermathematische Kontexte verzichtet
werden, da das algebraische Beschreiben von Folgen im Vordergrund steht. In dieser Phase
üben die Schüler/innen das Repräsentieren mathematischer Inhalte durch Sprache, Symbole
und Formeln und treten in direkten Kontakt mit der Grunderfahrung (G2), mathematische
Welt.

4.1.17. Explizite und rekursive Darstellung von Folgen.

Zuerst müssen die für Folgen typischen Schreibweisen und Begriffe (Glied einer Folge, Bedeu-
tung der Indizes, endliche/unendliche Folge, ...) eingeführt werden.

Aufgabenstellung. Die ersten vier Glieder einer unendliche Folge sind mit ⟨1, 4, 9, 16, ...⟩
gegeben. Wie könnte die Folge weitergehen?

• Beschreibe ein mögliches Bildungsgesetz in Worten.
Lösungserwartung:

”
Es handelt sich um Quadratzahlen.” oder

”
Ausgehend vom ersten



50 KAPITEL 4. FOLGEN, GRENZWERT & DIE VOLLSTÄNDIGKEIT VON R

Folgenglied mit dem Wert 1 entstehen die weiteren Folgenglieder durch Addition der
ungeraden Zahlen 3, 5, 7, . . . .”

• Gib das gefundene Bildungsgesetze in formaler Schreibweise an.
Lösungserwartung:

”
Explizite Darstellung: an = n2” oder

”
Rekursive Darstellung: a1 =

1, an+1 = an + (2n+ 1)”

Im Unterricht schaffen solche Aufgabenstellungen, die keine eindeutige Lösung haben, Kom-
munikationsanlässe.

4.1.18. Grafische Darstellung von Folgen. Zur grafischen Darstellung von Folgen bieten
sich (wie in 4.1.6 erklärt) die Zahlengerade und das zweidimensionale Koordinatensystem an.

Abb. 4.16: Bild einer Folge, Spaziergang

Abb. 4.17: Graph einer Folge

Beide Formen der Darstellung sind den Schülerinnen und Schülern bereits bekannt. Die Dar-
stellung von Zahlen auf der Zahlengerade kam bereits in früheren Schulstufen zum Einsatz.
Die zweidimensionale Darstellung von Folgen wird Schülerinnen und Schülern vom Arbeiten
mit Funktionen her vertraut sein. Insgesamt können die rekursive und explizite Darstellung
mit der grafischen Darstellung gemeinsam erarbeitet werden.

4.1.19. Arithmetische und geometrische Folge. Beim Erarbeiten der Begriffe arithme-
tische und geometrische Folge geht es einerseits um das Entdecken gewisser Merkmale von
Folgen sowie um das Erkunden dieser beiden Folgenarten. Wir klären zuerst die mathemati-
schen Fakten.

Mathematische Faktenbox 4: Arithmetische und geometrische Folge

4.1.20. Definition (Arithmetische Folge). Eine arithmetische Folge ist eine reel-
le Folge (an) mit der Eigenschaft, dass die Differenz zweier benachbarter Folgenglieder
konstant ist.

Aus der Definition gewinnt man sofort die rekursive Darstellung (n ∈ N)

an+1 = an + d, (4.17)

wobei wir die konstante Differenz zwischen je zwei benachbarten Folgengliedern d genannt
haben. Daraus ergibt sich wiederum mühelos die explizite Darstellung, wobei wir das
Anfangsglied mit a0 bezeichnen

an = a0 + n · d. (4.18)

Eine arithmetische Folge ist also durch Angabe von zwei Zahlen, des Anfangsglieds a0
und der konstanten Differenz benachbarter Folgenglieder d, eindeutig festgelegt.
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Mathematische Faktenbox 4 – Fortsetzung

Beachte, dass die beiden Darstellungen Spezialfälle der rekursiven Darstellung (4.5) bzw.
der expliziten Darstellung (4.12) aus Abschnitt 4.1.B für r = 1 sind.

4.1.21. Definition (Geometrische Folge). Eine geometrische Folge ist eine reelle Fol-
ge (an) mit der Eigenschaft, dass der Quotient zweier benachbarter Folgenglieder konstant
ist.

Wiederum ergibt sich mühelos die rekursive sowie die explizite Darstellung zu (n ∈ N)

an+1 = an · r, bzw. an = a0 · rn (4.19)

und eine geometrische Folge ist ebenfalls eindeutig bestimmt durch Angabe von zwei
Zahlen, ihres Anfangsglieds a0 und des konstanten Quotienten benachbarter Folgenglieder
r.
Wiederum sind die beiden Darstellungen Spezialfälle von (4.5) bzw. (4.14), nun mit d = 0.

Zum Erfassen der Merkmale arithmetischer und geometrischer Folgen im Unterricht bietet
sich das sogenannte entdeckende Lernen an, siehe Bruner, 1981. Dabei wird den Schülerinnen
und Schülern eine Vielfalt von Objekten angeboten, die bestimmte Merkmale gemeinsam
haben bzw. sich in bestimmten Merkmalen unterscheiden. Fragen nach Gemeinsamkeiten
und Unterschieden lenken die Aufmerksamkeit auf die Merkmale. Dabei kann nach folgenden
beiden Prinzipien vorgegangen werden, in Anlehnung an Dienes und Golding, 1970:

FD-Box 13: Prinzip der Variation

Beim Lehren von Begriffen nach dem Prinzip der Variation sind genügend viele verschie-
dene Objekte vorzulegen, die das charakteristische Merkmal des Begriffs gemeinsam ha-
ben, um das Wesentliche dieses Begriffs herauszuarbeiten. Dabei sollten die Schüler/innen
zumindest zu zweit zusammenarbeiten, um ihre Entdeckungen auszutauschen. Mit Pla-
katen oder auch im Plenum sind abschließend die entdeckten Merkmale zu sammeln und
von der Lehrperson gegebenenfalls zu ergänzen. (ICH-DU-WIR bzw. Think-Pair-Share:
http://www.sinus-transfer.de/module/modul_8kooperatives_lernen/methoden/

ich_du_wir.html)

Die nachstehende Aufgabenstellung kann z.B. gemäß diesem Prinzip für die Erarbeitung
arithmetischer Folgen herangezogen werden. Für geometrische Folgen können analoge Auf-
gabenstellungen formuliert oder den Schulbüchern entnommen werden. Entscheidend ist, die
Leitfragen so zu stellen, dass die Lernenden zu den entdeckenden Merkmalen geleitet werden.

Aufgabenstellung. Gegeben sind die drei Zahlenfolgen an = ⟨−7,−3, 1, 5, 9, . . . ⟩, bn =
⟨2; 2, 5; 3; 3, 5; 4; . . . ⟩ und cn = 16–2n.

• Stelle die drei Folgen auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem dar.
• Gib sowohl rekursive als auch explizite Darstellungen an.
• Beschreibe, wodurch sich zwei aufeinander folgende Glieder unterscheiden und vergleiche
mit der rekursiven und expliziten Darstellung.

 http://www.sinus-transfer.de/module/modul_8kooperatives_lernen/methoden/ich_du_w ir.html
 http://www.sinus-transfer.de/module/modul_8kooperatives_lernen/methoden/ich_du_w ir.html
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Lösungserwartung.

an bn cn

a1 = −7, an+1 = an + 4 b1 = 2, bn+1 = bn + 0, 5 c1 = 12, cn+1 = cn–2

an = −11 + 4n bn = 1, 5 + 0, 5n cn = 16–2n

Die Differenz zweier aufein-
anderfolgender Glieder ist 4.

Die Differenz zweier aufein-
anderfolgender Glieder ist
0,5.

Die Differenz zweier aufein-
anderfolgender Glieder ist -
2.

Dieser Wert findet sich in
der rekursiven und explizi-
ten Darstellung.

Dieser Wert findet sich in
der rekursiven und explizi-
ten Darstellung.

Dieser Wert findet sich in
der rekursiven und explizi-
ten Darstellung.

Bei der Darstellung dieser Folgen im Koordinatensystem wird für die Schüler/innen, die ja
bereits mit linearen Funktionen vertraut sind, sichtbar, dass die Folgenglieder

”
gleichmäßig”

wachsen/fallen. Auch die Analogie der expliziten Darstellungen zur linearen Funktion werden
die Lernenden entdecken. Die dort schon kennen gelernten Parameter k und d, finden sich
auch in der expliziten Darstellung wieder und sind nun im Zusammenhang von Folgen zu
interpretieren.

Sobald die Schüler/innen die charakteristischen Eigenschaften von arithmetischen Folgen er-
kennen und formulieren können, ist es ihnen auch möglich arithmetische Folgen selbstständig
zu definieren. Dazu benötigen die Lernenden ein wenig Übung und müssen wissen, dass sie
Oberbegriffe (z.B. Zahlenfolge) zur Definition (hier arithmetische Folge) verwenden sollen.
Auch Signalwörter (

”
. . . nennt man . . . ”,

”
. . . bezeichnet man als . . . ”,

”
. . . so sagt man . . . ”,

”
. . . wird als ... bezeichnet.”) helfen den Schülerinnen und Schülern beim selbstständigen De-
finieren.

In der Erarbeitungsphase von Begriffen bietet sich aber neben dem Prinzip der Variation auch
das Prinzip des Kontrasts an. Es setzt, wie der Name schon sagt, an den kontrastierenden
Merkmalen der Begriffe an.
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FD-Box 14: Prinzip des Kontrasts

Beim Lehren von Begriffen gemäß dem Prinzip des Kontrasts sind ebenso ausreichend vie-
le Objekte vorzulegen, bei denen das charakteristische Merkmal nun eben nicht gegeben
ist. Zum Begriff, der erarbeitet werden soll, sind also geeignete Beispiele und Gegen-
beispiele (Kontrastmaterial) vorzulegen. Die Gegenbeispiele sollen sich hierbei vom zu
erarbeitenden Begriff nur in einem wesentlichen Merkmal unterscheiden.

Für die Erarbeitung der Begriffe arithmetische und geometrische Folge gemäß dem Prinzip
des Kontrasts könnten beispielsweise in einer Aufgabenstellung wie oben

• arithmetische und geometrische Folgen oder
• arithmetische/geometrische und alternierende (die Folgenglieder sind abwechselnd po-
sitiv und negativ) Folgen angegeben werden.

Auch hier es wichtig, dass von der Lehrperson Fragestellungen für die Schüler/innen for-
muliert werden, die deren Aufmerksamkeit auf die charakteristischen Merkmale (und deren
Unterschiede) lenken.

Nach der Erarbeitung der Definition von arithmetischen und geometrischen Folgen (gemäß
einem der oben ausgeführten Prinzipien) ist es wichtig, die arithmetische und geometrische
Folge in unterschiedlichen Aufgabenstellungen (inner- und außermathematisch) anzuwenden
und somit weitere Grunderfahrungen zu ermöglichen.

4.1.22. Eigenschaften von Folgen — Monotonie und Beschränktheit. Ein weite-
re Aspekt der Erarbeitungsphase (Phase 2) ist das Ausloten (einfacher) Eigenschaften von
Folgen, die natürlich im Kontext etwa von Beispielen auftreten. Wir wiederholen zuerst die
mathematischen Begriffe und beginnen mit der Monotonie.

Mathematische Faktenbox 5: Monotone Folgen

4.1.23. Definition (Monotonie). Eine reelle Folge (an) heißt

(1) (streng) monoton wachsend oder steigend, falls für alle n ∈ N

an ≤ an+1 (an < an+1) gilt. (4.20)

(2) (streng) monoton fallend, falls für alle n ∈ N

an ≥ an+1 (an > an+1) gilt. (4.21)

(3) Falls es ein N ∈ N gibt, sodass (4.20) oder (4.21) nur für alle n ≥ N gilt, so sagen
wir (an) hat die entsprechende Eigenschaft ab N .

4.1.24. Beispiel (nicht-monotone Folgen).

(1) an = n ist streng monoton wachsend. Jede konstante Folge, d.h. an = c für ein
c ∈ R ist monoton wachsend und monoton fallend; keine der beiden Eigenschaften
ist aber streng erfüllt.

(2) an = 1
n (n ≥ 1) ist streng monoton fallend. Die Folge a0 = 17, a1 = 27, an = 1

n
(n ≥ 2) ist streng monoton fallend ab n = 1.

(3) Die
”
Vorzeichenmaschine” an = (−1)n ist weder monoton wachsend noch monoton

fallend, auch nicht ab irgendeinem N .
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Als nächstes erinnern wir an den Begriff einer beschränkten Folge.

Mathematische Faktenbox 6: Beschränkte Folgen

4.1.25. Definition (Beschränkte Folge). Sei (an) eine reelle Folge.

(1) (an) heißt nach oben (bzw. nach unten) beschränkt, falls es eine reelle Zahl K gibt,
sodass für alle n ∈ N

an ≤ K (bzw. an ≥ K ) gilt. (4.22)

Jedes solche K heißt obere (bzw. untere ) Schranke von (an).
(2) Ist eine Folge nicht nach oben (bzw. unten) beschränkt (gibt es also kein solches

K), dann heißt sie nach oben (bzw. unten) unbeschränkt.
(3) Ist eine Folge (an) sowohl nach oben als auch nach unten beschränkt, so heißt sie

beschränkt.

Eine beschränkte Folge (an) ist
”
eingesperrt”; es gilt ja nach Definition, dass es ein C

gibt, sodass für alle n

−C ≤ an ≤ C, also |an| ≤ C gilt. (4.23)

So ein C erhält man z.B. als C = max{|K1|, |K2|} wobeiK1 untere undK2 obere Schranke
von (an) ist.
Abbildung 4.18 zeigt die graphische Darstellung einer beschränkte Folge in den beiden
Veranschaulichungen von 4.1.6.

4.1.26. Beispiel (un-beschränkte Folgen).

(1) an = n ist nach unten durch K = 0 beschränkt (aber etwa auch durch −5, nicht
aber durch 1) und nach oben unbeschränkt.

(2) an = 1
n (n > 0) ist beschränkt. Nach oben ist sie durch 1 beschränkt (aber auch

durch 7 oder 17), nach unten durch 0.

4.1.27. Bemerkung (Monotonie und Schranken). Eine monoton wachsende Folge
(an), die zusätzlich nach oben beschränkt ist, ist schon beschränkt. Klar, denn sei K
obere Schranke, dann gilt mit der Monotonie

a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ K. (4.24)

Es ist eine fundamental wichtige Tatsache, dass solche Folgen sogar konvergieren, wie wir
später diskutieren werden.

Der Begriff der Monotonie sowie das Untersuchen von Funktionen hinsichtlich ihres Monoto-
nieverhaltens ist den Schülerinnen und Schülern der 10. Schulstufe bereits bekannt. Ein kurzes
Auffrischen der damit verbundenen Vorkenntnisse und Fähigkeiten ist empfehlenswert.

Auch die Monotonie und Beschränktheit kann mit dem Prinzip der Variation bzw. dem Prinzip
des Kontrasts erarbeitet und eine Definition vorgenommen werden.
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Abb. 4.18: Bild (oben) und Graph
(rechts) einer beschränkten Folge

Die Präzisierung der Begriffe
”
kleinste obere Schranke“ und

”
größte untere Schranke“ muss

von der Lehrperson angeleitet werden. Tatsächlich handelt es sich dabei um mathematisch
nicht ganz einfache Begriffe!

Mathematische Faktenbox 7: Supremum und Infimum

In natürlicher Weise stellt sich die Frage nach der
”
besten” oberen bzw. unteren Schranke

einer Folge. Das führt auf die Begriffe Supremum und Infimum, die wir praktischer Weise
gleich allgemein für Teilmengen von R definieren — statt speziell für die Menge der
Folgenglieder {an : n ∈ N} einer Folge (an) sprich ihrem Bild.

4.1.28. Definition (Supremum und Infimum). Sei M ⊆ R. Eine Zahl s ∈ R heißt
Supremum oder kleinste obere Schranke von M , falls

(1) s obere Schranke von M ist (d.h. s ≥ x ∀x ∈ M), und
(2) keine Zahl r < s obere Schranke von M ist.

Wir schreiben dann s = supM . Der Begriff des Infimums ist analog definiert und wir
schreiben infM .

Das Supremum einer reellen Folge (an) ist definiert als

sup(an) := sup{an : n ∈ N}, (4.25)

also als das Supremum der Menge der Folgenglieder. Das Infimum einer reellen Folge
ist analog definiert. Graphisch können wir Supremum und Infimum einer Menge wie in
Abbildung 4.18, rechts darstellen.

4.1.29. Beispiel (Supremum und Infimum).

(1) inf N = 0 und N hat kein sup.
(2) inf((0, 1]) = 0 = inf([0, 1]) und sup((0, 1]) = 1 = sup([0, 1])
(3) sup((1/n)n≥1) = 1, inf((1/n)n≥1) = 0

4.1.30. Bemerkung (Supremum und Infimum).

(1) Offensichtlich muss eine Menge M ⊆ R nach oben beschränkt sein, um ein Su-
premum besitzen zu können. Die Tatsache, dass jede nichtleere und nach oben
beschränkte Menge ein Supremum besitzt (also die sogenannte Supremumsei-
genschaft) ist fundamental für die ganze Analysis und wir werden noch darauf
zurückkommen.
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Mathematische Faktenbox 7 – Fortsetzung

(2) Zunächst einmal halten wir fest, dass Suprema und Infima, falls sie existieren, ein-
deutig bestimmt sind. (Das folgt leicht aus der Definition: Seien s und s′ Suprema
von M , dann folgt aus 4.1.28(1), dass beide obere Schranken sind. Daher kann nach
4.1.28(2) weder s′ < s noch s < s′ gelten, also folgt s = s′.) Daher ist es immer
legitim von dem Supremum oder dem Infimum einer Menge zu sprechen.

(2) Bei allem oben Gesagten ist es völlig egal, ob supM oder infM Elemente der Menge
M sind oder nicht! Ist das der Fall, d.h. gilt s = supM ∈ M (s = infM ∈ M), so
verwendet man eine eigene Terminologie und sagt s ist Maximum (Minimum) von
M und schreibt s = maxM (s = minM).

4.1.31. Beispiel (Maximum und Minimum).

(1) minN = 0 und N hat kein max.
(2) max((0, 1]) = 1 = max([0, 1]), min([0, 1]) = 0 aber (0, 1] hat kein min.
(3) max((1/n)n≥1) = 1, aber (1/n)n≥1) hat kein min.

Für die algebraischen Umformungen zum Nachweis der Monotonie und Beschränktheit wird
das Lösen von Ungleichungen benötigt. Diese Fertigkeiten sollten die Schülerinnen und Schüler
schon vorher (ebenfalls in der 10. Schulstufe) erworben haben.

Für die verstehensorientierte Erarbeitung von Verfahren im Allgemeinen bzw. Lösungsverfah-
ren im Konkreten gilt, dass diese mit den Lernenden zu erarbeiten sind. D. h. es braucht im
Unterricht an solchen Stellen mehr als das bloße Vorzeigen einzelner Bearbeitungsschritte.
Lösungsverfahren können gemäß der nachstehenden Schrittfolge erarbeitet werden.

FD-Box 15: Erarbeitung von Lösungsverfahren

Beim Erarbeiten von Lösungsverfahren gilt es,

• die Schrittfolgen, die abzuarbeiten sind, zu begründen und deutlich zu machen,
• die Beiträge der einzelnen Lösungsschritte auf das Ziel hin deutlich zu machen,
• mit zunehmendem Alter die Lösungsschritte so zu notieren, dass sie als Algorithmen
durch einen Computer ausgeführt werden können,

• die Lernenden anzuhalten, über alternative Verfahren/Wege nachzudenken.

Zu guter Letzt müssen die so einsichtig gemachten Verfahren von den Schülerinnen und
Schülern angewendet und gelernt werden.

Das folgende Beispiel 4.19 zeigt, wie im Schulbuch (Bleier et al., 2018) versucht wird, das
Lösungsverfahren zumindest ein stückweit für Schüler/innen einsichtig zu machen.
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Abb. 4.19: Lösungsverfahren - Dimensionen Mathematik 6, 2018

Auch hier - also nach der Erarbeitung des Verfahrens - empfiehlt es sich auch diese Begriffe
wiederum in inner- und außermathematischen Aufgabenstellungen anzuwenden.

4.1.32. Bemerkung (Umformungen — Stil und Fallen). Formulierungen wie im Beweis
in Abbildung 4.19 sind in der Schul(buch)literatur üblich, aber schlechter mathematischer Stil.
Führt man den Beweis gemäß der obigen Fußnote aus, ergibt sich etwa folgende Darstellung,
die viel klarer ist:
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Um die vermutetet Monotonie, also an < an+1 für alle n ∈ N∗ zu zeigen, müssen
wir

2n− 1

n
<

2(n+ 1)− 1

n+ 1
für alle n ∈ N∗ (4.26)

nachweisen. Wir schreiben also

2n− 1

n

?
<

2(n+ 1)− 1

n+ 1
| · n · (n+ 1)

(2n− 1)(n+ 1)
?
< (2n+ 1)n | ausmultiplizieren

2n2 + n− 1
?
< 2n2 + n | − 2n2

n− 1
?
< n.

Die letzte Aussage ist offensichtlich korrekt und weil alle Umformungen in unse-
rer Rechnung Äquivalenzumformungen sind, können wir aus der korrekten letzten
Zeile auf die Gültigkeit der ersten Zeile schließen. Damit ist die behauptete Mo-
notonie nachgewiesen.

Der mathematische Hintergrund ist hier der folgende: Nach den Regeln der Logik, implizieren
falsche Aussagen durchaus wahre Aussagen (natürlich auch falsche, aber um das geht es uns
hier nicht). Man sagt

”
Ex falso [sequitur] quodlibet“ — Lateinisch für:

”
aus Falschem [folgt]

Beliebiges“, siehe etwa (Schichl und Steinbauer, 2018, Abschn. 3.2.2.1). Daher können wir im
obigen Beispiel die Monotonie nicht dadurch nachweisen, dass wir aus der vermuteten und
zu zeigenden Ungleichung eine wahre Aussage herleiten: Das wäre ja auch möglich, falls die
vermutete Aussage falsch ist!
Im obigen Beispiel geht alles gut, da tatsächlich nur Äquivalenzumformungen verwendet wer-
den und daher aus der offensichtlich korrekten Aussage in der letzten Zeile die zu beweisende
Ungleichung in der ersten Zeile folgt und diese damit ebenfalls korrekt ist.

Es muss aber nicht immer alles gut ausgehen! Beispiele von Fallgruben finden sich etwa in
entsprechenden Übungsaufgaben oder in (Schichl und Steinbauer, 2018, Abschn. 2.4), siehe

auch ➤ Video Gleichungsumformungen: Stil und Fallen .

4.1.C.3 Sicherung (Phase 3)

Auch wenn bereits wie oben ausgeführt die unterschiedlichen Begriffe nach ihrer Einführung
angewendet wurden, gilt es, eine explizite Phase der Sicherung im Unterricht zu implemen-
tieren. Diese Phase der Sicherung beginnt mit dem Sammeln, Ordnen und Strukturieren der
neu erworbenen Begriffe z. B. in Form einer Mindmap, Conceptmap (siehe beispielsweise:
http://www.ahs-vwa.at/pluginfile.php/2981/mod_page/content/106/Concept%20M

ap_NEU.pdf) oder Begriffslandkarte (siehe beispielsweise: http://www.pfm.ehb-schweiz1.
ch/fileadmin/Schienen/CAS_PFM_3_BL/Concept_Map-2_01.pdf). Nach dem Sammeln,
Ordnen und Strukturieren werden Beispiele und Gegenbeispiele behandelt, so dass der Begriff
(auch) gegen andere Begriffe abgegrenzt wird.

4.1.C.4 Vertiefung (Phase 4)

In der Vertiefungsphase werden Querverbindungen zu anderen Begriffen hergestellt und es
können auch Spezialfälle betrachtet werden.

 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Gleichungsumformungen_Stil_und_Fallen_Teil_II.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Gleichungsumformungen_Stil_und_Fallen_Teil_II.html
http://www.ahs-vwa.at/pluginfile.php/2981/mod_page/content/106/Co ncept%20Map_NEU.pdf
http://www.ahs-vwa.at/pluginfile.php/2981/mod_page/content/106/Co ncept%20Map_NEU.pdf
 http://www.pfm.ehb-schweiz1.ch/fileadmin/Schienen/CAS_PFM_3_BL/Concept_Map-2 _ 0 1.pdf
 http://www.pfm.ehb-schweiz1.ch/fileadmin/Schienen/CAS_PFM_3_BL/Concept_Map-2 _ 0 1.pdf
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4.1.33. Querverbindung – Folgen als Funktionen über N bzw. N∗. Im Sinne der Quer-
verbindung zu anderen Begriffen können nun Folgen als Funktionen über N bzw. N∗ behan-
delt werden. Gemäß dem oben beschriebenen Unterrichtsgang ergibt sich der Zusammenhang
zwischen arithmetischen Folgen und linearen Funktionen sowie der zwischen geometrischen
Folgen und Exponentialfunktionen ganz natürlich.

4.1.34. Spezialfall — Die Fakultät n!. Als Spezialfall kann die Folge a0 = 1, an+1 =
an(n+1) für n = 0, 1, 2, . . . betrachtet und mit der expliziten Darstellung an = 1·2·3...·(n−1)·n
von n! erarbeitet werden.

4.1.D Aspekte und Grundvorstellungen zum Folgenbegriff

In diesem letzten Abschnitt werfen wir einen informierten Blick zurück und verwenden die
Terminologie der Aspekte und Grundvorstellungen (siehe Abschnitt B), um unsere fachdi-
daktische Diskussion des Folgenbegriffs abzurunden.

4.1.D.1 Aspekte des Folgenbegriffs

Beim Folgenbegriff lassen sich drei verschiedene Aspekte unterscheiden. Es sind dies der
Iterationsaspekt, der Aufzählungsaspekt und der Zuordnungsaspekt.

4.1.35. Der Iterationsaspekt bzw. Rekursionsaspekt. Wie bereits in 4.1.8 erklärt,
spricht man von einer rekursiven Darstellung einer Folge (an), wenn die einzelnen Folgen-
glieder mit Hilfe ihres Vorgängers (oder auch mehrerer Vorgänger) angegeben werden. Der
Einfachheit halber besprechen wir hier nur ersteren Fall und formulieren genauer: Gegeben
ist ein Startwert a0 und eine Vorschrift, wie aus an sein Nachfolger an+1 konstruiert werden
kann. Diese

”
Vorschrift“ können wir mit Hilfe einer Funktion f : R → R weiter formalisie-

ren. Dann sind für alle n ≥ 1 die Folgenglieder mittels an+1 = f(an) gegeben und die ganze
Iterationsfolge nimmt die Form

a0, a1 = f(a0), a2 = f(a1), a3 = f(a2), ...

an.
Weniger formal halten wir fest:

FD-Box 16: Iterationsaspekt bzw. Rekursionsaspekt des Folgenbegriffs

Jedes Folgenglied (außer dem ersten) wird sukzessive aus seinem Vorgänger (seinen
Vorgängern) konstruiert.

Mit digitalen Werkzeugen lässt sich die Idee der Iteration besonders gut im Mathematikun-
terricht zeigen, da aus dem Anfangsglied und der Iterationsvorschrift die rekursiv definierte
Folge erzeugt werden kann.

Der Iterationsaspekt kann den Schülerinnen und Schülern durchaus vertraut sein, z.B. aus der
Zinseszinsberechnung und der Bearbeitung von Dreieckszahlen. Besonders wichtig ist beim
Iterationsaspekt, dass die Schüler/innen die funktionale Beziehung zwischen zwei Folgenglie-
dern erkennen.
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4.1.36. Der Aufzählungsaspekt.

FD-Box 17: Aufzählungsaspekt des Folgenbegriffs

Eine Folge wird als sukzessive Auflistung, Aneinanderreihung, Reihenfolge oder
Aufzählung von Zahlen oder Objekten betrachtet.

Beim Aufzählungsaspekt handelt sich um einen Aspekt des Folgenbegriffs, der Schülerinnen
und Schülern aus vielfältigen (Alltags-)Erfahrungen bereits seit langem vertraut ist. Wichtig
ist im Zusammenhang mit dem Aufzählungsaspekt, dass die Objekte nicht in einer beliebigen
Reihenfolge aufgezählt werden, sondern dass das Ordnen und Auflisten in Form einer Rei-
henfolge erfolgt. So können Spielkarten beispielsweise nach ihrer Wertigkeit geordnet werden:
Herz-Bube, Herz-Dame, Herz-König, Herz-As. Während geometrische Figuren beispielsweise
nach ihrer Eckenanzahl geordnet werden können: Dreieck, Viereck, Fünfeck, Sechseck, ...

4.1.37. Der Zuordnungsaspekt.

FD-Box 18: Zuordnungsaspekt des Folgenbegriffs

Eine Folge ist eine Funktion, die jeder natürlichen Zahl einen Funktionswert zuordnet.

Dieser Aspekt wird in Anbetracht der mathematischen Faktenbox 3 (siehe Seite 39) wenig
überraschen, Folgen lassen sich ja als (spezielle) Funktionen interpretieren, ja wir haben sie
sogar als solche definiert: Jeder natürlichen Zahl k wird ein Wert ak Element aus R zuge-
ordnet. Der Zuordnungsaspekt lässt sich wie schon bei Funktionen an Tabellen und Graphen
veranschaulichen.

Mathematisch gesprochen ist der Zuordnungsaspekt charakterisierend und wird in der Ana-
lysis verwendet, um den Folgenbegriff zu definieren. Der Aufzählungsaspekt ist eine etwas
weniger formale Beschreibung desselben Inhalts. Der Rekursionsaspekt hingegen ist nicht
charakterisierend — nicht jede Folge kann rekursiv angegeben werden, z.B. die Folge der Prim-
zahlen. Nichtsdestotrotz sind rekursive Folgen fundamental wichtige mathematische Objekte
und die Formulierung von (diskreten) Iterationsprozessen mittels des Folgenbegriffs drängt
sich in natürlicher Weise auf und ist eine zentrale Motivation für den Folgenbegriff, vgl. 4.1.7.

4.1.D.2 Grundvorstellungen zum Folgenbegriff

Wir haben bereits in Abschnitt 3.4.A Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff erläutert.
Alle drei (Zuordnungs-, Kovariations- und Objektvorstellung) können auf den Folgenbegriff
übertragen werden und eine weitere — vierte — Grundvorstellung kommt hinzu.

4.1.38. Reihenfolgenvorstellung zum Folgenbegriff. Dieser ersten Grundvorstellung
begegnen wir bereits in der Aufgabenstellung Koffeingehalt, dort wird die Entwicklung des
Koffeingehalts durch eine Aneinanderreihung der zunehmenden Koffeingehalte beschrieben.
Aus der anfänglich zugenommen Koffeinmenge ergeben sich sukzessive die nachfolgenden. Und
jeder vollen Stunde wird genau ein bestimmter Koffeingehalt zugeordnet. Damit wird deutlich,
dass diese Grundvorstellung auf dem Iterations-, Aufzählungs- und Zuordnungsaspekt beruht.
Sie wird wie folgt formuliert.
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FD-Box 19: Reihenfolgenvorstellung zum Folgenbegriff

Eine Folge wird als Aneinanderreihung von Objekten in einer bestimmten Reihenfolge
angesehen.

4.1.39. Kovariationsvorstellung zum Folgenbegriff. Die Kovariationsvorstellung zum
Folgenbegriff baut hauptsächlich auf dem Iterationsaspekt auf und verwendet die Kovariati-
onsvorstellung zum Funktionsbegriff, allerdings indirekt. Sie wird ins Spiel gebracht, um die
Zuordnung(svorstellung) von einem Folgenglied zum nächsten zu erfassen.

FD-Box 20: Kovariationsvorstellung zum Folgenbegriff

Eine Folge erfasst, wie sich Werte von einem Folgenglied zum nächsten ändern.

Besonders gut sichtbar wird diese Vorstellung im Unterricht bei der rekursiven Darstellung von
arithmetischen und geometrischen Folgen, durch die Formeln an+1 = an+d bzw. bn+1 = bn ·q.
Damit wird deutlich, dass die Kovariationsvorstellung eng auf den Iterationsaspekt bezogen
ist.

Die Kovariationsvorstellung zeigt sich aber auch schon bei der Aufzählung von Folgengliedern.
Z.B. ⟨1, 2, 4, 8, 16, 32, . . . ⟩. D. h. die Kovariationsvorstellung steht auch in Zusammenhang mit
dem Aufzählungsaspekt.

4.1.40. Zuordnungsvorstellung zum Folgenbegriff. Die Zuordnungsvorstellung baut
unmittelbar auf dem Zuordnungsaspekt auf. Wie schon bei Funktionen wird sie besonders
gut an grafischen Darstellungen und Wertetabellen sichtbar. Sie wird wie folgt formuliert.

FD-Box 21: Zuordnungsvorstellung zum Folgenbegriff

Eine Folge ordnet jeder natürlichen Zahl ein Folgenglied zu.

4.1.41. Objektvorstellung zum Folgenbegriff. Auch diese Grundvorstellung wurde be-
reits für Funktionen erläutert und dort schon als die abstrakteste Grundvorstellung bezeich-
net. Analoges gilt für die Objektvorstellung des Folgenbegriffs. Sie wird wie folgt formuliert.

FD-Box 22: Objektvorstellung zum Folgenbegriff

Eine Folge wird als Ganzes betrachtet.

Diese Vorstellung ist insbesondere dann nützlich, wenn mit Folgen als Ganzes operiert wird,
etwa im Kontext der Grenzwertsätze, vgl. 4.2.15(3) unten.
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4.1.42. Aspekte und Grundvorstellungen zum Folgenbegriff. Insgesamt also kann
der Zusammenhang zwischen den Aspekten und Grundvorstellungen zum Folgenbegriffs wie
folgt dargestellt werden.

Iterationsaspekt

Aufzählungsaspekt

Zuordnunsaspekt

Reihenfolgenvorstellung

Kovariationsvorstellung

Zuordnungsvorstellung

Objektvorstellung

Abb. 4.20: Aspekte und Grundvorstellungen zum Folgenbegriff und ihre wechselweisen Bezie-
hungen
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4.2 Der Grenzwertbegriff

In diesem Abschnitt besprechen wir den zentralen Begriff der Analysis, den Grenzwertbegriff.
Wie angekündigt nähern wir uns dem Grenzwertbegriff über den Begriff der Iteration, den
wir im vorigen Abschnitt ausführlich diskutiert haben.

4.2.A Von der Iteration zum Grenzwertbegriff

Wie versprochen, werden wir in diesem Abschnitt über das Betrachten eines Iterationsprozes-
ses, genauer der näherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln, in ganz natürlicher Weise
auf den Grenzwertbegriff geführt. Tatsächlich ist im Abschnitt 4.1 der Grenzwertbegriff schon
mehrmals am Horizont aufgetaucht. Hier machen wir das explizit; aber nicht nur das! Wir
werden sogar in ganz natürlicher Weise auf die formale Definition des Grenzwerts mit ihrer

”
Epsilontik“ geführt.

4.2.1. Babylonisches Wurzelziehen konkret, vgl. Danckwerts und Vogel, 2006, Ab-
schn. 2.1.2. Das folgende Verfahren zum näherungsweisen Berechnen von Quadratwurzeln
geht historisch auf die Babylonier zurück und ist damit ca. 3000 Jahre alt!

Stellen wir uns die Aufgabe
√
30 zu berechnen. In der Nähe der gesuchten Zahl liegt sicherlich

(als erste Näherung) die Zahl x1 = 5, denn 5 · 5 = 25. Es bleibt aber noch ein Rest r und wir
können schreiben √

30 = 5 + r. (4.27)

Jetzt wollen wir natürlich r näher bestimmen. Dazu quadrieren wir (4.27) und erhalten

30 = 25 + 10r + r2. (4.28)

Das ist eine quadratische Gleichung für r, die aber nicht dazu taugt, r zu berechnen. Tatsächlich
ergibt sich durch Umformung

r2 + 10r − 5 = 0 also r = −5±
√
30, (4.29)

was uns also nicht weiterbringt — um r aus (4.29) zu bestimmen, müssten wir
√
30 bereits

kennen!

Wir müssen daher einen anderen Weg einschlagen, um r zumindest näherungsweise zu be-
rechnen. Der Schlüssel ist es, den quadratischen Term in (4.28) los zu werden. Dazu überlegen
wir: Es gilt sicherlich r < 1, denn wäre der Rest 1 dann hätten wir 5 + r = 6 und 62 = 36
ist bereits größer als 30. Wenn aber r < 1 gilt, dann ist r2 noch kleiner und wir lassen den
quadratischen Term einfach unter den Tisch fallen. Die ultimative und a-posteriori Rechtfer-
tigung für diesen Schritt ist natürlich, dass das Verfahren (trotzdem) gut funktioniert, wie
wir gleich sehen werden.

Unsere Überlegung führt also auf folgende ungefähre Gleichung

30 ≈ 25 + 10 r (4.30)

als
”
Ersatz“ für (4.28). Um den Rest r näherungsweise durch ein Iterationsschema zu bestim-

men, machen wir den folgenden Ansatz für die erste Näherung r1 für r.

30 = 25 + 10 r1, woraus sich ohne Mühe r1 =
5

10
= 0.5 (4.31)
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ergibt. Damit haben wir aber nach x1 = 5 einen neuen, besseren Näherungswert

x2 = x1 + r1 = 5 + 0.5 = 5.5 (4.32)

gefunden. Nun gilt aber x22 = 5.52 = 30.25 und wir haben offensichtlich über das Ziel hin-
ausgeschossen. Um noch besser an

√
30 heranzukommen, wiederholen wir unsere obige Vor-

gehensweise mit x2 = 5.5 statt x1 = 5 und nennen den
”
neuen Rest“ r′. Wir erhalten

√
30 = x2 + r′, also 30 = x22 + 2x2 r

′ + (r′)2 ≈ x22 + 2x2 r
′, (4.33)

wobei wir den quadratischen Term (r′)2 wieder weggelassen haben. Analog zu (4.31) ergibt
sich für die 2. Näherung r2 für den Rest r

30 = x22 + 2x2r2, also r2 =
30− x22
2x2

. (4.34)

Damit erhalten wir für den nächsten Näherungswert x3 an
√
30

x3 = x2 + r2 =
2x22 + 30− x22

2x2
=

30 + x22
2x2

(4.35)

Setzen wir x2 = 5.5 ein, so ergibt sich numerisch r2 = −0.125/5.5 ≈ −0, 022 727 273 (also wie
erwartet ein negativer Wert) und

x3 ≈ 5.5− 0, 022 727 273 ≈ 5, 477 272 727. (4.36)

Im nächsten Schritt erhalten wir, vgl. (4.35), in völliger Analogie

x4 =
30 + x23
2x3

mit dem numerischen Wert x4 ≈ 5, 477 225 575 25 . (4.37)

Die babylonische Methode erweist sich als sehr effektiv, denn das Quadrat von x4 hat den
numerischen Wert x24 ≈ 30, 000 000 002 2, ist also schon auf 8 Nachkommastellen nahe amWert
30. Außerdem ist der nächste Näherungswert x5 = 5, 477 225 575 05 und also die Näherung
bereits in der 9. Nachkommastelle stabil.

4.2.2. Babylonisches Wurzelziehen abstrakt — Das Heron Verfahren. Nun wollen
wir obiges Verfahren etwas genauer analysieren. Zunächst lässt sich aus (4.37) die allgemeine
Formel für die Iteration zu

xn+1 =
30 + x2n
2xn

(4.38)

ablesen. Wenn wir uns nun noch vom konkreten Wert
√
30 lösen und allgemein die Quadrat-

wurzel
√
a einer beliebigen positiven Zahl a annähern wollen, so erhalten wir offensichtlich

die folgende Näherungsfolge (xn) in rekursiver Darstellung

xn+1 =
a+ x2n
2xn

(n ∈ N \ {0}). (4.39)

Wenn wir diese Darstellung geringfügig umformen zu

xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
, (4.40)
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erkennen wir übrigens einen alten Bekannten: das Heron-Verfahren, siehe z.B. (Steinbauer,
2024, 1.3.24), Forster, 2016, §6.
Mit der Formel (4.40) ist auch eine klare und einprägsame geometrische Veranschaulichung
verbunden: Wir interpretieren die Zahl a, deren Wurzel wir ja suchen, als die Fläche eines
Rechtecks R1 mit den Seitenlängen

x1 (also dem Startwert) und y1 =
a

x1
. (4.41)

Die Aufgabe ist es nun das zu R1 flächengleiche Quadrat Q zu finden, das dann natürlich die
Seitenlänge

√
a haben muss. Die Iteration funktioniert nun so (siehe auch Abbildung 4.21),

dass die neue Seitenlänge x2 als Mittelwert zwischen x1 und y1 angesetzt wird, also als

x2 =
1

2
(x1 + y1) =

1

2

(
x1 +

a

x1

)
. (4.42)

Das liefert uns ein zu R1 flächengleiches Rechteck R2 mit den Seitenlängen

x2 und y2 =
a

x2
, (4.43)

dessen Seitenlängen bereits näher beieinander liegen, d.h. das näher an einem Quadrat ist.
Weitere Iteration führt dann auf Rechtecke Rn mit den iterativ gegebenen Seitenlängen

xn+1 =
1

2
(xn + yn) =

1

2

(
xn +

a

xn

)
und yn+1 =

a

xn+1
, (4.44)

also genau auf die Iteration (4.40).

Abb. 4.21: Geometrische Veranschaulichung des Heron Verfahrens zur Berechnung von
√
7.

4.2.3. Eine natürliche Fragestellung. Nun stellt sich mit einiger Dringlichkeit die Frage:
Funktioniert das Verfahren immer? Präziser formuliert: Kommt die Näherungsfolge (xn) der
Zahl

√
a mit wachsendem n immer näher und was heißt das genau?

4.2.4. Fehlerabschätzung. Um eine erste Antwort zu finden untersuchen wir das Verhalten
des Fehlers zn in jedem Schritt der Iteration, also von

zn =
√
a− xn (n ≥ 1). (4.45)
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Aus (4.39) ergibt sich sofort

zn+1 =
√
a− xn+1 =

√
a− a+ x2n

2xn
= −x2n − 2

√
axn + a

2xn
= −(xn −√

a)2

2xn
= − z2n

2xn
. (4.46)

Diese Gleichung besagt zunächst, dass alle Fehler zn (für n ≥ 2) negativ sind, weil ja alle
Näherungen xn positiv sind; letztere sind also (für n ≥ 2) immer größer als

√
a, genauer

xn >
√
a für n ≥ 2. (4.47)

Nun werden wir mit Hilfe der Gleichung (4.46) zeigen, dass sich der Fehler in jedem Schritt
mindestens halbiert. Tatsächlich folgt aus (4.46) zunächst

zn+1 = − zn
2xn

zn =
xn −√

a

2xn
zn =

(
1

2
−

√
a

2xn

)
zn. (4.48)

Nun gilt, wie in (4.47) bemerkt, dass xn >
√
a für n ≥ 2, also 0 <

√
a/(2xn) < 1/2 und daher

|zn+1| =
∣∣∣∣12 −

√
a

2xn

∣∣∣∣ |zn| < 1

2
|zn| , (4.49)

also ist der
”
neue” Fehler zn+1 höchstens halb so groß wie der

”
alte” Fehler zn. Wenn wir

diese Ungleichung iterieren, dann erhalten wir die Abschätzung

|zn+1| <
1

2
|zn| <

1

2

1

2
|zn−1| < · · · < 1

2n
|z1|, (4.50)

und somit

|zn| <
1

2n−1
|z1| (n ≥ 2). (4.51)

Diese Formel besagt auch, dass sich in jedem Schritt der Approximation die Anzahl der
gültigen Dezimalstellen (näherungsweise) verdoppelt — eine Tatsache, die empirisch erfahr-
bar ist, wenn man das Verfahern explizit durchführt und die uns im Folgenden zur Grenz-
wertdefinition führen wird.

4.2.5. Approximationsgüte. Angenommen wir wollen mit dem Heron-Verfahren die Qua-
dratwurzel

√
a bis auf 7 Dezimalstellen genau berechnen. Das bedeutet, das wir eine Fehler-

schranke von 10−7 unterschreiten müssen in dem Sinn, dass wir ein Iterationsfolgenglied xn0

finden, für das

|√a− xn0 | < 10−7 (4.52)

gilt. Die Fehlerabschätzung (4.51) hilft uns dabei, denn es gilt

|√a− xn| = |zn| < |z1|
1

2n−1
(4.53)

und wir müssen also nur einen Index n0 finden, sodass

|z1|
1

2n0−1
< 10−7 also 2n0−1 > 107 |z1| gilt. (4.54)
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Das können wir leicht erreichen, indem wir z.B. n0 > 2 · 107 |z1| wählen, denn wegen 2k ≥ k
(k ∈ N)9 gilt dann

2n0−1 =
1

2
2n0 ≥ 1

2
n0 >

1

2
2 · 107 |z1| = 107 |z1|. (4.55)

Wegen der ursprünglichen Fehlerabschätzung (4.51) ist dann im übrigen auch sichergestellt,
dass für alle n0 nachfolgenden Indizes, also für alle n > n0 die gewünschte Fehlerschranke
(4.52) gilt.

Mehr noch, auf diese Weise können wir

zu jeder beliebig vorgegebene Fehlerschranke einen (von ihr abhängigen) Index n0

angeben, ab dem die Näherungsfolge (xn) die Fehlerschranke unterschreitet, d.h.
im geforderten

”
Toleranzintervall” um

√
a liegt.

Genau diese Vorstellung liegt aber der Grenzwertdefinition zugrunde, die wir im Lichte der
obigen Diskussion wie folgt formulieren:

Eine relle Folge (xn) konvergiert gegen x ∈ R, wenn es zu jeder (noch so kleinen)
Toleranz ε > 0 einen (i.a. von ε abhängigen) Index n0 gibt, sodass alle Folgenglie-
der xn mit Index n ≥ n0 im entsprechenden Toleranzintervall (x− ε, x+ ε) liegen,
also

|xn − x| < ε (4.56)

gilt.

Bevor wir im nächsten Abschnitt genauer auf den Grenzwertbegriff eingehen, machen wir eine

4.2.6. Mathematische Zwischenbemerkung.

(1) Dass die Wahl n0 > 2 · 107 |z1| (unter Gleichung (4.54)) tatsächlich möglich ist, folgt im
deduktiven Aufbau der Analysis aus dem Archimedischen Axiom, siehe z.B. (Steinbauer,
2024, 0.1.12). Dieses besagt ja gerade, dass es zu jeder (beliebig großen) reellen Zahl eine
natürlich Zahl gibt, die diese übertrifft. Daraus folgt im Übrigen auch, dass 1/n eine
Nullfolge ist, vgl. (Steinbauer, 2024, 1.1.3). Dass dieser fundamentalste alle Grenzwerte
im deduktiven Aufbau der Analysis im Archimedischen Axiom kodiert ist, ist natürlich
kein Thema für den Unterricht; zu wissen lohnt es sich für Lehrer/innen aber allemal.

(2) Tatsächlich ist für die Konvergenz des Heron-Verfahrens der Startwert irrelevant. Ge-
nauer, die Approximationsfolge (xn) konvergiert für jeden positiven Startwert x1 gegen√
a. Das sieht man aus der Fehlerabschätzung (4.51), denn der Fehler zn wird beliebig

klein, egal, wie groß der
”
Start-Fehler“ |z1| = |√a− x1| ist.

9Wenn nicht offensichtlich, lässt sich das mit Induktion in einer Zeile zeigen:
20 = 1 ≥ 0, 21 = 2 ≥ 1; k 7→ k + 1 : 2k+1 = 22k ≥ 2k ≥ k + 1 für k ≥ 1.
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4.2.B Der Grenzwertbegriff: Fachliche Grundlagen und Formulierungen

Wir beginnen mit einer mathematischen Präzisierung und der komprimierten Form der Defi-
nition des Grenzwerts von Folgen.

Mathematische Faktenbox 8: Grenzwert von Folgen

4.2.7. Definition (Limes). Eine relle Folge (xn) konvergiert gegen ein x ∈ R, falls

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : |x− xn| < ε. (4.57)

In diesem Fall heißt x Grenzwert oder Limes der Folge (xn) und wir sagen (xn) konveriert
gegen x. Hat eine Folge (xn) einen Grenzwert, so nennen wir sie konvergent, andernfalls
heißt sie divergent.

4.2.8. Schreib- und Sprechweisen. Die folgenden Schreib- und Sprechweisen sind
üblich:

xn → x (n → ∞) oder kürzer xn → x

”
(xn) geht/konvergiert gegen x (für n gegen unendlich)”,

lim
n→∞

xn = x oder kürzer limxn = x

”
Limes von xn ist x” oder

”
x ist Limes von (xn)”.

Falsch hingegen ist : limxn → x,
”
Limes (xn) geht gegen x”.

4.2.9. Beispiel (Konvergente und divergente Folgen).

(1) Konstante Folgen konvergieren trivialerweise, xn = a → a; dafür hätte man den
Grenzwertbegriff aber nicht erfinden müssen!

(2) Das Erzbeispiel einer (nicht-trivial) konvergenten Folge ist ( 1n)n≥1. Sie ist eine Null-
folge, d.h. sie konvergiert gegen 0, 1

n → 0, was wie oben gesagt aus dem Archimedi-
schen Axiom folgt.

(3) Weitere prominente Nullfolgen sind 1
np und 1

p√n
für jedes (fixe) p ∈ N und qn für

jedes feste q ∈ R mit |q| < 1.
(4) Weitere prominente konvergente Folgen sind: n

√
a für jedes feste a ∈ R und sogar

n
√
n gehen gegen 1,

(
1 + 1

n

)n → e, 1 + q + q2 + · · ·+ qn → 1
1−q für jedes feste q ∈ R

mit |q| < 1.
(5) Folgen können aus zwei Gründen divergieren: entweder sind sie unbeschränkt wie

xn = n oder sie haben (mindestens) zwei Häufungswerte wie die
”
Vorzeichenma-

schine“ xn = (−1)n.

4.2.10. Grenzwert und Häufungswert. Ein gutes Verständnis des Grenzwertbegriffs
ergibt sich auch in seiner Abgrenzung zum Begriff Häufungswert (manchmal auch Häufungs-
punkt10) einer Folge. Dabei ist ein Häufungswert intuitiv ein Punkt, dem die Folge immer
wieder beliebig nahe kommt, aber sich dazwischen wieder von ihm entfernen kann. Die Folge

10Es gibt einen mathematischen Grund, der gegen diese Bezeichnung spricht: Ein Häufungswert einer Folge
ist nicht immer auch Häufungspunkt der Menge der Folgenglieder, z.B. für konstante Folgen, vgl. (Steinbauer,
2024, 1.3.29).
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muss also nicht ab einem bestimmten Index immer nahe dem Häufungswert sein, sondern es
sind

”
Ausreißer“ erlaubt. Wir geben unten eine mathematische Präzisierung dieser Beschrei-

bung. Alternativ werden Häufungswerte einer Folge auch oft als Grenzwerte von Teilfolgen
definiert, vgl. etwa (Steinbauer, 2024, 1.3.6).

Mathematische Faktenbox 9: Häufungswert

4.2.11. Definition(Häufungswert). Ein Punkt x ∈ R heißt Häufungswert der reellen
Folge (xn), falls

∀ε > 0 ∀n0 ∈ N ∃n′ ≥ n0 : |x− xn′ | < ε. (4.58)

4.2.12. Beispiele & Bemerkung (Häufungswert). Neben dem obigen einfachen
Beispiel der

”
Vorzeichenmaschine” hat etwa auch die Folge xn = (−1)n + 1

n die beiden
Häufungswerte ±1. Überdies ist natürlich der Grenzwert einer Folge immer auch ein
Häufungswert. Die Umkehrung ist offensichtlich falsch. (Es gilt sogar: Eine Folge ist genau
dann konvergent, wenn sie beschränkt ist und genau einen Häufungswert hat. Dieser ist
dann auch der Grenzwert, vgl. Heuser, 2003, Satz 28.5.)

4.2.13. Grenzwert: Formulierungen, Sprechweisen & Veranschaulichungen. Es ha-
ben sich noch viele weitere Sprechweisen eingebürgert, die besonders griffige bzw. anschauliche
Formulierungen der Grenzwertbedingung 4.2.7 ermöglichen. Wir besprechen die wichtigsten
davon und beginnen mit den folgenden Redeweisen:

(1) Für x ∈ R und jedes ε > 0 bezeichnen wir das offene Intervall Uε(x) = (x− ε, x+ ε) als
ε-Umgebung von x, siehe Abbildung 4.22.

Abb. 4.22: Eine ε-Umgebung der Zahl a am Zahlenstrahl.

(2) Wir sagen, dass fast alle Glieder der Folge (xn) in einer Menge M liegen, wenn xn ∈ M
für alle Indizes n mit höchstens endlich vielen Ausnahmen gilt, d.h. wenn xn ̸∈ M für
höchstens endlich viele n gilt.
Wenn es aber nur endlich viele solcher

”
Ausnahme-Folgenglieder“ gibt, die nicht in M

liegen, dann gibt es auch ein
”
spätestes“ (d.h. mit höchstem Index) unter ihnen, sagen

wir an0 . Alle ”
späteren“ Folgenglieder, d.h. alle xn mit n > n0 liegen dann in M .

Wenn wir diese beiden Sprechweisen kombinieren, können wir die Konvergenzbedingung 4.2.7
wie folgt umformulieren:

(F2) Eine Folge (xn) konvergiert gegen x ∈ R, falls in jeder (noch so kleinen)
ε-Umgebung von x fast alle Folgenglieder von (xn) liegen.

Mit dieser Formulierung ist das Bild des
”
Hineinzoomens“ verbunden: Egal wir stark man in

die Nähe von x (etwa mit einem Mikroskop) hineinzoomt, man sieht immer fast alle Folgen-
glieder (d.h. nur endlich viele liegen jeweils außerhalb des Bildausschnitts des Mikroskops).
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Warnung: Fast alle Folgenglieder sind
”
mehr” als nur unendlich viele. Liegen bloß unendlich

viele Folgenglieder einer Folge (xn) in jeder ε-Umgebung eines Punktes x ∈ R, dann ist x zwar
Häufungswert von (xn) (vgl. 4.2.11), aber nicht notwendiger Weise Grenzwert. Ein Beispiel
ist wieder die

”
Vorzeichenmaschine” xn = (−1)n mit ihren beiden Häufungswerten 1 und −1.

In jeder ε-Umgebung von 1 liegen unendlich viele Folgenglieder, nämlich alle mit geradem
Index, da x2n = (−1)2n = 1 für alle n ∈ N. Ebenso liegen unendlich viele Glieder in jeder
ε-Umgebung von −1, nämlich alle mit ungeradem Index, denn x2n+1 = (−1)2n+1 = −1 für
alle n ∈ N. Richtig ist die folgende Formulierung

(F3) Ein x ∈ R ist Häufungswert einer Folge (xn), falls in jeder (noch so kleinen)
ε-Umgebung von x unendlich viele Folgenglieder von (xn) liegen.

Eine weitere gute und anschauliche Formulierung der Grenzwertbedingung macht sich die
Sprechweise des

”
Schließlich“ zu Nutze. Sie erlaubt eine Umformulierung des

”
fast alle“ von

oben.

(3) Wir sagen eine Folge (xn) bleibt schließlich in einer Menge M , wenn alle Folgenglieder
ab einem bestimmten Index, sagen wir n0, in M liegen, also wiederum xn ∈ M für alle
n ≥ n0 gilt.

Damit ergibt sich nun klarerweise die Formulierung:

(F4) Eine Folge (xn) konvergiert gegen x ∈ R, falls sie schließlich in jeder ε-
Umgebung von x bleibt.

Zu den Formulierung (F2) und (F4) passen die folgenden unmittelbaren Veranschaulichungen
im Bilde der Folge als

”
Spaziergang” in R (Abbildung 4.23) und am Graphen der Folge

(Abbildung 4.24).

Abb. 4.23: Eine ε-Umgebung um den Grenzwert: Darstellung am Zahlenstrahl

Abb. 4.24: Eine ε-Umgebung um den Grenzwert: Darstellung im Koordinatensystem

Dabei ist zu beachten, dass ein wesentlicher Aspekt der Definition in den Veranschaulichungen
nicht unmittelbar ersichtlich ist. Es muss ja für alle (noch so kleinen) ε > 0 ein entsprechender
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Folgenindex n0 existieren, sodass alle späteren Folgenglieder (also alle xn mit n > n0) in der
ε-Umgebung liegen.

Dieser wichtige Punkt kann besonders anschaulich in Form eines Spiels ausgedrückt werden:
Die erste Spielerin gibt beliebig ein ε bzw. eine ε-Umgebung um den vermuteten Grenzwert x
vor. Beliebig, also beliebig klein, kann in diesem Kontext als

”
möglichst gemein“ verstanden

werden, um es der zweiten Spielerin möglichst schwer zu machen. Diese soll nämlich die
Konvergenz von (xn) gegen x zeigen, d.h. sie/er muss zu jeder noch so

”
gemeinen“ ε-Vorgabe

immer noch ein n0 finden, sodass alle späteren Folgenglieder ε-nahe am Grenzwert liegen.

Natürlich kann ein solches Spiel nicht in alle Ewigkeit durchgeführt werden, um wirklich für
alle ε ein geeignetes n0 zu finden — hier ist dann im

”
wirklichen Leben“ ein mathematischer

Beweis von Nöten!

Über die hier vorgestellten Formulierungen hinaus gibt es natürlich auf verschiedenen Ex-
aktheitsstufen gute und weniger gute (Um-)Formulierungen der Grenzwertdefinition. Dabei
ist eine Formulierung dann gut, wenn sie den Sachverhalt präzise wiedergibt und in ihrer
verbalen Formulierung klar und anschaulich ist, ohne Fehlvorstellungen zu provozieren.

4.2.14. Grenzwertberechnungen — praktische Aspekte.

Der Grenzwertbegriff ist in gewisser Weise das Herzstück der gesamten Analysis. Daher
kommt dem Berechnen von Grenzwerten eine große Bedeutung zu. Wie Sie aus Ihrer Analysis-
Ausbildung sicher mitgenommen haben, kann das aber ganz schön unangenehm sein!

Genauer: Es kann oft ganz trickreich werden, wenn man nachweisen soll, dass eine gegebene
Folge konvergiert und dann auch noch der Grenzwert bestimmt werden soll. Nur in den
allerseltensten Fällen, wird man damit erfolgreich sein, direkt die Definition des Grenzwerts
zu verwenden. Daher vermeidet man es möglichst Grenzwerte in diesem Sinne

”
direkt” zu

berechnen und nimmt stattdessen zwei Hilfsmittel zur Hand

(1) Wissen über die Eigenschaften konvergenter bzw. divergenter Folgen
(2) Grenzwertsätze, die es erlauben aus der Konvergenz einfacher Folgen auf die Konvergenz

komplizierterer Folgen zu schließen und ganz konkret ihren Limes aus den Limiten der
einfacheren

”
Bausteine“ zu berechnen.

Diese Werkzeuge werden in der Analysis zu einem wirkungsvollen Kalkül ausgebaut, dessen
Anfangsgründe im schulischen Kontext besonders geeignet sind die zweite der Winterschen
Grunderfahrungen (mathematische Welt, vgl. 2.2.7) zu vermitteln. Darüberhinaus lassen diese
beiden Werkzeuge eine gute Intuition entstehen, wie konvergente/divergente Folgen

”
ausse-

hen“. Wir präzisieren diese Hilfsmittel wie folgt.

Mathematische Faktenbox 10: Konvergente Folgen

4.2.15. Faktensammlung: konvergente Folgen. Folgende Tatsachen zu Grenzwerten
sind fundamental:

(1) Eine konvergente Folge hat genau einen Grenzwert. Somit hat jede Folge höchstens
einen Grenzwert, vgl. etwa (Steinbauer, 2024, 1.2.20)a.

(2) Konvergente Folgen sind beschränkt, die Umkehrung ist falsch, siehe etwa (Stein-
bauer, 2024, 1.2.16 ff)b.

(3) (Grenzwertsätze) Konvergieren die Folgen (xn) und (yn), dann konvergieren auch
die Folgen (xn ± yn), (xn · yn) und, falls yn ̸= 0 auch (xn/yn) und es gilt (vgl. z.B.
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Mathematische Faktenbox 10 – Fortsetzung

(Steinbauer, 2024, 1.2.22 ff))

lim(xn ± yn) = limxn ± lim yn,

lim(xn · yn) = limxn · lim yn und lim

(
xn
yn

)
=

limxn
lim yn

. (4.59)

(4) (Sandwichlemma) Gilt für die drei Folgen (xn), (yn) und (zn), dass xn ≤ yn ≤ zn für
alle n und xn → x, sowie zn → x, dann konvergiert auch (yn) und es gilt lim yn = x,
vgl. etwa (Steinbauer, 2024, 1.2.28).

aDer Beweis dieser fundamentalen Tatsache ist einfach und beruht auf folgender Idee: Gäbe es zwei
verschiedene Limiten, dann wären fast alle Folgenglieder in jeder ε-Umgebung beider Grenzwerte und
damit jeder der beiden in jeder ε-Umgebung des anderen. Daher sind sie aber gleich.

bAuch hier ist die Beweisidee sehr einfach: Konvergiert eine Folge, so sind alle späten Glieder, sagen
wir ε = 1-nahe am Grenzwert, also beschränkt. Die endlich vielen Ausnahmen sind klarerweise auch
beschränkt. Die Umkehrung ist falsch, wie z.B. die

”
Vorzeichenmaschine“ zeigt.

4.2.16. Technologieeinsatz. Natürlich ist die Berechnung von Folgengrenzwerten mittels
Technologie möglich. Sowohl Geogebra als auch alle anderen verbreiteten CAS (Computer-
algebra-Systeme) wie Mathematica und Maple verfügen über mächtige Funktionen, die es
erlauben, Grenzwerte einfach zu berechnen.

Trotzdem ist ein gewisses Maß an Grundwissen über Grenzwerte einfacher Folgen für Leh-
rer/innen unerlässlich. Daraus ergibt sich vor allem ein Gefühl für verschieden starkes Wachs-
tum, wie es auch in einigen der Übungsaufgaben vermittelt wird.

4.2.17. Die Notwendigkeit der Präzisierung. Zum Abschluss streichen wir heraus, dass
die in der Definition des Grenzwerts vorgenommene und in unserer Diskussion dargestellte
Präzisierung des Grenzwertbegriffs unerlässlich ist, um den Begriff genau zu erfassen. Es gibt
nämlich zahlreiche Beispiele, die schmerzlich aufzeigen, wie eng die Grenzen eines intuiti-
ven Verständnis des Grenzwertbegriffs tatsächlich sind. Eine sehr frühe Sammlung solcher
Beispiele enthält z.B. (Bolzano, 1851). Wir erwähnen hier kurz zwei der am verbreitetsten.

(1) Treppenstufen: Die
”
Treppenfolge“ in Abbildung 4.25 nähert sich optisch der Diagonale

des Einheits-Quadrats beliebig an: Die
”
späten“ Treppen bleiben sogar als Ganzes belie-

big nahe an der Diagonalen. Trotzdem ist die Gesamtlänge jeder Treppe immer 2, aber
die Länge der Diagonale gleich

√
2. D.h. genauer, obwohl die Treppen optisch (und in

einem geeigneten mathematischen Sinn als Kurven) gegen die Diagonale konvergieren,
konvergieren die Längen der

”
Treppenkurven” nicht gegen die Länge der Diagonalen11.

(2) Halbkreisbögen: Analog gilt für die in den Einheitskreis eingeschriebenen Halbkreisbögen
in Abbildung 4.26, dass sie sich graphisch immer mehr der Sehne mit Länge 2 annähern.
Aber die Summe der Umfänge der Halbkreisbögen mit gleichem Radius bleibt immer
konstant gleich π.

11Mit diesem Beispiel steht im Zusammenhang, dass in der Theorie der Längenräume (Eine mathematische
Theorie, die das Konzept der Länge von Kurven möglichst abstrakt fasst und viele Anwendungen in der
(metrischen) Geometrie hat.) Längen unterhalbstetig sind: Kurven können nur von einer Folge längerer Kurven
gleichmäßig approximiert werden.
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γ

γ3
γ2

γ1

Abb. 4.25: Die Länge der Treppen ist kon-
stant 2, die Länge der Diagonale aber

√
2.

Abb. 4.26: Die Summe der Längen der Halb-
kreisbögen ist π, aber die Länge der Sehne
ist 2.

4.2.C Aspekte und Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff

Nachdem uns die Betrachtungen zur näherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln in Ab-
schnitt 4.2.A zum Grenzwertbegriff geführt haben und wir in Abschnitt 4.2.B die fachlichen
Grundlagen sowie entscheidende Hinweise zur verbalen Ausformulierung der Grenzwertdefini-
tion diskutiert haben, sollen hier nun systematisch die Aspekte und Grundvorstellungen zum
Grenzwertbegriffs betrachtet werden.

4.2.C.1 Aspekte des Grenzwertbegriffs

Beim Grenzwertbegriff lassen sich zwei entscheidende Aspekte ausmachen, die in den vor-
gehenden Ausführungen in Abschnitt 4.2.A und 4.2.B stellenweise bereits durchgeschimmert
sind. Es sind dies der dynamische und der statische Aspekt des Grenzwertbegriffs. Die beiden
Aspekte sind, obwohl in ihrem Ansatz gegensätzlich, natürlich eng miteinander verknüpft und
werden am besten als die zwei Seiten ein und derselben Medaille aufgefasst.

4.2.18. Der dynamische Aspekt. Dem dynamischen Aspekt des Grenzwertbegriffs liegt
die intuitive Vorstellung eines unendlich wiederholbaren Vorgangs zugrunde. Solche potenziell
unendlichen Vorgänge sind uns in der Vorlesung schon an manchen Stellen begegnet. Zum
Beispiel:

• Medikamentenspiegel, 4.1.8: Nach einer Anfangsdosis von 400mg hat sich der Medika-
mentenspiegel nach sukzessiver Verabreichung und entsprechendem Abbau bei 1600mg
eingependelt.

• Koffeingehalt, 4.1.14: Ebenso verhält es sich bei der Entwicklung des Koffeingehalts,
wenn der Vorgang des Kaffeetrinkens Stunde für Stunde sukzessive unter den in der
Aufgabenstellung gegebenen Bedingungen fortgesetzt wird. Der Koffeingehalt pendelt
sich dann bei etwas mehr als 571mg ein.

• Schlangenlinie, 4.1.16: Auch die Schlangenlinie, bei der der Radius der Halbkreise suk-
zessive halbiert wird, lässt sich theoretisch bzw. gedanklich als unendlicher Vorgang
ausführen. Wird für den ersten Radius beispielsweise 1cm gewählt, dann sind die fol-
genden Radien 0.5cm, 0.25cm, 0.125cm, 0.0625cm, 0.03125cm, 0.015625cm, 0.078125cm
... lang. Bei zunehmend fortschreitender Halbierung kommen die Radien einer Länge
von 0cm beliebig nahe.
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Bei allen drei Beispielen lässt sich ein Wert angeben, dem sich die Folgenglieder mit wach-
sendem n beliebig nähern und in dessen Nähe fast alle Folgenglieder liegen. Alle drei Folgen
erfüllen aber besondere Eigenschaften: Sie sind streng monoton wachsend/fallend und nach
oben/unten beschränkt und daher konvergieren sie gegen ihr Supremum/Infimum.

Ein anderes Beispiel wäre die Folge an = (−1)n/2n. Sie ist zwar nicht monoton, aber trotzdem
lässt sich auch einWert angeben, dem sich die Folgenglieder mit wachsendem n beliebig nähern
und in dessen Nähe fast alle Folgenglieder liegen.
Historisch betrachtet, hat der dynamische Aspekt des Grenzwertbegriffs lange Tradition —
er war schon in der griechischen Antike bekannt und geht (mindestens) auf Aristoteles und
seine Vorstellung des Unendlichen zurück (siehe Abschnitt 4.2.E).

4.2.19. Der statische Aspekt. Im statischen Aspekt des Grenzwertbegriffs wird die (dy-
namische) Sichtweise, dass eine Folge dem Grenzwert mit wachsendem n beliebig nahe kommt
gewissermaßen umgekehrt. Es wird nun nicht mehr der Wert, um den sich die Folgengliedern

”
einpendeln” gesucht, sondern ein fester Wert wird vorgegeben und auf seine Eigenschaften
bezüglich der Folge untersucht. D.h. Ausgangspunkt der statischen Sichtweise ist ein fester
Wert und es wird jenes Folgenglied gesucht, ab dem alle weiteren Folgenglieder in einer vor-
gegebenen Umgebung dieses Wertes liegen. Hier kommt also ganz offensichtlich eine enge
Beziehung zur formale Definition des Grenzwerts zum Vorschein.
Der statische Aspekt ist historisch gesehen wesentlich jünger als der dynamische und wurde
erst von Karl Weierstraß (1815 – 1897) formalisiert, siehe auch Abschnitt 4.2.E.

4.2.20. Aspekte des Grenzwerts im Mathematikunterricht. Die fachdidaktische Lite-
ratur ist sich weitgehend darin einig (vgl. etwa Bender, 1991), dass eine tragfähige Vorstellung
über das

”
Unendliche” und den Grenzwert

(1) mithilfe des dynamischen Aspekts aufzubauen ist,

dass der Aufbau eines tiefen Verständnisses der Grenzwertdefinition aber

(2) einen bewussten Perspektivenwechsel hin zum statischen Aspekt

des Begriffs verlangt. Des weiteren wird in der Literatur auf die Schwierigkeit hingewiesen,
den dynamischen Aspekt in den entscheidenden Phasen der Begriffsbildung auszuschalten
und sie dann wieder zuzulassen.

In unserem Zugang haben wir den Perspektivenwechsel vom dynamischen zum statischen
Aspekt in Abschnitt 4.2.A bei den Betrachtungen zur Approximationsgüte vollzogen. Davor
wird im Sinne des dynamischen Aspekts jener Wert gesucht, dem sich Wurzel

√
30 annähert.

In 4.2.5 (Approximationsgüte) hingegen wird dann im Sinne des statischen Aspekts für den
(vermuteten) Grenzwert eine Fehlerschranke vorgegeben und ein xn0 gesucht, ab dem die Folge
diese Fehlerschranke unterschreitet.

4.2.C.2 Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff

Hier besprechen wir die Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff, die diesem — wie in Ka-
pitel 2 im allgemeinen besprochen — eine inhaltliche Deutung geben und damit für den
Unterricht eine Leitlinie darstellen.

4.2.21. Annäherungsvorstellung zum Grenzwertbegriff. Die Annäherungsvorstellung
steht besonders deutlich mit dem dynamischen Aspekt des Grenzwertbegriffs in Verbindung
und wird wie folgt formuliert:
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FD-Box 23: Annäherungsvorstellung

Das Zustreben oder Annähern der Werte der Folgenglieder an einen festen Wert oder ein
Objekt liefert die Annäherungsvorstellung als intuitive Vorstellung vom Grenzwert.

Aufgrund der Betonung des Grenzwerts als
”
festen Wert” bestehen aber auch (schwächere)

Bezüge zwischen der Annäherungsvorstellung und dem statischen Aspekt.

Ein erstes Arbeiten in Richtung dieser Grundvorstellung kann bereits in der 8. Schulstufe
beim näherungsweisen Berechnen von Quadratwurzeln erfolgen. Erneut aufgegriffen wird diese
Grundvorstellung beim numerischen Lösen von Gleichungen (z.B. Newton-Verfahren).

Wichtig ist im Zusammenhang mit der Annäherungsvorstellung, dass die Schüler/innen er-
kennen, dass unendliche Prozesse einem Grenzobjekt beliebig nahe kommen können. Dabei
sollten sowohl grafische als auch numerische Vorstellungen miteinander verbunden werden.

4.2.22. Umgebungsvorstellung zum Grenzwertbegriff. Die Umgebungsvorstellung
baut auf dem statischen Aspekt des Grenzwertbegriffs auf, allerdings schwingt auch der dy-
namische Aspekt mit — er ist eben die zweite Seiten der Medaille. Die Umgebungsvorstellung
wird wie folgt formuliert:

FD-Box 24: Umgebungsvorstellung

Zu jeder noch so kleinen Umgebung um den Grenzwert liegen ab einem bestimmten
Folgenglied alle weiteren Glieder in dieser Umgebung.

Die Umgebungsvorstellung zielt also darauf ab, dass bei einer vorgegebenen Umgebung ein
Folgenglied gesucht wird, ab dem alle weiteren Folgenglieder in dieser Umgebung liegen. Bei
dieser Grundvorstellung ist es entscheidend, dass die Schüler/innen einmal mehr grafische und
numerische Vorstellungen mit der Umgebung eines Zahlenwertes verbinden und diese auch
noch mit den Folgengliedern in Beziehung setzen können. Nach Greefrath et al., 2016, S. 3.5
ist die Umgebungsvorstellung auch damit verbunden, dass die Schüler/innen das Grenzwert-
verhalten einer Folge verbal und formal beschreiben können.

4.2.23. Objektvorstellung zum Grenzwertbegriff. Zu guter Letzt lässt sich auch zum
Grenzwertbegriff eine Objektvorstellung formulieren:

FD-Box 25: Objektvorstellung

Grenzwerte werden als mathematische Objekte – etwa (feste) Werte, Matrizen oder geo-
metrische Objekte – angesehen, die durch Folgen – etwa eine Zahlenfolge, eine Folge von
Matrizen oder geometrischen Objekten – konstruiert oder definiert werden.

Die Objektvorstellung soll es Schülerinnen und Schülern unter anderem ermöglichen,

• Nullfolgen als Prototypen für konvergente Folgen zu sehen,
• Folgen anhand der Folgenterme bzgl. ihres Grenzwertverhaltens zu klassifizieren,
• das Grenzwertverhalten mithilfe der

”
Limes-Schreibweise” anzugeben und

• Grenzwerte berechnen zu können.
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Die Objektvorstellung zum Grenzwertbegriff ist also im schulischen Mathematikunterricht
äußert relevant. Sie baut auf dem statischen Aspekt des Grenzwertbegriffs auf und umgekehrt
steht der statische Aspekt in direkter Beziehung zur Objektvorstellung des Grenzwertbegriffs.
Summa Summarum ergibt sich für die Wechselbeziehungen der Aspekte und Grundvorstellung
zum Grenzwertbegriff die Darstellung 4.27.

Dynamischer Aspekt

Statischer Aspekt

Annäherungsvorstellung

Umgebungsvorstellung

Objektvorstellung

Abb. 4.27: Aspekte und Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff und ihre wechselweisen
Beziehungen
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4.2.D Der Grenzwert in der Schule - Zugänge im Unterricht

Im Lehrplan der AHS Oberstufe wird der Grenzwert an nur zwei Stellen erwähnt. Einmal
im Kompetenzmodul 3 (6. Klasse) Eigenschaften von Folgen kennen und untersuchen können
(Monotonie, Beschränktheit, Grenzwert), das andere Mal im Grundkompetenzkatalog der
Handreichung zum Lehrplan mit FA-L 7.4 Grenzwerte von einfachen Folgen ermitteln können.
Es stellt sich also die Frage, wie kann dem

”
Herzstück“ der Analysis im Mathematikunterricht

gebührend Rechnung getragen werden? D.h.: Wie lässt sich also nun unter Berücksichtigung
des Lehrplans und der in (siehe Abschnitt 4.2.C) ausgeführten Aspekte und Grundvorstellun-
gen der Grenzwertbegriff im schulischen Mathematikunterricht er- und bearbeiten, sodass die
Schüler/innen zum einen die entsprechenden (Grund-)Vorstellungen aufbauen, sich das not-
wendige (Grund-)Wissen zum Grenzwertbegriff aneignen und die zweckmäßigen Grundfähigkeiten
zum Arbeiten mit dem Grenzwerts erwerben?

4.2.D.1 Zur Ausbildung der Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff in der
Schule

Allgemein sieht Rudolf vom Hofe, Rudolf, 2003 drei Ziele beim Ausbilden von Grundvorstel-
lungen. Diese sind

FD-Box 26: Ziele beim Ausbilden von Grundvorstellungen

• Erfassen der Bedeutung des Begriffs – Anknüpfen an bekannte Sachzusammenhänge
oder Handlungsvorstellungen

• Aufbau von mentalen Repräsentationen – ermöglichen operatives Handeln auf der
Vorstellungsebene

• Anwenden in neuen Situationen – erkennen der Struktur in Sachzusammenhängen
und Modellieren des Phänomens mithilfe der mathematischen Struktur

Im Folgenden werden wir diese drei Punkte für den Fall des Grenzwertbegriffs spezifizieren.

4.2.24. Erfassen der Bedeutung des Grenzwertbegriffs. Zum Erfassen der Bedeu-
tung des Grenzwertbegriffs ist – wie oben schon angedeutet – das Anknüpfen an bekannte
Sachzusammenhänge oder Handlungsvorstellungen unabdingbar. Bei diesem Anknüpfen an
Bekanntes muss aber gleichzeitig der Wechsel vom dynamischen zum statischen Aspekt des
Grenzwertbegriffs erfolgen. Es gilt also zu überlegen, wie ein Vermittlungsprozess zwischen
dem dynamischen und statischen Aspekt unterrichtspraktisch gestaltet werden kann. Exem-
plarisch soll hier ein solcher Vermittlungsprozess gezeigt werden.

4.2.25. Hinführung zum Grenzwertbegriff auf numerischer und grafischer Ebene
mit Wechsel zur Umgebungsbetrachtung. Bei der Hinführung zum Grenzwertbegriff auf
numerischer und grafischer Ebene können Vorgänge, die wir bereits in den Aufgabenstellungen
zum Medikamentenspiegel, zum Koffeingehalt und den geometrischen Mustern bearbeitet
haben, erneut – aber mit Fragestellungen, die auf den statischen Aspekt des Grenzwerts
abzielen – aufgegriffen werden.

Aufgabenstellung: Cholesterinspiegel. Der Zielwert für einen gesunden Gesamtcholes-
terinspiegel liegt bei maximal 190 mg/dl. Bei einem Patienten wurde ein erhöhter Choleste-
rinspiegel von 500 mg/dl festgestellt. Daraufhin werden dem Patienten eine strikte Diät und
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ein entsprechendes Medikament verordnet. Der Patient hält über einen längeren Zeitraum
die vorgeschriebene Diät ein und nimmt auch das Medikament täglich ein. Die Entwicklung
seines Cholesterinspiegels lässt sich aufgrund dieses Verhaltens mit

cn = 0.8n · 500 + 38 · 1− 0.8n

1− 0.8
(4.60)

beschreiben, wobei n die Anzahl der Tage nach Therapiebeginn ist.

• Stelle die Entwicklung des Cholesterinspiegels als Folge, in Form einer Tabelle sowie
grafisch auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem dar.

• Wann erreicht der Patient den Zielwert für einen gesunden Cholesterinspiegel?

Lösungserwartung:

Abb. 4.28: Entwicklung des Cholesterinspiegels - Tabelle

Abb. 4.29: Entwicklung des Cholesterinspiegels - Zahlengerade
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Abb. 4.30: Entwicklung des Cholesterinspiegels - Koordinatensystem

Wann der Patient den Zielwert für einen gesunden Cholesterinspiegel erreicht, hängt von der
Genauigkeit bzw. Toleranz der Messung des Cholesterinspiegels ab. Wenn auf eine Nachkom-
mastelle gemessen und gerundet wird, dann erreicht der Patient am 29. Tag einen Choleste-
rinspiegel von 190,4797 mg/dl und gerundet von 190 mg/dl. Wenn auf drei Nachkommastellen
genau gemessen wird, dann hat der Patient am 59. Tag einen Cholesterinspiegel von 190,001
mg/dl und am 60. Tag 190 mg/dl. Bei großzügigerer Betrachtung könnte man auch den 36.
Tag wählen, dort hat der Patient einen Cholesterinspiegel von 190,1006 mg/dl oder den 26.
Tag, dort hat der Patient einen Cholesterinspiegel von 190,93692 mg/dl.

Im Anschluss an eine solche Aufgabenstellung ist von der Lehrperson eine Rückschau auf
die Aufgabenstellung und ihre Lösung vorzunehmen, um den Schülerinnen und Schülern den
Aufbau mentaler Repräsentationen zu ermöglichen. Dabei kann thematisiert werden:

• Werden die Folgenglieder mittels Tabelle dargestellt, dann wird auf der numerischen
Ebene gut sichtbar, dass sich die Folgenglieder mit wachsendem n demWert 190 beliebig
nähern und das fast alle Glieder der Folge in der Nähe von 190 liegen.

• Werden die Folgenglieder im Koordinatensystem dargestellt, dann wird einerseits die
Monotonie und Beschränktheit der Folge gut sichtbar. Andererseits wird auch deutlich,
dass die meisten Punkte in einer Umgebung der Geraden y = 190 liegen.

• Werden die Folgenglieder auf der Zahlengerade dargestellt, dann wird deutlich, dass
die Folgenglieder mit fortschreitendem n immer näher zusammenrücken, sich um einen
Wert zusammenziehen bzw. an einer Stelle der Zahlengeraden konzentrieren. Außerdem
liegen die meisten Folgenglieder bzw. Punkte in einer Umgebung von 190.

Das Anwenden der so herausgearbeiteten Sichtweise auf neue Situationen — z.B. die Folge
an = 2n−1

n — rundet das Ausbilden der Annäherungsvorstellung und Umgebungsvorstellung
ab.

4.2.D.2 Grundwissen zum Grenzwert aneignen

Im Anschluss an die Ausbildung der obigen beiden Grundvorstellungen (Annäherung- und
Umgebungsvorstellung) zum Grenzwertbegriff müssen sich die Schüler/innen Grundwissen
zum Grenzwertbegriff aneignen. Zu diesem Grundwissen zählt:

• Begriff der Epsilon-Umgebung
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• Definition des Grenzwerts einer Folge; konvergent, divergent
• Zusammenhang zwischen Monotonie, Beschränktheit und Konvergenz

Das Behalten dieses Grundwissens wird vor allem dann gefördert, wenn es immer wieder
verwendet wird (Vergessenskurve).

4.2.26. Epsilon-Umgebung. Im Kontext des Begriffs der Epsilon-Umgebung gilt es Sprech-
weisen wie fast alle Glieder der Folge liegen in einer Umgebung von ... mathematisch genauer
zu fassen. Dazu kann das Wissen aus der 9. Schulstufe herangezogen werden. Denn dort
werden beim Arbeiten mit Mengen, Zahlen und Rechengesetzen Zahlen, Beträge von Zahlen
und Intervalle auf einer Zahlengeraden dargestellt. Für die Epsilon-Umgebung werden also
ausgehend von Intervalldarstellungen auf der Zahlengeraden sowie den bisherigen Folgendar-
stellungen auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem Schreib- und Sprechweisen sowie
Darstellungen der Epsilon-Umgebung auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem er-
arbeitet. Wir geben dazu Beispiele aus einem aktuellen Schulbuch.

Abb. 4.31: Epsilon-Umgebung auf der Zahlengeraden
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Abb. 4.32: Quelle: Dimensionen Mathematik 7 - Seite 195

Der (mathematisch korrekte) Nachweis, dass ein Folgenglied und alle weiteren innerhalb einer
vorgegebenen Epsilon-Umgebung einer Zahl a liegen, kann dann mittels Lösen von Betrags-
ungleichungen erbracht werden.

4.2.27. Definition des Grenzwerts einer Folge; konvergent, divergent. Die Defini-
tion des Grenzwerts ergibt sich durch die hier vorgestellte Standpunktverlagerung und das
Herausarbeiten des Begriffs der Epsilon-Umgebung im Unterricht dann fast von selbst. Ver-
langt die Definition des Grenzwerts einer Folge ja nichts anders als, dass stets nur endliche
viele Folgenglieder außerhalb jeder Epsilon-Umgebung liegen.

Wie schon in der Mathematischen Faktenbox zum Grenzwert von Folgen (siehe Seite 68)
dargestellt, können also im Unterricht die Definition vorgenommen und damit auch die Be-
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griffe konvergent und divergent sowie die Schreib- und Sprechweisen eingeführt werden. An
ausgewählten Beispielen wird danach überprüft, ob ein bestimmter Wert der Grenzwert einer
Folge ist und mithilfe charakteristischer Darstellungen wird das neue Grundwissen verinner-
licht.

Abb. 4.33: Konvergente und divergente Folgen

4.2.28. Zusammenhang zwischen Monotonie, Beschränktheit und Konvergenz. Zu
guter Letzt umfasst das Grundwissen zum Grenzwertbegriff auch das Wissen über den Zu-
sammenhang zwischen Monotonie, Beschränktheit und Konvergenz. Nach dem Prinzip der
Variation oder nach dem Prinzip des Kontrasts können Schüler/innen erarbeiten, dass

• eine monoton wachsende und nach oben beschränkte Folge konvergent ist, wobei der
Grenzwert ihr Supremum ist;

• eine monoton fallende und nach unten beschränkte Folge konvergent ist, wobei der
Grenzwert ihr Infimum ist.

4.2.D.3 Grundfähigkeiten zum routinehaften Anwenden des Grenzwertbegriffs

Nachdem im Unterricht Grundvorstellungen und Grundwissen zum Grenzwert aufgebaut bzw.
angeeignet wurden, bleiben abschließend einige wenige Grundfähigkeiten auszubilden, die das
routinehaften Verwenden des Grenzwertbegriffs erlauben. Solche routinehaften Tätigkeiten
sind uns schon bei den Betrachtungen des Monotonieverhaltens von Folgen begegnet, aber
gerade zuvor auch bei der Überprüfung, ob eine bestimmte Zahl a Grenzwert einer Folge an
ist. Letzterem steht nun die Berechnung von Grenzwerten gegenüber. Dieser erneute Perspek-
tivenwechsel (überprüfen versus berechnen) muss im Unterricht deutlich gemacht werden. Ein
zielführender Unterrichtsgang zum Erwerb der intendierten Grundfähigkeiten zum routine-
haften Verwenden des Grenzwertbegriffs erstreckt sich zumindest über folgende Stationen:

• Erarbeitung des Begriffs Nullfolge und prominenter Beispiele (siehe Mathematische Fak-
tenbox, S. 68)

• Berechnung von Grenzwerten einfacher Folgen beginnend mit Nullfolgen; Zusammen-
hang zwischen Grenzwert und expliziter Darstellung von einfachen Folgen erkennen

• Grenzwertsätze – mit konvergenten Folgen als mathematischen Objekten rechnen (siehe
Mathematische Faktenbox zu konvergenten Folgen, S. 71)

• Grenzwert der Folge (1 + 1
n)

n

Mit der Erarbeitung Grundfähigkeiten zum routinehaften Anwenden des Grenzwertbegriffs
kann das Kapitel beschlossen werden, zudem sind wir nun auch bei der dritten Grundvorstel-
lung zum Grenzwertbegriff – nämlich der Objektvorstellung – gelandet.
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4.2.E Historisch-philosophischer Exkurs: Über das Unendliche

Das Unendliche ist weit, vor allem gegen Ende.
(Alphonse Allais, Französischer Literat und Humorist, 1854–1905)

Die Idee des
”
Unendlichen“ beschäftigt die Menschen schon seit sehr langer Zeit und hat ihre

Phantasie immer wieder beflügelt. Demzufolge gibt es eine Unzahl von Betrachtungen zum

”
Unendlichen“ aus den unterschiedlichsten Blickwinkeln: von der Theologie über die Philoso-
phie zur Kunst und Literatur, den Naturwissenschaften und schließlich zur Mathematik.

Das Unendliche hat wie keine andere Frage von jeher so tief das Gemüt des Men-
schen bewegt; das Unendliche hat wie kaum eine andere Idee auf den Verstand
so anregend und fruchtbar gewirkt; das Unendliche ist aber auch wie kein anderer
Begriff so der Aufklärung bedürftig. Hilbert, 1926, p. 163

Eine umfassende Darstellung ist an dieser Stelle klarerweise weder möglich noch sinnvoll.
Wir diskutieren hier einige grundlegende Ideen und Vorstellungen zum Unendlichkeitsbe-
griff in der Mathematik. Dafür haben wir vor allem zwei Gründe: Einerseits gehört unserer
Ansicht nach ein Basiswissen zum Unendlichkeitsbegriff zur Allgemeinbildung (angehender)
Lehrer/innen. Andererseits (und noch wichtiger) spielen beim Lehren und Lernen des Folgen-
und des Grenzwertbegriffs im Rahmen der Schulanalysis die schon vorhandenen (individuellen
Grund-)Vorstellungen der Schüler/innen zum

”
Unendlichen“ eine große Rolle. Die in diesem

Zusammenhang auftretenden Vorstellungen und Sichtweisen mit ihren Problemen spiegeln
vielfach die Probleme der tatsächlichen historischen Entwicklungen in der Mathematik wider.
Insofern liegt hier auch ein Betätigungsfeld für die didaktische Phänomenologie, vgl. 3.1.2.
Tatsächlich nehmen die Wechselbeziehungen zwischen dem Folgen- und Limesbegriff und dem
Unendlichkeitsbegriff sowie ihr Wandel eine wichtige Rolle in der Geschichte der Mathematik
ein — genauso wie die damit verbundenen Fehlvorstellungen. So formulierte der wahrschein-
lich bedeutendste Mathematiker seiner Zeit, David Hilbert (1862–1943) noch im Jahre 1926:

Die mathematische Literatur findet sich, wenn man darauf acht gibt, stark durch-
flutet von Ungereimtheiten und Gedankenlosigkeiten, die meist durch das Unend-
liche verschuldet sind. (Hilbert, 1926, p. 162)

4.2.E.1 Sichtweisen auf das
”
Unendliche“

Wie bereits angedeutet, durchzieht die Frage nach dem
”
Wesen der Unendlichkeit“ wie ein

roter Faden die Geschichte der Mathematik und insbesondere der Analysis. Der Entwicklung
der mathematischen Begriffe Unendlich, Folge und Grenzwert, die in enger Wechselbeziehung
zueinander stehen, kommt in der Geschichte der Analysis eine tragende Rolle zu wie wir im
nächsten Abschnitt etwas genauer diskutieren werden. Hier diskutieren wir — in gebotener
Kürze — Vorstellungen zum

”
Unendlichen“.

4.2.29. Das potentiell und das aktual Unendliche. Schon in der Griechischen Antike
war die Auseinandersetzung mit dem Unendlichkeitsbegriff ein zentrales Element der Philo-
sopie und der Mathematik. Spätestens Aristoteles (384–322 v. u. Z.) unterscheidet in seiner
Ontologie folgende zwei Vorstellungen vom

”
Unendlichen“:

(1) Das potentiell Unendliche ist die in der Vorstellung vorhandene Möglichkeit einer fort-
währenden, nicht endenden Wiederholung einer Handlung oder eines Prozesses, z.B.
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beim fortlaufenden Zählen, beim Verstreichen der Zeit, beim fortlaufenden Halbieren
einer Strecke.
In der Sprache von Mengen können wir auch sagen:

Eine Menge, zu der prinzipiell unendlich viele Objekte hinzufügbar sind, heißt
potentiell unendlich.

Da so eine unendliche Gesamtheit niemals
”
wirklich durchlaufen“ werden kann, ist das

Unendliche in diesem Sinn zwar
”
vorstellbar” aber nicht

”
wirklich vorhanden“; anders

das
(2) Aktual Unendliche, bei dem bereits das Ergebnis eines unendlichen Prozesses vorliegt,

z.B. in Form einer Fläche, die durch das Zusammenfügen unendlich vieler Flächenstücke
entstanden ist.
In der Sprache der Mengenlehre

heißt eine Menge aktual unendlich, falls sie bereits
”
wirklich unendlich viele“

Objekte enthält.

Aristoteles lehnt allerdings die Idee vom aktual Unendlichen ab:

Überhaupt existiert das Unendliche nur in dem Sinne, dass immer ein Anderes
und wiederum ein Anderes genommen wird, das eben Genommene aber immer
ein Endliches, jedoch ein immer Verschiedenes und wieder ein Verschiedenes ist.
(Aristoteles, Metaphysik)

”
Unendlich“ bezieht sich Aristoteles zufolge nur auf

”
dasjenige, außerhalb dessen immer noch

etwas ist“12 Für Aristoteles ist die Vorstellung der Möglichkeit des potenziell unendlichen
Prozesses die zentrale Vorstellung zum Unendlichkeitsbegriff, denn

”
das Unendliche gibt es

(nur) im Modus der Möglichkeit“.

In moderner Sprache steckt in der Aristotelischen Vorstellung des Unendlichen die Idee des
sukzessiven Erzeugens einer Folge. Es handelt sich hier um eine sogenannte dynamische Vor-
stellung einer Folge bzw. des Unendlichen, die als im fortwährenden Aufbau begriffene Objekte
gesehen werden. Genau das gilt als eine oder die zentrale Grundvorstellung vom Unendlich-
keitsbegriff.

Diese Vorstellung hat allerdings ohne die ergänzende Vorstellung bzw. die Akzeptanz des
aktual Unendlichen ihre Probleme, wie z.B. durch die Bewegungsparadoxien des Zenon von
Elea (490–430 v. u. Z.) offensichtlich wird. Eine Analyse von unendlich oft wiederholten
Handlungen führt schnell zu Widersprüchlichkeiten, falls sie nur mit dem Begriff des potentiell,
nicht aber mit dem des aktual Unendlichen operiert.

12Der Ausschluss des aktual Unendlichen wird in der antiken und mittelalterlichen Theologie (z.B. bei Tho-
mas von Aquin) zentraler Bestandteil von Gottesbeweisen: Ein Fortschreiten, das sich prinzipiell ins Unendliche
fortsetzt, kann niemals abgeschlossen sein. Daher ist eine Erklärung der (als unendlich angenommenen) Welt,
die bei einem bestimmten Objekt beginnt und seine Ursachen anführt und sich so ins Unendliche fortsetzt
nicht möglich. Daher muss als Erstursache

”
Gott“ angenommen werden.
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4.2.30. Platonismus, Realismus, Formalismus. Im Gegensatz zu Aristoteles lässt Platon
(428/7–348/7 v. u. Z.) im Rahmen seiner Ideenlenhre das aktual Unendliche zu13. In ihrem
Rahmen kommt Ideen eine eigenständige Existenz zu, die der Existenz der sinnlich wahrnehm-
baren Objekte ontologisch übergeordnet ist. Solche Platonische Ideen sind beispielsweise

”
das

Gerechte an sich14“ oder auch mathematische Begriffe wie
”
der Kreis an sich“. Tatsächlich

lässt sich ein perfekter Kreis weder in der Natur finden noch herstellen; selbst bei genauestem
Arbeiten mit einem Zirkel wird ein gezeichneter Kreis immer ungenau bleiben. Der

”
Kreis

an sich“ ist die dahinterliegende ideale Idee des Kreises — allerdings geht laut Platon diese
Idee über die bloße Vorstellungen im menschlichen Geist hinaus; ihr kommt eine objektive
metaphysische Realität zu.
Platons Ideenkonzeption steht somit im Gegensatz zu Auffassungen, Allgemeinbegriffe als
reine Konstrukte menschlicher Abstraktion zu sehen, die haupsächlich zur Klassifizierung
und Ordnung von Objekten dienen.

Die auf Platons Ideenlehre zurückgehende Denkschule wird im Kontext der Philosophie der
Mathematik als Platonismus bezeichnet. Vereinfacht kann die platonische Sichtweise auf die
Mathematik etwa so ausgedrückt werden: Mathematische Theoreme oder Begriffe werden
entdeckt, nicht etwa erfunden oder konstruiert. Sie sind unabhängig davon einfach da, egal
ob die Mathematiker/innen sie entdecken oder nicht.

Eine Gegenposition im Rahmen der Philosophie der Mathematik ist der Formalismus, der
davon ausgeht, dass es gar keine mathematischen Objekte gibt. Die gesamte Mathematik ist
formal und besteht lediglich aus Axiomen, Definitionen und Theoremen — also aus Formeln
und formalen Regeln, die besagen, wie man eine Aussage aus einer anderen ableitet. Diese
Formeln geben aber keine Auskunft über irgendetwas, sie sind einfach nur Zeichenketten.
Erst über die Interpretation einer Formel etwa in einem physikalischen Kontext erhält sie
einen Inhalt, der je nach Kontext wahr oder falsch sein kann. Die Mathematik an sich ist eine
einzige gigantische Tautologie.

In gewisser Weise eine moderne Spielart des Platonismus ist der Realismus: Mathematischen
Objekten wird zwar keine ontologische oder metaphysische Existenz zugesprochen, aber im-
merhin eine objektive und interpersonelle. Diese Position geht beispielweise davon aus, dass
eine etwaige außerirdische Intelligenz dieselbe Mathematik

”
entdecken“ würde, wie wir Men-

schen.

4.2.31. Konstruktivismus.
Ein anderer und extremer Standpunkt, was vor allem seinen Bezug zum

”
Unendlichen“ be-

trifft — und uns damit zum eigentlichen Thema unseres Exkurses zurückbringt — ist der
Konstruktivismus, der allerdings verschiedene Spielarten bzw. Abstufungen kennt. Allgemein
ist die Position des Konstruktivismus, dass die Existenz mathematischer Objekte durch ihre
Konstruktion begründet werden muss.

Um die Abstufungen des Konstruktivismus und seine Haltungen zum
”
Unendlichen“ zu disku-

tieren, betrachten wir die gewissermaßen einfachste unendliche Menge N: Zu jeder natürlichen
Zahl kann man einen Nachfolger angeben und so lässt sich jede (noch so große) natürliche

13Auch hier finden sich Bezüge zur Theologie: Augustinus identifiziert Gott mit dem aktualen Unendlichen.
Überhaupt führt eine ideengeschichtliche Spur von den Pythagoräern über Platon zur antiken und mittelal-
terlichen Theologie, die den säkularen und rationalen Strömungen der griechischen Antike zugegenläuft, vgl.
etwa Russel, 1950, I. und II. Teil

14Vergleiche etwa auch die sprichwörtliche
”
Platonische Liebe“.
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Zahl in endlich vielen Schritten angeben. Das gilt aber nicht für die gesamten Menge N mit
allen ihren Elementen auf einmal. Die verschiedenen Standpunkte sind nun:

(1) Der Finitismus besagt: Mathematik ist nur das, was sich durch eine endliche Konstruk-
tion erzeugen lässt. Die Menge N ist daher nur als potentiell unendliche Menge zulässig.

(2) Noch extremer ist der Ultrafinitismus: Schon Mengen der Form {1, 2, . . . , n} können
nicht vollständig aufgeschrieben werden, denn für große n reichen dazu weder die Le-
benszeit eines oder auch alle Mathematiker/innen, noch die Zahl der Elementarteilchen
im Universum, die mit 1080 abgeschätzt werden kann. Hier werden also alle Formen des
Unendlichen abgelehnt.

(3) Der gemäßigte Konstruktivismus akzeptiert ein mathematisches Objekt, wenn es ein
Verfahren gibt, mit dem es in endlich vielen Schritten konstruiert werden kann. In diesem
Sinne ist die Menge N aktual unendlich, weil sie in Form eines Algorithmus existiert,
mit dem man jede natürliche Zahl in endlich vielen Schritten erzeugen kann.

”
Fertig

vorliegend“ ist hier allerdings nicht die Menge als Zusammenfassung ihrer Elemente,
sondern nur der erzeugende Algorithmus.
Oft vermeidet diese Position daher im aktuellen Zusammenhang den Begriff

”
aktual

unendlich
”
und bezeichnet Mengen wie die der natürlichen Zahlen lieber als

”
operativ

abgeschlossen“, was bedeutet, dass mittels des zugehörigen Algorithmus jedes Element
der Menge früher oder später erzeugt werden kann.

(4) Die Menge R der reellen Zahlen ist dann der klassische Fall einer nicht operativ ab-
geschlossenen Menge. Ein Algorithmus kann nämlich nur Zahlen produzieren, die mit
endlich vielen Zeichen darstellbar sind, und damit endliche oder abzählbare Mengen. Die
Menge R ist aber überabzählbar und daher nicht mit Hilfe eines Algorithmus angebbar.
Im Rahmen des Kontruktivismus kann R daher nicht als

”
fertig vorliegend“ aufgefasst

werden und gilt somit (nur) als potentiell unendliche Menge.
(5) Weil die Menge der reellen Zahlen von überaus großer Bedeutung für die gesamte Ma-

thematik ist, sollte es nicht verwundern, dass es auch eine philosophische Position gibt,
die bei einer allgemein kritischen Haltung gegenüber dem aktual Unendlichen, dennoch
R als aktual unendliche Menge akzeptiert. Hier wird meist mit dem Vorliegen einer spe-
ziellen Intuition bezüglich des

”
Kontinuums“ der reellen Zahlen argumentiert, weshalb

diese Position als Intuitionismus bezeichnet wird.

4.2.32. Fazit ist, dass es somit in der Philosophie der Mathematik neben der Ablehnung
aller Unendlichkeitsbegriffe (Ultrafinitismus) folgende Positionen gibt: Die ausschließliche Ak-
zeptanz des potentiell Unendlichen (Finitismus), darüber hinausgehend die Akzeptanz des
aktual Unendlichen nur für operativ abgeschlossene Mengen wie die der natürlichen Zah-
len (Konstruktivismus), sowie die Akzeptanz des aktual Unendlichen nur für das Kontinuum
(Intuitionismus), während der Platonismus das aktual Unendliche durchgehend akzeptiert.
Darüberhinaus können wir wie folgt zusammenfassen:

Die
”
Mainstream-Mathematik“ und gleichzeitig die überwiegende Mehrheit der

heutigen Mathematiker/innen akzeptiert das aktual Unendliche für alle Mengen,
die sich im Rahmen der axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo-Fraenkel (siehe
etwa Schichl und Steinbauer, 2018, Abschn. 4.5) definieren lassen.

Die Existenz der Menge der natürlichen Zahlen ist dabei axiomatisch im Unendlichkeitsaxi-
om aufgehoben und die der reellen Zahlen im Potenzmengenaxiom. Auf dieser axiomatischen
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Grundlage ergibt sich darüber hinaus eine
”
Hierachie“ aktual unendlicher Mengen, deren

”
Größe“ durch die unterschiedlichen Kardinalzahlen ausgedrückt wird. Die Frage ob die

”
Ge-

samtheit“ aller dieser Kardinalzahlen als aktuale Unendlichkeit aufgefasst werden kann, führt
allerdings in die (Untiefen der) mathematische(n) Logik: Die Menge der Kardinalzahlen im
Sinne der axiomatischen Mengenlehre aufzufassen, führt nämlich auf einen logischen Wider-
spruch (erste Cantorsche Antinomie).

Insgesamt ist es eine große Stärke der Mathematik (wie auch der Naturwissenschaften all-
gemein), dass sie

”
funktioniert“, egal welche philosophische Position man zu ihr einnimmt.

Genauer, die Qualität mathematischer Resultate und Theorien ist unabhängig davon, wel-
che philosophische Positionen die Mathematiker/innen, die sie hervorbringen diesbezüglich
einnehmen.

Tatsächlich nehmen vermutlich die meisten Mathematiker/innen bewusst oder unbewusst ei-
ne Position ein, die irgendwo im Kontinuum zwischen Platonismus und Formalismus liegen —
manchmal sind sie auch unentschieden, wie ein Bonmot, das dem amerikanischen Mathemati-
ker Philip J. Davis zugeschrieben wird, belegt:

”
Der typische Mathematiker ist an Werktagen

Platonist und an Sonntagen Formalist“.

4.2.E.2 Eine (ganz) kurze Geschichte des Grenzwertbegrifs

Ausgestattet mit einem Grundwissen über die verschiedenen Vorstellungen zum Unendlich-
keitsbegriff unternehmen wir nun einen sehr kurzen Abstecher in die Geschichte des Grenz-
wertbegriffs im Rahmen der Analysis. Natürlich existiert zu diesem Thema eine unüberschau-
bare Fülle an Literatur; ein Startpunkt ist etwa Greefrath et al., 2016, Abschn. 3.1 und die
dort zitierte Literatur.

In dieser Geschichte traten in wechselnder Abfolge und auch ineinander verschränkt dynami-
sche und statische, sowie intuitive und formale Sichtweisen und Vorstellungen des Grenzwerts
und des

”
Unendlichen“ auf. Wir besprechen nur die wesentlichsten Schritte dieser Entwick-

lungen.

Die in Abschnitt 4.2.E.1 herausgearbeitete weitgehende Akzeptanz des aktual Unendlichen
steht in ihrer historischen Entwicklung im Zusammenhang mit der Bemühung, die dynamische
Sichtweise des potentiell Unendlichen durch statische Betrachtungsweisen zu ersetzen.

4.2.33. Frühe Vorstellungen.

Die Entstehung, Entwicklung und Abgrenzung des Grenzwertsbegriffs in der Mathematik
der Neuzeit ist eng mit der Entwicklung der Begriffe von Folgen und Reihen verbunden.
Darüberhinaus spielten konkrete Vorstellungen vom Aufzählen und Anneinanderreihen von
Folgen- oder Reihengliedern eine große Rolle, ebenso wie Bewegungsvorstellungen.

Etwa schon zu Beginn der Neuzeit im 16. und 17. Jahrhundert wird die (unendliche) Sum-
mation der geometrischen Reihe

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
. . . (4.61)

wie in Abbildung 4.34 dargestellt. Aus dieser auch heute noch im Unterricht verwendeten
Darstellung ist unmittelbar einsichtig, dass die Summe durch 2 beschränkt ist, also endlich
bleibt.
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Abb. 4.34: Summation der geometrischen Reihe

Isaac Newton (1643–1727), einer der Ko-erfinder der Differentialrechnung und auch Jean-
Baptiste le Rond d’Alembert (1717–1783)15 bedienten sich hauptsächlich dynamischer oder
kinematischer Vorstellungen. Hingegen verwendete der zweite Ko-Erfinder der Differential-
rechnung Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) ebenso wie Leonhard Euler (1707–1783)

”
unendlich kleine Größen“ bei der Berechnung des Differenzialquotienten und verbinden da-
mit eine eher statische Vorstellung. Letzteres kann mit der Terminologie von Abschnitt 4.2.E.1
so formuliert werden, dass mit aktual unendlichen Größen als

”
realen Objekten“ hantiert wird.

Mit Augustin-Louis Cauchys (1789–1857) Lehrbuch
”
Cours d’Analyse“ von 1821 wird der

Grenzwertbegriff auch formal zu einem Grundbegriff der Analysis. In einer vielzitierten Stelle
definiert Cauchy den Grenzwert (er spricht von der

”
Grenze“) einer Folge mit den Worten:

Wenn die einer variablen Zahlengröße successive beigelegten Werthe sich einem
bestimmten Werthe beständig nähern, so daß sie endlich von diesem Werthe so
wenig verschieden sind, als man irgend will, so heißt die letztere die Grenze aller
übrigen. (Cauchy 1828, S. 3)

Diese Formulierung ist der der modernen Definition schon recht nahe, verwendet allerdings
eindeutig die dynamische Vorstellung des sich schrittweise Annäherns an den Grenzwert.
Allerdings klingt auch schon die Umgebungsvorstellung im

”
so wenig verschieden [...] als

man irgend will” an und mit ihr der statische Aspekt. Man könnte an dieser Stelle also von
der Verbindung des dynamischen mit dem statischen Aspekt sprechen bzw. historsich vom
Übergang von der dynamischen zur statischen Sichtweise.

4.2.34. Exaktifizierung. Gegen Ende des 19. Jahrhunderts setzt sich in der Mathematik
und auch in Lehrbüchern immer stärker eine strenge und formale Sichtweise durch. Vor allem
unter dem Einfluss von Karl Weierstraß (1815–1897) werden die naiven und intuitiv geprägten
Vorstellungen von

”
unendlich kleinen“ und

”
unendlich großen Größen“ aus der Mathematik

verbannt16. Diese werden durch ein Operieren im Endlichen ersetzt, vgl. auch 1 1.1.6.
Klar kommt dieser Zugang (fast Auftrag) in folgendem Hilbert-Zitat zum Ausdruck:

15D’Alembert war nicht nur Mathematiker und Physiker, sondern auch ein bedeutender Philosoph der
Aufklärung. Gemeinsam mit Denis Diderot (1713–1784) war er Herausgeber der monumentalen Encyclopédie
ou Dictionnaire raisonné des sciences, des arts et des métiers.

16Diese erlebten ab Mitte des 20. Jahrhunderts im Rahmen der (allerdings axiomatisch fundierten)
Nichtstandard-Analysis eine Wiederbelebung. Die Nichtstandard-Analysis ist heute ein kleines aber nach wie
vor aktives Forschungsgebiet der Mathematik.
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Das Unendliche findet sich nirgends realisiert; es ist weder in der Natur vorhanden,
noch als Grundlage in unserem verstandesmäßigen Denken zulässig [. . . ]. Das Ope-
rieren mit dem Unendlichen kann nur durch das Endliche gesichert werden [. . . ].
(Hilbert 1926, S. 190)

In diesem Sinne formuliert auch Weierstraß zur Summation der geometrischen Reihe:

Wir haben früher gesehen, dass es stets möglich ist, aus der unendlichen Reihe
eine endliche Anzahl Glieder so herauszunehmen, dass ihre Summe der ganzen
Reihe beliebig nahe kommt, dass der Unterschied kleiner als eine beliebig kleine
Größe gemacht werden kann. (Weierstraß 1874, S. 60 f.)

Konsequenter Weise führt dieser Zugang auf die ε-N -Definition des Folgen-Grenzwerts (vgl.
4.2.7)

an → a (n → ∞) :⇐⇒ ∀ε > 0 : ∃N : ∀n ≥ N : |an − a| < ε (4.62)

und später auch zur analogen Definition des Grenzwerts für Funktionen.

Damit sind intuitive Vorstellungen vom
”
Unendlichen“ z.B. jene von der unbegrenzten Fort-

setzbarkeit eines Prozesses nicht mehr nötig um den Grenzwertbegriff zu fassen bzw. zu de-
finieren. Der Grenzwert tritt in der Definition von Anfang an als

”
real existierendes“ Objekt

(genauer eine Zahl) auf, dem eine bestimmte Eigenschaft zukommt. Nämlich die, dass ihr die
Folge schließlich beliebig nahe kommt. Man könnte im Zusammenhang mit dieser Definition
etwas pathetisch von der

”
Verbannung“ oder der

”
Abschaffung des Unendlichen“ sprechen.

Tatsächlich ist es eher eine
”
Entzauberung“ des Grenzwertbegriffs, denn die Definition umgeht

gerade alle Probleme beim Verstehen des
”
Unendlichen“ indem es eine Operationalisierung

bereitstellt und den Grenzwertbegriff handhabbar macht. Und diese Tatsache, also dass der
Grenzwertbegriff formal klar und korrekt und ohne die Zuhilfenahme intuitiver Vorstellun-
gen vom

”
Unendlichen“ formuliert werden kann, ist der Eckstein der Stärke der modernen

Analysis (und Mathematik). Siehe dazu auch (Steinbauer, 2021).

So unverzichtbar, unumstritten und erfolgreich der eben beschriebene Ansatz bzw. Zugang
für die moderne Mathematik ist, so sehr ergeben sich beim Lehren und Lernen des Grenzwert-
begriffs gerade daraus in natürlicher Weise Schwierigkeiten. Die Definition (4.62) stellt den
Endpunkt einer langen historischen Entwicklung dar und enthält in hochkomprimierter Form
nur das minimal logisch notwendige Skelett des Begriffs. Die für den Lernprozess entschei-
dende Frage, wie diese hochformale Begrifflichkeit, bei gegebenen konkreten Vorkenntnissen
und Vorerfahrungen, am besten verstanden werden kann, und welche Rolle intuitive Vorstel-
lungen bzw. Grundvorstellungen dabei spielen können und müssen, haben wir in Abschnitt
4.2.C diskutiert. Dazu passt auch unser abschließendes Hilbert-Zitat:

Die Rolle, die dem Unendlichen bleibt, ist vielmehr lediglich die einer Idee [. . . ],
[die] alle Erfahrung übersteigt. (Hilbert 1926, S. 190)
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4.2.F Rückblick, Reihen und eine tiefsinnige Frage

In diesem Abschnitt schauen wir zurück und diskutieren mit geschärftem Blick noch einmal
vor allem fachliche Facetten des Grenzwertbegriffs. Wir führen das im Kontext einer Diskus-
sion der tiefsinnigen und auch im Unterricht relevanten Frage

”
Ist 0.9̄ wirklich gleich 1?“

durch. Dabei werden wir ganz natürlich auch auf den Reihenbegriff geführt, dessen fachliche
Aspekte wir wiederholen und beleuchten.

4.2.35. Gilt wirklich 0.9̄ = 1? Diese Frage tritt tatsächlich häufig unter Lernenden auf und
soll uns hier dazu dienen, Verständnisschwierigkeiten beim Erfassen der Grenzwertdefinition
zu diskutieren und aufzulösen. Für konkrete Äußerungen von Lehramtsstudierenden siehe
Danckwerts und Vogel, 2006, Abschn. 22, auf den wir auch für weitere Details verweisen.
Folgende Aussagen sind verschiedenen Online Mathematik-Foren entnommen:

A: Ich habe mal ne kleine und bescheidene frage:

also in einem anderen forum wurde behauptet das 0,9(periode) das selbe wie 1
ist und das ein wert unendlich stark angenährt an 0 auch null sei. Da ist meine
frage, stimmt das und wenn ja warum, weil mir der gedanke doch ein bisschen
befremdend vorkommt, da man periodische zahlen ja auch als bruch schreiben
kann.

B: Also ich hab genau das Gleiche mal hier im Forum gelesen und da wurde sogar
behauptet, dass es nen mathematischen Beweis dafür gibt. [...]

C: 0, 9̄ ist identisch zu 1.
Beweis: 1 = 1/3 + 1/3 + 1/3 = 0, 3̄ + 0, 3̄ + 0, 3̄ = 0, 9̄.

Aus den ersten beiden Zitaten spricht eine gewisse Skepsis, ob der vermuteten bzw. behaup-
teten Gleichheit, wenn nicht sogar eine gewisse Skepsis gegenüber der Mathematik insgesamt.
Tatsächlich scheint sich bei Lernenden hier oft etwas zu sträuben: 0.9̄ = 0.99999 . . . und das
kann doch nie und nimmer gleich 1 sein; da fehlt doch immer noch ein zumindest kleines
Stückchen, egal wieviele 9-er ich da anhänge!

4.2.36. Mathematische Klärung. Bevor wir die Thematik weiter diskutieren, nehmen wir
eine mathematische Klärung vor. Tatsächlich ist eine solche im Rahmen der Analysis sehr
simpel: Die Dezimaldarstellung der periodischen Dezimalzahl 0.9̄ führt unmittelbar auf die
geometrische Reihe und es gilt mit der entsprechenden Summenformel (4.11)

0.9̄ = 0.9 + 0.09 + 0.009 + 0.0009 . . .

= 0.9

(
1 +

1

10
+

1

100
+

1

1000
+ . . .

)
=

9

10

∞∑
k=0

(
1

10

)k

=
9

10

1

1− 1
10

= 1. (4.63)

Hier tritt in natürlicher Weise der Reihenbegriff auf und wir nehmen das zum Anlass, ihn in
einem kleinen Exkurs als einen zentralen Begriff der Analysis ein wenig unter die Lupe zu
nehmen. Zur gegenwärtigen Diskussion kehren wir danach in Abschnitt 4.2.F.2 zurück.
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4.2.F.1 Exkurs: Reihen und Konvergenz

Traditionell gilt der Reihenbegriff im Rahmen der Fachanalysis als eher schwierig. Wir stellen
hier seine wesentlichen Facetten kurz und bündig zusammen und beginnen mit eine Auswahl
an Beispielen, die auch relevant für unsere spätere Diskussion sind (Steinbauer, 2024, 1.4.27).

4.2.37. Beispiel (Reihen). Viele der in der Praxis auftretenden Folgen haben die spezielle
Gestalt einer Summe. Wir betrachten drei davon genauer

(1) Die geometrische Reihe: Schon in (4.11) ist uns die endliche geometrische Reihe und
ihre Summenformel

1 + q + q2 + q3 + · · ·+ qn =
n∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q
(n ∈ N) (4.64)

begegnet. Um zur Summenformel für die (unendliche) geometrische Reihe für q mit
|q| < 1 zu gelangen betrachtet man zunächst die Folge der Partialsummen

sn = 1 + q + q2 + q3 + · · ·+ qn =

n∑
k=0

qk (n ∈ N). (4.65)

Für q mit |q| < 1 gelangt man nun über den den Grenzwert der Folge (sn)

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

n∑
k=0

qk = lim
n→∞

1− qn+1

1− q
=

1

1− q
(4.66)

zur (oben verwendeten) Summenformel

∞∑
k=0

qk = lim
n→∞

n∑
k=0

qk =
1

1− q
. (4.67)

Wie wir gleich genauer diskutieren werden, ist das in der letzten Zeile auftretenden Sym-
bol

∑∞
k=0 q

k ist per definitionem gleich dem Limes der Partialsummenfolge limn→∞ sn =
limn→∞

∑n
k=0 q

k. Und, weil dieser Limes existiert bezeichnet nach Konvention
∑∞

k=0 q
k

auch gleich diesen, also hier konkreten den Ausdruck 1/(1− q).
(2) Dezimaldarstellung reeller Zahlen: Bekanntlich hat jede reelle Zahl eine Dezimalbruch-

darstellung (siehe etwa (Steinbauer, 2024, 1.4.27 ff), Heuser, 2003, Nr. 24 oder Forster,
2016, §5, Sätze 1, 2 für b = 10), d.h. für jedes a zwischen17 0 und 10 gibt es Ziffern
ak ∈ {0, 1, . . . , 9} (k ∈ N) sodass

a = a0 +
a1
10

+
a2
102

+
a3
103

+ . . . =
∞∑
k=0

ak(10)
−k (4.68)

gilt, was die eigentliche Bedeutung der Schreibweise a = a0.a1a2a3 . . . ist. Aber das
bedeutet, wenn wir genauer hinsehen, dass

a = lim
n→∞

sn mit sn =
n∑

k=0

ak
10k

gilt, (4.69)

17Für allgemeines a ∈ R sind Vorzeichen und Zehner- Hunderter- usw. -Stellen zu berücksichtigen, vgl. die
angegebenen Zitate. Das ist aber hier nicht der Punkt.
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also a der Limes der Partialsummenfolge (sn) ist. Bemerke, dass das n-te Glied der
Partialsummenfolge (sn) genau die Zifferndarstellung bis zur n-ten Nachkommastelle
ist.
Entscheidend dafür, dass diese Darstellung

”
funktioniert”, ist, dass jede Reihe der Form

(4.68) konvergiert, was ja genau bedeutet, dass (sn) aus (4.69) konvergiert. Das folgt
aber sofort aus der Vollständigkeit der reellen Zahlen mittels Monotonieprinzips, siehe
etwa (Steinbauer, 2024, 1.3.25): (sn) ist offensichtlich monoton wachsend und außerdem
nach oben beschränkt, denn für jedes n ∈ N gilt:

sn = a0 +
a1
10

+
a2
102

+ · · ·+ an
10n

≤ a0 +
9

10
+

9

102
+ · · ·+ 9

10n

= a0 +
9

10

(
1 +

1

10
+ · · ·+ 1

10n−1

)
= a0 +

9

10

1− 1
10n

1− 1
10

(4.70)

< a0 +
9

10

1

1− 1
10

= a0 + 1,

wobei wir wieder die Summenformel für die endliche geometrische Reihe verwendet
haben. Weil der letzte Ausdruck von n unabhängig ist, gilt die Schranke18

sn < a0 + 1 für alle n ∈ N. (4.71)

(3) Die Eulersche Zahl e ist bekanntlich (vgl. etwa (Steinbauer, 2024, 1.4.38), Heuser, 2003,
S. 26.1, Forster, 2016, §8) durch die Exponentialreihe gegeben. Genauer für

sn = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
(4.72)

gilt

e = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

n∑
k=0

1

k!
=

∞∑
k=0

1

k!
. (4.73)

4.2.38. Das Bauprinzip. Alle obigen Beispiele folgen demselben Bauprinzip: Ausgehend
von einer Folge (ak)k∈N (z.B. ak = qk in Beispiel 4.2.37(1)) bildet man einen neue Folge
(sn)n∈N der Form

sn := a0 + a1 + · · ·+ an =

n∑
k=0

ak. (4.74)

Also gilt dann

s0 = a0, s1 = a0 + a1, s2 = a0 + a1 + a2, . . . (4.75)

Derart aufgebaute Folgen treten ausgesprochen häufig in der Mathematik auf und verdienen
daher einen eigenen Namen: unendliche Reihen. Die Definiton der Konvergenz von Reihen ist
damit bereits festgelegt; sie sind ja nur spezielle Folgen. Präzise formuliert man wie folgt.

18Diese Schranke hätten wir ja auch intuitiv erraten können, oder?
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Mathematische Faktenbox 11: Reihen

4.2.39. Definition (Reihe). Sei (ak)k∈N eine reelle Folge.

(1) Für jedes n ∈ N definieren wir die n-te Partialsumme (oder Teilsumme)

sn = a0 + a1 + · · ·+ an =

n∑
k=0

ak. (4.76)

(2) Die Folge der Partialsummen (sn)n∈N heißt Reihe mit den Gliedern an (nicht sn!)
und wir bezeichnen sie mit

∞∑
k=0

ak oder kurz
∑

ak. (4.77)

(3) Konvergiert die Folge der Partialsummen (sn), so sagen wir auch die Reihe
∑

ak
konvergiert. In diesem Fall bezeichnen wir den Grenzwert limn→∞ sn ebenfalls mit∑∞

k=0 ak (kurz
∑

ak) und nennen ihn Summe oder Wert der Reihe.

4.2.40. Bemerkung (Zur Terminologie).

(1) Die hier auftretende aber weithin gebräuchliche Doppelbedeutung des Symbols∑∞
k=0 ak (kurz

∑
ak) kann anfänglich Verwirrung stiften, daher ganz explizit: Das

Symbol
∑∞

k=0 ak (kurz
∑

ak) steht für zwei unterschiedliche Dinge, nämlich

(a) die Reihe selbst, also die Folge der Partialsummen, d.h.

(sn)
∞
n=0 =

(
n∑

k=0

ak

)∞

n=0

=:

∞∑
k=0

ak und (4.78)

(b) im Falle der Konvergenz von (sn) auch für den Grenzwert, also

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

n∑
k=0

ak =:
∞∑
k=0

ak. (4.79)

Diese terminologische Festlegung ist sicher etwas unglücklich, mangels Alternati-
ven aber universell gebräuchlich. Mit etwas Erfahrung ist (sollte) es aber nicht so
schwierig (sein), sich hier zurecht zu finden.

(2) Eine Reihe ist also als eine spezielle (Art von) Folge definiert. Das ist ein mathe-
matisch eleganter

”
Trick“ um den sehr vagen Begriff einer

”
Summe von unendlich

vielen Summanden“ zu formalisieren. An diesem sehr schlecht definierten Begriff
festzuhalten ist in vielen Situationen nicht hilfreich und (Heuser, 2003, Nr. 30)
spricht sogar von einem

”
Unbegriff, der nur Verwirrung stiftet“.

(3) Ganz analog zu Folgen betrachtet man auch oft Reihen
∑∞

k=l ak für beliebige l ≥ 1.

4.2.41. Beispiel (Reihe). Sei ak = 1
k(k+1 (n ≥ 1). Die korrespondierende Reihe ist

dann
∞∑
k=1

1

k(k + 1)
. (4.80)
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Mathematische Faktenbox 11 – Fortsetzung

Bemerke, dass ak = k
k+1 − k−1

k gilta und daher gilt für die Partialsummen

sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

(
k

k + 1
− k − 1

k

)
=

(
1

2
− 0

)
+

(
2

3
− 1

2

)
+

(
3

4
− 2

3

)
+ . . .

· · ·+
(
n− 1

n
− n− 2

n− 1

)
+

(
n

n+ 1
− n− 1

n

)
=

n

n+ 1
→ 1 (n → ∞).

Also ist die Reihe konvergent und es gilt

∞∑
k=1

1

k(k − 1)
= lim

n→∞
sn = 1. (4.81)

4.2.42. Bemerkung (Konvergenz von Reihen). Die Untersuchung der Konvergenz
von Reihen stellt sich oft als noch schwieriger heraus als für Folgen, vgl. 4.2.14.
Zunächst gilt, dass eine Reihe

∑
ak nur dann konvergieren kann, falls ihre Glieder ak

eine Nullfolge bilden. Diese intuitiv klare Aussage wird meist mittels des Cauchykrite-
riums für Reihen bewiesen, siehe etwa (Steinbauer, 2024, 1.4.5), (Heuser, 2003, Nr. 31).
Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch, denn die harmonische Reihe

∑ 1
k divergiert.

Zusammengefasst gilt also die fundamentale Tatsache

∑
ak konvergiert

=⇒
��⇐=

ak → 0 . (4.82)

Um also nachzuweisen, dass eine Folge konvergiert muss man also zeigen, dass ak ”
schnell“

gegen 0 geht. Dafür kennt die Analysis eine Reihe von Tests, z.B. Quotiententest, Wur-
zeltest, etc. siehe z.B. (Heuser, 2003, Nr. 33), (Steinbauer, 2024), Abschnitt 1.4.
Ist es gelungen die Konvergenz einer Reihe nachzuweisen, kann es weiters noch sehr
schwierig sein, ihren Limes, also den Reihenwert zu berechnen. Das ist in vielen Fällen
eine richtige

”
Kleinkunst“, die dann allerdings eine Fülle von wichtigen und schönen

Resultaten liefert, etwa konkrete Darstellungen transzendenter Zahlen, wie etwa

∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · · = π

4
. (4.83)

a k
k+1

− k−1
k

= k2−(k2−1)
k(k+1)

= 1
k(k+1)

4.2.F.2 Fachdidaktische Diskussion: 0.9̄ ist tatsächlich 1!

In diesem abschließenden Abschnitt von §4.2 kommen wir auf die oben aufgeworfene und
schon positiv beantwortetet Frage:

”
Ist 0.9̄ wirklich gleich 1“ zurück und diskutieren sie aus

der Sicht der Fachdidaktik. Für eine weitaus detailliertere Darstellung siehe Danckwerts und
Vogel, 2006, Abschn. 2.2.



4.2. DER GRENZWERTBEGRIFF 95

4.2.43. Fertigprodukt und dann? Unsere oben dargestellte mathematische Klärung 4.2.36
stellt in gewisser Weise einen Griff in die Kiste der

”
mathematischen Fertigprodukte“ dar.

Sie ist zwar elegant und fachlich wenig anspruchsvoll (im Kontext der Analysisausbildung im
Lehramt), aber in welchem Kontext ist sie auch sinnstiftend?

Die in 4.2.35 zitierten Fragen verweisen darauf, dass es auch um ein Verstehen des Prozesses
(bei) der Entstehung des Objekts 0.9̄ geht, also der Blick auf die Folge der Partialsummen

0.9, 0.99 = 0.9 + 0.09, 0.999 = 0.9 + 0.09 + 0.009, . . . (4.84)

gerichtet ist. Die formale Antwort 4.2.36 fokussiert dem entgegen auf die Frage nach dem
Endprodukt dieses Prozesses, den Grenzwert der Partialsummenfolge.

Hier entsteht ein Spannungsverhältnis zwischen der prozessorientierten Frage und der objek-
torientierten Antwort, bzw. in der Terminologie von Abschnitt §2.3 zwischen dynamischem
und statischem Aspekt des Grenzwertbegriffs, in der sich auch das Spannungsverhältnis zwi-
schen dem potentiell und dem aktual Unendlichen spiegelt.

An diesem Spannungsverhältnis muss auch jeder Versuch einer verstehensorientierten inhalt-
lichen Auseinandersetzung ansetzen. Hier kann dies gelingen, indem wir die auch im All-
tagsdenken verankerte Figur des hypothetischen Denkens anwenden und uns mit der Frage
auseinandersetzten:

”
Welche Konsequenzen hat es, wenn an der Weigerung 0.9̄ = 1 zu akzeptieren,
festgehalten wird?“

4.2.44. Konsequenzen aus 0.9̄ ̸= 1. Nehmen wir also an, dass 0.9̄ echt kleiner 1 ist. Dann
haben die beiden Zahlen 0.9̄ und 1 einen positiven Abstand, nennen wir ihn d. Diese Situation
können wir auf dem Zahlenstrahl wie in Abbildung 4.35 veranschaulichen.

0.9̄ 1

d

Abb. 4.35: Abstand d zwischen 0.9̄ und 1

0.9̄ 1

d

0.9(n)

Abb. 4.36: 0.9(n) liegt links von 0.9̄

Jedes endliche Stück (jede endliche Partialsumme) von 0.9̄ ist klarerweise kleiner als 0.9̄ selbst.
Betrachten wir zum Beispiel für ein fixes n ∈ N die Zahl, die wir durch Abbruch nach der
n-ten Nachkommastelle erhalten und bezeichnen wir sie mit 0.9(n). Diese liegt dann links von
0.9̄ auf dem Zahlenstrahl, siehe Abbildung 4.36. Außerdem gilt für den Abstand von 0.9(n)
zu 1

1− 0.9(n) = 0.0(n− 1)1 =
1

10n
, (4.85)

siehe Abbildung 4.37. Mit wachsendem n wird nun der Abstand von 0.9(n) zu 1, nämlich 1
10n

immer kleiner. Es ist ja qn für q = 1
10 < 1 eine Nullfolge. Daher muss 1

10n schließlich auch d
unterschreiten (egal wie klein d auch war)! Das entspricht aber der Situation in Abbildung
4.38 und das ist absurd! Denn nun liegt ein endliches Teilstück 0.9(n) von 0.9̄ rechts von 0.9̄,
ist also größer als 0.9̄.



96 KAPITEL 4. FOLGEN, GRENZWERT & DIE VOLLSTÄNDIGKEIT VON R

0.9̄ 1

d

0.9(n)

1
10n

Abb. 4.37: Abstand 1
10n zwischen 0.9(n)

und 1 für
”
kleines“ n.

0.9̄ 1

d

0.9(n)

1
10n

Abb. 4.38: Abstand 1
10n zwischen 0.9(n)

und 1 für
”
großes“ n.

Damit sind wir also an einem Widerspruch angelangt, nämlich:

0.9̄ ist kleiner als ein endliches Teilstück 0.9(n) seiner selbst.

Um diesen Widerspruch aus der Welt zu schaffen, bleibt uns nur eine Möglichkeit. Wir haben
gar keine andere Wahl, als die Annahme (unsere Überzeugung?), dass 0.9̄ < 1 gilt, aufzugeben.
Wir müssen also (doch) akzeptieren:

0.9̄ und 1 ist derselbe Punkt auf dem Zahlenstrahl.

4.2.45. Fachdidaktische Abschlussbemerkung. Die Spannung zwischen der innerma-
thematischen Klärung der Tatsache, dass 0.9̄ = 1 gilt und dem ursprünglichen, intuitiven
Verstehen sind manifest und unvermeidlich. Die entstehenden Brüche sind beim Lehren von
Mathematik geeignet zu thematisieren und inszenieren, um sinnstiftende Brücken schlagen zu
können, vgl. (Danckwerts und Vogel, 2006, p. 32).
Diese Brüche treten besonders im Rahmen der Exaktifizierung des Grenzwertbegriffs zu Tage
und unterstreichen unsere Behauptung aus 2.2.1: Das Alltagsdenken findet keine bruchlose
Fortsetzung in der Analysis.
Auch das abschließende Thema für dieses Kapitel, die Vollständigkeit der reellen Zahlen,
bestätigt diese Aussagen, wie wir gleich sehen werden.
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4.3 Die Vollständigkeit der reellen Zahlen

4.3.1. Zugänge zu R. Es ist weithin akzeptierte Position der Fachdidaktik, vgl. (Danckwerts
und Vogel, 2006, Abschn. 2.3), dass im schulischen Unterricht im Umgang mit den reellen
Zahlen ein intuitiver bzw. phänomenologischer Standpunkt eingenommen werden soll, d.h.

Man betrachtet die reellen Zahlen als die in natürlicher Weise gegebene Gesamtheit
der Punkte auf dem Zahlenstrahl.

Dieser intuitive Zugang im schulischen Kontext entspricht durchaus der historischen Entwick-
lung: Bis ins 19. Jahrhundert wurde in der Mathematik recht sorglos mit den reellen Zahlen
umgegangen und ihre Exaktifizierung stellt gewissermaßen den Schlussstein in der Entwick-
lung zur heutigen Analysis dar. Das spiegelt sich auch in der Sonderrolle des Kontinuums im
Rahmen des Intuitionismus wider, vgl. Abschnitt 4.2.E.1.
Zur Beschreibung des hier propagierten Zugangs im Mathematikunterricht zitieren wir Hans
Freudenthal (1905–1990), einen niederländischen Mathematiker und einflussreichen Fachdi-
daktiker:

Man betrachte die reellen Zahlen als etwas Gegebenes auf der Zahlengeraden mit
den ihr eigentümlichen Operationen. Man analysiere die Zahlengerade mittels der
unendlichen Dezimalbrüche.

Man [...] deduziere aus den unendlichen Dezimalbrüchen topologische Eigenschaf-
ten der reellen Zahlen, sobald man sie wirklich verwendet.

Dass man sie auch als Cauchyfolge oder Dedekindscher Schnitt definieren kann,
ist ein theoretischer Luxus.
(Freudenthal, 1973, p. 203)

Die hier angesprochenen
”
Luxusvarianten“ sind zwei tatsächlich verbreitete konstruktive Zu-

gänge zu den reellen Zahlen im Rahmen der (Hochschul-)Analysis. Ausgehend vom Axiomen-
system (ZFC) von Zermelo-Fraenkel für die Mengelehre (siehe etwa Schichl und Steinbauer,
2018, Abschn. 4.5) werden die Zahlenmengen N, Z, Q und zuletzt R konstruiert. Der Zu-
gang, bei dem reelle Zahlen als Äquivalenzklassen von Cauchyfolgen rationaler Zahlen defi-
niert werden, war womöglich Bestandteil Ihrer Analysisausbildung. Eine Alternative ist die
(äquivalente) Definition über die sogenannten Dedkind’schen Schnitte. Dabei ist jedenfalls
ein langer und anspruchsvoller Weg zurückzulegen, vgl. etwa (Schichl und Steinbauer, 2018,
Abschn. 6.1.1, 6.2.1, 6.3.1, 6.4.1) oder, für eine viel ausführlichere Darstellung (Kuba und
Götz, 2015).
Alternativ und auch durchaus im Rahmen einer Fachanalysis auf Hochschulniveau verbrei-
tet ist der folgende axiomatische, von Hilbert vorgeschlagene Zugang19: Die Menge R wird
über drei Gruppen von Axiomen definiert, die Körperaxiome (die Grundlagen des

”
Buch-

stabenrechnens“), die Ordnungsaxiome (die Basis der
”
Kleiner-Gleich-Beziehung“) und das

Vollständigkeitsaxiom (über das wir gleich noch einiges sagen werden). Natürlich sind diese

”
Axiome“ nur im Rahmen dieses Zugangs Axiome und zwar in dem Sinn, dass die gesamte

19Dessen Vorzüge gegenüber dem oben erwähnten konstruktiven Zugang wurden von Bertrand Russel mit
den Vorzügen von Diebstahl vor ehrlicher Arbeit verglichen (frei zitiert nach Heuser, 2003, Nr. 30). Bertrand
Russel (1872–1970), der uns schon in einer Fußnote auf Seite 85 begegnet ist, war nicht nur Philosoph, Ma-
thematiker, Logiker, Historiker und politischer Aktivist (in Sachen Pazifismus und Solzialismus) sondern auch
Literaturnobelpreisträger und überhaupt einer der prägenden Denker des 20. Jahrhunderts.
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Analysis aus ihnen alleine heraus logisch abgeleitet wird. Sie können aber ihrerseits aus den
Axiomen von (ZFC) abgeleitet werden.

Mathematische Faktenbox 12: Axiomatischer Zugang zu R

Dass der Axiomatische Zugang also diese
”
Abkürzung“ des konstruktiven Weges wirklich

funktioniert, garantiert der folgende Satz, vgl. Schichl und Steinbauer, 2018, Abschn. 6.4

4.3.2. Theorem (Richard Dedekind). Es existiert (bis auf Isomorphie) genau ein
ordnungsvollständiger geordneter Körper R, der Q als geordneten Unterkörper besitzt.
Wir nennen R die Menge der reellen Zahlen und die Elemente der Menge R \ Q die
irrationalen Zahlen.

Liest man diesen Satz als Definition der reellen Zahlen, kann man in der beruhigten
Gewissheit das Gebäude der Analysis aufbauen, dass man sicher auf den Schultern jener
Riesen steht, die R aus (ZFC) konstruiert haben.

4.3.3. Von Q zu R. Nun diskutieren wir die im Vollständigkeitsaxiom kodierte intuitiv nicht
bzw. nur schwer zu fassende Vorstellung von den

dicht aber nicht lückenlos auf dem Zahlenstrahl gelegenen rationalen Zahlen.

Diese ist nicht zuletzt eine erkenntnistheoretische Herausforderung, da die Einführung der
reellen Zahlen nicht aus praktischen Messaufgaben rechtfertigen lässt: Tatsächlich tritt in
realen Situationen niemals direkt eine irrationale Zahl auf. Es gibt keinen experimentell-
empirischen Nachweis, ob eine gemessene Größe rational oder irrational ist. Damit ist die
Erweiterung der rationalen zu den reellen Zahlen eine rein theoretische Angelegenheit!

Dass aber die rationalen Zahlen nicht ausreichen, um elementargeometrische Zusammenhänge
auszudrücken, war schon den Pythagoräern im antiken Griechenland bekannt. So lässt sich
bekanntlich weder das Verhältnis zwischen der Seitenlänge eines Quadrat und der Länge
seiner Diagonalen durch ein Verhältnis zweier ganzer Zahlen (also durch eine rationale Zahl)
ausdrücken, noch das Verhältnis zwischen dem Radius eines Kreises und seiner Fläche oder
seinem Umfang.

Die Tatsache, dass der Weg von der Entdeckung irrationaler Zahlen bis zur axiomatischen
Festlegung der reellen Zahlen mehr als 2 Jahrtausende gebraucht hat, lässt nochmals erkennen,
wie schwierig er war — und warum es im Rahmen der Schulanalysis nicht möglich/geraten
scheint, hier zu den Grundlagen vorzustoßen. Andererseits wird sich ein intellektuell ehrlicher
Unterricht daran messen lassen (müssen), in wie fern er unter Hinweis auf die phänomenolo-
gische Basis die Notwendigkeit der Erweiterung des Zahlenbereichs von Q zu R argumentiert
und auf ein diebezügliches Verständnis drängt.

4.3.4. Die Vollständigkeit von R. Die am einfachsten zu erfassende analytische Formulie-
rung der geometrsich-anschaulichen

”
Lückenlosigkeit“ des Zahlenstrahls bzw. der Menge R ist

das Intervallschachtelungsprinzip. Dieses besagt anschaulich, dass ein noch so genaues
”
Hin-

einzoomen“ auf den Zahlenstrahl kein Loch entdecken kann. Eine mathematische Präzisierung
lautet wie folgt, vgl. (Steinbauer, 2024, 1.3.36):



4.3. DIE VOLLSTÄNDIGKEIT DER REELLEN ZAHLEN 99

Mathematische Faktenbox 13: Intervallschachtelungsprinzip

4.3.5. Satz. Sei (In) eine Folge abgeschlossener, beschränkter Intervalle mit den Eigen-
schaften

(1) I1 ⊇ I2 ⊇ . . . , und
(2) die Durchmesser von In gehen gegen 0a.

Dann gibt es genau eine reelle Zahl a, die in jedem Intervall In liegt.

Eine Veranschaulichung der Situation ist etwa Abbildung 4.39.

[ ]

I0I1

][ ][ .....

I2

×

Abb. 4.39: Eine Intervallschachtelung
”
fängt” genau einen Punkt.

aEtwas genauer, falls wir In = [an, bn] schreiben gilt bn − an → 0.

Eine Intervallschachtelung auf der Zahlengeraden
”
läuft also niemals ins Leere“. Hierbei wird

im übrigen wieder auf Folgen als Werkzeuge in einem Näherungsverfahren zurück gegriffen.

Im Mathematikunterricht werden schon in der Sekundarstufe 1 zumindest intuitiv Intervall-
schachtelungen bemüht, um etwa Umfänge, Flächeninhalte oder Volumina zu berechnen.

Obwohl anschaulich überlegen, wird im axiomatischen Aufbau der (Hochschul-)Analysis dem
Intervallschachtelungsprinzip meist das Supremumsaxiom vorgezogen, da es in technischen
Beweisen leichter einsetzbar ist. Dieses scheint daher meist als Vollständigkeitsaxiom in Rah-
men des axiomatischen Zugangs auf, vgl. 4.3.1. Darüberhinaus sind noch weitere äquivalente
Formulierungen der Vollständigkeit der reellen Zahlen von fundamentaler Bedeutung in der
Analysis. Wir versammeln sie hier in einer mathematischen Faktenbox.

Mathematische Faktenbox 14: Vollständigkeit von R

4.3.6. Theorem. Die folgenden fünf Aussagen sind äquivalent und charakterisieren
daher gleichermaßen die Vollständigkeit der reellen Zahlen:

(1) Intervallschachtelungsprinzip, siehe Satz 4.3.5
(2) Supremumsaxion, Ordnungsvollständigkeit:

Jede nach oben beschränkte nichtleere Teilmenge von R hat ein Supremum.
(3) Cauchyprinzip: Jede Cauchyfolge konvergiert.
(4) Satz oder Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstraß:

Jede beschränkte Folge hat einen Häufungswert.
(5) Monotonieprinzip:

Jede monoton wachsende nach oben beschränkte Folge konvergiert.

Für Beweise und eine weitere Diskussion siehe z.B. (Steinbauer, 2024), Abschnitt 1.3,
oder die ausführliche Diskussion in Winkler, 2009, vor allem Abschnitt 3.8.

Beachten Sie, dass Folgen in vier der fünf Ausagen, genau in allen die
”
Prinzipien“ genannt

werden, das Hauptwerkzeug darstellen! Sie sind fundamentale Aussagen über die Konvergenz
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von Folgen, die alle aus der Ordnungsvollständigkeit folgen (und sogar zu ihr äquivalent sind).

Im Schulkontext wichtig ist vor allem das Monotonieprinzip, auf das wir schon mehrmals
zurückgegriffen haben, z.B. um in 4.2.37(2) zu zeigen, dass jede Dezimalbruchentwicklung
konvergiert. Tatsächlich gilt sogar noch mehr, denn

Eine monoton wachsende Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nach oben
beschränkt ist. Der Limes ist dann das Supremum.

Das entspricht also genau dem intuitiven Bild, dass eine monoton wachsende Folge, die nach
oben beschränkt ist, gegen ihr Supremum

”
gequetscht“ wird, siehe Abbildung 4.40. Natürlich

gilt Analoges für monoton fallende, nach unten beschränkte Folgen.

Abb. 4.40: Eine monoton wachsende, beschränkte Folge konvergiert gegen ihr Supremum.

Zum Abschluss des Paragraphen und des ganzen Kapitels werfen wir noch einen informierten
Blick zurück auf 2.2.1.

4.3.7. Keine vernünftige Analysis auf Q! Wir haben in 2.2.1 bereits diskutiert, dass der
Zwischenwertsatz auf Q nicht gilt und dass daher auf Q keine vernünftige Anaylsis möglich ist:
Anschaulich völlig klare Sätze sind falsch, wie durch einfache Gegenbeispiele belegt werden
kann, vgl. 2.2.1.

Nicht überraschend ist die Tatsache, dass im axiomatischen Aufbau der Analysis der Zwischen-
wertsatz meist mittels des Intervallschachtelungsprinzip bewiesen wird, also die Vollständigkeit
dahinter steckt, vgl. (Steinbauer, 2024, 2.2.3).

Wir geben nun noch ein Beispiel dieser Bauart:

4.3.8. Monotoniekriterium. Im Zuge von Kurvendiskussionen in der Schulanalysis wird
oft die folgende Aussage verwendet:

Monotoniekriterium: Eine differenzierbare Funktion f : [a, b] → R mit positiver
Ableitung ist streng monoton wachsend.

Diese Aussage ist anschaulich sehr evident, wird aber falsch, wenn man sie auf die rationalen
Punkte im Intervall [a, b] einschränkt, also nur in diesen eine positive Ableitung verlangt. Ein
Gegenbeispiel ist etwa

f : I := [0, 3] ∩Q → R, f(x) =
1

2− x2
. (4.86)
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Tatsächlich ist f auf allen Punkten in I differenzierbar (als rationale Funktion ohne Nullstellen
im Nenner) mit positver Ableitung aber nicht monoton steigend, siehe Abbildung 4.41.

Abb. 4.41: f hat in allen rationalen Punkten eine positive Ableitung, ist aber nicht monoton
steigend.
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