Analysis in einer Variable fiir das Lehramt

Sommersemester 2024, 2. Termin, 26.9.2022, Roland Steinbauer
Priifungsausarbeitung

Teil 1: Multiple Choice Aufgaben

1 Zentrale Begriffe und fundamentale Ideen

1. (Zur Grenzwertdefinition.) Fiir eine relle Folge (an)n und ein a € R gelte limy oo an = a. Welche
Aussagen sind dazu dquivalent?

(a) [false] In jeder e-Umgebung von a liegen unendlich Folgenglieder a,.
(b) [truel] Ve >0 3N e€N: J|ap—a|<e Vn>N.
(c) [false] Je >0 3INeN: |apn—al]<e VYn>N.
(d) [false] Ve >0 VN eN: J|an—a|<e Vn>N.

2. (Grenzwert vs. Hiufungswerts.) Welche Aussagen sind fiir reelle Folgen (a,)» und a € R korrekt?

(a) [true] Falls auRerhalb jeder e-Umgebung von a nur endlich viele a,, liegen, dann ist a Grenzwert
von (an).

(b) [false] Falls auRerhalb einer e-Umgebung von a nur endlich viele a,, liegen, dann ist a Hiufungswert
und Grenzwert von (an).

(c) [true] Falls (ar) beschrankt ist und a der einzige Haufungswert von (a,,) ist, dann ist a auch schon
Grenzwert von (an).

(d) [true] Falls auBerhalb einer e-Umgebung von a unendlich viele a;, liegen, dann ist a sicher nicht
Grenzwert von (an).
3. (Zum Begriff der Reihe.) Welche Aussagen sind korrekt? Sei (ay). eine reelle Folge.

n

(a) [false] Unter der Reihe Y a, versteht man die Folge (si)r mit s = Zak.
n=0 k=0

o0
(b) [true] Falls der Limes der Partialsummen s existiert und endlich ist, dann schreibt man > a, = s.

n=0

(c) [false] Nur wenn lim a, endlich ist, kann die Reihe Y a, definiert werden.

n—00 n—0

(d) [true] Falls lim E ai endlich ist, bezeichnen wir diese Zahl als Reihenwert.
n—o0
k=0

4. (b-adische Entwicklung.) Welche Aussagen sind korrekt? Bei einer b-adischen Entwicklunga = £>°7° \ a,b™"
einer beliebigen reellen Zahl a gilt:

(a) [true] Als Basis kommen ganze Zahlen b > 2 in Frage.

(b) [fasle] Die Ziffern a, kénnen genau folgende Werte annehmen: 1,...,b.

(c) [true] Die Summe beginnt immer bei einem N € Z zu laufen.

(d) [false] Bei der Dezimaldarstellung (d.h. b = 10) einer Zahl a mit 10 < |a| < 100 gilt N = 2.

5. (Potenzen.) Sei x € R, x > 0. Welche Aussagen sind korrekt?

(a) [false] z* =z -x----- xz firaeR.
—
a mal

(b) [true] 2% = Vazm fiir g = % €Q.
(c) [true] Die Definition der allgemeinen Potenz ist 2% = exp(alog(z)) fiir a € R.
(d) [true] Es gilt log(z™) = alog(x) nicht nur fiir a € N sondern auch fiir « € R.

6. (Stetigkeit.) Welche Aussagen sind korrekt?
Eine Funktion f : R D D — R ist stetig in a € D, falls

(a) [false] 3 >0 Ve>0 VreDmit|z—al<d = |f(z)— fla)]<e.



(b) [true] es fiir jede vorgegebene e-,Toleranzgrenze” um f(a) ein 6-,Sicherheitsintervall” um a gibt,
sodass fiir alle Punkte € D im §-,Sicherheitsintervall” um a (d.h. fiir alle z mit | — a| < ) der
entsprechende Funktionswert innerhalb der -, Toleranzgrenze” um f(a) liegt (d.h. | f(z)— f(a)| < €

gilt).
(c) [false] Ve >0 36 >0 VezeDmit|z—al<e = |f(z)— fla)] <6é.
(d) [true] fiir jede Folge (z») in D mit z, — a schon f(z,) — f(a) gilt.

7. (Stetigkeit und Differenzierbarkeit.) Welche Aussagen sind fiir eine Funktion f: I — R (I ein Intervall)
korrekt?

(a) [false] Hat (der Graph von) f einen Knick, so ist f nicht stetig.
(b) [true] Hat (der Graph von) f einen Sprung, so ist f nicht stetig.
(c) [false] Wenn (der Graph von) f keinen Sprung hat, dann ist f stetig.
(d) [false] Hat (der Graph von) f einen Knick, so ist f nicht stetig.

8. (Stammfunktion.) Welche Aussagen sind korrekt?
Eine Funktion F': I — R (mit I einem Intervall) ist Stammfunktion einer Funktion f : I — R, falls

(a) [false] f = F gilt.

(b) [true] (F +c¢)’ = f gilt fiir jedes ¢ € R beliebig.

(c) [false] F' = f + c gilt, fiir ein c € R.

(d) [false] F gegeben ist durch F(z) = fab(f(t) dt mit a,b € I beliebig.

Satze & Resultate

9. (Folgen: Konvergenz & Haufungswerte.) Welche Aussagen iiber reelle Folgen sind korrekt?

(a) [true] Es gibt beschrinkte Folgen, die nicht konvergieren.
(b) [false] Es gibt monotone, beschrénkte Folgen, die nicht konvergieren.
(c) [true] Jede monotone, beschrankte Folge hat einen Haufungswert.
(d) [true] Jede beschrinkte Folge hat einen Hiufungswert.
10. (Folgen: Monotonie, Beschridnktheit & Konvergenz.) Welche Aussagen iiber reelle Folgen sind korrekt?

(a) [true] Jede konvergente Folge ist auch Cauchy-Folge.
(b) [false] Jede streng monoton wachsende und nach unten beschriankte Folge ist beschrankt.
(c) [true] Jede streng monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge ist beschrankt.

(d) [true] Jede streng monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge ist konvergent.

11. (Grenzwertsitze strukturell). Welche der folgenden Aussagen iiber reelle Folgen und deren Konvergenz
sind korrekt?

(a) [false] Der Grenzwert einer konvergenten positiven Folge (d.h. alle Folgenglieder a,, > 0) ist eben-
falls positiv.

(b) [true] Das Produkt zweier konvergenter Folgen ist immer konvergent und zwar gegen das Produkt
der Grenzwerte.

(c) [false] Der Quotient zweier konvergenter Folgen ist immer konvergent und zwar gegen den Quoti-
enten der Grenzwerte.

(d) [true] Der Grenzwert konvergenter Folgen respektiert die <-Beziehung.
12. (Zur Vollistindigkeit.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] Schon die rationalen Zahlen bilden den gesamten Zahlenstrahl.

(b) [true] Jede rationale Zahl ist Limes einer Folge irrationaler Zahlen.
(c) [true] Jede irrationale Zahl ist Limes einer Folge rationaler Zahlen.
(d) [false] Jede Cauchy-Folge in Q konvergiert auch in Q (dh. ihr Grenzwert ist in Q).



13. (Eigenschaften stetiger Funktionen.) Welche Aussagen sind korrekt?

(a) [true] Stetige Funktionen auf abgeschlossenen und beschrinkten Intervallen haben Infimum und
Supremum.

(b) [false] Stetige Funktionen auf abgeschlossenen und beschrinkten Intervallen haben einen Fixpunkt.
(c) [false] Stetige Funktionen auf beschrinkten Intervallen sind beschrinkt.

(d) [true] Jedes stetige f : [0,1] — R ist beschrinkt.
14. (Differenzierbarkeit.) Welche der folgenden Aussagen iiber Funktionen f, g : R — R sind korrekt?

(a) [true] Falls f und g in £ € R differenzierbar sind, dann auch jede Linearkombination A\f + pug mit
A p € R,

(b) [false] f ist differenzierbar in einem Punkt { € R, falls es eine Zahl a gibt und eine Funktion
r: R — R, sodass

fE+h)—f(€) =ah+r(h) und Oiihrgor(h) = 0.

(c) [false] Falls f stetig in £ € R ist, dann ist f dort auch differenzierbar.

(d) [false] Falls f differenzierbar auf R\ {0} ist mit auf R\ {0} stetiger Ableitung f’, dann ist f auf
ganz R zumindest stetig.

15. (Winkelfunktionen.) Welche Aussagen sind korrekt?

2 2t 2f
(a) [false] sin(x) :1—?4—1— a—k
(b) [true] cos(z) + isin(z) = ™.
(c) [true] cos(z) = %.

cos(z) — 1

(d) [false] =1 (z—0).

16. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.) Welche Aussagen sind fiir eine auf einem Intervall [
definierte stetige Funktion f: I — R und F(x) := f; f(t)dt fiir ein beliebiges a € I korrekt?
(a) [true] F'(z) = f(x) fiir alle z € I.
(b) [true] F’ ist stetig.
(c) [false] F'(x) = f(z) — f(a) fiir alle z € I.
(d) [false] f ist differenzierbar.

3 Beispiele, Gegenbeispiele, Rechenaufgaben

17. (Konvergenz von Folgen.) Welche der folgenden Aussagen iiber Folgen sind korrekt?

2
(a) [true] (%) N ist beschrankt.
+/n>1

on®
2

n

b) [false tn ist eine Cauchy-Folge.
7

(c) [true] Die Folge z, = 13i2 ist als Produkt der konstanten Folge a, = 13 mit den Nullfolgen
n

bn = 1/n = ¢, ebenfalls eine Nullfolge.

(d) [true] (_711) hat nur einen Hiufungswert.

18. (Konvergenz & absolute Konvergenz von Reihen.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] Z (—nl)”

2
(b) [true] Konvergente Reihen mit nur positiven Gliedern konvergieren sogar absolut.

konvergiert zwar, konvergiert aber nicht absolut.



19.

20

21.

22.

23.

24.

(c) [false] Eine konvergente Reihe >~ an mit an — 0 konvergiert.

(d) [true] Konvergiert Zan, dann ist a, eine Nullfolge.

n=1
(Funktionsgrenzwerte) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
(a) [true] il_>r110 cos(z) = 1, weil cos(0) =1 und cos stetig ist.
(b) [false] zlingo log(z) = —o0.
(c) [false] Fiir alle o > 0 gilt 2% — 1 (z N\, 0).
) ©

(d) [true] lim ;—; — oo fiir jedes k € N.
Tr—r0o0

(Stetige Funktionen.) Welche der folgenden Funktionen sind stetig?

(@) [true] f: R = R, f(z) = log(z + 2).

(b) [true] f: R\ {0} >R, f(z)= i

(c) [false] f: R—=R, f(z)=-cos(l/z)(xz#0), [f(0)=1.
(d) [false] f: R—R, f(z)= %sin(m) (@£0), £(0)=0.
(Differenzierbare Funktionen.) Welche der folgenden Funktionen sind fiir alle = € R differenzierbar?
(a) [true] f(z) = Va2 +1.
(b) [false] f(z) = |z + 1].
(c) [false] f(z) = zsin(1l/z) (z #0), f(0)=0.
(d) [false] f(z) = +/]x —1].
(Differenzierbarkeit.) Wir betrachten die Funktion
f:R=R, f(z)=2z"
Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
(a) [true] Als Polynom ist f auf ganz R differenzierbar.
(b) [false] Es gilt f'(0) = 0 und daher hat f in z = 0 einen Extrempunkt.
(c) [false] Es gilt f/(0) = 0 und f”(0) > 0 und daher hat f in x = 0 ein Minimum.
(d) [true] f hat in z = 0 ein Minimum und daher gilt f'(0) = 0.
(Funktionen, vermischtes.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] Weil f:R — R, f(z) = z* in 2 = 0 eine verschwindende Ableitung hat ist f nicht auf ganz
R streng monoton steigend.

(b) [true] f:[0,1) = R, f(x) = x ist zwar beschrankt, hat aber kein Maximum.

(c) [false] f :[0,1) — R, f(xz) = z hat nirgends eine verschwindende Ableitung, daher muss sein
Maximum am Rand liegen.

(d) [false] f: R\{0} = R, f(x) = 1/z ist nicht stetig in O fortsetzbar, weil die einseitigen Grenzwerte
fiir £ — 0 zwar existieren aber nicht iibereinstimmen.

(Integrierbare Funktionen.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
(a) [false] sin und cos sind beide auf [—7, 7] monoton und daher dort auch Riemann-integrierbar
(b) [false] exp(x) ist nicht auf [0, 10°] Riemann-integrierbar, weil dort ja nichteinmal beschrinkt.
1
(c) [false] Die Funktion f(x) = < ist auf [0, 1] uneigentlich integrierbar und es gilt/ f(z)dz = log(2).
0

(d) [true] Die Funktion f(z) =« sin(1/x) (z # 0), f(0) = 0 ist auf [—1, 1] Riemann-integrierbar.
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