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Kurzfassung: In diesem Beitrag wird eine empirische Studie vorgestellt, in der
die vor und nach einer Intervention (Besuch einer didaktisch ausgerichteten
Analysislehrveranstaltung) schriftlich geduBlerten Vorstellungen von Mathe-
matiklehramtsstudierenden zum Differenzierbarkeitsbegriff erhoben und klas-
sifiziert werden (Pritest-Posttest-Design). Dazu werden sie Grundvorstellun-
gen zugeordnet und die Qualitét ihrer Passung beurteilt. AnschlieBend werden
Zusammenhange mit individuellen Merkmalen der Studierenden analysiert und
die Antworten von Pra- und Posttest miteinander verglichen. Eine Steigerung
der Anzahl der zuordenbaren Antworten kann festgestellt werden, allerdings
miissen auch Defizite bei deren Qualitdt konstatiert werden. Folgerungen dar-
aus fiir die Ausbildung der Mathematiklehramtsstudierenden werden abgeleitet.

Title: Basic mental models on differentiability of pre-service mathematics tea-
chers

Abstract: This article presents an empirical study in which the written state-
ments of pre-service math teachers on the notion of differentiability are col-
lected before and after an intervention (attendance of a didactically oriented
analysis course) and classified (pretest-posttest design). For this purpose, they
are categorised into basic mental models and their quality is assessed. Correla-
tions with student teachers’ characteristics are analysed and their answers from
the pretest and posttest are compared. An increase in the number of relatable
answers can be observed, as well as a shift in their quality is also recognised.
Corresponding conclusions are drawn for the training of pre-service mathemat-
ics teachers.
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Einleitung

Ein zentrales Element der Lehramtsausbildung ist es, Studierenden belastbare
Konzepte und Vorstellungen zu zentralen Begriffen der (Schul-)Mathematik
zu vermitteln bzw. sie beim Aufbau dieser optimal zu unterstiitzen. In den
Lehramtscurricula fehlt jedoch (oft) der Raum, um durch umfangreiches Ope-
rieren Erfahrungen zu sammeln und damit einen verstindigen Umgang mit den
Begriffen zu erreichen, wie es im Fachstudium (eher) iiblich ist. Zusétzlich
werden fortgeschrittene Themen (z. B. der Analysis, wie Funktionalanalysis)
in der Lehramtsausbildung nicht (mehr) angesprochen, so dass oft die Sinn-
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stiftung der Konzepte sowie ihre Einbettung in ihren natiirlichen und motivie-
renden fachlichen Kontext zu kurz kommen. Damit im Einklang stehen empi-
rische Erkenntnisse, dass Lehramtsstudierende zwar oft iiber formales Wissen
verfiigen, aber nur unzureichend entsprechende Vorstellungen aufbauen kon-
nen: “Different investigations which have been carried out show only too
clearly that the majority of students do not master the idea of a limit, even at a
more advanced stage of their studies. This does not prevent them from working
out exercises, solving problems and succeeding in their examinations!” (Cornu,
2002, p. 154).

In diesem Beitrag befassen wir uns speziell damit, welche Reprisentationen
und inhaltlichen Bedeutungen Lehramtsstudierende mit dem Begriff der Diffe-
renzierbarkeit verbinden und wie sich diese Vorstellungen im Laufe der Aus-
bildung veriindern. Dazu analysieren wir schriftliche AuBerungen von Studie-
renden zum Begriff einer differenzierbaren reellen Funktion vor und nach einer
fachdidaktischen Intervention in Form einer Vorlesung mit angeschlossenen
Ubungen.

Theoretischer Rahmen

Um die in der Einleitung angesprochenen AuBerungen zu analysieren, bedie-
nen wir uns des fachdidaktischen Begriffsapparats der Grundvorstellungen.
Dieses Konzept ist im Kontext der deutschsprachigen Stoffdidaktik entstanden
und wurde in seiner modernen Form in vom Hofe (1995) kanonisiert, siehe
auch vom Hofe & Blum (2016). Ganz allgemein dient es als theoretische Basis
zur Beschreibung der mentalen Reprisentationen mathematischer Begriffe und
erfasst die Beziehungen zwischen mathematischen Inhalten und individuellen
Begriffsbildungen. Damit steht eine differenzierte Terminologie zur Verfii-
gung, die sowohl in der Unterrichtspraxis als auch in der fachdidaktischen For-
schung breite Verwendung findet.

Explizit ist eine Grundvorstellung zu einem mathematischen Begriff eine in-
haltliche Deutung des Begriffs, die diesem Sinn gibt (Greefrath et al., 2016, S.
17). Eine gelungene Sinnerfassung dulert sich unter anderem darin, dass dieser
Begriff in konkreten Problemstellungen angewendet werden kann. Das wiede-
rum setzt voraus, dass liberhaupt erkannt wird, dass eine Indikation fiir diesen
Begriff vorliegt.

Des Weiteren unterscheidet man zwischen universellen und individuellen
Grundvorstellungen (Greefrath et al., 2016, S. 18 f.). Erstere sind Ergebnis ei-
ner fachdidaktischen Analyse und beantworten die Frage, was Lernende sich
unter einem Begriff idealerweise vorstellen sollen. Damit sind universelle
Grundvorstellungen normativ, individuelle Grundvorstellungen hingegen sind
deskriptiv und beschreiben die Vorstellungen, die sich ein Lernender zu einem
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mathematischen Begriff tatsdchlich und aufgrund eines individuell durchlaufe-
nen Lernprozesses macht (vom Hofe, 1995, S. 123).

Mit dieser Terminologie ldsst sich auch die Beziehung zwischen dem Grund-
vorstellungskonzept und dem in der fachdidaktischen Forschung weit verbrei-
teten Konzept von Concept Image und Concept Definition (Tall & Vinner,
1981) kléren. Individuelle Grundvorstellungen konnen als Teil des Concept
Images verstanden werden, fiir eine detailliertere Diskussion siehe etwa Wei-
gand et al. (2017). Normative Grundvorstellungen stellen jenen Teil des Con-
cept Images dar, der von der Fachwissenschaft allgemein akzeptiert ist. Die
Concept Definition orientiert sich im Allgemeinen an der mathematischen De-
finition eines Begriffs, wie sie die Scientific Community verwendet. Sie kann
eine (aber nicht die einzige!) Grundlage fiir eine normative Grundvorstellung
oder fiir einen Teil einer solchen zu einem bestimmten Begriff bilden. In Ab-
leitinger et al. (2022) wird ein VVorschlag gemacht, wie diese fachdidaktischen
Konzepte zur Begriffsbildung und -verwendung in Zusammenhang gebracht
werden konnen.

Das Erkennen und das Erfassen von Diskrepanzen zwischen universellen und
individuellen Grundvorstellungen hat hochste Bedeutung fiir die Unterrichts-
praxis: Sie bieten einen Ausgangspunkt fiir eine theoretisch fundierte Interven-
tion im Lernprozess, die im besten Fall zu einer konstruktiven Auflésung der
Diskrepanzen fiihrt.

In unserer Untersuchung verwenden wir das Konzept der Grundvorstellungen
als Werkzeug zur Klassifizierung und Beurteilung der Auspriagungsqualitét der
schriftlichen Studierendenduf3erungen. Um ein MaB fiir die Auspragungsquali-
tit zu bekommen, bestimmen wir intersubjektiv den Grad der Ubereinstim-
mung mit der entsprechenden universellen Grundvorstellung.

Grundvorstellungen zur Differenzierbarkeit

Um konkret die Grundvorstellungen zum Konzept der Differenzierbarkeit vor-
zustellen, fiihren wir noch die Terminologie des Aspekts eines mathematischen
Begriffs ein: ,,Ein Aspekt eines mathematischen Begriffs ist ein Teilbereich des
Begriffs, mit dem dieser fachlich charakterisiert werden kann.* (Greefrath et
al., 2016, S. 17, Hervorhebung im Original). Ein Aspekt fiihrt also das Konzept
der Concept Definition weiter (Weigand et al., 2017, pp. 314-315). Wir wei-
chen hier bewusst von der eben zitierten Terminologie ab, indem wir ,,charak-
terisieren durch ,,beschreiben® ersetzen. Es ist unserer Ansicht nach in der
Regel nicht moglich bzw. nicht wiinschenswert, dass ein Aspekt den Begriff
im mathematischen Sinn charakterisiert, also eine logisch dquivalente Formu-
lierung darstellt, wenn er nur einen Teilbereich des Begriff(lumfang)s erfasst.
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Im Kontext unseres Beitrags liefert zum Beispiel der Aspekt ,,Grenzwert des
Differenzenquotienten keine Charakterisierung der Differenzierbarkeit fiir re-
elle Funktionen in mehreren Variablen.

Fiir die Differenzierbarkeit einer reellen Funktion (in einer Variablen) liefert
eine fachliche Analyse die folgenden beiden Aspekte: Limes des Differenzen-
quotienten und lokale lineare Approximation (Greefrath et al., 2016, S. 147).
Ersterer bezieht sich auf die Definition der Ableitung als Grenzwert des Diffe-
renzenquotienten, zweiterer auf die fundamentale Idee der Ableitung als der
lokalen linearen Bestapproximation. Letztere stellt das mathematisch wesent-
lich weitreichendere Konzept dar und dient als Kern der Verallgemeinerung
das Ableitungsbegriffs etwa auf hoher dimensionale Rdume. So kann man z. B.
die Differenzierbarkeit einer auf dem R? definierten Funktion miihelos durch
die Approximation ihres Funktionsgrafen durch die Tangentialebene veran-
schaulichen, was eine unmittelbare und natiirliche Verallgemeinerung der Vor-
stellung der Schmiegegerade im eindimensionalen Fall ist (Danckwerts & Vo-
gel, 2006, Abschnitt 3.3.1; Eberle & Lewintan, 2019). Im Schulkontext und
daher auch im Kontext der Lehramtsausbildung wird aber der erste Aspekt, der
sich auf die fundamentale Idee der Anderungsrate bezieht, traditionell stirker
betont (Greefrath etal., 2016, S. 155; Biichter & Henn, 2013, S. 134). Ob dieser
Status quo einer modernen Interpretation des (Allgemein-)Bildungsauftrags
des Mathematikunterrichts (Winter, 1995) tatsdchlich gerecht wird, steht fiir
die Autor*innen zumindest in Zweifel.

Die beiden Aspekte bilden die Basis fiir mehrere Grundvorstellungen zur Dif-
ferenzierbarkeit, die ihrerseits wiederum in Hinblick auf einen oder beide As-
pekte entwickelt werden konnen, siehe auch Abbildung 1. In der Literatur
(Greefrath et al., 2016, Abschnitt 4.2; Greefrath et al., 2023) finden sich die
folgenden vier Grundvorstellungen zur Differenzierbarkeit, die wir hier in un-
seren eigenen Worten ausformulieren.

e Die Lokale Anderungsrate (AE) liefert eine Interpretation der Ableitung als
Grenzwert der mittleren Anderungsraten. Anders gesprochen wird die Ab-
leitung einer Funktion in einem Punkt in Form des Differenzialquotienten
als Limes der Differenzenquotienten in diesem Punkt verstanden.

e Die Grundvorstellung der Tangentensteigung (TS) deutet die Ableitung einer
Funktion in einem Punkt als die Steigung der Tangente an den Funktions-
graphen in diesem Punkt. Dabei muss die Tangente als lokale Schmiegege-
rade (und nicht als globale Stiitzgerade) verstanden werden.

54



Grundvorstellungen zum Konzept der Differenzierbarkeit von angehenden
Mathematiklehrer*innen

Lokale Anderungsrate

Grenzwert des

Differenzenquotienten

langentensteigung

Lokale lineare
Approximation

Lokale Linearitit

Verstirkungsfaktor

™ ~

Abb. 1: Zusammenschau der Aspekte und Grundvorstellungen zur Differenzierbarkeit nach
Greefrath et al. (2016, S. 147). Wir deuten die stirkeren inhaltlichen Verbindungen zwischen
gewissen Aspekten und Grundvorstellungen durch dicke Linien an.

¢ Im Kontext der Grundvorstellung der lokalen Linearitdit (LL) wird eine in ei-
nem Punkt differenzierbare Funktion als in einer Umgebung des Punktes anné-
hernd linear aufgefasst: niherungsweise ist die Anderung der abhingigen Va-
riable Ay proportional zu Anderung der unabhiingigen Variable Ax. Die Ablei-
tung y’(x) wird dann als Proportionalititsfaktor dieser Anderung interpretiert,
also 4y = y’(x) Ax. Damitist auch die Vorstellung verbunden, dass beim Her-
anzoomen an eine Stelle der Differenzierbarkeit einer Funktion ihr Graph an-
nidhernd wie eine Gerade, also wie der Graph einer linearen Funktion, aussieht
(Kirsch, 1979).

¢ Die vierte Grundvorstellung, der Verstdrkungsfaktor (VF), ist eng mit jener der
LL verwandt und wird auch nicht durchgéngig als eigenstéandige Grundvorstel-
lung verstanden (Greefrath et al., 2016, S. 153). Ihr liegt die Frage zugrunde,
wie sehr sich eine kleine Anderung der unabhiingigen Variable auf die abhiin-
gige Variable auswirkt. Insofern kann sich diese Vorstellung sowohl auf die
Ableitung einer Funktion in einem Punkt als auch auf ihre Differenzenquotien-
ten in diesem Punkt (das heif3t fiir Intervalle mit einer Grenze nahe diesem
Punkt und die zweite Grenze in diesem Punkt) beziehen. Dariiber hinaus kann
sie als eine quantifizierte Version der Grundvorstellung ,,Vorhersagbar-
keit“ zum Stetigkeitsbegriff verstanden werden (Go6tz et al., 2023). Dieser Ver-
bindung ist unseres Wissens in der fachdidaktischen Literatur bisher nicht
nachgegangen worden, wire aber einer Er0rterung wert: siehe letzter Ab-
schnitt.
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SchlieBlich ergeben sich, wie aus der Beschreibung ersichtlich, die folgenden
Verbindungen zwischen den Aspekten und Grundvorstellungen zur Differen-
zierbarkeit, siehe auch Abbildung 1. Der Aspekt Grenzwert des Differenzen-
guotienten wird umfassend in den beiden Grundvorstellungen AE und TS ab-
gebildet und diese konstituieren zusammen mit VF (etwas schwécher) einen
Sinnzusammenhang zu diesem Aspekt. Der zweite Aspekt der lokalen linearen
Approximation ist eng mit der Grundvorstellung LL verbunden, es liegen aber
auch (schwichere) gegenseitige Beziehungen zu VF und zu TS vor.

Forschungsinteresse

Das zentrale Thema unserer empirischen Untersuchung ist die Frage, welche
Grundvorstellungen zur Differenzierbarkeit in welcher Qualitét bei Studierenden
des Unterrichtsfachs Mathematik fiir die Sekundarstufe vor (Prétest) und nach
(Posttest) der Auseinandersetzung mit Grundvorstellungen in einer einschlagigen
Lehrveranstaltung ,,Schulmathematik Analysis* ausgepragt sind.

Wir duBern erstens die Vermutung, dass die Anzahl der AuBerungen der Stu-
dierenden, die einer Grundvorstellung zugeordnet werden konnen, durch die
Explizierung der Grundvorstellungen in der erwéhnten Lehrveranstaltung in
der Postuntersuchung hoher ist als beim Pritest. Das sei Hypothese 1.

Da im Schulunterricht die VVorstellungen der Tangentensteigung und der Momen-
tangeschwindigkeit fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion gemil dem (6ster-
reichischen) Lehrplan (https://www.ris.bka.gv.at/GeltendeFassung.wxe? Abfrage
=Bundesnormen&Gesetzesnummer=10008568) vorherrschend sind, formulieren
wir als Hypothese 2, dass die Auspragungen der Grundvorstellungen ,,lokale Li-
nearitit und ,,Verstirkungsfaktor kleiner Anderungen® in den Antworten des
Posttests in hoherer Qualitit vorhanden sind als in denen des Pritests. Diese bei-
den Grundvorstellungen werden in der Regel nur im universitdren Studium the-
matisiert.

Um zu iiberpriifen, ob die im Studium bei den Priifungen gezeigten Leistungen
mit der Qualitdt der geduBerten Vorstellungen der Studierenden korrelieren,
treffen wir als Hypothese 3 die Annahme, dass Studierende mit besseren Noten
mehr Grundvorstellungen hoherer Qualitiat explizieren als Studierende mit
schlechteren Noten.

Methode

Die Stichprobe unserer Untersuchung umfasst Studierende, die im Studienjahr
2018/19 die zweistiindige Vorlesung ,,Schulmathematik Analysis* im Rahmen
ihres Sekundarstufenlehramtsstudiums an der Universitdit Wien besuchten.
Diese fachdidaktisch orientierte Vorlesung folgte auf die fiinfstiindige fachma-
thematische Ausbildung in Analysis und wurde vom Drittautor als

56



Grundvorstellungen zum Konzept der Differenzierbarkeit von angehenden
Mathematiklehrer*innen

Fachmathematiker gemeinsam mit Evelyn Siiss-Stepancik (Fachdidaktikerin,
damals Padagogische Hochschule Niederdsterreich) neu konzipiert und gehal-
ten. Die Grundkonzeption der VVorlesung bestand in einer an fachlichen Inhal-
ten festgemachten Verkniipfung von fachmathematischen Facetten, fachdidak-
tischer Reflexion und unterrichtspraktischen Erwagungen. So wurden auch die
Aspekte und die Grundvorstellungen zur Differentialrechnung vorgestellt und
eingehend diskutiert.

Einem Pra-Post-Untersuchungsdesign folgend wurden mittels eines Fragebogens
an die Studierenden, der zu Beginn und am Ende der Schulmathematik-Vorlesung
auszufiillen war, Ergdnzungen zum Satzanfang ,,.Unter einer differenzierbaren
Funktion stelle ich mir vor ...“ (Hervorhebung im Original) erhoben. Diese Vor-
gangsweise stellt sicher, keine Grundvorstellungen zur Differenzierbarkeit den
Befragten zu suggerieren (vgl. Greefrath et al., 2023; Monaghan, 2001). Es konnte
eine verbundene Stichprobe vom Umfang n = 59 erhoben werden.

Die gegebenen schriftlichen AuBerungen wurden Grundvorstellungen zugeordnet
und ihre jeweilige Qualitit gemal einer flinfstufigen Skala klassifiziert. Diese
Skala kann mit der von Vela (2011, p. 22) verglichen werden. Die einzelnen Aus-
pragungen sind:

e 0 ... normative GV ist nicht vorhanden

e 1 ... normative GV ist unspezifisch / naiv

e 2 ... normative GV ist schwach ausgeprigt bzw. ungenau formuliert

e 3 ... normative GV ist vorhanden, aber nicht korrekt formuliert

e 4 ... normative GV ist klar ausgepriagt und addquat ausgedriickt

Exemplarisch geben wir fiir die Grundvorstellung ,,Anderungsrate erhobene
StudierendenduBerungen zu jeder Qualititsstufe an (Ankerbeispiele):

e 1: eine Funktion deren links- und rechtsseitiger Grenzwert gegen den glei-
chen Wert konvergieren an jeder Stelle des Definitionsbereichs®

e 2: Eine Funktion, deren Ableitung den gleichen Wert besitzen, wenn man
von beiden Seiten an X, annéhert*

e 3:,ich kann dort momentane Steigung messen*

e 4: cine Funktion deren Steigung an jeder Stelle bestimmbar ist*

Bei AuBerungen, fiir die die Qualitit der Zuordnung nicht klar gewesen ist,
filhrte eine Diskussion im Autor*innenteam jeweils zu einer einhelligen Be-
wertung (intersubjektive Ubereinstimmung).

Die Ergebnisse der Zuordnungen werden mithilfe von deskriptiven Statistiken
beschrieben.
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Des Weiteren wird der Zusammenhang mit den universitiren Leistungen (Note
auf das Kolloquium der Fachvorlesung) einerseits und der Nachhilfeerfahrung
(dichotom: O ... keine Erfahrung, 1 ... Erfahrung) der Studierenden anderer-
seits untersucht. Dazu werden Korrelationsanalysen fiir ordinalskalierte Daten
durchgefiihrt (Rangkorrelationskoeffizient T nach Kendall). SchlieBlich wer-
den die Antworten der beiden Fragebdgen verglichen, um etwaige Verinde-
rungen der Auspragungen und der Anzahlen der Grundvorstellungen durch die
Auseinandersetzung der Studierenden mit den fachdidaktischen Konzepten zu
ermitteln (Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test).

Um Effekte tiber beide Erhebungen zu vergleichen, wird das untersuchte Merk-
mal ,,Qualitit der AuBerungen* als quasistetig angenommen (Bamberg et al.,
2012, S. 7) und Hedges g zur Berechnung der Effektstirke wegen der kleinen
Stichprobengroflen verwendet. Von kleinen Effektstirken spricht man bei g-
Werten mit Betrdgen von 0.2 bis 0.5 (Intervall rechts offen), von mittleren mit
Betrdgen von 0.5 bis 0.8 (detto) und von groBBen mit Betrdgen von 0.8 bis 1.
Fiir die Effektstarken der festgestellten Korrelationen halten wir fest: fiir 0.1 <
|t| < 0.3 gelten die Korrelationen als schwach, fiir 0.3 < |z| < 0.5 sind mitt-
lere Korrelationen der Fall und || > 0.5 weist auf starke Korrelationen hin.

Ergebnisse

Die Auswertung der Antworten der 59 Testpersonen (verbundene Stichprobe)
erfolgt sowohl mit als auch ohne die AuBerungen mit Codierung 0, weil eine

Verinderung der Anzahl der ,,Nicht-Antworten* auch eine gewisse Aussage-
kraft besitzt.

Bei der Auswertung des Prétests konnte keine der 59 Antworten mehr als einer
Grundvorstellung zugeordnet und sieben wurden genau einer zugeteilt: drei
wurden als der Anderungsrate, drei als der Tangentensteigung und eine als dem
Verstirkungsfaktor zugehorend interpretiert.

Beim Posttest konnten wesentlich mehr AuBerungen einer Grundvorstellung
zugeordnet werden: elf Aussagen betreffen die Grundvorstellung lokale Ande-
rungsrate, 16 die Tangentensteigung, keine betrifft die lokale Linearitit und
eine den Verstirkungsfaktor kleiner Anderungen. Auch im Posttest konnte bei
keinem schriftlichen Statement mehr als eine Grundvorstellung festgestellt
werden. Die Verteilung auf die einzelnen Kategorien der Grundvorstellungen
hat sich allerdings nicht signifikant veridndert.

AuBerungen, die mit ,,0 bewertet wurden, waren entweder fehlerhaft, oder es
wurde blof die Definition von Differenzierbarkeit wiedergegeben, manche ha-
ben redundant ,,..., wenn sie ableitbar ist* formuliert, oder es wurde allein die
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Stetigkeit der Funktion erwdhnt oder nur das Aussehen des Graphen beschrie-
ben.

Im Priitest wurde eine AuBerung mit Qualitiitsstufe 1 festgestellt (zum Verstir-
kungsfaktor kleiner Anderungen) und jeweils drei mit Ausprigungen 3 (zwei
zur lokalen Anderungsrate und eine zur Tangentensteigung) und 4 (eine zur
lokalen Anderungsrate und zwei zur Tangentensteigung). Im Posttest konnten
fiinf Antworten der Qualitiitsstufe 1 (vier zur lokalen Anderungsrate und eine
zur Tangentensteigung) zugeordnet werden, neun der Auspragung 2 (sechs zur
lokalen Anderungsrate und drei zur Tangentensteigung), zwolf der Qualitits-
stufe 3 (eine zum Verstirkungsfaktor kleiner Anderungen, eine zur lokalen An-
derungsrate und zehn zur Tangentensteigung), und zwei der Auspragung 4
(beide zur Tangentensteigung): Abbildung 2. Die im Pra- und Posttest singu-
lare Aussage, die auf die Grundvorstellung des Verstiarkungsfaktors schlieBen
lasst, stammt nicht von derselben Person.

Gute der Auspragung in Abhangigkeit von den Grundvorstellungen

Giite der Auspragung

1 4 B

VF (1) VF (2) AE (1) AE (2) TS (1) TS (2)

Grundvorstellungen vorher / nachher

Abb. 2: Auftreten und Qualitiit der Auferungen zu den Grundvorstellungen zur Differenzierbarkeit
im Prd- (1) und im Posttest (2) ohne ,,0"
Betrachten wir die einzelnen Grundvorstellungen getrennt, so ergibt sich fol-
gendes Bild: Wiahrend die lokale Linearitit sowohl im Pré- als auch im Posttest
nicht auftritt und die Aussage zum Verstirkungsfaktor kleiner Anderungen sich
verbessert hat, sind die Antworten zur lokalen Anderungsrate im Mittel
schlechter geworden. Obwohl statt drei Aussagen vor der VVorlesung nach der
Vorlesung elf in diese Kategorie eingeordnet werden konnen, gibt es keine
mehr, die klar ausgeprégt ist und nur noch eine, die die Auspriagung 3 hat. Zehn
der Antworten fallen in die erste und zweite Auspriagung, welche entweder eine
unspezifische oder schwach ausgepragte Grundvorstellung darstellt. Die
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Anzahl der Antworten zur Tangentensteigung hat sich ebenfalls vergrof3ert.
Die Anzahl der Aussagen mit Auspragung 4 ist gleichgeblieben, jedoch sind
bei den anderen Auspriagungen 13 Antworten hinzugekommen.

Die quantitative Auswertung ergibt, dass in drei Féllen der Auswertung ohne
Beriicksichtigung der ,,0“-Werte eine Verdnderung der Mittelwerte der Quali-
tatsstufen signifikant ist, wobei wir ein uniibliches Signifikanzniveau von 0.1
festsetzen (Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test). Dies begriinden wir mit der ge-
ringen Anzahl von auswertbaren Antworten. Aus diesem Grund geben wir auch
Hedges g an. Eine grofle Effektstirke kann bei den Aussagen insgesamt fest-
gestellt werden, wenn wir also nicht nach Grundvorstellungen differenzieren
(g = —0.80,p = 0.05007). Besonders grof} ist der Effekt bei den Antworten,
die der Anderungsrate zugeordnet werden konnten (g = —2.37,p = 0.0134).
Auch fiir die Tangentensteigung ist der Effekt grofl (g = —1.11,p = 0.0690).
Somit zeigen alle Ergebnisse groBer Effektstirke Verschlechterungen des
Durchschnitts in der Postuntersuchung auf.

Berticksichtigt man auch die Antworten der Qualititsstufe ,,0“, konnen sehr
wohl auch Verbesserungen konstatiert werden. Fiir die AuBerungen insgesamt
ergibt sich eine hochsignifikante kleine positive Anderung (g = 0.27,
p < 0.001). Fiir die Anderungsrate ist ebenfalls eine signifikante kleine Ver-
besserung zu verzeichnen (g = 0.20,p < 0.05). Ein mittlerer positiver hoch-
signifikanter Effekt zeigt sich bei den Antworten, die der Tangentensteigung
zugeordnet werden konnten (g = 0.51,p < 0.01).

Die Auswertung einer Korrelationsanalyse unter Beriicksichtigung der AuBerun-
gen mit Auspragung 0 im Pritest hat ergeben, dass die Nachhilfeerfahrung einen
schwachen, negativen signifikanten Einfluss (t = —0.1596,p = 0.0148) auf die
Auspragung der Grundvorstellungen insgesamt hat. Das bedeutet, je groBBer die
Nachhilfeerfahrung ist, desto geringer ist die Ausprigungsqualitit der AuBerun-
gen.

Speziell fiir die AuBerungen zur Tangentensteigung ist ebenfalls ein signifikanter
schwacher Einfluss der Nachhilfeerfahrung feststellbar, der wiederum negativ ist
(t = —0.2701,p = 0.0403).

Die Vorlesungsnote hat einen schwachen negativen signifikanten Zusammen-
hang mit den Ausprigungen der Grundvorstellung lokale Anderungsrate
(t = —0.2895, p = 0.03208). Das heil3t, dass die Auspriagung dieser besser
wird, je besser die VVorlesungsnote ist.

Wenn die AuBerungen der Ausprigung 0 nicht beriicksichtigt werden, sind
keine signifikanten Korrelationen aufgetreten. Da in den Datensétzen der Post-
untersuchung ebenfalls keine signifikanten Korrelationen zwischen der
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Auspragung und einem Merkmal (Nachhilfeerfahrung, VVorlesungsnote) exis-
tieren, konnen die Korrelationen im Prétest auch nicht mit jenen im Posttest
verglichen werden.

Diskussion

Die deutliche Anderung der Anzahl —némlich eine Vervierfachung (von sieben
auf 28) — der festgestellten AuBerungen, die wenigstens einer Grundvorstellung
zugeordnet werden konnten, von der Pré- zur Postuntersuchung zeigt eine Wir-
kung der Intervention (Schulmathematik-Vorlesung Analysis), womit Hypo-
these 1 als bestétigt angesehen werden kann. So konnte im Posttest anndhernd
die Halfte der Testpersonen zumindest eine auswertbare Antwort zur Vorstel-
lung der Differenzierbarkeit einer Funktion geben. Allerdings geht die Zu-
nahme der Quantitit auf Kosten der Qualitidt, wenn man sich auf die einer
Grundvorstellung zuordenbaren Antworten beschrinkt. Eine mogliche Inter-
pretation dieses Befundes lautet, dass die Studierenden in der Schulmathema-
tik-Vorlesung erstmals mit dem Konzept der Grundvorstellungen explizit und
implizit konfrontiert worden sind, sodass die deskriptiven Vorstellungen auf-
grund mangelnder Erfahrung noch schwach ausgeprégt sind.

Sowohl im Pra- als auch im Posttest konnte jeweils nur eine Aussage der
Grundvorstellung Verstiarkungsfaktor zugeordnet werden, wobei sich die Qua-
litit der AuBerung vom Pri- zum Posttest gesteigert hat, die Grundvorstellung
lokale Linearitdt ist gar nicht angesprochen worden, dieser Befund spricht nicht
gegen die Giiltigkeit von Hypothese 2.

Interessanterweise korreliert die Vorlesungsnote (negativ) mit der Auspra-
gungsqualitit der AuBerungen im Pritest, das stiitzt Hypothese 3. Eine Vermu-
tung dazu ist, dass zumindest implizit in der Fachvorlesung oder im selbst er-
lebten Unterricht als Schiiler*in Hinweise zu den verschiedenen Interpretatio-
nen der Differenzierbarkeit einer reellen Funktion gegeben wurden, die leis-
tungsstarke Studierende wiedergeben konnen. Dagegen spielen diese Vorstel-
lungen beim Nachhilfeunterricht in unserer Untersuchung keine positive Rolle.
Eine vermutete Konzentration auf das Kalkiil konterkariert die Auspragung
von Grundvorstellungen mit akzeptabler Auspragungsqualitit.

Natiirlich sind unserer Studie auch Limitationen gesetzt: Hétten wir nach der
,»Ableitung® statt nach einer differenzierbaren Funktion gefragt, wéiren durch
diese vertrautere Formulierung eventuell mehr AuBerungen getiitigt worden,
die wir einer oder mehreren Grundvorstellungen zuordnen hitten konnen. Des
Weiteren verleitet der von uns gewahlte Ansatz ,,Unter einer differenzierbaren
Funktion stelle ich mir vor ...“ nicht dazu, mehrere Assoziationen zu nennen
(vgl. Greefrath et al., 2023). SchlieBlich muss erwdhnt werden, dass ein direkter
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Zugriff auf vorhandene Grundvorstellungen bei den Studierenden (auf diese
Weise) nicht mdglich ist. Es sind bloB AuBerungen der Befragten, die wir klas-
sifiziert haben, wir haben nicht ihre Grundvorstellungen selbst erhoben. Aller-
dings ist es fiir zukiinftige Lehrende essenziell, was und wie sie sich (verbal
und schriftlich) duBern, insofern fokussiert unsere Untersuchung auf fiir die
spatere Unterrichtspraxis relevante Aspekte.

Conclusio und Ausblick

Das de facto-Fehlen der Grundvorstellungen Verstarkungsfaktor und lokale Li-
nearitiat motiviert uns, Aufgaben zu entwickeln und vorzuschlagen, die auf diese
beiden Grundvorstellungen abzielen (Bingolbali & Monaghan, 2008, p. 24).

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist eines der prominentesten Re-
sultate der (eindimensionalen) Analysis. Ublicherweise wird er wie in Abbil-
dung 3 illustriert.

N

Sekante

Abb. 3: Zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung — die Tangente liegt parallel zur Sekante
(Steinbauer, 2022, S. 168)

Seine Formulierung lautet auch dementsprechend: Fiir eine hinreichend diffe-
renzierbare Funktion f: [a; b] — R gibt es mindestens ein ¢ € (a; b), so dass
o) = f(bz - Z(a)
gilt. Geometrisch gedeutet bedeutet dies, dass die Sekantensteigung an mindes-
tens einer Stelle zwischen a und b als Steigung der Tangente am Funktions-
graph auftritt (Abbildung 3). Viel ofter wird der Satz aber in der Form
IF(B) = f(@)] = If' (|- (b —a)
angewendet. Der Wert der Ableitung an der Stelle c ist ein MaB fiir das Ver-
hiltnis der Differenz der Funktionswerte zur Differenz der Argumente. In G6tz
& Hofbauer (2013) wird das Konvergenzverhalten von fortlaufenden Potenzen
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a®®” fir a > 0 untersucht. Der Mittelwertsatz entpuppt sich dabei als ein
zentrales Werkzeug zur Abschitzung eben solcher Differenzen.

Ein einfaches Beispiel fiir eine Abschatzung mit Hilfe des Mittelwertsatzes ist
ein Beweis der bekannten Ungleichung sinx < x fiir 0 < x < g Betrachten
wir die Hilfsfunktion f mit f(t) = sint auf dem Intervall [0; x], so gilt nach

dem Mittelwertsatz f'(c) = f(x;:’;(o) = Sizx = cosc < 1 fiirein ¢ € (0; x).

Eine Grundvorstellung von Stetigkeit einer reellen Funktion ist die VVorhersag-
barkeit: ,,Kleine Anderungen der unabhiingigen Werte haben nur kleine Ande-
rungen der abhingigen (Funktions-)Werte zur Folge. [...]* (Greefrath et al.,
2016, S. 141). Der Mittelwertsatz quantifiziert diese Vorstellung, die zugeho-
rige Grundvorstellung ist jene des Verstiarkungsfaktors, die auch im Sinne einer
Verminderung gemeint sein kann.

Danckwerts & Vogel (2006, Abschnitt 3.3.2) bringen eine Fiille von Beispielen
fiir die Anwendung der lokalen Linearisierung. Die Herleitung der Produktre-
gel fir das Differenzieren mit Hilfe einer Formalisierung dieser Vorstellung
beeindruckt (ebd., S. 77 f.). Die dabei verwendete Darstellung f(x, + h) =

f(xo) + f'(x0) - h + r(h) mit }lin‘(l)% = 0 einer differenzierbaren Funktion

f kommt fast ohne Bruch aus (ebd., S. 72). In der Lehrbuchliteratur ist es auch

durchaus tiblich, die Kettenregel mit dieser Methode zu beweisen (z. B. Deiser,
2011, S. 2251.).

Wir geben im Folgenden noch zwei Hinweise, wie die Grundvorstellung des
Verstiarkungsfaktors und der lokalen Linearitdt zur Differenzierbarkeit einer
reellen Funktion in der Ausbildung der Studierenden angesprochen und her-
ausgestrichen werden kann.

Eine dhnliche Uberlegung wie eben fiihrt auf die Losung folgender Ubungs-
aufgabe zur Betonung der Grundvorstellung des Verstarkungsfaktors (Danck-
werts & Vogel, 2006, S. 74): Geben Sie unter Verwendung der Ableitung der
Wurzelfunktion eine Ndherung fiir v8.92 an! Wie gut ist diese Ndherung? Die
Formel f(x+h)=f()+ f'(x)-h+o(h?) filhrt mit der Funktion
f:f(x) =+/x,x =0, und x = 9 auf die Abschitzung

1
v8.92 =19 -0.08 ~ V9 — i 0.08 = 2.9867,

was sich erst in der funften Nachkommastelle vom exakten Wert unterscheidet.
SchlieBich stellt die folgende Ubungsaufgabe (mit detaillierter) Anleitung di-
rekt einen Zusammenhang zwischen der Tangentenvorstellung und der lokalen
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Linearisierung her: Abbildung 4 und Abbildung 5 vom Drittautor nach Danck-

werts & Vogel (2006, S. 72 f.).

Die Tangente als beste” Gerade—warum ) =0F
Ziel dieser Aufgabe ist es (noch einmal und explizit) zu schen, in welchem priizisen
Sinne die Tangente die bestapproximierende Gerade an eine differenzierbare Funktion
ist und was das mit der besonderen Eigenschaft des .. Fehlers™ %') — 0 aus Vo. Thm.
3.1.21 zu tun hat, vgl. auch Bem. 3.1.22.
Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion und sei £ € R. Zeige bzw. bearbeite

nacheinander die folgenden Punkte:
(a) Jede Gerade g durch (& f(€)) ist von der Form g(x) = f(§) + a(x — &).
(b) Gib den Fehler r(h) = f(§ + h) — g(§ + h) der Approximation von f durch die

Gerade g explizit in Termen von f und « an.

(¢) Es gilt #(h) — 0 fiir h — 0.
Anmerkung. Der Witz ist hier, dass die Aussagen fiir jede Gerade ¢ durch
(&, f(&)) gilt! AuBerdem bleibt die Aussage richtig, falls f nur stetig in £ ist.
(d) Es gilt %l — 0 (h = 0) genau dann, wenn g die Tangente an f in £ ist (d.h.
falls o« = f'(€) ist).
(e) Fertige eine Skizze an.
Abb. 4.: Ubungsaufgabe zur lokalen Linearitiit

Abb. 5: Die Tangente als Bestapproximierende im ,, Geradenbiischel “ durch einen Punkt
(Steinbauer, 2023, S. 122)
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