Der spharische Satz des Pythagoras

Fiir ein rechtwinkliges Dreieck AABC mit den Seiten a, b und c auf einer Sphdre mit Radius R und mit
rechtem Winkel beim Eckpunkt C gilt:

c a b
COS—=C0OS— * COS—
R R R

Beweis: Durch rotieren der Sphare kénnen wir erreichen, dass der Punkt A die Koordinaten (R, 0, 0)
hat und dass der Punkt C in der xy — Ebene liegt. Der Punkt P hat dann die sphéarischen Koordinaten
(B, % — a), wobei a und S die beiden Winkel sind, die durch die Seiten BC und AC bestimmt sind. Die

einzelnen Koordinate der Punkte sind demnach :

A=(R,0,0) 0 B
B=(RcosfBcosa, Rsinfcosa, Rsina ) 'A p
C=(RcosB,RsinB,0) (o)
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Seiy der Winkel AOB. Der Winkel y ist nun:
A-B 8
COSY = ————— = C0SQ * COS
Al - Bl

Stellen wir nun die Winkel a, § und y als Radianten dar, bekommen wir @ = 2 B = 5 und y = =

R R R
und somit ist der Satz bewiesen.

o

Warum heilSt dieser Satz nun der ,spharische Satz des Pythagoras”?

- Weil er die Hypotenuse eines spharischen rechtwinkligen Dreieck mit den beiden Katheten in
Bezieung setzt.

Um die Verbindung mit dem klassischen Satz des Pythagoras zu sehen diircken wir nun den Cosinus
durch seine Taylorreihe aus:

2 4 6
X X X
cosx=1——+ —-=

2 4 el

Eingesetzt in den spharischen Satz des Pythagoras gibt das die Gleichung:
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Zieht man 1 auf beiden Seiten ab und multipliziert mit -2R? erhalt man
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Lassen wir nun R nach unendlich streben haben wir damit den klassischen Satz des Pythagoras
abgeleitet. Da die Erde eine Kugel mit so einem enormen Radius verglichen mit alltaglichen Distanzen
ist, scheint es als wirden gewohnliche rechtwinklige Dreiecke dem klassischen Satz des Pythagoras
gehorchen.



Der spharische Sinussatz

Sei AABC ein sphdrisches Dreieck auf einer Sphdre mit Radius R. Seien a, b und c die Léngen der Seiten
in Radianten und seien LA, LB zbd LC die Innenwinkel der drei Eckpunkte. Dann gilt:

. a b . C
sinp sinp  sing

sinLA sinLB sinLC

Beweis: Wir beschranken uns zuerst auf das rechtwinklige Dreieck, im besonderen beschranken wir
uns auf Dreiecke innerhalb einem Viertel der Hemisphére. Das Dreieck AABC ist nun wieder ein
rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei C.

1.) Wir verlangern den Radius OA zu OA™ wobei BA™ die tangente an das Kreissegment BA ist. Auf
dieselbe Weille wird OC zu OC'verlangert, wobe BC'die Tangente an das Kreissegment BC ist
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2.) Daraus folgt sofort, dass das AOBC" und AOBA™ rechtwinklige Dreiecke sind und dass der Winkel
LABC = LABC=LB.

3.) Da die Ebene A'BC" tangential zur Sphare liegt, sind die Ebenen A'BC" und OBC normal
aufeinander

4.) Da LACB ein rechter Winkel ist, sind die Ebenen OBC und OAC ebenfalls normal aufeinander.

5.) Aus 3.) und 4.) folgt: Die Ebenen A'BC und OAC treffen sich in der Linie A'C’ welche normal zu OC’
ist. (Erklarung: Ebene OAC = OA'C' ist laut dem 4. Punkt normal auf OBC welche wiederum laut dem
3. Punkt normal auf A'BC’ ist. Da A’C’ Schnittlinie der Ebenen A'BC” und OAC ist, ist OC" normal auf
A'C)

6.) Aus dem klassischen Satz des Pythagoras folgt:

l: (OA")? = (BA')? +R?

II: (OC")? = (BC)? + R?

II1: (OA')2 =(A'C’)? + (OC')?
Gleichung I-II-lll ergibt:

(BA')>=(AC)*+ (BC)?



Und somit ist AA'BC’ ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei C'. Seien nun «, § und y die
Winkel LBOC, LAOC und LAOB. Durch die Definition der trionometrischen Funktionen erhalten wir:
AC  ACBA

sinff =—— = —— = sinLBsin
B 04 BA 0A° 14

Und somit

sin
: R
sy =———
14 sinLB

Drehen wir die Rollen von A und B um, erhalten wir einen dhnlichen Ausdruck:

sin%/

: R
siny =———
14 sin LA

sin/p _ sinP/p

Und somit: =
sin LA sin LB

Fir ein beliebiges spharisches Dreieck kdnnen wir nun die Hohe auf einen Punkt einzeichnen und
somit die Beziehungen zweier Seiten im Falle eines rechtwinkligen Dreiecks ausdriicken. In der nun
gezeigten Abbildung sind die Hohen auf A und B eingezeichnet.

Es gilt:

sin%/p _ sinP/p
sinLD sinLC

fur das rechte Dreieck und

sin’/p _ sinP/p
sinLD ~ sinLA

fir das linke Dreieck. Da sin LD =sin90° = 1 gilt:
sin®/p -sin LC = sinP/p = sin/p - sin LA
Von den anderen Hohen finden wir:
sin b/R -sinLC = sin q/R =sin¢/p - sin(m — LB) = sin€/p - sin LB

Damit ist das Theorem bewiesen.



Aus den Satzen wie den letzten beiden kann ein wichtiges Prinzip der spharischen Geometrie
bewiesen werden: Es gibt 6 GrolRen welche ein spharisches Dreieck eindeutig festlegen, namlich die
drei Seiten und die drei Winkel. Sind drei der GroRen bekannt, kann man die anderen drei GroRen
bestimmen. Daraus folgt, dass dhnliche Dreiecke einer Sphare kongruent sind.

Die Sphare hat einige weitere auffallende gemometrische Eigenschften. Eine weitere Eigenschaft die
wir heute sehen konnte ist dass die Flache des spharischen Dreiecks von der Winkelsumme abhangt.
Des weiteren gilt der Pythagoraische Lehrsatz in der Sphare wie auch in der Ebene indem man die
Ebene als eine Sphare mit unendlichen Radius sieht.



