|.  Spharische Geometrie in der Mathematik

Geometrie kommt eigentlich aus dem griechischemhattfutet ,bemessen der Welt“. So
konnten schon im alten Griechenland die Ackerfladiagr berechnet werden. Auch Euklid
beginnt im Jahre 300 vor Christus im Buch ,The Eeais” zu erst mit der ebenen Geometrie.
Doch mit den frihren astorwissenschaften und ddrelicrrungenschaft die Zeit mittels der
Sonne zu berechnen begann man mit der spharischameddrie.

Die Sphéarische Geometrie ist ein Teilbereich dethidimatik, der sich mit der Geometrie auf
der Kugel, auch Sphéare genannt, beschaftigt. WieirEbenen Geometrie konzentriert man
sich auf Geraden und Punkte. Nun wollen wir abesen, was Punkte und Geraden in einer
Sphéare waren.

Definition: Grol3kreise:
Der GrofRkreis einer Kugel mit Mittelpunkt M und Raslr ist ein Kreis, der denselben Mittelpunkt

und Radius wie die Kugel besitzt.

Quelle: wikipedia

Der Aquator ware somit der einzige Breitengrad civet auch ein GroRkreis wére.

Wir kénnen also Vergleichen, dass Grol3kreise Geradder Ebene ware und verschanschaulich,
dass sich parallele Geraden(GrolRkreise) somitnrpddalen Punkten Schneiden

Frihere Geometriker, meinten dass diese Grol3kileis&seraden in der Ebene der Ebene am nachsten
kommen. So zum Beispiel werden 2 Punkte welchent piadal voneinander liegen nur mit einem
Grolkreis aufgefasst.

Fassen wir nun Grol3kreise als Graden auf, so kowneashen Winkel zweier schneidender GrofRkreise
messen. Und zwar nehmen wir dazu jene ebene Targemiche wir am Schnittpunkt auf den
jeweiligen GroRRkreis aufstellen.

Bild Abb1l

Mit dieser Mdglichkeit kdnnen wir ein Dreieck awdrdSphare definieren. wobei die Innenwinkel
Summe ist demnach groRer als 180° somit groRei.dlas werden wir als erstes Uberprifen:
Wir wissen (es fallt vom Himmel)

-) Die Flache der Kugel wares pi * R?
-) Die Vereinigung der Flache von nichtuberlappenBegionen = die Summe von derren Flachen
-)die Flache von kongruneten Flachen sind gleicifé gr



-)Das Verhaltnis der Flachezwischen zwei GrofRkreisen zur gesamten Kugelabshd, verhalt sich
so wie der Winkel zwischen den zwei Grol3kreise@u

Die Flache von einem Dreieck ist definiert mit AB@®2@+£+y-p) Man sieht gleich, weil eine
Flache grol3er sein muss als 0, das alpha-beta-gamfBuanme grol3er sein muss als pi.

Das wollen wir beweisen:

Dazu brauchen wir zuerst ein Kugelzweieck (endlisie), welches die Flache zwischen zwei
Grof3kreisen und den 2 schneidenden antipodalené&usknschlief3t. Dieses wird mit dem Winkel
vom Zentrum aus aufgespaniwbher weis ich wo ich den Winkel ansetzen muss?

Wiederholung:
-)Das Verhaltnis der Flachezwischen zwei GrofRkreisen zur gesamten Kugelabshé, verhalt sich
so wie der Winkel zwischen den zwei Grol3kreiselu

Somit gilt: Flachegygetzweieck: Flachegyger = 0:2m
Einsetzen:
Flichegygeizweieck * 4TR* = 0:2m

Ergibt:

. 0
Flachegy getzweieck = oo 2R%*m = 20R?

Ein Kugeldreieck entsteht nun wenn man 3 GroRRkisibaeidet und es entstehen 8 Kugeldreiecke:

= Kugeldreieck ABC
= Gegendreieck ABC

«  Nebendreiecke AB C, AB C .BCA | e

. I Abbil 4 Aligemeines eldreieck
. Scheiteldreiecke ABC. ABC.ABC durg 44l ke



Nun die eigentliche Frage tiber den Flacheninha#eDreiecks.

Man sieht schon, dass das rote Dreieck ABC undydase Dreieck ACB ergeben ein Kugelzweieck.
Wenn wir dies weiterfihren und jedes Kugeldreiedkeimem Gegendreieck verbinden erhalten wir 6
Kugelzweiecke. Wenn wir all diese Flachen verbindsindiese aber um 4 Kugeldreiecke groRer als
die Gesamtoberflache. Ich muss daher 4mal dieshé&kibziehen.

4R? = (2 % 2aR?+ 2 2BR? + 2 * 2yR?) — 4  Flicheyp,
4 x Flacheypc = 4aR? + 4BR? + 4yR? — 47R?
Flichesgc = aR?> + fR?* + yR? — nR?
Flicheygc = R*(a+ B+y-m)

Nun sieht man, dass die Summe vo#t f + y - grofRer ist als pi (180°) und somit gréfer alsen d
euklidischen Geometrie. Diesen Uberschuss nenntspainrischen Excess. Wenn der Radius der
spéhre ganz grofl? wéare und das Dreieeck minimalstsavein Geodreieck, dann geht der Ausdruck
gegen 0.

Nun koénnten wir die Spahre in das Zentrum Bésegen Somit wiirde mit der Erganzung des
Pyhtaoraischen Lehrsatzes der Radius folgenderndddgastellt werden.

XN2+y"2+z"2=R"2

In Polarkoordinaten umzurechnen wére das die Danstp

xr=r-sinf-cosyp
y=r7r-sinf -sinp
z =1 -cosf

mto< 0<2m;0< p<rm

Von nun an kénnen wir mit dieser Trigonometry reainiVobei wir uns auf die Beziehungen von
Langenseiten und die Winkel der Dreiecke beziehen.

So kénnen wir nun die Lange zwischen 2 Punktereengfm Grol3kreis berechnen. Dieser ist der
kirzeste Weg auf einem GrolR3kreis zwischen diesektBo. Man rechnet im Bogenmall den Winkel
den die 2 Punkte aufspannen und multipliziert raindRadius der Spahre.

Bei einer Drehung bleibt die Lange gleich

b= R*Winkel zwischen den Punkten (Kreisbogen)

Kugelkoordinaten Winkel zeigen Zeichnung






