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Kapitel 0
Einleitung

Zusammenfassung. In dieser Einleitung beginnen wir mit einigen inhaltlichen und
methodischen Vorbemerkungen in Abschnitt [0.0] Dann legen wir in Abschnitt [0.1]
den axiomatischen Grundstein, auf dem wir die gesamte Analysis aufbauen werden.

0.0 Was will und was soll die Analysis?

/<In diesem Skript hat jeder Absatz eine Nummer)

0.0.1 (Mathematik zu Studienbeginn).
Zu Beginn jedes Mathematikstudiums stehen zwei Bereiche im Vordergrund

* Lineare Algebra und Geometrie ‘/\

* Analysis

Losen linearer

Grenzwerte, Differential> Gleichungssysteme und der

d Inteeralrech daraus entwickelte
und Integraifechnung abstrakte Begriffsapparat

Die Themen der Analysis sind also schon aus der Schulmathematik geldufig; sie
wird an der Universitét allerdings axiomatisch aufgebaut. Daher ist zu Beginn eher
das WIE als das WAS ein Problem. [Fiir viele Studierende ist die (erste) Analysis-
Vorlesung die relativ schwierigste des gesamten Studiums]

0.0.2 (Analysis — Eine erste Inhaltshestimmung).

Der inhaltliche Kern der Analysis ist die Differential- und Integralrechnung (in ei-
ner und in mehreren Variablen). Etwas genauer steht im Zentrum der Analysis die
Frage, wie man das Anderungsverhalten von Funktionen verstehen, beschreiben und
beherrschen kann.

Noch genauer: Welche Begriffe eignen sich am Besten dazu, die Anderung einer



2 0 Einleitung

Funktion im Kleinen zu erfassen und was kann man daraus iiber die Funktion

im GrofBlen lernen?
fiir kleine Anderungen
der unabhingigen Variablen

Gesamtverlauf
der Funktion

Beispiel 0.0.3 (Fahrradfahren).

Wann und wie kann aus der Kenntnis der Momentangeschwindigkeit (Anderung im
Kleinen) zu jedem Zeitpunkt der Gesamtverlauf der Fahrt (zuriickgelegte Strecke,
die Funktion im Grofien) rekonstruiert werden? Bei einem Fahrrad werden diese
GroBen durch den Tachometer bzw. Tageskilometerzéhler angezeigt. Aber was be-
deuten diese Begriffe wirklich und wie kann obige Frage systematisch beantwortet
werden? Das fiihrt uns auf:

0.0.4 (Der Analytische Begriffsapparat).
Jede ernsthafte Untersuchung obiger Fragen fiihrt notwendigerweise auf den

GRENZWERTBEGRIFF

und seine zahlreichen Erscheinungsformen — Er ist das Herzstﬁckﬂ der Analysis und
liegt gleichermaBen der Differential- und Integralrechnung zugrunde!

0.0.5 (Und wozu das Ganze?).
Was hat diese (zunéchst vielleicht etwas trocken scheinende) Materie mit der echten
Welt zu tun?

SEHR VIEL!

Die Entwicklung der Analysis ging Hand in Hand mit der Entwicklung der mo-
dernen Physik (etwa durch Newton, Euler, Lagrange, Laplace, ...) und steht somit
im Zentrum der naturwissenschaftlich-technischen Revolution, die unsere Welt und
Gesellschaft in den letzten vier Jahrhunderten so tiefgreifend veridndert hat. Insofern
ist die Differential- und Integralrechnung eine elementare Kulturtechnik sowie die
Schrift und nimmt meiner Ansicht nach ganz zu Recht viel Platz in der Schulmathe-
matik ein.

0.0.6 (Ja schon, aber wie? Zur Methodik).

Die historische Entwicklung hat gezeigt, dass es unbedingt notwendig ist — und
es ist in der Hochschulmathematik, d.h. der Mathematik als Wissenschaft, selbst-
verstdndlich — dass die Analysis, wie auch jedes andere mathematische Gebiet, nach
der axiomatischen Methode gelehrt wird - Warum?

(i) Nur so erreicht die Mathematik jene abstraktes Vorgehen nach dem
Sicherheit, die von ihr erwartet wird. Definition-Satz-Beweis-Schema

! Harro Heuser schreibt in seiner charakteristischen Sprache [8] vom ,ewig jugendliche[n] Held
des analytischen Dramas”.
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(i1) Sie macht das Erlernen eines Gebiets leichter!

Das ist kein Witz! : Statt in ,druidischer Weise* von einem Meister im ge-
heimnisvollen Handwerk des intuitiv richtigen Hantierens mit ,,unendlich kleinen
Groflen” unterwiesen zu werden, weist die axiomatische Methode einen klaren Weg:

Alle Begriffe werden durch wenige grundlegende Eigenschaften exakt definiert. All-
gemeine Aussagen liber diese Begriffe werden in mathematischen Séitzen formuliert.
Diese werden durch logische Schlussfolgerungen bewiesen.

Ja, aber... natiirlich bereitet diese Herangehensweise den Anfianger*innen grofe
Schwierigkeiten! Es ist eine grole Herausforderung, den deduktiven Aufbau mit
dem eigenen Vorwissen, der eigenen Phantasie und Intuition und der eigenen Krea-
tivitdt in Einklang zu bringen. Dazu gehort natiirlich auch der selbstverstdndliche
Gebrauch der Fachsprache. Daher ist es auch eines der Ziele dieser Vorlesung, diese
methodische Herausforderung zu bewiltigen. Insofern nimmt diese ,,Einladung in
die Analysis* den methodischen roten Faden der ,,Einfiihrung in das mathematische
Arbeiten” [7]] auf und spinnt ihn weiter. ..

0.0.7 (Axiomatik in der Analysis).
Konkret fiir die Analysis bedeutet die axiomatische Methode:

Die gesamte Welt der Analysis muss deduktiv
aus den Grundeigenschaften der reellen Zahlen hergeleitet werden.

Dieses Fundament — die axiomatische Basis der Analysis —legen wir in den nichsten
Kapiteln. Dabei nehmen wir den inhaltlichen Faden der , Einfithrung in das mathe-
matische Arbeiten* [7]] auf und kniipfen damit den Teppich der Analysis.

0.0.8 (Bevor es wirklich losgeht — Eine letzte, auch personliche Vorbemer-
kung).

Zu sehen, wie aus den wenigen Axiomen der reellen Zahlen die gesamte Welt der
Analysis aufgebaut wird, ist eine geistige und dsthetische Erfahrung: Das Ineinan-
dergreifen der verschiedenen Begriffe zu verstehen und die vielen iiberraschenden
Querverbindungen zu entdecken kann viel Freude machen und wird nicht ganz ohne
Folgen fiir Ihr Denken bleiben (kdnnen). Ebenso kann die Kraft der Anwendungen
(auf die wir in dieser Vorlesung leider (zu) wenig eingehen koénnen) eine grofle
Wirkung entfalten. Die durch reines Denken gewonnen Erkenntnisse der Analysis
haben weitreichende Anwendungen in der Physik, in anderen Naturwissenschaften,
der Okonomie etc. und sind somit hochst relevant fiir unser Verstindnis von Natur
und Gesellschaft.
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0.1 Die reellen und die komplexen Zahlen—Eine
Zusammenfassung

Motivation 0.1.1 (Axiomatik als Grundstein).
In diesem Abschnitt legen wir das feste Fundament, auf dem die gesamte Analysis
errichtet ist: Die axiomatische Festlegung der reellen (und komplexen) Zahlen.

Wir wihlen absichtlich diesen Ausgangspunkt, um uns nicht lange mit den men-
gentheoretischen Grundlagen der Zahlen befassen zu miissen — was den Rah-
men dieser Einladung in die Analysis deutlich sprengen wiirde. Tatséchlich konnen
die reellen (und damit auch komplexen) Zahlen ndmlich aus dem Axiomensystem
(ZFC) der Mengenlehre konstruiert werden (siehe etwa [7, Erweiterungsstoff im
Kapitel 6] bzw. ausfiihrlicher [6]]). Die so konstruierten Mengen R bzw. C weisen
dann genau dieselben Eigenschaften auf, die wir hier axiomatisch festlegen — Da-
her spielt es fiir alles Weitere keine Rolle, wo wir beginnen. Wichtig ist nur, dass
wir das Gebidude der Analysis auf einen festen axiomatischen Boden stellen.

Inhaltlich handelt es sich hier um eine Zusammenstellung der fiir uns wichtigsten
Teile aus [7], sodass wir statt mit Beweisen mit Verweisen auf [7|] arbeiten. Wir
werden den Satz von Dedekind [[7, Thm. 6.4.4] zur Definition erheben (siehe die
Diskussion in [7, unter 6.4.4]), also die reellen Zahlen festlegen durch:

R ist der (bis auf Isomorphie eindeutige) ordnungsvollstindige geordnete Korper,
der Q als geordneten Unterkorper besitzt.

Alle in diesem Satz vorkommenden Begriffe werden wir nun wiederholen bzw. er-
kléren:

Faktensammlung 0.1.2 (Die reellen Zahlen als Korper).
(R,+,-) ist ein Korper [[7, Def. 4.5.1], d.h. es gelten die Axiome der Addition,

(A1) Assoziativgesetz: (x+y)+z=x+(y+z) Vx,y3z€R
(A2) Kommutativgesetz: x+y=y+x Vx,yeR
(A3) Existenzder Null: 30 e R VxeR: x+0=x

additiv Neutrales

(A4) Existenz von additiv Inversen: Vx€ R I—x€R: x+(—x)=0
die Axiome der Multiplikation,

(M1) Assoziativitit: (xy)z =x(yz) Vx,y,z€R
(M2) Kommutativitit: xy =yx Vx,yeR
(M3)ExistenzderEi1<s:31ER: VxeR: x-1=x

(multiplikativ Neutrales)

(M4) Existenz von multiplikativ Inversen: Vx € R\{0} Ix'eR: x x!=1

und das Distributivgesetz <—<regelt die Vertriglichkeit von + und -
D) x(y+z)=xy+xz Vx,y,z€R
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Bemerkung 0.1.3 (Folgerungen aus den Korperaxiomen).
(i) Das additiv neutrale Element 0 und das multiplikativ neutrale Element 1 sind

eindeutig bestimmt [7, Prop. 5.2.16].

(ii) Ebenso sind die additiven und multiplikativen Inversen —x und x~' eindeutig
bestimmt [7, Prop 5.2.16]

(iii) Es gibt keine Nullteiler [7, Bem. 5.4.9], d.h. x,y € R\{0} = xy # 0

(iv) Endliche Summen und Produkte erfiillen (erweiterte) Versionen von Assoziativ-
und Distributivgesetz [,,Klammerrechnung®,(x+y) (u — w) = ux+uy — xw — yw
zum Beispiel] und wir verwenden die Summen- und Produktschreibweise '
bzw. [ [7, Kap.2.3]

(v) Sei x € R, dann werden Potenzen x" fiir n € N mittels Induktion folgenderma-
Ben definiert: x° := 1, x"*!:=x"x fiirallen > 0.
Daraus folgt 0° = 1.
Falls x # 0 gilt, so werden negative Potenzen x™", (n > 0 und n € Z) folgender-
maBen definiert: x " := (x~1)".
Folgende Rechenregeln gelten fiir Potenzen, wobei n und m beliebige ganze
Zahlen und x,y reelle Zahlen ungleich O sind:
Xt =yt
(xn)m — xnm’
X'y" = (xy)". [5} Kap. 2]

Faktensammlung 0.1.4 (Die komplexen Zahlen).

(1) Per definitionem [7, Def. 6.5.1] sind komplexe Zahlen geordnete Paare reeller
Zahlen, d.h.

C :=R x R und wir schreiben C > z = (x,y) mitx,y € R.

Auf C sind eine Addition und eine Multiplikation definiert. Fiir z; = (x1,y1),
22 = (x2,y2) hat sie die Form

21 +22 = (x1,31) + (x2,¥2) 1= (x1 +x2,y1 +y2), 0.1)
2122 = (x1,51) (x2,32) 1= (X122 — y1y2,X1y2 +X21)- 0.2)

(ii) Mit diesen Operationen ist C ein Kdrper [[7, Thm. 6.5.2], wobei 0 := (0,0) das
Nullelement und 1 := (1,0) das Einselement sind, d.h. fiir C gelten alle Punkte
aus mit C statt R. [Klar, denn[0.1.2]listet ja nur allgemein die Eigenschaf-
ten von Korpern auf.]

(iii) Fiir z = (x,y) verwenden wir auch die Schreibweise

Imaginirteil von z)
z=x+iy und x=Re(z),y= Im({

Realteil von z

wobei i = (0, 1) die imagindre Einheit genannt wird [[7, Defs. 6.5.5, 6.6.6].
(iv) Als Elemente von R x R = R? kénnen komplexe Zahlen z = (x,) in natiirlicher
Weise als Punkte in der Ebene aufgefasst und als solche dargestellt werden,
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siche Abbildung [0.1Jund vgl. [7, Def. 6.5.6f]. Dabei hat die komplexe Zahl z =
(x,y) die kartesischen Koordinaten x = Re(z) und y = Im(z).

R

Abb. 0.1 Die komplexe Zahlenebene

Alternativ kann z auch in Polarkoordinaten beschrieben werden, d.h. durch sei-
nen Abstand vom Ursprung und den Winkel von der positiven ersten Achse.
Auf diese Weise lasst sich jede komplexe Zahl 0 # z = x + iy eindeutig als

z=r(cos @ +isin@)

schreiben (sieche Abbildung , wenn man den Winkel ¢ aus [—7m, ) wihlt.
Der Radius errechnet sich aus dem Satz von Pythagoras und wird auch als der
Betrag |z| der komplexen Zahl z bezeichnet,

lz| = r = v/x2+y2 (0.3)

Der Winkel ¢ kann z.B. aus cos ¢ = );‘ berechnet werden, fiir Details siehe [7,
unter Def. 6.5.6].
(v) Die imaginire Einheit i hat die bemerkenswerte Eigenschaft

2=0,122(-1,00=-1+i0=-1

(vi) R ist ein Unterkorper [7, Def. 5.4.13] von C [[7, unter 6.5.4], wobei R mittels
der Abbildung
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1:R—=C
x+— (x,0) =x+i0

in C eingebettet ist (siche die graue Box unter [7, 6.5.4]). Insbesondere konnen
wir 0 € R mit 0 = (0,0) € C identifizieren und 1 € R mit 1 = (1,0) € C. In
Abbildung entspricht also R der ersten Achse in R?, die auch reelle Achse
genannt wird.

(vii) C besitzt mit der komplexen Konjugation eine vielseitige Struktur. Genauer ha-
ben wir die Abbildung [7, Def. 6.5.8]

“:C-=C
z=x+iy—=7=x—1y

Sie ist ein Korperautomorphismus ([7, 5.4.20(iii)], d.h. Korperisomorphismus
auf sich selbst) von C, wobei sie ihr eigenes Inverses ist, d.h. Z = z. Man sagt
die Komplexkonjugation ist eine Involution.

Faktensammlung 0.1.5 (R als angeordneter Korper).
(Hier weichen wir ein wenig von [[7] ab, die Zuginge sind aber dquivalent!)
(1) Auf der Menge R ist eine Ordnungsrelation < definiert, die sogenannte natiirliche
Ordnung.
Das bedeutet, dass die Relation < die folgenden Eigenschaften besitzt (x,y,z €
R)
* Reflexivitit: x < x,
e Transitivitit: x <y Ay <z = x < zund
e Antisymmetrie: x <y Ay <x= x=1y.
Fiir Details siehe [7, Def. 4.2.24(1)], bzw. das Erkldrvideo

EE
> Video :Ea%%:{ Ordnungsrelationen

(i) Wir verwenden die Schreibweisen:

x>y e y<x, x<y:&ex<yAx#y x>y & y<x

(iii) < ist eine Totalordnung [, Def. 4.2.44 (iii)], d.h. es gilt die Trichotomie
(01) Vx,y € R gilt genau eine der Aussagen

X<y, x=y, x>y
Bemerkung 0.1.6. Genauer gesagt [7, Def. 4.2.24 (iii)]:

Es gilt mindestens eine der Aussagen x <y, y < x. Es gilt aber (4.2.24 (iii)) < (O1):

Beweis. < ist klar
=>: Per Definition|(i1)| gilt mindestens eine der drei Aussagen. Wir zeigen, dass nie-
mals zwei oder alle drei gelten konnen:


 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Ordnungsrelationen.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Ordnungsrelationen.html
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e x <y A x =y ist per definitionem nicht moglich [x <y < x <y Ax#y]

* x>y A x=yebenso

cx<yAy<x = x<yAy<x = x=y, was nicht moglich ist, siche oben.
O

(iv) (R,+,-,<) ist ein geordneter Korper [[7, Def. 6.3.1], d.h. es gelten Vx,y,z € R

02)x<y < <
2033 i > g Ay x;;)z o i;;z 0 ‘—CVertréglichkeit von < mit +, )

v) In (R, +, -, <) gelten die Rechenregeln [7, Prop. 6.3.2] (x,y,z € R):

x<y & y—x>0

x<0& —x>0
x<yANz>0=xz<yz
x<yANz<0=xz>yz

x#0=x>>0

O<x<y=0<yl<x!

(vi) Cist kein angeordenter Korper. In[0.1.4{v)|haben wir gesehen, dass in C fiir die
imaginire Einheit /> = —1 gilt, was den Rechenregeln in geordneten Korpern
widerspricht, vgl. vorletzte Gleichung. Daher ist C kein geordneter
Korper, siehe auch [7, Thm. 6.5.14].

Wiederholung 0.1.7 (Intervalle).
Die Ordnung auf R verwendet man, um wichtige Teilmengen von R zu definieren —
die Intervalle [[7, unter 4.2.28]. Seien a < b € R.

(a,b) =]a,b:={x € R| a<x<b} offenes, beschriinktes Intervall
(—o0,b) =] —o0,b[:={x € R| x < b} offene, halbbeschriinkte Intervalle
(a,00) =]a,eo[:={x € R| a < x}
(a,b] =)a,b] :={x €R| a<x<b} halboffene, beschriinkte Intervalle
[a,b) =[a,b:={x€eR| a<x<b}
—oo,b] =] —o0,b] :={x €R| x < b} abgeschlossene, halbbeschrinkte Intervalle
[a,0) = [a,00[:={x € R| a<x} abgeschlossenes, halbbeschrinktes Intervall
[a,b] :={x€R| a<x<b} abgeschlossenes beschrinktes Intervall

~

(

SchlieBlich schreiben wir (—oo,00) =] — o0, 00| = RR.

Faktensammlung 0.1.8 (Der Absolutbetrag).
Ein wesentliches Werkzeug der Analysis ist die Abstandsmessung. Auf R bewerk-
stelligt das der Absolutbetrag (kurz: Betrag) [7, Def. 6.4.11]. Fiir x € R definieren
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. X firx>0
wir | = !
—x firx<0 X

Abb. 0.2 Funktionsgraph des Absolutbetrags

Die Funktion |- | : R — R hat den obigen Graphen (vgl. Abb. und die folgen-
den grundlegenden Eigenschaften [, Prop. 6.4.12]

(N1) Positive Definitheit: Fiir alle x € R gilt
x>0 und |x]=0 < x=0. 0.4)
(N2) Multiplikativitdt: Fiir alle x,y € R gilt
eyl = Il Iyl (0.5)
(N3) Dreiecksungleichung: Fiir alle x,y € R gilt
e+l < x|+ [yl. (0.6)

Dariiber hinaus hat der Absolutbetrag die folgenden Eigenschaften [7, 6.4.13-14]
(r,y€R)
(1) Spiegelsymmetrie:

| — x| = |x] 0.7)
(ii) Vertraglichkeit mit Quotienten:
X X
HE 08
vl byl

(iii) Verkehrte Dreiecksungleichung:

=312 o=l wna et Do) 09
(iv) Darstellung von Maximum und Minimum:
max (x,y) = W und min (x,y) = Hy—fh—ﬂ (0.10)
falls x >
max(x,y) 1= Lo ralsxzy

y fallsx<y )
wohldefiniert wegen (O1)!
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Faktensammlung 0.1.9 ((Uber-)Abzihlbarkeit). [7, Kap.4.4]
Eine Menge M heil3t abzihlbar, falls es eine Bijektion F' : M — N gibt.
Abzihlbare Mengen sind: N (klar!), N X\N, Q

(Cantorsches Diagonalverfahren, [[7, Abb. 4.11])

R ist nicht abzihlbar, man sagt iiberabzéhlbar [Es ist schon (0, 1) iiberabzéhlbar, [[7,
unter 4.4.5]].

Fiir Details zur Michtigkeit von Mengen sowie den Begriffen abzidhlbar und
iiberabzihlbar siehe [[7, Abschn. 4.4] bzw. die folgenden Videos:

>» Video %ﬂﬂ% Michtigkeit, Teil I (Gleichméchtigkeit von Mengen)
» Video ##:2%3r Michtigkeit, Teil IT (Abzdhlbarkeit der rationalen Zahlen)

» Video ﬁ'«‘%‘“ Michtigkeit, Teil IIT (Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen)

Faktensammlung 0.1.10 (Ordnungsvollstindigkeit).
Eine totalgeordnete Menge M heilit ordnungsvollstindig, falls sie die sogenannte
Supremumseigenschaft hat. Um diese zu formulieren wiederholen wir zuerst den
Begriff des Supremums bzw. Infimums, vgl. [[7, Def. 4.2.32].
Sei E C M eine Teilmenge einer totalgeordneten Menge (M, <), dann heiBt jedes
* a € M mit der Eigenschaft a < e Ve € E untere Schranke von E (in M) und jedes

* b € M mit der Eigenschaft b > e Ve € E obere Schranke von E (in M).

Wir nennen E nach oben bzw. nach unten beschrdnkt, falls E eine obere bzw. un-
tere Schranke besitzt. Hat E sowohl eine obere als auch eine untere Schranke, so
sagen wir E ist beschrdnkt. Andernfalls sagen wir E ist nach oben bzw. nach unten
unbeschrdinkt bzw. unbeschrinkt.

Betrachten wir als Beispiel das Intervall E = (0,1] in R, dann ist O untere und 1
obere Schranke von E und E ist beschrénk Allerdings ist z.B. auch —17 untere
und 7 obere Schranke von E — es sind nur keine besonders ,,guten” Schranken.
Um gut iiber ,,gute” Schranken sprechen zu kdnnen, also iiber solche, die moglichst
“nahe” bei der Menge selbst sind verwendet man die Begriffe Infimum und Supre-
mum.

Formal definieren wir (wieder allgemein) fiir Teilmengen E C M von totalgeord-
neten Mengen wie folgt: & € M heilit Infimum oder grofite untere Schranke von E,
falls gilt

(i) a ist untere Schranke von E und

2 Das rechtfertigt im Nachhinein die Terminologie von


 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Maechtigkeit_Teil_I.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Maechtigkeit_Teil_I.html
 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Maechtigkeit_Teil_II.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Maechtigkeit_Teil_II.html
 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Maechtigkeit_Teil_III.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Maechtigkeit_Teil_III.html
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(ii) kein o > « ist untere Schranke von E (formal: o’ > ¢ = o ist nicht untere
Schranke von E).

Wir schreiben in diesem Fall @ = inf E. Analog dazu ist das Supremum, die kleinste
obere Schranke 8 von M definiert durch

(i) B ist obere Schranke von E und
(ii) B’ < B = P’ ist nicht obere Schranke von E.

In diesem Fall schreiben wir § = supE.

In unserem Beispiel E = (0, 1] gilt 0 = infE und 1 = sup E. Die anderen angege-
ben Schranken sind nicht Infimum bzw. Supremum. Beachte, dass es hier unerheb-
lich ist, dass supE =1 in E liegt, das Infimum O aber nicht zu M gehort.

Ein Supremum bzw. Infimum, das zur jeweiligen Menge gehort hat allerdings
einen speziellen Namen, nimlich Maximum bzw. Minimum, [7, Def. 4.2.32]. Diese
Definition ist fiir Mengen mit zwei Elementen konsistent mit 0.2.(iv). Sie sind dann
jeweils das grofite bzw. das kleinste Element der Menge. In unserem Beispiel E =
(0,1] ist 1 Maximum aber 0 nicht Minimum, denn E besitzt kein Minimum.

Nicht alle Teilmengen totalgeordneter Mengen haben ein Infimum bzw. Supre-
mum, z.B. haben halbbeschrénkten Intervalle in R kein sup bzw. inf: (3,0) hat kein
Supremum und (—oo,7] hat kein Infimum, weil diese Mengen ja iiberhaupt keine
oberen bzw. unteren Schranken haben, resp. nach oben bzw. unten unbeschrinkt
sind. Hat eine Menge allerdings ein Supremum oder Infimum, so ist dieses eindeu-
tig bestimmt, [7, unter 4.2.33].

Die Frage, ob wenigstens nach oben (unten) beschrinkte Mengen ein Supremum
(Infimum) haben fiihrt uns zuriick zur angekiindigten Supremumseigenschaft [[7,
Def. 6.4.1].

(V) Eine totalgeordnete Menge (M, <) heiBt ordnungsvollstindig, falls jede nicht-
leere, nach oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum besitzt.

Diese Definition ist iibrigens nach [7, Prop. 6.4.2] dquivalent dazu, dass jede
nicht-leere nach unten beschrinkte Teilmenge ein Infimum hat.

Es ist eine fundamentale Tatsache, dass die Menge Q der rationalen Zahlen nicht
ordnungsvollstindig ist. Tatsichlich ist die Menge

E:={qeQ: q>0,q2<2}

nach oben beschrinkt, hat aber kein Supremum, [7, Bsp. 6.4.3]. Dieses ,Missge-
schick liegt natiirlich daran, dass V/2 nicht zu Q gehort, [[7, Thm.3.2.7]. Fir R
sieht die Situation viel besser aus, wie wir am Ende unserer Tour durch die Grund-
lagen festhalten.
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Faktensammlung 0.1.11 (Definition von R).
Wir haben jetzt alle Begriffe wiederholt, die im Dedekindschen Satz [[7, Thm 6.4.4]

vorkommen. Er lautet: (vgl[0.1.1)

Es gibt (bis auf Isomorphie geordneter Korper?) genau einen ordnungs-
vollstindigen, geordneten Korper, der Q als geordneten Teilkrper enthilt.

Wir definieren nun R als genau jenen Korper. Damit hat R nun alle in diesem
Abschnitt vorgestellten Eigenschaften, d.h. es gelten

¢ die Korperaxiome (algebraische Fi-
genschaften) (A1) — (A4), (M1) —<—C,in R gelten die 4 Grundrechenarten‘D
(M4), (D).
¢ die Ordnungsaxiome (O1) — (O3)<—C,Wir haben das iibliche <
* Ordnungsvollstindigkeit (V)\

R hat im Gegensatz zu Q keine Lécher‘D

Zum Schluss des Abschnitts halten wir noch wichtige Folgerungen aus (V) fest.

Faktensammlung 0.1.12 (Konsequenzen aus der Ordnungsvollstindigkeit).
Die Ordnungsvollstindigkeit und ihre Folgen werden uns die ganze Vorlesung hin-
durch noch in ganz intensiver Weise beschéftigen. Hier wiederholen wir drei sehr
grundlegende Konsequenzen aus [7, Ch. 6].

(i) Die archimedische Eigenschaft, [[I, Prop. 6.4.5 (i)]

SeienxyER x>0=3dneN:nx>y |

Der Witz ist, dass x sehr n-faches Abtragen von x tibertriftt y,
klein und y sehr grof} sein kann vgl. Abb.

—+ o

Abb. 0.3 Die archimedische Eigenschaft

2 Das bedeutet, dass jeder andere Kérper, der diese Eigenschaften erfiillt, als geordneter Kérper
,ununterscheidbar* von R ist, vgl. [7, p. 234, graue Box]. Folglich ist R damit fiir alle praktischen

Zwecke eindeutig!
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(ii) Dichtheit von Q und R\Q in R [[7, Prop. 6.4.5 (ii)].
Seienx<yeR=dgeQ:x<g<y

= JreR\Q:x<r<y
Der Witz ist, dass x sehs
nahe bei y sein kann A\

Zwischen je zwei reellen Zahlen, egal wie
nahe sie beieinander liegen, gibt es immer noch
eine rationale Zahl und eine irrationale Zahl,

4%—) R vgl. Abb.

qr

Abb. 0.4 Dichtheit von Q und R\Q in R

(iii) Existenz und Eindeutigkeit von Wurzeln: Sei 0 < a € R und n € N beliebig.
= J!x € R, x > 0 mit x* = a [[7, Prop. 6.4.7]. Wir schreiben x = /a = a% und
nennen x die n-te Wurzel aus a






Kapitel 1
Folgen und Reihen — Konvergenz

Zusammenfassung. In diesem Kapitel legen wir den Grundstein der Analysis: den
Konvergenzbegriff fiir Folgen. Wir werden also definieren was es fiir eine Folge re-
eller bzw. komplexer Zahlen bedeutet, gegen einen Grenzwert zu konvergieren.

Dann werden wir lernen, Folgen auf Konvergenz zu untersuchen und mit konver-
genten Folgen zu rechnen. Weiters werden wir Folgen als Werkzeug verwenden,
um den zentralen Begriff der (Ordnungs-)Vollstindigkeit von R besser zu verste-
hen.

SchlieBlich werden wir uns mit (unendlichen) Reihen, also Summen von (abzihlbar)
unendlich vielen Zahlen befassen. Wir werden sie als spezielle Folgen entlarven und
unser diesbeziigliches Wissen verwenden, um die Konvergenz von Reihen zu unter-
suchen. Rechnen mit konvergenten Reihen wird sich im Weiteren als ein michtiges
Werkzeug erweisen.

Wir beginnen damit, den Folgenbegriff zu prizisieren. Folgen sind Abbildungen
von N nach R (oder C oder M, eine beliebige Menge) - die offizielle Definition
kommt spéter. Daher wiederholen wir kurz die Definition der natiirlichen Zahlen N
und kiimmern uns um gewisse Folgerungen aus der Archimedischen Eigenschaft -
damit wirklich alles auf einem festen Fundament steht.

1.1 N als Teilmenge von R und einige Konsequenzen aus der
Archimedischen Eigenschaft

Wiederholung 1.1.1 (Die natiirlichen Zahlen N).
In [7, 6.1.1] wurde N als Menge definiert, die die Peano-Axiome erfiillt und in [7,
6.1.7] wird aus (ZFC) bewiesen, dass es genau eine solche Menge gibt. Beachte,
dass dies die analoge Vorgehensweise zu unserem Umgang mit R ist, vgl.[0.1.1]

Es ist also N jene eindeutig bestimmte Menge, die zusammen mit der auf N
definierten Nachfolgeabbildung S die Axiome

15
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(PA1) 0 € N.

(PA2) ¥n € N: S(n) € N (d-h. S(N) C N).

(PA3) $n € N: S(n) = 0 (d.h. 0 ist kein Nachfolger).

(PA4) S ist injektiv, d.h. fiir alle m,n € N: S(m) = S(n) = m =n.

(PAS) Induktionsprinzip: Falls M C N und (PA1), (PA2) fiir M gelten [man sagt M
ist induktiv: Es gilt 0 € M und mit m € M ist auch S(m) € M], dann gilt schon
M =N.

/
((PAS) sagt, dass die vollstindige Induktion funktioniert!)

Bemerkung 1.1.2 (Wohlordnung von N).

Klarerweise ist N C R (fiir Details siehe [7, Kapitel 6, Erweiterungsstoff]). Im
Gegensatz zu R besitzt N die Eigenschaft der Wohlordnung:

Jede nichtleere Teilmenge A von N hat ein Minimum.

Beweis. (1) Falls A endlich ist, dann gibt es klarerweise ein Minimum (es kann nach
endlich vielen ,,Vergleichsschritten™ gefunden werden).

(2) Falls A unendlich ist, wihlen wir ein beliebiges a € A und zerlegen A in zwei
Teilmengen

B:={x€A:x<a}, C:=A\B.

Nun gilt A = BUC und B ist endlich, somit hat es (wegen (1)) ein Minimum
minB. AuBlerdem gilt laut Konstruktion b < ¢ fiir jedes b € B und fiir jedes
c € C. Somit ist also minB = minA. 0O

Als néchstes halten wir einige einfache aber wichtige Folgerungen der Archime-
dischen Eigenschaft fest:

Der Witz an ,,Ve > 0 “ ist,
dass € beliebig nahe bei 0 sein kann
(i) sagt also: ,, % wird beliebig klein*
(ii) sagt: ,.Zwischen {1 | 1 <n € N} und 0
ist kein Platz

Theorem 1.1.3 (Die Macht von 1). \_/

()Ve>0 ImeNn>1: l<e
(ii) SeireR, r>0. Falls r < % fiir alle n € N, n > 1, dann gilt schon r = 0.

Beweis. (i) In der Archimedischen Eigenschaft [0.1.12]i) setze x = € und y = 1.
Dann gilt: In € N: ne > 1, also € > 1/n.

(i) Sei r > 0. Falls r > 0, dann folgt mit (i) und r = €, dasseseinm € N, m > 1
gibt mit % < r, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Also gilt r =0. O
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Lemma 1.1.4 (Bernoulli-Ungleichung).
Sei —1 <x €R, dann giltVn € N

(I+x)" > 1+nx

. . . Induktionsvoraussetzung
Beweis. Bewez)s per Induktion: und 1 +x >0
n=0:(1+x)"=1>1+0x
n—n+1:

(14x)" = (1+x)"(14x) > (1 +nx)(1 +x)

=1 +nx+x+nx*> > 1+ (n+1)x O
>0

(1) sagt: Fiir b > 1 wird b" groBer
als jede vorgegebene Zahl
(ii) sagt: Fiir 0 < b < 1 wird " kleiner
als jede positive Zahl

Proposition 1.1.5 (Wachstum von Potenzen).
Sei b e R.
(i) Falls b > 1, dann gilt

VKeR dneN: b'>K.
(ii) Falls 0 < b < 1, dann gilt
Ye>0 dneN: b'<e.

Beweis. (i) Setzex=b—1, dannistx > 0und wir konnen die Bernoulli-Ungleichung
[LT4]verwenden. Somit

V"=(14x)">14+mx VmeN. (1.1)

Sei nun K € R (wobei der Witz ist, dass K sehr grof sein kann). Nach Archi-
medes[0.1.12]i) (beachte: x > 0):

dneN: nx>K. (1.2)

Nun setze m = n in (I.I). Dann gilt

n)]
bt > l+nx@l+K>K.

(i1) Dies folgt aus (i). Genauer, sei € > 0. Setze by := %, dann gilt b; > 1 (wegen
v) letzte Zeile) und somit folgt aus (i) (setze dort b = by und K = %)

1 1
neN: b} >K= s und somit (wieder [0.1.5|v) letzte Zeile)b" = i <& 0
1
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Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir geometrische Summen — ein
ganz wichtiges Werkzeug.

1.1.6 (Geometrische Summen).
Sei n € N fix. Wir definieren die Funktion

syt R— R

n
sn(x) = Zxk=l+x+x2+---+x"
k=0

(i) Fiir x = 1 erhalten wir
sa()=Y 1=n+1.
k=0
(i) Um s, (x) fiir x # 1 zu berechnen schreiben wir
n
sp(x) = Zxk = I4x422 -

k=0

n
XSn(x) = Z)Ck+l = x+x2+...+xn_l _’_xn_*_xn-&-l’
k=0

Daher ist 3 (1 —x)s,(x) = 5,(x) —x5,(x) = 1 —x"1. Also gilt fiir alle n € N
und alle x € R\ {1}
n lfx"'H
k
)=y A= _ 1.
sn(x) Zx 1 (1.3)

k=0 e

(iii) Wir untersuchen das Verhalten von s, (x) fiir groe n (und x # 1). Dazu schrei-
ben wir (I.3)) um zu

l_xl’l+1 1 xn+1

1-x  1-x 1-x P\(
. (interessanter Term)
unabhéngig von n

(iv) Fiir |x| < 1 besagt ii), dass der interessante Term in (1.4) betragsmiBig
beliebig klein wird. Genauer

1.4)

Ve >0 LCEADSM v N V¥ <. (1.5)

3 Solche Ausdriicke bezeichnet man gerne als Teleskopsummen - es bleiben nur der 1. und der
letzte Term tibrig.
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Klarerweise gilt (1.3) auch fiir alle n > N und daher

x’lJrl

1—x

xf<t [x]" €
T 1—x 1—x

Vn > N. (1.6)

Sei nun € > 0 beliebig (klein; Witz!), setze € := £(1 —x). Dann gilt fiir alle
n>N:

1 XL [T ¢ —e(l—
Sn(x) — E Q Loasely g
1—x 1—x 1—x
Zusammengefasst ist also s, (x) fiir [x| < 1 und groBe n sehr nahe an ', und zwar

im folgenden prizisen Sinn:

Zu jeder beliebig vorgegebenen ,,Toleranzgrenze* € konnen wir einen Index N (,,An-
zahl von Berechnungsschritten) finden, sodass der Fehler

1
1—x

|sn(x) —

kleiner als die Toleranz € ist, falls n > N.

Diese Formulierung stof3t uns geradezu mit der Nase auf den kommenden Grenz-
wertbegriff bzw. nimmt diesen geradezu vorweg.

1.2 Folgen und Grenzwerte

Jetzt geht es los - und zwar mit der offiziellen

Definition 1.2.1 (Folge).
Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung

a:N—->M.

Gilt M =R bzw. M = C, so nennen wir a eine reelle bzw. komplexe Folge. [Zunzchst
wird fast immer M = R sein].

1.2.2 (Schreibweise).

Nachdem eine Folge als eine spezielle Funktion (mit eigenartig-speziellem Defini-
tionsbereich) definiert ist, ist alles was wir iiber Funktionen wissen (vgl. [7} 4.3])
hier giiltig.

Wegen des speziellen Definitionsbereichs haben sich einige Schreibweisen ein-
gebiirgert:

(1) Statt a(1), a(2), usw. schreiben wir ay, a;, usw.
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(ii) Fiir die ganze Folge schreiben wir statt a oft auch
(@n)nen, (an)pmq oder kiirzer (a,), oder nur (a,).

(iii) Immer wieder werden Folgen auftreten, die erst bei n = 1 oder noch spdter
beginnen - das bringen wir durch die Schreibweise (a,);_; oder etwa (a,);_ 5
zum Ausdruck.

Ja aber: Diirfen Folgen spiter anfangen? Soll heilen: Sind das dann iiberhaupt
folgen im Sinne der Definition?

Ja schon, denn sei ng € N und (a,);_,, eine Folge, die erst bei n beginnt.
Dann ist (b,),en mit by, := dy4p, eine ,echte Folge und es zahlt sich nicht aus,
zwischen (a,) und (b,) zu unterscheiden.

Beispiel 1.2.3 (Einfache Folgen).
(i) Fiir alle n € N setze a, = 2n. Das ergibt die Folge der geraden natiirlichen
Zahlen

(an)n = (2n)n = (0,2,4,6,8,...).

(1) Sei ¢ € R. Mit b, = c fiir alle n € N erhalten wir die sog. konstante (reelle)
Folge

(iii) Mit ¢, = 1 (1 < n € N) erhalten wir

(cn) = (i)m _ (1, 1;)

1.2.4 (Veranschaulichung von Folgen).

Es gibt zwei Wege, um Folgen in prignanter Weise zu veranschaulichen.

(i) ,,Spaziergang* in M: Man triagt die Werte a, der Reihe nach in M ein, wie in
Abbildung [T.T]zu sehen ist.

NS}

Abb. 1.1 Eine Folge als ,,Spaziergang™ in einer Menge M
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Fiir reelle Folgen nimmt das die Form eines ,,Spaziergangs™ auf der Zahlenge-
raden an, den wir in Abbildung [I.2] explizit fiir die Folgen aus Beispiel [[.2.3]
darstellen.

bn
@
[
Cn
0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1

Abb. 1.2 Die Folgen aus Beispiel als ,,Spaziergang” in R

Mathematisch ausgedriickt wird hier das Bild der Folge also im(a) = {aqg,ai,...,an, ...

dargestellt, vgl. [7, 4.3.11]. Bei dieser Darstellung kann allerdings die Reihen-
folge der Folgenglieder nicht abgelesen werden.

(ii) (Fiir reelle Folgen) Graph der Folge: Fiir die Beispiele aus [I.2.3] ergeben sich
die Graphen in Abbildung[T.3]

60
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bn
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1{ e
08
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04
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Abb. 1.3 Die Folgen aus Beispiel als Graphen dargestellt

Je nach Aufgabenstellung wird es manchmal hilfreicher sein (i) zu verwenden,
manchmal (ii).

Beispiel 1.2.5 (Einige wichtige Folgen).

@) ap=(-1)", (an) = (1,—1,1,—1,1,...) (,die Vorzeichenmaschine®).
(i) by = 7245, (bn) = (0,5,3,3,...).
(i) cn = 77, (en) = (0,33, 765+ --)-

(iv) Die Fibonacci-Folge (auch Fibonacci-Zahlen) ist rekursiv definiert geméaf

fo:=0, flyfn =fom1t iz (n22).
fu ist die Summe
seiner beiden Vorgédnger

(v) Geometrische Folge: Sei x € R; setze d, = x", (d,) = (1,x,x%,...).

(vi) Geometrische Reihe: (siche[I.1.6]— war ja als wichtig angedroht!)
Sei wieder x € R und definiere
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sp(x) =5, = Zxk: de: (1, 14x, 14 x+x%, T4+x+x2+2°,...).
k=0 k=0

Jetzt geht es wirklich los: Die folgende Definition ist die wichtigste der gesamten
Analysis; sie ist ihr Start- und Angelpunkt.

Definition 1.2.6 (Grenzwert).
Sei (a,) eine reelle Folge und a € R. Wir sagen, (a,) konvergiert gegen a, falls

\Ve>0 INEN: |a,—al<e vnzzv.\ (1.7)

In diesem Fall heiBt a Grenzwert (oder Limes) der Folge (a,) und wir schreiben
a= lima, Dbzw.kirzer a=Ilima, und
n—oo

ay—a fir n— oo bzw. kiirzer a, — a(n— o) oder ganz kurz a, — a.

(sprich: an geht gegen a)
1.2.7 (Geometrische Veranschaulichung und Sprechweisen).
Fiir € > 0 versteht man unter der €-Umgebung U (a) von a € R alle Zahlen in R,
die von a Abstand kleiner als € haben, also das offene Intervall, vgl. Abb. @

Ug(a):=(a—¢€,a+€e)={xeR: |x—a| < €}.

as a4

Abb. 1.4 e-Umgebung von a

Die Konvergenzbedingung [1.7]sagt nun:

Zu jedem (noch so kleinen) € > 0 gibt es einen Folgenindex N, sodass alle spéteren
Folgenglieder a, (d.h. alle a, mit n > N) in der e-Umgebung des Grenzwerts a
liegen, d.h.

YVe>0 INeN: a,€(a—€,ate) Vn>N.

Andere Sprechweisen fiir die Konvergenzbedingung sind:
* Die Folgenglieder a, liegen schlief3lich in jeder (noch so kleinen!) e-Umgebung
des Grenzwerts a.

soll heiflen:
ab einem bestimmten
N alsoVn >N
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* In jeder (noch so kleinen!) e-Umgebung des Limes a liegen fast alle Folgen-
glieder a,,.

soll heifen: alle bis
auf endlich viele;
namlich bis auf ay,...ay_

Weitere giiltige und ungiiltige Formulierungen werden wir in den Ubungen bespre-
chen.

Wir machen noch die folgenden Sprechweisen offiziell.

Definition 1.2.8 (Divergenz, Nullfolge).

(i) Ist eine Folge (a,) nicht konvergent (d.h. a € R mit a,, — a), dann heiBt (a,)
divergent.

(ii) Gilt a, — 0 (n — o), dann heiBt (a,) Nullfolge.

1.2.9 (Behandlung von Beispielen).
Alles schon und gut, aber wie weist man konkret nach, dass a, — a?
(i) Will ich konkret fiir eine gegebene Folge (a,) und ein gegebenes a zeigen, dass

an, — a, dann muss fiir jedes € > 0 ein Folgenindex N gefunden werden,sodass
die Abschitzung

i.A. schwieriger
fiir kleine &

fiir alle a,, nach ay gilt.
Beachte in diesem Zusammenhang die folgende

darf ruhl g von € abhidngen
und wird es i.A. auch tun;
|an — a\< &ft schreibt man deshalb N(e)

GROSSE FETTE WARNUNG:

Niemals darf umgekehrt € von N abhingen. Die Reihenfolge der Quantoren ist
hier also essentiell, vgl. [[7, 3.2,3.3].

(ii) Will ich hingegen zeigen, dass a, / a, so muss (nur) ein Versager-€ gefunden
werden, sodass die a, beliebig spit aus der e-Umgebung raushiipfen. Das ergibt
sich ndmlich aus der Verneinung der Konvergenzbedingung:

-(Ve>0 INeN Vn>N: |a,—a|<e€)=
Jde>0 VNEN m>N: J|a,—al>e.

sodass egal es immer noch
wie spit ein n gibt

Es gibt
zumindest ein
Versager-€

sodass a,
nicht in
Ug(a) liegt
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(iii) Bei konkreten Beispielen ist es also forderlich, zuerst eine Vermutung iiber Kon-
vergenz oder Divergenz anzustellen und diese dann nachzuweisen, also entwe-
der

* zu jeden € > 0 einen Index N(€) zu finden, ab dem alles gut ist, oder

* ein Versager-¢ zu finden, fiir das auch beliebig spite Folgenglieder a, aus
der e-Umgebung abhauen.

Bevor wir jetzt endlich mit konkreten Beispielen anfangen, noch eine einfache
aber wichtige

Beobachtung 1.2.10 (Der Folgenanfang ist egal).

Aus der Definition [I.2.6] ist unmittelbar klar, dass sich weder Konvergenz noch
Grenzwert einer Folge (a,) dndern, wenn endlich viele Folgenglieder verindert oder
ganz weggelassen werden (d.h. 3M € N sodass Vn > M die a, gleich bleiben - es
wird also nur am Folgenanfang herumgebastelt).

banales Beispiel!
Beispiel 1.2.11.

(i) Konstante Folgen konvergieren: Sei c € R beliebig und b,, = ¢ Vn € N (vgl.
(i1)). Dann gilt limb,, = c.
Denn sei € > 0 beliebig, wihle N = 0, dann gilt

So banal,
dass N von
€ unabhiingig

|bp—c|=0<€ VYn>N.
o ARG wihlbar ist

Das Erzbeispiel;
anschaulich klar,

vel.[1.2.3}iii)

1
sei 20 =) wen: S<e

(i1) (%) ist eine Nullfolge!

— Vn>N:

dahinter steckt letztlich
das Archimedische Axiom

1
_0’:
n

S| =

i 9
(iii) Die Vorzeichenmaschine divergiert: Y\/Canschauhch klar, oder )

Sei a, = (—1)", dann gibt es kein a € R mit a,, — a. Wir beweisen das indirekt.

Angenommen, es gibt ein @ € R mit a,, — a. Setze € := %

129 3N€N:|an—a\<s:% Vn > N. (1.8)

Zusitzlich bemerke

i1 —an = |(=1)" = (=1)" = |(-=1)"(~1 - 1)| =2.
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Damit ergibt sich Vi > N

2 = |any1 — ap| = |apny1 —a+a—ay|
A—Ungl.
< lapy1 —al+a—ayl
1 1
@1,

=1
2 2

)

und somit der Widerspruch 2 < 1. Also divergiert die Vorzeichenmaschine.

_n_

(iv) lim ;37 = 1. (Diese Konvergenz kann nach ii) bzw. UE vermutet werden.)
Denn sei € > 0. Wihle N € Nmit N > 1/€ (vgl. (i1)). Dann gilt Vn > N

n n—(n+1) 1 1
LT T | Tar SNSE
Wie das Amen Intt |
im Gebet
(v) lim 7 = 0. (Vermutung wiederum nach iii))
Wir verwenden folgende Tatsache
Vn>4:n* <2" (1.9)
Es gilt also
n 1
27§; Vn > 4. (1.10)
Sei nun € > 0 und wiihle N € N sodass
2
N > max 4,5 . (1.11)
Dann gilt Yn > N:
’n 0‘_ n@1<1@8<8
2" 2 T p T N T2

Motivation 1.2.12 (Naja - zum Teil ganz schon trickreich...).

Wir haben gesehen, dass beim Bearbeiten von konkreten Beispielen einiges an Krea-
tivitit und auch Ubung notig ist. Bevor wir weitere wichtige Beispiele angehen,
erweitern wir unseren Begriffsapparat - was uns nicht nur theoretisch weiterhilft,
sondern auch beim konkreten Berechnen von Grenzwerten.
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Definition 1.2.13 (Beschrinkte Folge).
Eine reelle Folge (a,) heiit nach oben bzw. nach unten beschriinkt, falls 3K € R,

sodass
a, <K bzw. a,>K VneN.
Sie heiBt beschrinkt, falls (a,) nach oben und nach unten beschrénkt ist.

Beobachtung 1.2.14 (Beschriinkte Folgen sind eingesperrt).
Definition [I.2.13] besagt:

(an) beschrinkt <= 3IK>0: |4, <K VneN.

[Wihle hierfiir das Maximum der K’s in[1.2.13| fiir oben bzw. unten.] Geometrisch
bedeutet das, dass alle a,, im Intervall [—K, K] liegen (also dort eingesperrt sind, vgl.

Abb. [T3).

Abb. 1.5 (a,) ist durch K beschrinkt
d.h. K kann 0
Beispiel 1.2.15 ((un-)beschriinkte Folgen). gewihlt werden

(i) @, = n ist nach unten durch 0 beschrinkt (a, > 0 Vn € N), aber nicht nach
oben. [Folgt direkt aus dem Archimedischen Axiom: VK >0 dn € N: n > K

(x =1,y =K in[0.I.12(1))].
(i) (1) ist beschrankt:
(%) ist durch O n.u.b (= nach unten beschrinkt), denn

1
0<; VneN, n>1

und durch 1 n.o.b (= nach oben beschrinkt), denn

1 1
<-<1 VneNn>1.
n+1 n

Die Tatsache, dass die konvergente Folge (1) beschrinkt ist, ist kein Zufall sondern
ein allgemeines Prinzip wie das nichste Resultat zeigt.

Satz 1.2.16 (konvergent = beschriinkt).

Jede konvergente reelle Folge ist beschrinkt.




28 1 Folgen und Reihen — Konvergenz
Beweis. Seia = lima,.

% INEN:|a,—a|<1 Ya>N

= |ay|=|an—a+a| <l|ay,—a|+la|<l+|a|] Vn>N.

Nun setze K := max{|ag|, |a1], ..., |an—1],|a| + 1}.
Dann gilt |a,| <K firallen € N. O

08 °
° a,

0.6

04

02

Abb. 1.6 Eine konvergente Folge ist beschrinkt.

Warnung 1.2.17 (beschriinkt 4 konvergent).
Die Umkehrung von [T.2.16] ist FALSCH. Ein Gegenbeispiel ist etwa die Vorzei-
chenmaschine a,, = (—1)":

|an| <1 fiir alle n, aber (ay,) ist divergent nach [I.2.T1{iii).

Andererseits gilt aber natiirlich schon, dass unbeschrinkte Folgen divergent sind!
Wir arbeiten nun unsere Beispielliste aus [I.2.3] weiter ab.

Beispiel 1.2.18. (i) Die Fibonaccifolge (f,) ist divergent.
Zuerst erinnern wir uns, dass laut[T.2.3(iv) fo =0, fi = 1 und f,, = fu—1 + fu—
Vn > 2 gilt. Wir zeigen, dass (f,) unbeschriinkt und somit nachdivergent
ist. Genauer behaupten wir:

fa>n VYn>6.
Beweis mittels Induktion:
n=>5: fe=8 vgl.[[.23]iv).

Iv) n>6
n—n+l: fopi=fatfoio1 2 n+(n—-1) >n+2-1)=n+1.
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(i) Fiir ein (beliebiges aber fixiertes) x € R betrachten wir die geometrische Folge
d, = x". Wenig tiberraschend hingt das Konvergenzverhalten von x ab. Wir un-
terscheiden die drei Fille |x| > 1, |x| = 1 und |x| < 1.
1.Fall: x| > 1 = x" divergent. Denn:

|x| > 1 i) VKeR dneN: [x">K

b=|x|
Wachstum
von Potenzen

2.Fall: |x| = 1, also

; (219 .
= x" unbeschrinkt X" divergent.

T2.11)i
entweder x=1 — d,=1 an) d, — 1,

oder x=—-1 = d,=(-1)" ii) divergent.

3.Fall: |x| <1=x"—0(n— oo). Denn:

Falls x=0 —> =0 Va>1 L9 4, g

Das ist endlich q
1 as war
der interessante Fall ;
leicht

Es bleibt also nur der Fall 0 < |x| < 1. Sei € > 0:

ax
b=|x]|
Va>N: [X"—0="|>@"<e.

vgl. die Anmerkungen in
[[7, graue Box, p.118]

1.2.19 (Hoppala). (Der Grenzwert?)
Wir haben bisher immer von dem Grenzwert einer reellen Folge geredet. Kénnen
wir aber sicher sein, dass eine reelle Folge hochstens einen Limes besitzt und nicht
etwa zwei oder drei? Zum Gliick gilt...

INeN: |x[N<e, unddamit

Satz 1.2.20 (Eindeutigkeit des Limes).

Jede konvergente reelle Folge hat genau einen Limes.
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Beweis. Wie so oft bei Eindeutigkeitsbeweisen nehmen wir an es gidbe zwei ver-
schiedene Limiten und folgern daraus einen Widerspruch.
Angenommen, a, — a und @, — b mit a,b € R, a # b. Dann ist

—b
€= ‘“37‘ >0 (weil a# b).

Nun gilt:

ap,—a = 3dN;: VYn>N;: |a,—a|<eg,
apy—b = 3dAN,: Vn>N,: |a,—b|<e.

Somit gilt fiir alle n > N := max (N, N)

2
la—b|=la—a,+a,—b| <l|a—a,|+|a,—b| <2¢ = §|a—b|

a 2
:ﬂ; 1<,
3
was ein Widerspruch ist. (|

Motivation 1.2.21 (Weitere theoretische Hilfestellung mit groBer praktischer
Relevanz).

Ganz im Sinne von[I.2.12haben wir beim konkreten Berechnen von Limiten weite-
re Hilfestellungen bitter notig. Wir leiten nun einige Resultate fiir das Rechnen mit
konvergenten Folgen her, die wir gut verwenden konnen, um Grenzwerte kompli-
zierter Folgen zu berechnen.

Satz 1.2.22 (Summen und Produkte konvergenter Folgen).
Seien (a,) und (by,) konvergente (reelle) Folgen. Dann konvergiert auch (a, + by,),
und (ay, - by), und es gilt

Die Summe konvergenter Folgen
konvergiert gegen die Summe
der Grenzwerte;
detto fiir das Produkt

lim(a, + b,) = lima, + limb,,
lim(a,b,) = lima,, - limb,.

Beweis. Seia:=lima,, b :=limb,.
Summe: Wir miissen zeigen, dass a, + b, — a+b. Sei hierfiir € > 0, dann ist auch
£ > 0 und daher

€
Ny Vn>Np: \a—an|<§, und

t
AN, Vn>Ny: |[b—by| < 3

Somit gilt fiir alle n > N := max(Ny,N,)
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A—Ungl. £ £
l(an+b0) = @+ B) =@ =)+ (ba=b)| < lan—al+|bu—bl<5+5 =&,

Produkt: Wir miissen zeigen: a,b, — ab. Da (a,) konvergiert, ist (a,) beschrinkt
nach[[L2.76] Genauer:

IK; >0: la,|<K; VneN.

Definiere K := max(K{,|b|) > 0. Sei nun £ > 0, dann auch 5% > 0 und wegen a, —
a, b, — b gilt

&€
M eN:  |a,—al|< 3K Vn > M,
€
M, eN:  |b,— b <ﬁ Vn > M.
Somit gilt fiir alle n > M := max(M;,M,)

|anby, — ab| = |anby, — ayb + ayb — ab| = |a, (b, — b) + (a, —a)b|
A—Ungl.
< lan||bn—b|+|a, —al|b|

€ €
K—+—=K=¢.
< 2K+2K

O

Bemerkung 1.2.23 (Polierte Beweise).

Natiirlich ist insbesondere der letzte Beweis POLIERT, in dem Sinn, dass € und K
so gewdhlt wurden, dass am Schluss --- < € steht und nicht etwa - - - < 2K¢. Letzte-
res wire zwar auch okay [—UE)], aber eben nicht ganz so lissig.

Man spricht im Zusammenhang mit dem Auftreten der A-Ungleichung in der ent-
scheidenden Abschitzung von £-Beweisen [vgl. Summe in . Wir werden
aber sehr bald auch %-Beweise sehen; so wird ein zweimaliges Anwenden der A-
Ungleichung angedeutet.

Wir setzen mit (einfachen) Folgerungen aus fort.

Korollar 1.2.24 (Linearkombinationen konvergenter Folgen).
Seien (ay), (by,) konvergente (reelle) Folgen und seien A, € R. Dann konvergiert
auch die Folge (La, + ub,) und es gilt

lim(Aay, + ub,) = Alima, + pwlimb,.

Beweis. Das Korollar folgt aus [.2.22] mittels eines Tricks: Wir interpretieren die
Folge (Aay), als Produkt zweier Folgen:

(Aan)n = (A)n - (an)n
@] Aa, — Alima,.
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Analog folgt ub, — plimb, und mit dem Summenteil in[I.2.22] haben wir insge-
samt

(Aay) + (uby) — Alima, + plimb,. 0

Satz 1.2.25 (Quotienten konvergenter Folgen).
Seien (ay), (by) konvergente (reelle) Folgen mit limb, =: b # 0. Dann gibt es ein

ng € N sodass b, # 0 fiir alle n > ng, die Quotientenfolge
an /\
()

EP
by
konvergiert und es gilt (Ia, fiir n grof genutD

lim a, lima,
im-— = .
b, limb,

Beweis. Seia:=lima,.
(1) Wir beweisen zundchst die Aussage, dass b,, # 0 fiir groBe n: Da b # 0, gilt
@(:: €') > 0. Somit:

|b|

|bn—b|<7 Vn > ng

b
L o b1 1] i

n>ngp:
|b| umgekehrte
|bn| > e > 0. A-Ungl. (1.12)

Achtung: Schon
wieder poliert

i
w
s
m
2

U

lb|e

(2) Wir zeigen (bi) — % Sei € > 0. Dann ist €” := =5~ > 0.
m/ n>ng
b|*e
2 gy eN: |bn—b|<s”:% Y > Nj. (1.13)
Also gilt fiir alle n > N := max(ng, N;)

1 1] |bo—b 11 T 2 1 |bJe

—= =Lt 2 LB
by b|  |bab| b D] @3 b 6] 2

konstante Folge:
(A)n = A,

vgl. i)
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(3) Aus Satz[1.2.22]folgt sofort

an

by
Beispiel 1.2.26 (Im Sinne von[1.2.21).

3n +13 3418
lim% = lim ;ﬂm: 3.
n*+2 1+n7

S =
S

1
=day E%a

Trick: dividiere Zahler
und Nenner durch die
jeweils hochste n-Potenz

Folgende Uberlegungen flieBen im letzten Schritt gemeinsam mit Satz|1.2.25|in die
Rechnung mit ein

13 |
3+7_3+13;3+13-0_3 und

2 1
I+5=142-— & j.5.0.0=1.
n nn 221779

Satz 1.2.27 (GroBienvergleich konvergenter Folgen).
Seien (ay,), (by) (reelle) konvergente Folgen mit a, < b, fiir fast alle n (d.h.: 3ng :
a, < b, ¥Yn > ng). Dann gilt

lima, <limb,.

Beweis. (1) Setze ¢, := b, — ay, dann ist ¢, > O fiir fast alle n. Nach[[.2.24]ist (c,)
konvergent mit ¢ := limc¢,, = limb,, — lima,. Daher geniigt es zu zeigen, dass
c>0.

(2) Wir nehmen indirekt an, dass ¢ < 0 gilt. Setze € := —c > 0. Nach[[.2.6}

AN eN:Vn>N:

0
e>|en—c|=|cn—(—8)| = |ca+e] Cfo Cate

Daher gilt 0 > ¢, Vn > N, ein Widerspruch. 0O

Satz 1.2.28 (Sandwich-Lemma).
Seien (ay), (byn), (cu) (reelle) Folgen. Angenommen es gibt ein ng € N sodass

a, <b,<c, VYn>ny.
Weiters gelte a,, — a und ¢, — a. Dann ist auch (by,) konvergent und es gilt

b, — a.
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Wir konnen dieses Resultat auch sehr einprdagsam symbolisch darstellen durch die

Schreibweise:
ap < b, <
a a

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert ein Ny € N sodass fiir alle n > Ny

Q9

la, —a| < &,
len —al < e.

Somit gilt fiir alle n > N := max(ng, No)

a—€e<a,<b,<c,<a+e¢

a

= —€g<b,—a<e¢
= |bp—da|l<e
= b, —a.

Beispiel 1.2.29 (Wieder im Sinne von (1.2.21; mit einem Bonus).
Sei n > 1 und setze

T (1) (n+2)? (2n)?"

Es giltn+ 1 < k < 2n und daher
1 1
n<k — %<f ==

Somit

nmal
Somit folgt nach dem Sandwich-Lemma (mit a,, = 0,¢, = %) b, — 0.

Warnung 1.2.30 (Kein[1.2.27|fiir < statt <).

Sind (ay), (b,) konvergent und gilt (sogar) a, < b, fiir alle n, so lésst sich daraus
nicht lima, <limb,, schlussfolgern, wie|l.2.29|zeigt. Mit|1.2.27|folgt aber lima, <
limb,,.
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Beispiel 1.2.31 (Wurzelfolgen- alles was gut und teuer ist!).
(i) Fir alle a > 1 gilt

Va—1 (n— ). (1.14)

Zunichst gilt wegen der Monotonie der Wurzel [7, 6.4.9]: 1 <a = 1< /a.
Nun schreiben wir 1 < {/a =: 1 + x,, fiir ein passendes x,, (d.h. wir setzen x, =
W/a—1). Dann gilt wegen der Bernoulli Ungleichung

a=(Va)"=(1+x,)">1+nx, (1.15)

und daher mit dem Sandwich Lemma[[.2.28]in der instruktiven Schreibweise:

0 < xn@ a1
n
0 0 0.

Also gilt x, — 0 und daher 12 lim(1 +x,) = lim({/a), wie behauptet.

(ii) Es gilt sogar die viel stirkere Aussage
Un—1 (n— ), (1.16)
die wie in den Ubungen beweisen werden.

Motivation 1.2.32 (Unendliche Reihen - Formulierung).

Einige der bisher untersuchten Folgen waren als Summen gegeben (z.B.[1.2.3]- die
geometrische Reihe, oder . Genauer, sei (a,), eine Folge. Daraus entsteht
eine (unendliche) Reihe (offizielle Definition unten) durch Summieren:

aytayt+a+--+ap—1+am+aps1+...
Dieser Ausdruck ist sehr vage - um ihn genauer zu fassen, betrachten wir die soge-
nannten Partialsummen s,, fiir ein m € N
m
Smi=aptar+---+ay= Zak
k=0

und fassen (s,,), als Folge auf. Durch diesen Trick kénnen wir unendliche Reihen
als spezielle Folgen - namlich als die Folge der Partialsummen - auffassen und so
alles, was wir iiber Folgen schon herausgefunden haben, verwenden. Nun offiziell:
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Definition 1.2.33 (Reihe).
Sei (ay), eine Folge.
(i) Fiir jedes m € N definieren wir die m-te Partialsumme (der a,,’s) ab

m
smi= Y an
n=0

(ii) Die Folge (s;;)m der Partialsummen heit (unendliche) Reihe mit Gliedern a,,
und wird mit

i a, oderkurz Za,,
n=0

bezeichnet.
(iii) Konvergiert (sy,)m, so sagen wir auch die Reihe konvergiert. Wir bezeichnen
lims,, ebenfalls mit }”_ a, (kurz }_a,) und nennen ihn die Summe der Reihe.

leider, aber das ist allgemein
so iiblich

Bemerkung 1.2.34 (Zur Notation).
Das Symbol Y >_,a, (bzw. }_a,) steht also fiir zwei Dinge:

(i) die Reihe selbst, also die Folge (s,,), der Partialsummen, und
(ii) im Falle der Konvergenz fiir den Grenzwert

m
lim s,, = lim Y a,.
m—roo mi)wn:O

Ganz analog zu Folgen betrachten wir auch Reihen
) an
n=k

fiir ein beliebiges 1 <k € N.

Beispiel 1.2.35.
Seia, = m (n > 1). Die korrespondierende Reihe ist dann
i 1
“onn+1)
Bemerke, dass
n n—1

n+1 n



1.2 Folgen und Grenzwerte 37

-1 n*—n*- 1 1
[Tatséchlich gilt | —— — =2 - —ntntl 1
n+1 n nn+1) n(n+1)
Daher gilt fiir die Partialsummen

ua ua n n—1
Sm:’;lan:Z(n_i_l_ n )

n=1
() (2oL (32,
S \2 3 2 4 3
m—1 m—2 m m—1 m
et ]+ — = — 1.
( m m—1> <m—|—l m ) m+1

Also ist die Reihe konvergent und es gilt

> 1
=1 =1.
LGy A

1.2.36 (Hoppala). (Reality check)

Wie konnen wir intuitiv verstehen, dass eine Summe von unendlich vielen positiven
Gliedern nicht unendlich ergibt, also konvergiert - so wie das in [[.2.35| passiert ist?
Es gilt nach obigen:

oLl
Sonn+1) 2 6 12 -

Natiirlich werden die a,, immer kleiner; es gilt sogar

1
= — 0. 0<
Gn n(n+1) <

1
< — —0, dann Sandwich-Lemma
nn+1) n

Aber warum (bzw. wann) reicht das?

Fiir eine intuitive Antwort betrachten wir eine Torte.
Zunichst essen wir die halbe Torte, dann
(sparsamerweise) von der verbliebenen Hilfte die Hilfte
usw. Es ergibt sich die Reihe

Abb. 1.7 Tortendiagramm

deren Summe hochstens 1 sein kann - wir hatten ja nur eine Torte! Als Grenzwert
ergibt sich tatsdchlich 1, wie wir unter anderem im nichsten Beispiel sehen werden.
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Beispiel 1.2.37 (Die geometrische Reihe). DAS Erzbeispiel
Sei x € R beliebig aber fix. Wir betrachten

n=0

Praktischerweise haben wir in[I.1.6]schon die Partialsummen s,, ausgerechnet:

]7xm+1

o (£ 1) (1.17)

Wir unterscheiden Fille wie schon in|1.2.18[ii) (wo wir praktischerweise schon das
Konvergenzverhalten der Glieder x” berechnet haben).

FALL(1): [x| > 1 = Y x" divergent. Denn:

Sm(x) = f:ox":{m—’_l (e=1)

oy 11
T 1l—x 1—x
—_————

unabhingig von m

Sm m+1

X

.. [2.16 .
= 5, unbeschrinkt s, divergent.

unbeschriankt

nach ii)

FALL(2): [x] = 1 = Y x" divergent. Denn:
Sei x = 1, dann ist s, m+ 1, also unbeschrinkt und somit divergent.
Sei x = —1, dann gilt

1 (m gerade)

1—x 2 0 (m ungerade)

L—xmtl = (—1)m! {
Sm — = =

Somit ist s,, divergent (analog zur Vorzeichenmaschine, vgl. [[.2.T1{iii)).

FALL(3): |x| < 1, dann gilt

Das ist der
wichtigste Fall und

o 1—x eine der wichtigsten
Formeln der VO
Denn
—0
~ =
. (I P n-) 1

l1-x 1—x 1—x
Als Spezialfille von Fall(3) betrachten wir x = j:%. Wir erhalten
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i 1”_1+1+7+1+ 1 5 vgl. Torte
2) 2 8 C1-12 7 1.2.36
1
2

L(s) -

Bemerkung 1.2.38 (Konvergenz von Reihen).

Im Vergleich zu ,,normalen‘ Folgen ist es oft schwieriger, die Konvergenz von Rei-
hen zu zeigen. Noch schwieriger ist es, die Summe einer Reihe tatsichlich auszu-
rechnen und wir werden uns damit spéter noch ausfiihrlich befassen.

Hier halten wir nur ein einfaches strukturelles Resultat fiir Summen (Linearkombi-
nationen) konvergenter Reihen fest - Produkte sind komplizierter, dazu spiter mehr.

Proposition 1.2.39 (Linearkombinationen konvergenter Reihen).
Seien Y a, und Y. b, konvergente Reihen und seien A, € R. Dann ist auch

Z(lan + Ubn)

konvergent und es gilt

=

Z(?La,,+,libn) =2 Za,,—&—u an.
n=0 n=0

n=0
Beweis. Wende Korollar[T.2.24] auf die Partialsummen an. [UE]

Beispiel 1.2.40 (Periodische Dezimalzahlen).
Unendliche Dezimalzahlen sind spezielle Reihen. Hier betrachten wir die periodi-
sche Dezimalzahl x = 0.08636363.
Das bedeutet, dass x den folgenden Wert hat:

Schreibweise:
63 wiederholt

8 63 63 sich immer wieder.
= 100 + 10000 + 1000000 to
8 63 63 8 = 63

“00 107 tios T T T00 A Tor

Wir berechnen

i 63 [m[z39 63 i(lo_z)kﬁ 1 63 @7 63
o 1041—10-2 10000 99 9900
und somit

x—i+ 63 855 19
100 9900 9900  220°
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Motivation 1.2.41 (Ein genauer Blick auf divergente Folgen).
Zum Abschluss dieses langen Abschnitts werfen wir einen Blick auf die verschie-
denen Arten der Divergenz von Folgen. Bisher haben wir etwa folgende divergente
Folgen betrachtet:

» die Vorzeichenmaschine (—1)" ist divergent aber beschrinkt;

* a, = n ist unbeschrinkt und (daher) divergent.
Wir fiihren nun fiir diese zweite Art - ndmlich das iiber alle Schranken hinauswach-
sen - der Divergenz einen eigenen Begriff ein und untersuchen diese ,,bestimmte‘
Divergenz.

Definition 1.2.42 (Bestimmte Divergenz, uneigentliche Konvergenz).
(i) Eine (reelle) Folge (a,) heiBt uneigentlich konvergent oder bestimmt divergent
gegen oo (oder kurz o), falls

VKeR INeN: qg,>K VnzNw—\

a, wichst schlieBlich iiber
jede Schranke hinaus

In diesem Fall schreiben wir lim,,_,. a;, = +o0 (bzw. a,, — o).
(i) Wir sagen (a,) konvergiert uneigentlich bzw. divergiert bestimmt gegen —oo,
falls (—a,) — o und schreiben lim, ;. a, = —oo (bzw. @, — —co).

Beobachtung 1.2.43 (Bestimmte Divergenz und Schranken).
()a, > —o<=VKeR INeN:ag, <K VYn>N.
(i1) Aus der Definition folgt, dass bestimmt divergente Folgen unbeschrinkt sind,
genauer:

ayn—>o = (a,) nach oben unbeschrinkt,
ap, — — = (a,) nach unten unbeschrinkt.

Beispiel 1.2.44 (Bestimmt divergente Folgen).
(i) lim, et = o0, lim,,_ye0(—n2) = —oo.
(i) @, = (—1)"n ist unbeschriinkt daher divergent aber nicht bestimmt divergent,
denn ay,, — oo und a1 — —oo.
Etwas genauer gilt nimlich:

VKeR IAN: ay, >K VYn>N und
VKeER IN: ay, 1<K Vn>N.

Also ist die Umkehrung von [I.2.43[ii) falsch und es gilt insgesamt:

bestimmt divergent unbeschrinkt

4=
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Proposition 1.2.45 (Rechenregeln fiir uneigentliche Grenzwerte).

Seien (ay), (bn), (cy) (reelle) Folgen mit a, — a € R, by, c, — o0. Dann gilt:

(i) lim(a, +b,) =lim(b, +a,) =

(i) lim(b,+cp) =lim(c, +by,) = o0

(iii) lim(ay — by) = im(—by +ay) = —oo

(iv) falls a > 0:lim(a,by,) = lim(b,a,) = o

(v) lim(byc,) =lim(cyby,) = o0

Beweis. (UE).

Warnung 1.2.46.
Es gibt keine analogen Rechenregeln fiir die Differenz uneigentlich konvergenter
Folgen bzw. fiir das Produkt von uneigentlich konvergenten Folgen mit Nullfolgen.
* Es gilt z.B. fiir die Folgen a,, = n, b, = n?, die beide bestimmt gegen oo diver-
gieren:

lim(a, — a,) =lim(n —n) =0, aber (1.18)
lim(a, — b,) = lim(n —n?) = —oo. (1.19)

* Bzgl. des Produkts gilt z.B. fiir (a,) und die beiden Nullfolgen ¢, = 1/n und
d, =1/n
. . 1 .
lim(a, c¢,) = lim (n) =1lim1 =1, aber (1.20)
n

lim(a, d,) = lim (n12> =lim (1> =0. (1.21)
n n

Proposition 1.2.47 (Kehrwerte bestimmt divergenter Folgen und Nullfolgen).
Sei (ay,) eine (reelle) Folge. Falls lim(a,) = o (oder —o), dann gilt:

(i) lima, = (oder —) = dngeN: a,#0 Yn>ng

1
und () — 0.
an n>ng

1
(i) lima, =0,a, >0(bzw.a, <0) Vn = lim <> = oo (bzw. — o).

Aan

Beispiel 1.2.48.

2}’[

n
g

Beweis. (i) Es geniigt a, — +oo zu betrachten [vgl. Definition[T.2.42]ii)].

Der erste Teil der Behauptung stellt sicher, dass wir a% zumindest fiir grofe n

lim (ﬁ) B L (2"> o
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bilden konnen. Er folgt unmittelbar aus der Definition [1.2.42(i) mit K = 0:

K=o EZE) 5 N, 4, >K=0 V>,

Bemerke, dass daher é > 0Vn > ny gilt.

Wir zeigen nun (ai) — 0. Sei € >0, setze K := %
n>ng

n

2.4 1
C23) v, enN: an> K= V=N

1
= VYn>N:= max(ny,Ny): —-€<—<E€.

an
i) UE. O

Bemerkung 1.2.49 (Bestimmte Divergenz vererbt sich nach oben resp. unten).
Falls a, < b, fiir fast alle n und a,, — oo, dann folgt (direkt aus Definition[T.2.42]1))
b, — .

Analog fiir a, < b, und b,, — —oo.

1.3 Vollstindigkeit von R, Konvergenzprinzipien

Motivation 1.3.1 (Ordnungsvollstindigkeit).
Wir haben in unseren Untersuchungen die Ordnungsvollstindigkeit von R (auch

Supremumseigenschaft; vgl. [0.1.10)

(V) Jede nichtleere nach oben (unten) beschrinkte
Teilmenge von R besitzt ein Supremum (Infimum)

an wesentlichen Stellen verwendet. Zum Beispiel folgt die essentielle
Archimedische Eigenschaft aus (V) [vgl.[0.1.12]] und diese wiederum impliziert
Lo

fn diesem Abschnitt wollen wir (V) und seinen Konsequenzen weiter nachspiiren -
(V) ist der rote Faden, der sich durch die gesamte Analysis zieht.

Zu diesem Zweck bendtigen wir erst einmal zwei neue Begriffe, ndmlich Teilfolge
und Hiaufungswert, um zum ersten Hauptresultat der VO zu gelangen, dem Satz
von Bolzano-Weierstraf3.

Motivation 1.3.2 (Teilfolge).

Wir lernen hier ein Verfahren kennen, um aus einer gegebenen Folge eine neue Folge
zu basteln - dieses ist intuitiv sehr einfach zu verstehen, seine exakte Definition
allerdings etwas technisch (und daher evtl. verwirrend).

Eine Teilfolge einer gegebenen Folge (a,) erhilt man, wenn man gewisse, unzwar
unendlich viele, Glieder von (a,) auslésst, z.B. (a,) = (2n) = (0,2,4,6,8,10,...)
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hat etwa die Teilfolgen

(0,4,8,16,...),(0,6,12,18,...), (alle durch 2 teilbar)

(0,4,10,18,...). (a; ausgelassen, a3,as ausgelassen,...)

Wesentlich dabei ist es, dass
» unendlich viele Glieder der Ausgangsfolge (a,) verwendet werden und zwar
jeweils hochstens einmal,
* die Reihenfolge erhalten bleibt.
Sonst gibt es keinerlei Einschrankungen. Insbesondere konnen alle Folgenglieder
a, verwendet werden (also: Jede Folge ist Teilfolge von sich selbst) oder beliebig
grofie verschiedene Liicken gelassen werden. Keine Teilfolgen von (a,) = (2n) sind

z.B.
Reihenfolge
(07 1a274767"') Oder (07276a4a"') Ver'eindert

bzw. (0,2,2,4,6,...).

kommt in (ay)
nicht vor

kommt
doppelt vor

Technisch beschreibt man diesen Prozess, indem man aus der Menge der Indizes

0,1,2,3,... gewisse auswihlt, also z.B. 1,3,5,7,..., und damit die zugehorigen a,,
also ay,a3,as,az,.... D.h. aus (a,),en gewisse (ay, ke (hier ng = 1,0y =3,np =
S;my=Tmitny <ny <---<nm<ny <..

Nun offiziell:

Definition 1.3.3 (Teilfolge).

(an)y ist eine Folge in R. Ist (ny)ren eine Folge in N (d.h. eine Folge natiirlicher
Zahlen) mit der Eigenschaft ngp < n; <ny < ... (d.h. ny < ngy| Vk € N), dann heif3t
die Folge

(ank)kEN = (an()vanl yAny s - - )
Teilfolge (TF) der Folge (ay,).

Beispiel 1.3.4 (Teilfolgen).
(i) an = (—1)" hat, wie in Abb. [1.8|dargestellt, z.B. die Teilfolgen

(aZk)k = (1, 1,) = (1)k7 und (a2k+1)k = (—1,—1,...) = (_1)k~

dh.mg=2k+1

dh. g = 2k
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Abb. 1.8 Zwei Teilfolgen von a, = (—1)"

(i) (bn) = ((=D)"(1+1)) ., = (=2,1+5,—1—1, ...) hat etwa als Teilfolgen
(vgl. Abb[TI) -

1 1 3 1 5
b= (1(1+= =(14==214-=2, ...
o= (1(1vg)) = (43355 )

1 1
b =(-1(14=—-
eani= (21 (1557,

Il
/T\
—_
N
—
+
|
N—
Il
|
N
|
—_
N
—_
+
W
N——
——

Abb. 1.9 Zwei Teilfolgen der Folge (b,) = ((—1)"(1+1)) _,

(i) (cn)n=1 = (1,2,%,4,1,6,...) =

n n gerade
1 ungerade
n

hat etwa Teilfolgen (coi)i>1 = (2k), (corr1)ken = (ﬁ)

(iv) Im Allgemeinen gibt es mehrere Wahlen von (ny); um dieselbe Teilfolge zu
erzeugen. So ist etwa auch (ag;) = (1)i.

(v) Keine Teilfolge von (ay) ist (—1,0,—1,0,...) [0 kommt in a, nicht vor].
Keine Teilfolge von (b, ) ist (1+1) _ [1+ } kommt z.B. nicht vor] bzw.

(=1+3,14+%,—1+1,...) [Reihenfolge falsch, d.h. # Wahl von nj mit ny <
My 1]

Motivation 1.3.5 (Haufungswert).
In[1.3.4]i) und (ii) haben die Punkte +1 eine spezielle Rolle: Sie sind jeweils Grenz-
werte von Teilfolgen, denn es gilt
s ay = (1) = lund agy; = (—1) = —1, sowie
* by = (14’%) —1 undb2k+1 = (*14’%) — —1.
Solche Punkte sind interessant und verdienen einen eigenen Namen:
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Definition 1.3.6 (Haufungswert einer Folge).

Sei (ay), eine reelle Folge und a € R. Die Folge (a,) hat a als Haufungswert (HW)
(bzw. a ist Hiufungswert von (a,)), falls eine Teilfolge (a,, )i von (a,) existiert fiir
die

lim a,, =a
k—yoo

gilt.

Beispiel 1.3.7 (Haufungswerte).
(i) Sei a =lima,, dann ist a [faderweise, weil sieche 1.3.2 ganze Folge als Teilfolge]
auch ein Haufungswert.
(ii) Die Vorzeichenmaschine a, = (—1)" hat die beiden Hiufungswerte +1.
(iii) b, = (( —1)"+ %)n>l hat ebenso die beiden Hiufungswerte +1.

d
v) ¢, = rlz % geracde hat O als einzigen Haufungswert.
. nungerade

Motivation 1.3.8 (Wie viele Folgenglieder sind nahe zum Haufungswert?).

Sei a = lima,,, dann liegen in jeder £-Umgebung von a fast alle (d.h. alle bis auf
endlich viele) a,, vgl.[[.2.7].

Ist a (lediglich) ein Haufungswert von (a,), dann heift das (nur), dass es eine Teil-
folge (ay, ) gibt mit a,, — a; also liegen alle bis auf endlich viele der ay, in jedem Ug
- das sind zumindest unendlich viele der a,. Diese Eigenschaft ist charakterisierend
fiir Haufungswerte - wie die nichste Proposition lehrt. Vorher noch eine
WARNUNG: In der obigen Situation miissen die ,,alle bis auf endlich vielen* a,,
nicht schon ,,alle bis auf endlich viele der a,, sein! Mit anderen Worten

T370)

a Hiufungswert von (a,) a=1lima,.

Ein explizites Gegenbeispiel ist etwa b, = ((71)" + %) mit Haufungswerten +1

(vel. ii1)). In jedem U, (1),Ue(—1) liegen unendlich viele b,. Aber fiir € < 1
gilt Ug (1) NUg(—1) = 0 und daher konnen in keiner der beiden Mengen fast alle b,
liegen — es blieben fiir die andere viel zu wenige b,, iibrig! Siehe Abbildung

( | A | ( | ) |
T T 7 T AN T 7 T

-1 0 1 3
ﬁ / 2
fast alle bax11 fastalle D2k
co—viele  bn oo — viele b,

Abb. 1.10 Hiaufungswerte von b,
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Proposition 1.3.9 (Charakterisierung von Hiufungswerten).
Sei (ay) eine (reelle) Folge und sei a € R. Dann gilt:

a ist Hiufungswert von (a,) <= Jede € — Umgebung von a enthdilt unendlich
viele a,, dh. Ye>0 VNeN dn>N:
an € Ug(a) = (a—€,a+€)

die Folge kommt
immer wieder in
Ug(a) vorbei

Beweis. (Da es sich um eine Aquivalenz handelt...)
=: Sei a ein Haufungswert von (a,) und sei € > 0 beliebig. Wir zeigen, dass die
Bedingung auf der rechten Seite der Behauptung gilt.

Wegen existiert eine Teilfolge (ay,, )x von (a,) mit limg_,e, a,, = a. Daher gilt
mit Definition
dK: Vk>K: a, €Uea)

Seinun N € N beliebig. Dann gilt wegen Definition

(nk,1 < < Npgp < )

<: Es gelte die Bedingung auf der rechten Seite der Aquivalenz, also

dk>K: n>N.

Also gilt fiir n = ny, : a, = an, € Ue(a).

Ve>0 VNeN In>N: a,€Uga). (1.22)

(1) Wir konstruieren induktiv eine Teilfolge (ap, )i>1 von (a,) mita,, € U 1 (a), wie
in Abbildung [I.TT] dargestellt.
k=1:Setzee=1=NT2 30, > 1: a,, €Uy(a).
k— k+1: Sei a,, € U%(a) schon definiert. Setze € = ﬁ,N =m+1
Iy >N >ngsa,, € Uk%l (a).

(2) Wir zeigen limy_,c.a,, = a:
Sei £ >0 und sei K € N mit + < & (vgl.[I.1.3{i)). Dann folgt

1 1
k>K: L —al < =< = <€, O
Vk > lay, —al k_K<

Da nach Konstruktion
an, €U 1 (a)

Motivation 1.3.10 (In Richtung Bolzano-WeierstraB).

Wir wissen schon (siehe[1.2.16][1.2.17): (a,,) beschrinkt 5 (a,) konvergent.
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Idee der Konstruktion: Zoomen mit Umgebungen

1 1
4= 75T at g
( . [ o o Y )
. o —o )
1 e ¢ a 1
a— ¢ Y
k a”k+l a+k

Abb. 1.11 Konstruktion der Teilfolge a,,

Aber wenn eine Folge beschrinkt ist, dann miissen sich alle (abzéhlbar vielen) Fol-
genglieder in einem beschridnkten Intervall tummeln - und dann miissen sich zumin-
dest manche nahe kommen und einen Hiaufungswert bilden, wie der nédchste Satz
lehrt, der zentral fiir unser Verstidndnis reeller Folgen ist.

Theorem 1.3.11 (Satz von Bolzano-Weierstraf}).

Jede beschriinkte (reelle) Folge hat einen Hdufungswert.

Beweis. (1) Wir verwenden die Ordnungsvollstindigkeit, um einen Kandidaten fiir
einen Haufungswert zu bekommen.
‘((V) als

« Existenzmaschine“)

(an) beschrinkt L2 3¢ > 0: lan| <K VneN.

Wir betrachten die Menge

A:={x € R|a, > x gilt fiir hochstens endlich viele n} C R.

Es gilt:

e A+#0,da K € A (denn kein q,, erfiillt a, > K).
* A ist nach unten beschrinkt, denn falls x < —K, dannist x € A, da a,, > —K
fiir alle n € N, also kann z.B. —K — 1 als untere Schranke gewihlt werden.

(2) Wir zeigen, dass a Haufungswert der Folge (a,) ist: Sei € > 0.
e Da a+ € > a, ist a+ € keine untere Schranke fiir A (es ist ja a = infA).
Somit gibteseinx € A mita <x <a-+E&.
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Def. von A ..
== a, <x<a+¢ firfastalle n, d.h.

dngeN: Vn>ny: a,<a+e. (1.23)

* Da a eine untere Schranke von A ist, gilt a — € ¢ A, also nach der Definition
von A: a,, > a — € fiir unendlich viele n, d.h.

VmeN dm>n: a—€<a,,. (1.24)

¢ Die Kombination von (1.23) und (1.24) liefert die Behauptung:
Sei ndmlich N € N gegeben, dann wihle n; := max(ng,N). Damit ergibt
sich:
(1.2d) —= dm>n >N: a—€e<ay

= a,, € Ug(a).
m>ny >no, ([23) = an<a+e } m € Uela)

Wir haben also fiir beliebiges € > 0 und beliebiges N € N ein m > N gefunden,
sodass a,, € Ug(a). O

Abbildung zeigt die Skizze zur Konstruktion:

Abb. 1.12 Konstruktion der Menge A

Bemerkung 1.3.12 (a ist der groSte Haufungswert).

Das im obigen Beweis konstruierte a ist der groBte Haufungswert von (ay,).

Denn sei b > a. Da a = infA, gibt es ein ¢ € A mit a<c < b. Setze € :=b—c (> 0).
Nach der Definition von A enthilt Ug (b) hochstens endlich viele a,, (fiir diese gilt ja
ay > ¢ € A). Somit ist b kein Haufungswert von (ay), vgl. Abb[I.13]

c b

| € ; A

i
Ue(b)
Abb. 1.13 Der Punkt b ist kein Haufungswert von a,,

Analog dazu kénnen wir auch den kleinsten Hiaufungswert von (a,) konstruieren

[dieser konnte gleich dem groBten sein...]
Diese speziellen Hiaufungswerte verdienen einen eigenen Namen:
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Definition 1.3.13 (lim inf, lim sup).
(i) Sei (a,) eine beschriinkte (reelle) Folge. Der groBte (bzw. kleinste) Hiufungswert
a von (ay) [der wegen des Beweises von existiert] heillt Limes superior
(bzw. Limes inferior) oder kiirzer limsup (bzw. liminf) und wir schreiben

a=limsupa, =lim a, (bzw. liminfa, =lim a,).
(ii) Falls (a,) nicht nach oben (bzw. unten) beschrinkt ist, setzen wir
lim a,:=oc (bzw.lim a, := —).

Beispiel 1.3.14 (lim inf, lim sup).

@ ay = (=1 (1+1):Tim a, = 1,1lim a, = —1, vgl. Abb[1.14]

Aok Aoy

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Abb. 1.14 liminf und limsup von a,,

(ii) a, = n hat keinen Haufungswert. Es gilt lim a, = und lim a, existiert nicht.

Motivation 1.3.15 (Konvergenzprinzipien).
Erinnern wir uns an unsere bisherigen Konvergenzbeweise (Abschnitt[T.2]und UE):

Bevor es richtig losgehen konnte, haben wir meist einen (guten) Kandidaten fiir
den Limes gebraucht. Das ist in der

Praxis natiirlich ein grofler Nachteil!

Wir werden nun die ,,Existenzmaschine™
Bolzano-Weierstrall so modifizieren, dass
sie uns unter passenden Bedingungen
nicht nur die Existenz eines
Héaufungswertes sondern schon den
Limes liefert - ohne einen Kandidaten fiir
den Grenzwert zu benétigen.

AuBer bei
»einfachen* Folgen:
Rechenregeln fiir
Limiten, Sandwich-
Lemma oder unbe-
schrinkte Folgen

Die michtigsten dieser Konvergenzprinzipien sind das Cauchy-Prinzip und das
Konvergenzprinzip fiir monotone, beschriankte Folgen. Als Bonus werden wir se-
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hen, dass es manchmal relativ leicht ist, den Grenzwert auszurechnen, wenn schon
klar ist, dass iiberhaupt Konvergenz vorliegt.

Als erstes bendtigen wir dazu den Begriff
Cauchy-Folge. Das sind Folgen, bei denen sich die
Folgenglieder schlieflich beliebig nahe kommen.
Anschaulich im Bild des ,,Spaziergangs™“ in M =R
(vgl.[I.2.4(i)) versandet die Folge, d.h. die Schritte
werden immer kleiner...

Genauer:

(Achtung: Nicht nur die einzelne Schrittweite)

stellt unsere
bisherige Methode
auf den Kopf...

Definition 1.3.16 (Cauchy-Folge).
Eine reelle Folge (a,) heit Cauchy-Folge (CF), falls

(Ve>0 INEN Vmn>N: |a,—an|<e]

Bemerkung 1.3.17 (Bedeutung von Cauchy-Folgen).
Wir werden gleich sehen, dass Cauchy-Folgen genau die konvergenten Folgen sind
- daher eriibrigt es sich, Beispiele anzugeben.

Im Sinne von [1.3.15| bemerke, dass man zur Uberpriifung, ob eine Folge (a,) eine
Cauchy-Folge ist, (im Prinzip) den Limes a nicht kennen muss - a kommt in
keines vor, das wird mit dem Auftreten von zwei Indizes (m und n) erkauft!

Theorem 1.3.18 (Cauchy-Prinzip).
Sei (ay) eine reelle Folge. Dann gilt:

‘ (an) konvergiert <= (ay) ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. =: (die , leichte” Richtung - ein §-Beweis)
Setze a := lima,,

6 E
N eN: \a,,—a|<§ Vn > N.
Dann gilt Vim,n > N
& S
|a,1—am|:|a,,—a+a—am\§|a,,—a|+|am—a|<§—|—§=8.

«: (Die schwierigere Richtung in drei Schritten)
Sei (a,) eine Cauchy-Folge.

(1) Wir zeigen, dass (a,) beschrinkt ist:
Setze € = 1 in|1.3.16] dann 3N € N : |a, — ap| < 1 Vm,n > N. Setzt man nun
m = N, so folgt
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verkehrte
- < — 1 >
A-Ungl, lan| — lan| < |an —an| < Vn>N
= |ap| < |ay|+1 Vn>N.

Die ersten N Glieder erledigen wir wie im Beweis von [[.2.16} Sei K :=
max{|ao|,|ail,.-.,|an—1],|an|+ 1}, dann gilt

lan] <K VneN.

(2) Da (ay) beschrinkt ist, existiert nach Bolzano-Weierstra} ein Hiufungswert a
von (ay).

(3) Wir zeigen a, — a: [%—Beweis mit Hineinschmuggeln eines a; nahe dem
Hiaufungswert a]

Seie > 0.
(@) cF LB ayen: \a,,fam|<§ Vm,n > N. (1.25)
avw B gi>n: jg-a<E (1.26)

2

(Das ist die Idee: verwende das N von oben!)
Daher gilt Vn > N:

lan —a| = |an — a + ax — a| < |ay — ax| + |ax — 4 @ =
{29 2
Beispiel 1.3.19 (Konvergenz ohne Limes).

Sei (ay) eine reelle Folge mit |a;| < 6 < 1 fiir alle k € N fiir eine bestimmtes
0. Wir betrachten die Reihe Za/g und zeigen mit Hilfe des Cauchy-Prinzips ihre
Konvergenz.

(1) Abschdtzung fiir die Differenz von Partialsummen.

Wie iiblich (vgl. setzen wir s, 1= Y ;_ ai. Dann gilt fiir m < n:

n k A—Ungl. 1 x n i
|$n — Sm| = Z ay| < Z lag|* < Z 0
k=m+1 k=m+1 k=m+1

:iek_iekl—e'”“] 1 —gmtl

Trick17) = &~ ~  1-6 1-6

ettt _ 9m+1ﬂ g1 (1.27)
1_6 1-60 o<o<1 1-6 .

(2) (sn) ist eine Cauchy-Folge:

Sei.<;‘>0.Wegen0§9<1i)EINeN:OSB'"+1 <€g(l—6)VYm>N.
Daher gilt Vn >m > N
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1 Noch nicht fertig!
ISy — 8] < O™ —— <&, (1.28)

- 1-6

Ganz analog beweist man (1.28)) fiir alle m > n > N. SchlieBlich gilt fiir m =
n > N, dass s, —s, = 0. Also ist (s,) insgesamt eine Cauchy-Folge.

(3) Aus|1.3.18|folgt nun: s, = Y7 _ af konvergiert.

UND: Wir haben keine Ahnung was der Limes ¥ aX ist! Im Allgemeinen kann
dieser auch nicht berechnet werden.

Motivation 1.3.20 (Monotone Folgen - Konvergenzprinzip).
Um das in[I.3.T5]angekiindigte Konvergenzprinzip fiir monotone, beschrinkte Fol-
gen anzugehen, miissen wir zuerst den ersteren Begriff exakt fassen.

Definition 1.3.21 (Monotonie von Folgen).
Sei (ay) eine reelle Folge.
(1) (an) heiBt (streng) monoton wachsend, falls

an < apyi(an < apr1) VneN. (1.29)
(ii) (ay) heibt (streng) monoton fallend, falls
an > apt1 (ay > apy1) VneN. (1.30)

(iii) Falls es ein N € N gibt, sodass (1.29) bzw. (1.30) nur fiir alle n > N gelten, so
sagen wir (a,) hat die entsprechende Eigenschaft ab N.

Beispiel 1.3.22 (Monotone Folgen).

Die Fibonacci-Folge (f,) [siehe[1.2.5(iv)] ist monoton wachsend und streng mono-
ton wachsend ab N = 2.

Tatsdchlich gilt fo =0< 1= f; = f> und f;, > 0 Vn > 1 und daher

vt =fat i1 > fu+0 Vn>2.

Bemerkung 1.3.23 (Monotonie und Schranken).

(i) Eine monoton wachsende nach oben beschrinkte Folge ist beschriankt (vgl.
Abb. [I.15)), denn sei a,, < C, dann gilt fiir alle n € N

CZanZaan“'Zao-

| | |

T T T

ap ap C

Abb. 1.15 Die Folge a, ist durch C beschrénkt.
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(i1) Analog sind nach unten beschrinkte, monoton fallende Folgen beschrinkt.

(iii) In beiden Fillen werden wir gleich sehen, dass die Folgen sogar konvergieren.
Vorher noch ein motivierendes Beispiel, das Sie vielleicht schon aus der Schule
kennen — Stichwort: Heron-Verfahren

Beispiel 1.3.24 (Approximation fiir /3).
Sei xp > 0. Wir definieren rekursiv die Folge (x,) via

1 3
Xn+1 :5 (xn+x> (nGN) (131)

Bemerke x,, > 0 Vn € N (offensichtlich kommen nur positive Zahlen vor).

(1) (xp) ist nach unten beschrinkt, genauer Vn > 1: 3 < x%.
Tatséchlich gilt

1/, 9 1 3\2
= (2-64+=5)==(x—=) >0.
(30 g)-a(e3)

(2) (x,) ist monoton fallend ab n = 1.
Firn > 1 gilt

Xn 3 | o
2 (x2-3)>0.
> o g 32

Xn —Xn+1 = Xn —

(3) (x,) konvergiert, genauer Ix := limx, laut dem in iii) angekiindigten
[T.3:23] (unten), das wir hier schon verwenden. [Sinn ist es zu sehen, dass uns
(3) ermoglicht, limx,, auszurechnen!]

4) limx, = v/3:
Zuerst bemerke 0 < /3 < x, (wegen (1)). Wir gehen nun auf beiden Seiten der
Rekursion (I.31)) zum Limes iiber:

1 3
X+l = 3 (xn + )Tn)

[ e

1 3
x 3 (x+3)
Also gilt
1 3 , 1,
xz(Xer) == XIE( +3)
2
X 3
= = = x=13
272 x=V3

Jetzt aber schleunigst zum Theorem mit seinem erfreulich einfachen Beweis.
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Theorem 1.3.25 (Konvergenzprinzip fiir beschrinkte, monotone Folgen).

‘ Jede nach oben beschriinkte und monoton wachsende (reelle) Folge konvergiert.

Das Resultat gilt auch fiir ab einem N € N monoton wachsende Folgen und analog
fiir nach unten beschrinkte und (ab einem N) monoton fallende Folgen.

Intuitives Bild der Folge (a,):

| | |

ap<a; <...

a = sup{a, |n € N}

die a, werden gegen a gedringt

Abb. 1.16 Die Folge (a,) ist durch sup{a, | n € N} beschrinkt.

Beweis. Sei (ay) nach oben beschrinkt und monoton wachsend.

(1) Produzieren eines Kandidaten fiir lima, [(V) als ,,Existenzmaschine*]:
Sei A := {a, | n € N}. Nach [1.3.23(i) ist (a,) beschrinkt und somit ist A be-
schrinkt (dass A # 0, ist klar).

V) nicht obere Schrank?
— da:=supA.

laut der Def. von sup

(2) Wir zeigen lima, = a:
Sei € > 0. Daa = supA, gibtesein N € N, sodass a — & < ay < a.

Da (a,) monoton wachsend ist, gilt Vi > N : a — € < ay < a, < a. Daher
Vn>N: l|la—ay| <e. O

Beobachtung 1.3.26 (a;, — supA).

Der obige Beweis zeigt explizit, dass lima, = sup{a, | n € N} und in diesem Sinne
wird das intuitive Bild aus Abbildung[T.T6|bestitigt: eine monoton wachsende, nach
oben beschrinkte Folge wird gegen ihr Supremum gequetscht!

Das motiviert auch das Studium von Mengen der Gestalt {a, | n € N} bzw. noch
allgemeiner die folgenden [spiter sehr wichtigen] Begriffe fiir Punktmengen in R.
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Definition 1.3.27 (Beriihrpunkt, Hiufungspunkt).
Sei A CR.
(i) a € R heiit Beriihrpunkt von A, falls

Jede e-Umg.
von a
enthilt mind.
einen Punkt
aus A

Ve>0: Ugla)NA 0.

(i1) a € R heiBit Haufungspunkt von A, falls
Ve >0: Ug(a)NA enthilt unendlich viele Punkte.

Beispiel 1.3.28 (Beriihrpunkte und Hiufungspunkte).
(i) Jedes a € A ist Beriihrpunkt von A [a € Ug(a) NA fiir jedes € > 0].

Jeder Haufungspunkt von A ist auch Beriihrpunkt von A.

(ii) Nicht jeder Punkt von A ist Hiufungspunkt von A, denn A = {0} hat gar keine
Hiufungspunkte, ebenso B = {1} und alle endlichen Mengen.

(iii) Sei A := [a,b) ein halboffenes Intervall. Jedes x € [a, b] ist Hiufungspunkt (und
somit Beriihrpunkt) von A. [Bemerke: b ist Haufungspunkt von A obwohl b ¢
Al

(iv) 0 ist Haufungspunkt von A := {1 | 1 <n € N} [bemerke wieder 0 ¢ A].

Bemerkung 1.3.29 (Hiaufungspunkt vs Hiufungswert).
Sei (a,) eine reelle Folge. Dann dringt sich folgende Frage auf: Gilt

a Hiufungswert von (ay) == aist Hiufungspunkt von A := {a, | n € N}

a HP der Menge
a HW der Folge der Folgenglieder

\ Die Antwort ist NEIN! \

Ein Gegenbeispiel ist ganz einfach die konstante Folge (a,) = (1),. Denn a =
1 ist Hdufungswert von (a,). ABER A := {a, | n € N} = {1} hat gar keine
Hiufungspunkte (vgl. [I.3.28[ii)).

[Bemerke: 1 ist immerhin ein Beriihrpunkt von A.]

Warnung 1.3.30. In der Literatur werden Haufungswerte von Folgen auch oft als
Héaufungspunkte bezeichnet. In diesem Text verzichten wir bewusst darauf, da wir
sonst die obere Aussage in der unschénen Form a Hiufungspunkt von (a,) # a
Hiaufungspunkt von {a, | n € N} hitten formulieren miissen.

Proposition 1.3.31 (Einfache Eigenschaften von HP und BP).
Sei A C R, dann gilt:

(i) a ist Beriihrpunkt von A < 3 Folge (ay) in A mit a, — a.
(ii) a ist Hiufungspunkt von A < a ist Beriihrpunkt von A\ {a}.
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Beweis. (1) =: Sei a Beriihrpunkt von A. Nach|1.3.27(1) gilt:
Setzen sukzessive € = 1(n € N)

Vn>13a, € Ui (a)NA.

So erhalten wir induktiv eine Folge (a,) in A mit a,, — a, denn |a, —a| < % -0

(vgl. Beweis|1.3.9) (vgl. AbbJI.17).

Abb. 1.17 Konstruktion der Folge a,,

<: Laut Voraussetzung gibt es eine Folge (a,) in A mit a, — a. Das heiBt:
Ve>0 INeN Vn>N: a, € Us(a)NA.

Also ist Ug(a) NA # 0.
(i) UE. O

Bemerkung 1.3.32 (Reelle Zahlen sind Haufungspunkte rationaler Zahlen).
Nach|0.1.12]liegt Q dicht in R. Das bedeutet, dass jedes x € R Haufungspunkt von
Q ist. Genauer gilt

QCR dicht i) Vx<yeR dgeQ:x<g<y

QY e U¢(¢)NQ unendlich.

Bemerkung 1.3.33 (Beschriinkte Mengen haben einen Beriihrpunkt).

Sei A C R beschrinkt und nicht leer, dann hat A einen Beriihrpunkt. Denn wegen (V)
existiert supA =: a und aus der Definition des Supremums folgt, dass a Beriihrpunkt
von A ist.

[Es gilt sogar: supA ist Limes einer monoton wachsenden Folge in A: Wihle a —2 <
ap < a und dann induktiv fiirallen > 1: a, € A, a, > a,—1,a— % <a,<al

Motivation 1.3.34 (Intervallschachtelungsprinzip).

Wir leiten nun aus dem Cauchy-Prinzip eine weitere ,,Existenzmaschine her, die
im Gegensatz zum Cauchy-Prinzip sehr anschaulich ist:

Wenn eine Folge ineinander geschachtelter, abgeschlossener Intervalle sich zusam-
menzieht, wie in Abbildung @], dann wird dabei ein eindeutiger Punkt in R ,ein-
gefangen”. Das veranschaulicht noch einmal die Tatsache dass R ,keine Locher
hat. Diese Uberlegungen machen wir nun exakt.
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Zoomen mit Intervallen:

Abb. 1.18 Konstruktion der Intervalle 7,

Definition 1.3.35 (Durchmesser eines abgeschlossenen Intervalls).
Seien a < b € Rund I := [a,b]. Wir definieren den Durchmesser von I als

diam(7) :=b—a.

Theorem 1.3.36 (Intervallschachtelungsprinzip, (IP)).

Sei (I,)nen eine Folge abgeschlossener, beschriinkter Intervalle, die sich zusammen-
ziehen, d.h. mit den Eigenschaften
(20 2hL-- 21, 21412 ...,
(ii) diam(Z,) — 0 (n — o0).
Dann existiert genau ein a € R, das in jedem I, liegt, d.h.

3! a € Rmit ﬂ I, ={a}.

neN

Beweis. (Existenz) Wir zeigen in 3 Schritten, dass ein derartiges a existiert. Seien
dazu I, = [a,,b,] (n € N).

(1) Die Folge (ay) der linken Randpunkte ist eine Cauchy-Folge:
Sei € > 0. Aus (ii) folgt:
IN e N: diam(l,) <& Vn>N. (1.32)

Seien also m,n > N. Nach (i) gilt a,,,a, € Iy und somit

|an — am| < diam(ly) < €.

(2) Das Cauchy-Prinzip schligt zu: Die Folge der linken Randpunkte hat einen
Limes, denn

1.3.18| = da :=lima,,.

(3) a liegt in allen Intervallen:
Fiir alle n > k gilt laut Voraussetzung: a; < a, < b, < by. Wir verwenden das
Sandwich-Lemma [[.2.28}
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ar < ap < by < by
[ L (o)

ay a bk

(ak), (bk) sind in n
konstante Folgen

Daher gilt mit Satz|1.2.28} a; < a < by fiir alle k und daher a € I, fiir alle k.

(4) (Eindeutigkeit) [folgt sofort aus (ii)]
Seien a,b € (e Iy, dann gilt Va:
. (N1)
0<|a—b|<diam(l,) =0 = |a—b|=0 = a=b. O
Beobachtung 1.3.37.

Es gilt also (,cyan = {a}, wobei a eindeutig festgelegt ist durch a = lima,, [und
analog a = limb,].

1.3.38 (Nachbetrachtung). (Der rote Faden)

Dieser Abschnitt war (neben anderen, praktischeren Aspekten) einer detaillierten
Analyse der Konsequenzen der Ordnungsvollstindigkeit (V) gewidment.

Genauer haben wir bewiesen:

(V) = (BW) = (CP) = (P).

Es gilt aber auch (IP) = (V) [ohne Beweis; siehe [HO] 3.16 Thm] und daher sind
alle vier Aussagen dquivalent! (BW), (CP) und (IP) sind also nur andere (teil-
weise anschaulichere) Manifestationen der Ordnungsvollstindigkeit (V) von R.
Daher spricht man oft auch einfach von der Vollstindigkeit von R, die durch jede
der vier Aussagen charakterisiert ist.

Nimmt man verschiedene Quellen zur Analysis zur Hand, so wird man jeweils ver-
schiedene Definitionen der Vollstindigkeit finden [z.B. (CP) in Forster, (V) in Deiser
und Heuser und noch eine Variante (Konvergenz von Dedekind-Schnitten) in Beh-
rends], aber (immer) auch einen Satz, der die Aquivalenz herstellt - also besagt, dass
all diese Zugiénge dquivalent sind.

Zum Abschluss des Abschnitts noch einmal und weil es so schon ist:

[ Ordnungsvollst. ] < [ Intervallschachtelungsp. j

¢ T

[ Bolzano-Weierstral3 ] = [ Cauchy-Prinzip ]
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1.4 Reihen und Konvergenz

1.4.1 (Einleitung und Ausblick).

In diesem letzten Abschnitt von Kapitel |1 beschiftigen wir uns ausfiihrlich mit der
Konvergenz (unendlicher) Reihen (Def. [1.2.33). Wie bereits in angekiindigt
ist es fiir Reihen im Allgemeinen schwieriger als fiir ,,normale” Folgen, Konvergenz
nachzuweisen und im Allgemeinen noch schwieriger, den Grenzwert zu bestimmen
- also die Summe tatséchlich auszurechnen.

Noch dazu werden wir sehen, dass der ,,normale” Grenzwertbegriff fiir Reihen zu
kurz greift: Er hat den entscheidenden Nachteil, dass die Umordnung einer konver-
genten Reihe nicht ebenfalls konvergieren muss - die Konvergenz hingt also von der
Reihenfolge der Summanden ab! Dieser wirklich problematische Aspekt ldsst sich
dadurch umgehen, dass man zu einem stirkeren Konvergenzbegriff Zuflucht nimmt.
Die sog. absolute Konvergenz ist stabil bzgl. Umordnungen der Reihe.

Das klingt kompliziert; aber einen Bonus gibt es, weil das Rechnen mit abso-
Iut konvergenten Reihen ein sehr michtiges Werkzeug ist. Das werden wir ganz
zum Schluss dieses Abschnitts sehen, wenn wir die Exponentialreihe und damit die
Exponentialfunktion kennen lernen.

Erinnerung 1.4.2 (Reihen - Sein und Schein, vgl.[1.2.32]-[1.2.34).
Sei (ay,) eine reelle Folge, m € N. Wir definieren die m-te Partialsumme der Reihe

Y_oan (oder kurz Y a,) als

m m oo
Sm = Z a, und schreiberll] nllig!osm = lim Z a, =: Z ay,
- n=0

m—roo
n=0 n=0

falls der Limes existiert. Damit ist die Konvergenz von Reihen auf die Konvergenz
von Folgen zuriickgefiihrt - Reihen sind nichts anderes als spezielle Folgen.

Wir beginnen damit, einfache Konvergenzkriterien fiir Rei- C)ft etwas listiger al?

hen herzuleiten. Als erstes schreiben wir das Cauchy- normale” Folgen
Prinzip, Thm.|1.3.18] um auf den Fall von Reihen.

Proposition 1.4.3 (Cauchy-Prinzip fiir Reihen).
Sei Y~ oay eine reelle Reihe, dann gilt

Z ap konvergiert < Ye>03dINeNVn>m>N: <e.| (1.33)

n=0

n
Ya
k=m

Beweis. Y a, konvergent @ s, konvergent @ s, Cauchy-Folge Ve >0
ANeN: sy —spu_1] <€ Vn,m—12>N,also

1 Wie in|1.2.33|erklirt, verwenden wir die

Bezeichnung Y a, sowohl fiir die Reihe,
wie auch (im Fall der Konvergenz) fiir ihren Limes.

Def. sagt ,.Vm,n > N*.
Also konnen hier m,n so ge-
wihlt werden, was das Ergeb-

nis verschonert zu Y7 .
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n m—1 n
Yoa— ) ol T | ) a
k=0 k=0 k=m
(oBdAnzm—1)

Bemerkung 1.4.4 (Anderung endlich vieler Glieder).

(1) Bei Folgen kann man endlich viele Glieder éndern, ohne das Konvergenzverhal-
ten zu dndern, vgl. [T.2.10] Prop.[T.4.3] zeigt, dass dies auch fiir Reihen zutrifft:
Bedingung M wird von der Anderung endlich vieler a; nicht beriihrt.

[Exakt begriindet man das z.B. so: Seien (a,), (b,) (reelle) Folgen und es gebe
ein M € N sodass Vn > M: a, = b, und (ay) erfl'ille dann tut das auch (b,):
Sei € > 0, dann 3N, : Vn,m > Ny ¥}, ax| < €. Wihle N := max{M,N;} =
Vinm > N [T, bl = [Ei, ] < €]

(i1) Weiters verédndert sich der Limes einer konvergenten Folge nicht, wenn endlich
viele Glieder gedndert werden.

sn_sm—1|: < E. O

‘ Das ist bei Reihen anders. ‘

Offensichtlich @ndert sich der Wert der Reihe, z.B: sei |x| < 1, dann

= 1 d 1 1-1

Y T I
= 1—x = 1—x ~~ 1—x 1—x

= = =1

Eine weitere wichtige Konsequenz aus halten wir im folgenden Korollar fest.

Korollar 1.4.5 (Die Glieder konvergenter Reihen sind Nullfolgen).

Z ay konvergent —  a; —0 (k— o).
k=0

Beweis. Sei € > 0. Dann exisitiert laut[1.4.3|(1.33) ein N, sodass fiirm =n > N gilt,
dann folgt

£> =la,] = a,—0. |

n
Y a
k=n

Proposition 1.4.6 (Beschrinktheit der Partialsummen).
Sei Y ay eine Reihe nicht-negativer Zahlen (d.h. a, > 0Vn € N), dann gilt

o

m
Z ay konvergent <— s, = Z ay beschrdnkt.
k=0 k=0

Beobachtung 1.4.7. Wihrend die Hinrichtung klar ist, vgl. ist die Riickrichtung
auf den ersten Blick iiberraschend, vgl. Auf den zweiten Blick klirt sich
die Situation auf: Monotonie und das Konvergenzprinzip fiir monotone beschrinkte
Folgen[1.3.25]schlagen zu! Jetzt im Detail:
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Beweis. =: folgt sofort aus
<«: Die Partialsummenfolge s, ist
* monoton wachsend, denn s§,,,+1 = Sy + @mr1 > Sm, da a,> 0 und
* beschrinkt per Annahme.

Daher folgt mit[T.3.25] dass s,, konvergiert. O

Hochste Zeit fiir ein Beispiel!

,,Dodel-Test“:
a, ~ 0=
Y a, divergent

Beispiel 1.4.8 (Konvergente und divergente Reihen).

O Yo o(—1)"=(1,0,1,0,...) divergiert, weil a,, = (—1)" /4 0 (vgl.[1.4.5).

(ii) Die harmonische Reihe
Erzbeispiel einer
divergenten Reihe

Wir zeigen, dass die Folge der Partialsummen unbeschrinkt ist (das Resultat

folgt dann aus , daa, = % > 0 fiir jedes n € N):
Wir betrachten s« (k € N) (das ist der Trick!). Dann gilt

ok
1
n=
1 1 1>
+...

e  E e
T4 27\3 "4 5°6 78

gy |
Z — divergiert.
n

n=1

~——
223=3 245=3
- Lo, ]
k=141 " 2k=142 2k ‘/\
22kl =3 Anzahl der Terme:
11 1 k 28— 2t
S ldododod— =14, _ k=1 _
>lts4g+t =145 =2 gln
e = 2K
k Terme

Also sy > 1+ % und somit ist s,, unbeschrinkt.

1.4.9 (GroBe fette Warnung!).
Bemerke: die harmonische Reihe Z% divergiert, OBWOHL % — 0. Daher ist die

Umkehrung von[T.4.5FALSCH. Es gilt also insgesamt

[g] a, — 0.
4=

4

\

(Einer sehr , beliebter* Fehler)

Zan konvergent
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Beispiel 1.4.10. (Y 1)
(i) Sei N> k > 2, dann ist

1
Z pr konvergent.

Da alle Glieder n—lk > 0 sind, miissen wir mit nur zeigen, dass s, beschriankt
ist. Dazu sei m € N gegeben; wihle / € N sodass m < 2/+1 _ 1, dann gilt

geom. Reihe

257

unabh. von m, daher
obere Schranke aller s,

(i1) Derselbe Beweis funktioniert (wortwortlich) auch fiir R 5 £ > 1 — wir haben
aber nf fiir k ¢ Z im Rahmen der Vorlesung noch nicht definiert. Wie auch
immer, es gilt

i 1 st divergent fiirs <1,
- konvergent fiir s > 1.

(iii) Fiir alle geraden ganzen Zahlen k konnen die Summen sogar explizit berechnet
werden, z.B. gilt
> 1 = &1 =
Y~ XYw~w
e

n=1
wie wir spiter sehen werden.

Motivation 1.4.9A.

Im folgenden betrachten wir sogenannte alternierende Reihen. Das sind Reihen, bei
denen die Glieder abwechselnd positiv bzw. negativ sind und daher oft einfacher zu
bindigen. Formal sind das also Reihen der Form
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Z(—l)"an =ay—a+ay—...
n=0

wobei alle a,, nicht-negativ sind, d.h. @, > 0Vn € N.
Konvergiert eine alternierende Reihe gegen einen Grenzwert S, so nihern sich die
Partialsummen im allgemeinen ,,von beiden Seiten” an S an, siche Abb.

Sn

Abb. 1.19 Partialsummen einer gegen S konvergenten alternierenden Reihe

Theorem 1.4.11 (Leibnitz-Kriterium fiir alternierende Reihen).
Sei Yo»_o(—1)"ay eine alternierende Reihe. Falls,
(i) a, monoton fillt (d.h. a, > a,4+ Vn) und
(ii) ay — 0 (n — o),
dann ist Y, _o(—1)"ay konvergent.

Beweis. Der Kern des Beweises ist wieder das Konvergenzprinzip fiir monotone
beschrinkte Folgen [I.3.25] Wir fiihren den Beweis in 3 Schritten:
(1) Die Teilfolgen der geraden/ungeraden Partialsummen konvergieren:

Sei k € N, wir betrachten zunéchst die Folge so;. Es gilt

2k+2 2k 2k+2 )
sz —su= Yy, (=1)"an—= Y (=1)"an="Y (—1)"ay=—axni1+ay4><0
n=0 n=0 n=2k+1
und daher
50 282284 2 00 2> 80k = Sopq2 2 e (1.34)

Analog gilt fiir spx 1, dass

®

$2443 — 241 = Aok2 — A3 <0 = 51 <53 <s5 <-e- Ksgpg sz S

(1.35)
Auflerdem gilt

o1 — S = —a%+1 <0 = sopp1 < sy (1.36)
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Also ist (s) nach (T.34) monoton fallend und nach unten beschrinkt weil

51 % $2k+1 % $2k-
und somit nach[T.3:25]konvergent, d.h.
35 := lim S$2k-
k—yo0

Analog ist (sy;+1) monoton wachsend (nach (T.33)) und nach oben beschriinkt
(nach (T:34),(T36)), also wiederum wegen [T.3.25]konvergent, d.h.

E|S, = lim S2k+1-
k—yoo

(2) Die Grenzwerte stimmen iiberein, S = S':

Es gilt

' . . (i)
S—§ = lim (SZk — S2k+1) = lim Aop+1 = 0.
k—yo0 k—ro0

(3) S =Y ist Limes der Reihe, d.h. s, — S:

Sei € > 0, dann gilt

Sop—S = dN; VYn>Nip: |S2n—S|<8,
Sopr1 =S = AN, Vn>N;: |S2n+1 -S| <e.

Daher gilt Vn > N := max{2N;,2N, + 1} dass |s, — S| < €. O

Beispiel 1.4.12 (Alternierende harmonische Reihe).
Die alternierende harmonische Reihe

= (—1)n! 11 1
,;(73 = 1f§+571+... konvergiert

nach|1.4.11| denn (%) ist eine monoton fallende Nullfolge.

Bemerkung 1.4.13 (Zum Leibnitzkriterium).
(i) Bemerke, dass[T.4.1T]eine schwache Form der Umkehrung von[[.4.3] (Y a,, kon-
vergent = a, — 0) ist (vgl.[[.4.9), denn[T.4.T1] sagt:

a, — 0 und monoton fallend — Z(—l)"an konvergent.

(i) Der Beweis von liefert die folgende Fehlerabschéitzung:

‘S_sm| < |sm+1 _Sm| =am+1-

sy, hiipft ja immer iiber S hinaus)
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Bemerkung und Warnung 1.4.14 (Reihenkonvergenz ist instabil).
Wie bereits in[I.4.T|angekiindigt, hingen Limes und sogar Konvergenzverhalten von
Reihen von der Summationsreihenfolge ab.
(i) Um dieses (unerwiinschte) Phinomen genauer zu untersuchen, benotigen wir
die folgende Notation:

Sei Y a, eine Reihe und 7 : N — N bijektiv, dann
heiBt }," o dq(,) €ine Umordnung von '} ay.

n—1
(ii) Umordnung konvergenter Reihen kann den Limes dndern. Seiz.B. Y, % =
11— % + % — % + ... die alternierende harmonische Reihe (sie konvergiert wegen

1.4.12). Gruppieren wir die Terme um, so ergibt sich

LN U U S N SRS I (RS U O
T2 46 8 10 12 2 2 3 7

und wir erhalten die Hilfte der urspriinglichen Summe.

(iii) Umordnung konvergenter Reihen kann sogar zu Divergenz fithren! Wir ordnen
nochmals die alternierende harmonische Reihe um, und zwar so, dass die nega-
tiven Terme immer spéter auftreten (n > 2):

9=23+1 15=231_1 8=2-342

1_1+1—1+(1+1)—1+<1+1+1+1)—1+...
2 3 4 5 7)) 6 9 11 13 15) 8
>0 2_1 4_1
>8=% 163
1 1 1 1
o 2n+1+2n+3+"'+2n+1—1>_2n+2

2n+172n o 2”(2,])

# der Klammern mit pos. Termen
=n— 1 = # der neg. Terme
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Also sind die Partialsummen einer solchen Umordnung unbeschrinkt und somit
ist die Reihe divergent.

(iv) Fazit: Wir benotigen einen stirkeren Konvergenzbegriff der solche Effekte aus-
schlief3t! Einen solchen liefert die nédchste Definition.

Definition 1.4.15 (Absolute Konvergenz).
Eine Reihe Y a, heiBt absolut konvergent, falls ZB,,\ konvergiert.

(Reihe der Absolutbetrige der GliedelD

Bemerkung 1.4.16 (Zur absoluten Konvergenz).

(i) Absolut konvergente Reihen haben beschrinkte ,,Absolut-Partialsummen®. Ge-
nauer, wegen |a,| > 0 gilt und daher

m
Z |an| konvergent <= s, = Z |a, | beschrinkt.
n=0

(i1) Konvergente Reihen miissen nicht absolut konvergieren, formal:

‘ Zan konvergent # Z |a,| konvergent. ‘

I (71);1—I

n—=

=Y, L divergiert nach|1.4.8(ii).

n=1pn

Ein Gegenbeispiel ist die harmonische Reihe: Y,
o |(=1)r!
14,12} aber ¥y, |

1e Umkerhung ist aber richtig, wie die folgende Aussage zeigt.

Absolute Konvergenz ist also >
z!

konvergiert nach

wirklich stéirker als ,,blofe” Konvergen

Proposition 1.4.17 (Absolute Konvergenz = Konvergenz).

‘ Jede absolut konvergente reelle Reihe konvergiert. ‘

Beweis (CP fiir Reihen und /\-Ungl.).
Sei € > 0, dann gilt mit[1.4.3|fiir Y |a,|: 3N Va > m > N:

n n n A-Ungl. fiir endliche Summen
€> ‘ Z ‘ak|’ > Z |ax| > ’ Z ak‘ von rechts nach links gelesen
k=m k=m k=m

Und daher gilt mit (lies von rechts nach links), dass )" a, konvergiert. O

Abs. Konvergenz ist stabil bzgl. Umordnungen
und damit der gesuchte Begriff, vgl.|1.4.14(iv).

Theorem 1.4.18 (Umordnungssatz).
Sei Y. a, absolut konvergent. Dann ist jede Umordnung Y. ar(,) absolut konvergent
und konvergiert gegen denselben Limes.
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Beweis. Nach|l.4.17|existiert s :=1lim) a,. Sei € > 0.
(Jetzt in drei Schritten ins Ziel)

(1) Abschdtzung fiir den Reihenrest.

1
€
L Sven wizN: Y jal<:
Z‘an‘ k=N 2
ad €
222 ¥V g < = 1.37
=—a ngl <3 (1.37)
Dabher gilt Vin > N
m N—1 m m oo (*)8
Ya— Y al=Y a|< Y lal <Y |l SE
k=0 k=0 k=N k=N k=N
(1.38)
(2) imYaq,) =s.
Sei M € N sodass M > N und sodass
[2(0),7(1), ... (M)} 20,1,..
Dann gilt Vimm > M
m m N—-1 N—1 e €
Y aww —s| S | Law— Yoa|+| L a—s| = S+ =¢
k=0 k=0 k=0 =0 g2 2
/NSZ:’:NWU
Wegen (A) fallen alle g, mit 0 <k <N —1 — i Ag(n) = 5.
aus der Summe weg. Ubrig bleiben gewisse n=0

ay, iiber die man nur weil}, dass k > N ist.
Diese Summe ist sicher durch
Yo v lak| abschitzbar.

(3) Y aq(n) konvergiert absolut.
Dies folgt sofort aus (1) und (2) fiir die Reihe Y. b, mit b, := |a,|. O

Motivation 1.4.19 (Absolute Konvergenz: Schon, aber wie?).

Nachdem wir gesehen haben, dass absolute Konvergenz der richtige Begriff ist, um
mit Reihen gut umgehen zu konnen - manchmal sagt man zu blofl konvergenten
Reihen auch BEDINGT konvergent - stellt sich die wichtige Frage: Wie sehe ich
einer Reihe an, ob sie absolut konvergiert? Dazu gibt es einige in der Praxis recht
gut einsetzbare TESTS; diese leiten wir nun her.
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Proposition 1.4.20 (Vergleichstests: Majoranten- und Minorantenkriterium).

(i) Sei Y c, konvergent und c, > 0. Y ¢, heiB3t konv.
Majorante von Y a,
lan| < ¢y, fiir fast alle n © = Zan absolut konvergent.
(ii) Sei Y. d, divergent und d,, > 0. Y d, heiBt div.
) Minorante von ¥ ay,
an > d, fiir fast allen * — Zan divergent.

Beweis. (i) O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass |a,| < ¢, fiir alle n € N gilt
(der Reihenanfang ist egal fiir Konvergenzfragen, vgl. [I.4.4i)). Wir verwen-
den (X |an| ist eine Reihe mit nicht-negativen Termen)

Fiir alle m gilt daher

m m o
0< s, = Z'an|§ chg ch
n=0 n=0

n=0

=> s, beschrinkt 28 Z|an| konvergent.

(i1) Indirekt: Angenommen, ) a, konvergiert. Dann wiirde nach (i) auch Y d, kon-
vergieren, ein Widerspruch. 0O

Beispiel 1.4.21 (Vergleichstest).
A X, if divergiert, denn Vn > 1: % > Lund ¥ 1 divergiert 1 ii)). Daher
gilt wegen [1.4.20{ii), dass

|
— divergiert.
LV

(i) Sei (ay) eine reelle Folge mit |a,|<1 Vn. Sei g € (0,1), dann gilt

oo

Z a,q" ist absolut konvergent,
n=0

denn |a,q"| < ¢" und ¥ ¢" konvergiert (1.2.37) i) Y a,q" konvergiert abso-
lut.

Proposition 1.4.22 (Wurzeltest).
Die reelle Reihe Y ay, ist
(i) absolut konvergent, falls 30 : 0 < 0 < 1 und Ing € N :

\n/ |an‘ < 6 Vn > no,

(ii) divergent, falls

|an| > 1 fiir unendlich viele n.
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Beweis (Benutzt den Vergleichstest und die geometrische Reihe und ergibt sich da-

mit fast von selbst...).
(i) Es gilt |a,| < 6" fiir fast alle n, und ) 6" ist konvergent (1.2.37)

220
4299 Y lan| ist konvergent.

(i) |a,| > 1 fiir unendlich viele n, also a, /4 0

Zan divergiert.O0
,.Dodel-Test*
Bemerkung 1.4.23 (Zum Wurzeltest).
(1) In der Praxis tritt oft auf, dass {/|a,| konvergiert. Sei also a := lim |an|%, dann
gilt:

a<1 = Bedingung in|1.4.22(i) gilt (etwamit 8 =a+nN <lundn = 1%")
= Y a, abs. konv.

a>1 = Bedingung in[T.4.22]ii) gilt (sogar fiir fast alle n)
= ) a, divergent.

(ii) WARNUNG! Der Wurzeltest bendtigt wirklich die Abschitzung

v/ |an| < 6 < 1 und nicht nur {/|a,|<1.

|an\% hat endlichen
Abstand zu 1

Konvergiert ndmlich {/|a,| gegen 1, so ist keine Aussage méglich. Es kann
nidmlich sowohl absolute Konvergenz als auch Divergenz vorliegen, wie die
folgenden Beispiel zeigen. Bemerke zuerst, dass /n — 1 (UE) und daher
1 1 1 1
1\n _ _1 1IN — (INu(1\n
(Z) = — 1 (Satz|1.2.25) und (n—z) = (;) (;) — 1 (1.2.22). Nun zu
den Beispielen:

\anﬁ kann 1
beliebig nahe
kommen

1
1\7 1 . .
1> (nz) — 1 und Z; konvergiert (T.4.10(1)),
1

1\~ 1
1 — 1 d —di iert ii)).
> (n) —1 un Zn ivergiert (I.4.8[ii))
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Proposition 1.4.24 (Quotiententest).
Sei a, # 0 fiir (fasEI) alle n. Die reelle Reihe Y a,
(i) konvergiert absolut, falls 30 : 0 < 6 < 1 und 3ng € N sodass

An+1
an

Se VﬂZ”O,

(ii) divergiert, falls Ing € N sodass

Ap+1
an

>1 Vn2>ng.

Beweis (Benutzt wieder Vergleichstest & geometrische Reihe und ist wieder nicht
schwer...).

(i) Fir alle n > ng gilt nach Voraussetzung
lans1] < Olan| < 0%|ap_1| < - <0 |a, | =,
und
Y o= 29"+17"0|an| _ |an0|917n026n
konvergiert nach Nun besagt aber [1.4.20(i), dass
Z |a,| konvergiert.

(i) Seiny > ng, dann gilt It. Voraussetzung |a,| > |a,—1| >0 Vn>n

= a,/40 @ Zan divergiert. a

Bemerkung 1.4.25 (Zum Quotiententest).

(i) Analog zum Wurzeltest: Falls Ja := lim | 22!

an

, dann gilt

424
<1 !l) Zan absolut konvergent,

a>1 — Zan divergent.
i)

(ii)) WARNUNG! Auch hier ist bei 8 = 1 keine Aussage moglich, denn z.B.

1 . . Ap+1 n2
— k t nach d 1> = 1,
) 3 konvergiert nac [[410(i) un ” CESIE
Zl divergiert nach[[48(ii) und 1> ntl _ "y
n a, n+1 '

2 Die Modifikation der Aussage und des Beweises fiir ,,fast alle” statt ,,alle” ist einfach zu bewerk-
stelligen aber etwas ldstig aufzuschreiben. Daher bleiben wir bei ,,alle’.
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(iii) Wurzeltest vs Quotiententest: Man kann zeigen, dass
(i) im Quotiententest — (i) im Wurzeltest.

Das bedeutet, dass falls der Quotiententest positiv ausfillt, auch der Wurzeltest
anwendbar ist und ebenfalls positiv ausfillt. Die Umkehrung ist aber falsch,
siehe [2 §5.3]. Fiir die Praxis bedeutet das fiir das Testen einer gegebenen Reihe
auf absolute Konvergenz: Falls der Wurzeltest nicht anwendbar ist, braucht man
es mit dem Quotiententest erst gar nicht probieren...

Beispiel 1.4.26 (Quotiententest, Wurzeltest).
@ Yoy g—i ist absolut konvergent, denn

an+1 — (n+1)22n — 1 <1+1>24) 1 <1
2 n ’

an

on+1p,2 2

und mit[T.4.25[i) folgt die Behauptung.
(ii) Y a, mit
27" ngerade
a, =
37" nungerade

konnen 6 = 5
ist absolut konvergent, denn (1.4.22]i))
QT bringt

1 11 1
n < — = — — 1 v .
|an| _max(2,3> < n

hier nichts!

Bemerke, dass fiir diese Reihe der Quotiententest nicht funktioniert. Genauer
ist er nicht anwendbar, denn

arc :1(2)2kﬁ>0 a2 :1(3>2"+1 mEQN
Toayg 2\2

ar 3\3

Motivation 1.4.27 (Dezimaldarstellung und »-adische Entwicklung).

Als erste Anwendung des entwickelten Begriffsapparates fiir Reihen werden wir
nun die Dezimaldarstellung reeller Zahlen und ihre Verallgemeinerung auf andere
Basen (statt 10) studieren.

(i) Beginnen wir mit Q: Im Alltag sind wir es gewohnt, rationale Zahlen in De-

zimaldarstellung zu sehen, z.B. auf Preisschildern im Supermarkt 17,48 EUR.
Die entsprechende Bruchzahl x € QQ errechnet sich gemif

10°+7-10°+4-10+8 1748

=1-10"+7-10°+4-107"+8.10 2=
o + + + 102 100
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(i1) Es ergeben sich unmittelbar zwei mogliche Verallgemeinerungen:

(A) Obige Darstellung hat endlich viele Terme. Kénnen wir auch unendlich
viele Terme zulassen und x so als Limes einer unendlichen Reihe auffassen
— und welche Zahlen x konnen wir so darstellen? Etwa mehr als Q?

(B) Eine vollig analoge Darstellung fiir beliebige Basen b > 2 statt 10 ist leicht
zu bewerkstelligen. In diesem Rahmen (offizielle Definition kommt sofort)
werden wir uns den Fragen in (A) widmen.

Definition 1.4.28 (b-adische Entwicklung).
SeiN>b>2,Ne€Zunda, €{0,1,...,b—1} (N <n€Z).Die Reihe

heiBt b-adische Entwicklung mit Ziffern a, (N <n € Z).

Beispiel 1.4.29 (b-adische Entwicklung).
(1) Im Beispiel in [1.4.27(i) ist b =10, N = —1, a_; = l,a0 = 7,a; = 4,a, = 8.
Noch genauer

2
17,48=1-10'+7-10°+4-10"' +8-10 2= Y @,10™".

n=—

(i1) Es gilt 27 = 128, daher hat 128 die Binérdarstellung (d.h. mit Basis b = 2)

128=1-2"=Y 1.27"
n—r
Motivation 1.4.30 (Konkretisierung von (A) in[1.4.27(ii)).
Die Fragen in[1.4.27(A) konnen wie folgt konkretisiert werden:

(i) Ist jede b-adische Entwicklung konvergent?
(ii) Kann jedes x € R als Limes einer b-adischen Entwicklung dargestellt werden?

(iii) Ist diese Darstellung eindeutig?

Bemerkung 1.4.31 (Uneindeutigkeit »-adischer Entwicklungen).
Die Antwort auf|1.4.30(iii) ist negativ, wie das folgende Beispiel zeigt (b = 10):

0,9999...=Y"9-107"=9-10"") (107")"
n=1 n=0

geom. Reihe, :2.%:2 10 =1=1,0000...
schon wieder... 10 1-3 10101

Zum Gliick lautet die Antwort auf @[i) und (ii) ,JA“ wie wir gleich sehen wer-
den.
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Theorem 1.4.32 (b-adische Entwicklung reeller Zahlen).
SeibeN, b>2, dann gilt:
(i) Jede b-adische Entwicklung konvergiert absolut.
(ii) Jede reelle Zahl x ist Summe (d.h. Limes) einer b-adischen Entwicklung (wobei
die Ziffern wie im Beweis angegeben rekursiv konstruiert werden konnen).

Beweis. (1) (wie gehabt und leicht)
Fiir alle n gilt:

ap<b—1

la, ™ < (b—1)b""und Zb*” ist konvergente Majorante
i) Zanb_" konvergiert absolut.

(1) (technisch anspruchsvoll...)
Es geniigt den Fall x > 0 zu betrachten. Wir konstruieren eine b-adische Dar-
stellung fiir ein beliebiges x € R in 3 Schritten.

(1) Konstruktionsvorschrift:
Da b > 2, gibt es nach[I.1.3(i) ein m € N, sodass 4" > x. Nach der Wohl-

ordnung von N (vgl. [I.1.2)) existiert

mo :=min{m € N | x < p™"}.

Setze N := —mgy. Wir werden in Schritt (3) induktiv eine Folge a, in
{0,1,...,b— 1} konstruieren, sodass
V>N 3 mit0<& <b"undx= Y ab*+E&,. (1.39)
k=N

(2) Diese Vorschrift geniigt, denn (T.39) = &, — 0, also
x= Z akb_k,
k=N
was die Aussage (ii) beweist.

Bevor wir, den entscheidenden 3. Schritt beginnen erinnern wir an die ndchst kleinere
Ganze auch Gauf3-Klammer genannt:

[|:R—R
ly] :=max{l€Z|I <y}
Es gilt |y| <y<|y]+1 und daher 0 <y—[y] < 1. (1.40)

(3) Konstruktion: Wir gehen induktiv vor und beginnen bei n = N.
n=N:Weilb>2>1und N <0 ist, gilt 0 < bV < b. Wir definieren
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Korollar 1.4.33 (Dichtheit von Q in R, zum Dritten). 0.1.12]ii)
Jedes x € R ist Limes einer Folge in Q. U.IH3OA

Beweis.
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ay €{0,1,...,b—1} und &y durch
ay = [xbV ], Ey:= (b —ay)b7V.
Dann giltx=5b"" ay+&yund 0 < &y @ b=V, Also gilt (T.39) fiirn = N.

n— n+ 1 : Aus (T.39) fiir n folgt 0 < &,6" ! < b. Wir definieren a1, &, 1
durch

aper = &b ], Eii= (&b —ap) BT (14D
—_——
0<---<1 nach (T40)
Dann gilt &, = @, 1b~""' +&,, 1 und daher
a) ¢ —k —n—1 H —k
X = Z arb™ +an1b +&pp1 = Z arb™ 4+ &,
k=N

k=N

und 0 < &, @ b1

also gilt (T39) fiirn+1. o

vgl. mit

Nach[[.4:32]existiert eine Dezimaldarstellung fiir x, d.h.

x= i a,-107".
n=N

Fiir jedes m ist die Partialsumme

S = Za,flO*"EQ
n=N

und s, > x. O

Bemerkung 1.4.34.
SeiR>x=Y,_ya,b™" eine b-adische Entwicklung. Man kann zeigen, siehe z.B.

(L} IT.7]:

x€Q <« Die Ziffernfolge a, ist ab einem K € N periodisch
dh. 3K e N,3p e N\ {0} : apip=a, Vn>K.

Das inkludiert den Fall,
dass ab K alle a, = 0 gilt,
die Entwicklung also abbricht!
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Motivation 1.4.35 (Das Cauchy-Produkt fiir Reihen).
(i) Um zu einer zweiten - noch viel wichtigeren - Anwendung unserer Erkenntnisse
iiber Reihen zu gelangen, ndmlich der

EXPONENTIALFUNKTION,

miissen wir uns zunidchst um Produkte von Reihen kiimmern.

(i) Um letztere zu motivieren, beginnen wir mit einer Uberlegung zu Produkten
endlicher Summen.
Sei Ay = YN @y, By =Y _, by, dann gilt

N N N N
Ay By = <Z an> (Z b,,) =Y Y awn. (1.42)
n=0 0

n=0 k=01=

Fiir die Untersuchung der Konvergenz N — oo solcher Ausdriicke erweist es
sich als giinstig, die Summation anders zu arrangieren. Am besten wird das in
einer 2-dimensionalen Skizze deutlich:

Alles lduft darauf hinaus, in welcher Reihenfolge wir die Indexpaare (k,I) in
der Doppelsumme in durchlaufen, wie Abbildung zeigt:

k ,quergestreift”
(O,N) (N,N)
N N
Y Yab =
k=0 1=0
(0,0) (v,0) 1

Abb. 1.20 Indexpaare werden ,,quer” durchlaufen

Es erweist sich fiir viele Anwendungen als giinstiger, langs der Diagonalen zu
laufen, zumindest bis wir die lingste Diagonale erreichen, wie in Abbildung
[L211zu sehen ist:

Wir verwenden folgende Abkiirzungen fiir Bereiche des Gitters N x N =: N2:

Oy :={(k,1) EN*|0 <k, <N},
Ay = {(k,]) € Oy | k+1 < N},

welche in Abbildung[T.22]dargestellt sind.
Damit konnen wir schreiben
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k
O.) )
4
XX = \
4 £ %,
l
(0,0) (N,0)
Abb. 1.21 Indexpaare werden ,,diagonal” durchlaufen
NN)
On Ax
N

Abb. 1.22 Indexpaare in Qy, sowie in Ay

AN -By = Z agb; = Z arb; + Z ab;

(k1)eON (kD) eDy (k1)EON\DN
N n

=Y Yabi+ Y ab, (1.43)
n=0 k=0 (k1)€ON\DN

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen ,ldngs der Diagonalen gelaufen®
sind, d.h. die Gleichheit

N

N n
Z Z axb; = Z Z axb,_i
n=0 (k,l)eAn n=0 k=0
k+l=n

verwendet haben.

(iil) Wozu das ganze? Wenn Y a,, Y b, absolut konvergieren und wir Produktreihen
betrachten, dann miissen wir in obiger Terminologie lim(AyBy) ausrechnen.
Dabei zeigt sich, dass relativ schnell zu sehen is dass

3 Intuitiv werden in Qy \ Ay die Indices sowohl von a, als auch von b, groff und daher Produkte
der Form a;b; schnell klein.
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Z arb; — 0
(k,1)EON\LN

und daher der erste Term in (1.43) gegen (Y a,) (Y. b,) geht.
Auflerdem ermoglicht die Struktur des Terms

N n
Y ) abui

n=0k=0

schone Formeln.

(iv) Ja, und muss man das so machen?
Nein, jede Form des Durchlaufens erzeugt bei absolut konvergenten " a,, ¥ b,
eine absolut konvergente Reihe mit dem selben Limes, siche z.B. [8, 32.5-6]
und [4, p. 116ff].

Proposition 1.4.36 (Cauchy-Produkt fiir Reihen).
Seien Y ay, )b, absolut konvergente Reihen. Definiere

n
Cp = Z arb, i (l’l S N)
k=0

Dann ist Y ¢, absolut konvergent und es gilt

£ (51) )
n=0 k=0 1=0
Bemerkung 1.4.35A.

Bemerke, dass die Proposition besagt, dass
o o . u . L . o
(Z) (L) =fim (Re) fim (L) =Jim T b= Lo
was wir in [I.4.33[iii) bereits angedeutet haben.

Beweis (Sehr technisch). . Wir verwenden die Notation aus Sei Sy :=
YN gen=YN o Yi_oarby—k, dann gilt

AN~BN—SN: Z akbl.
(k1)EON\AN

Wir berechnen den Limes von Sy und zeigen das die Konvergenz absolut ist in 2
getrennten Schritten.

(1) imSy = (Y ax) (X b)) :
Setze Al := YN |a,|, By :== YN by

AX,B;;: Z ‘akb1|.
(k1)€QN

, dann ist
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Weiters gilt (siche Abb- 0 Y] C Ay C QOpy.

- On
L
Q¥ —> o
Abb. 1.23 Schachtelung der Mengen QL% ] C Ay COn
Damit gilt
Oy et
ANBy =Syl < Y, lalb] < Y |ak|[bi]
(k)EQN\DN (kal)EQN\QwJ

2

=ANBY —Aly Bly)-
Nach Voraussetzung 1st (AyBx)~ konvergent, also eine Cauchy-Folge, und so-
mit limy .. AyBy — L y] B*L |= = 0 und daher
|AnBy — Sn| — 0.
Somit ergibt sich schlieBlich wegen
Ay -By — (Y a) (Y bi) die Beauptung, d.h. Sy — (Y ax) (Y. b1) -

(2) Y c, ist absolut konvergent:

N _
(1)
c g a||bp—_k — konvergent. O
n;)"" ,;),(Z’l a4 fir X[, |bu] &

Bemerkung 1.4.37 (Exponentialreihe).
Jetzt kommen wir endlich {iber die Exponentialreihe zur angekiindigten Exponenti-
alfunktion.
(i) Fiir jedes x € R ist die Reihe Y7 75 " absolut konvergent, denn fiir x # 0 sind
die Glieder a,, # 0 und

I

SN ES

An+1
an

— 0,

also folgt die absolute Konvergenz aus dem Quotlentenkriterium.
Fiir x = 0 ist die Sache einfacher, denn } ;" n, =1
(ii)) (ACHTUNG: NEUE IDEE!) Daher konnen wir fiir x € R eine Funktion
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definieren. Nun aber offiziell:

Definition 1.4.38 (Exponentialfunktion, Eulersche Zahl).
Die Exponentialfunktion exp : R — R ist definiert durch

X
= lxt g+t =l S e

n x2 x3 )C4 x2 x3 4
n! 3! 276 24

exp(x i

und die Eulersche Zahl durch

1 1 1
e:=exp(l) —1+1+2+6+24+
Motivation 1.4.39 (Funktionalgleichung fiir exp).
Viele wichtige Eigenschaften der iiberaus wichtigen Exponentialfunktion folgen aus
der Funktionalgleichung exp(x +y) = exp(x) - exp(y). (Tatséchlich ist exp dadurch
und eine Beschrinktheitsbedingung schon eindeutig charakterisiert [2, Sec. 7.5]).
Wir werden sie jetzt als Folgerung aus dem Cauchy-Produkt herleiten.

Theorem 1.4.40 (Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion).
Fiir alle x,y € R gilt

|exp(x+y) = exp(x) exp(). | (1.44)
Beweis (Erfreulich elnfach denn die ganze Arbeit steckt schon in|l.4.36| ).
Nach|1.4.37|sind }, x, Y2 -7 absolut konvergent. Daher folgt aus 1 , dass
exp(x) -exp(y Z cp mit

ok gk L& (n nk BLS (x+y)"
Cn = ZE( k)‘_mk:()(k)Xky = . (1.45)

Also

exp(x)exp(y Z = =exp(x+y). O

Korollar 1.4.41 (Wichtige Eigenschaften der Exponentialfunktion).
Fiir alle x € R gilt:

(i) exp(x) >0
(ll) exp(—x) = m
(iii) Fiir alle n € Z gilt exp(n) = €".
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Beweis (Den erledigt die Funktionalgleichung fiir uns — bedenke aber, dass die
ganze Arbeit daher schon in steckt).

(ii) Die Funktionalgleichung (T.44) liefert

1 =exp(0) =exp(x —x) L2 exp(x) exp(—x).
(1) Fiirx > 0 gilt
2
exp(x):1+x+§+--~21>0. (1.46)
Fiir x < 0 gilt
(i) 1
= >0
exp() = o =
~—~—
>0
———
~0(C5)
(iii) Wegen (ii) gilt exp(—n) = m und es geniigt daher, die Aussage fiir n € N
zu beweisen. Das machen wir induktiv:
n=0:exp(0) =1=¢".
n»—)n—{—l:exp(n—i—l)lﬂé&]exp(n)exp(l)(I;])e"-e1 ="l O

Bemerkung und Motivation 1.4.42.
(i) Thm. [T.4.40]und Kor.[T.4.41|besagen, dass exp ein Gruppenhomomorphismus

exXp: (R7+) — ((0700)’ )

ist; vgl. [7, 5.2.62].

(i) Zum Abschluss des Abschnitts und des Kapitels beweisen wir nun eine grobe
aber trotzdem sehr niitzliche Fehlerschranke fiir die Exponentialreihe — spiter
werden wir diese noch erheblich verbessern, Stichwort Taylorreihe, siehe Ab-
schnitt 3]

Im technischen Beweis bendtigen wir eine Verallgemeinerung der A-Ungleichung
fiir absolut konvergente Reihen, die wir als Lemma[@] unmittelbar nach Pro-
position formulieren und beweisen.

Proposition 1.4.43 (Fehlerabschatzung fiir exp).

Sei N € N. Fiir alle x € R gilt /\(N-te Partialsumme)

N X
exp(x) = ), 4R p1(), (1.47)
n=0 Rest der Ordnung N + 1)
wobei der Rest-Term Ry fiir alle x € R mit |x|<1+ % die Abschiitzung




1.4 Reihen und Konvergenz 81

|x|N+l

(NT1)!

‘RN+1(X)| S 2 (148)

erfiillt.

Beweis (Technisch aufwdndig, aber notwendig!).
Fiir den Rest-Term gilt

N xn oo xn N xn I xn
RN+1(x)—exp(x)—Zf':Zf'_Zi': y =
=0 aZ0™ 220 =NtV

und letztere Reihe konvergiert absolut, vgl.[T.4.37|i). Daher gilt

A A
R < = 14
Al 2 e

L P b
(N+2)(N+3)  (N+2)(N+3)(N+4)

< h? <_hB

= (N+2)2 = (N+2)3

oo k
PR Y
S (V) E\N+2

geom. R. |)C|N+1

zz -~ (N+ 1)

(Verallg. A-Ungl. fiir abs. konv. Reihen, siehe Lemma|l.4.44 unten)

Lemma 1.4.44 (Verallgemeinerte A\-Ungl. fiir absolut konvergente Reihen).
Sei Y > ay, eine absolut konvergente Reihe, dann gilt

<Y lan|- (1.49)
n=0

Beweis (Anwenden des Sandwich-Lemmas auf die Partialsummen). Eine iterative
Anwendung der (gewohnlichen) A-Ungleichung liefert fiir die Partialsummen von

Z;T:O an

N
< Z |an|«
n=0

Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe gilt im Limes N — oo mit
X0 an| < Enlolanl.
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Beispiel 1.4.45 (Approximation fiir ¢).
Ganz zum Schluss des Kapitels machen wir nun die Abschitzung aus [I.4.43] kon-
kret. Es gilt

e=-exp(l) = Z Z +RN+1
n=0"

undx=1<1+ % VN € N. Daher erhalten wir aus (1.47) fiir N = 2

2
1 1 5
=Y — +Ry(1)=1+1+=+R3(1) =2 +Rs(1
e ,;)”!+3() +—|—2+3() 2+3()
und aus (T.48)
1 2 1
O0<Ri(l)<2 ==—-=—_.
(W=23=6=3
Also insgesamt
5 1 17 .
2< = S4-o=—-=283<3
<2<e 2+3 6 <

Tatséchlich gilt e == 2, 71828 und die ersten 100 Stellen erhilt man genau nach Sum-
mation der ersten 73 Terme. Das ist nicht besonders praktisch und wir werden spéter
eine weit besser Approximation fiir e kennenlernen.
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