UBUNGSAUFGABEN
PROSEMINAR ZU DIFFERENTIALGEOMETRIE 1

ZUSAMMENGESTELLT VON STEFAN HALLER

39. Essei M C R""! eine Hyperfliche, g die induzierte Riemannmetrik
und V die entsprechende kovariante Ableitung (Levi-Civita Konnexi-
on) auf M. Ausgehend von der Definition der Riemannkriimmung

R(X, Y)(Z) = vayZ - Vyvxz - V[Xg/]Z

zeige direkt aus den Eigenschaften von V (siehe 3.6 im Skriptum), dh.
ohne Verwendung der zweiten Fundamentalform, dass

R(fX,Y)(2) = R(X, [Y)(Z) = R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)(Z),

fur alle X, Y, Z € X(M) und f € C*°(M,R) gilt. Schliee daraus, dass
R als Tensorfeld interpretiert werden kann, genauer R € 7' (M).

40. Wie in Aufgabe 39, dh. ohne Verwendung der zweiten Fundamen-
talform, verifiziere die folgenden algebraischen Symmetrien der Rie-
mannkriimmung, X, Y, Z, W € X(M):

(a) R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z

(b) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z)

(¢) RRX,Y)Z+ R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

(d) g(R(Xa Y)Zv W) = g(R(Z’ W)X7 Y)

41. Es seien M, g und V wie oben. Weiters sei (U, u) eine Karte von
M, 9; = ;2 € X(U) die damit assoziierten Vektorfelder, und es be-
zeichnen I'}; € C*(U,R) die durch V,0; = 3, ¥ 0, eindeutig be-
stimmten Funktionen (Christoffel-Symbole). Weiters sei ¢ : I — U eine
glatte Kurve, und (u o ¢)(t) = (u'(t),...,u"(t)) die Komponenten der
Kartendarstellung von c. Zeige, dass die Geodéatengleichung V.¢' = 0
dquivalent zu folgendem System gewdhnlicher Differentialgleichungen
zweiter Ordnung ist:

T nF’“ (Lt n(0) L)L (1) = 0
0+ S w0 ) G0 ) =,
k=1,...,n = dim(M). SchlieBe daraus, das es zu jedem ¢ € T, M

genau eine Geodéte ¢ mit ¢(0) = = und ¢(0) = & gibt.

Weitere Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/"stefan/DGI2010.html.
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