Geometrie und Lineare Algebra
fiir das Lehramt
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Dies ist ein Skriptum zu meiner Vorlesung im Sommersemester 2018. Es steht unter
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1. Hilberts Axiomensystem

In diesem Abschnitt skizzieren wir einen axiomatischen Zugang zur ebenen Geometrie.
Alle Satze sollen aus wenigen, grundlegenden Annahmen, den Axiomen, hergeleitet werden.
Die Geometrie wird dadurch auf eine solide Basis gestellt und ihrer innere Struktur trans-
parenter.

Der erste axiomatische Aufbau der Geometrie findet sich in Euklids Elementen [Euklid].
Ein modernes Axiomensystem wurde Ende des neunzehnten Jahrhunderts von Hilbert vor-
geschlagen [Hilbert]. Neben den Texten von Euklid und Hilbert orientieren wir uns hier
auch an der Darstellung in [Hartshorne].

1.1. Axiome der Verkniipfung (Inzidenzaxiome). Sei £ eine Menge, und G eine
Menge von Teilmengen von €. Die Menge £ heifit Ebene, Elemente von £ werden Punkte

genannt, Elemente von G als Geraden bezeichnet. Wir sagen ein “Punkt A liegt auf einer
Geraden g7, falls A € g gilt. Wir driicken dies auch durch “die Gerade trifft den Punkt A”

oder “die Gerade g geht durch den Punkt A” aus.
Punkte und Geraden sollen folgender Axiomengruppe |[Hilbert| §2] geniigen:
I1. Zu zwei verschiedenen Punkten A und B gibt es stets genau eineE] Gerade, die A
und B enthélt.
12. Jede Gerade enthilt wenigstens zwei verschiedene Punkte.
I3. Es existieren drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

BEMERKUNG 1.1.1 (Schnitt zweier Geraden). Sind ¢ und h zwei Geraden, dann tritt
genau einer der folgenden Fille ein:
(a) Die beiden Geraden schneiden sich nicht, d.h. es gilt g N h = 0.
(b) Die beiden Geraden schneiden sich in genau einem Punkt, d.h. es existiert ein Punkt A
mit g N h = {A}.
(c) Die beiden Geraden stimmen iiberein, d.h. es gilt g = h.
Besteht die Schnittmenge g N h aus zwei oder mehr Punkten, dann folgt aus der Eindeutig-
keitsaussage in Axiom I1 schon g = h. Weitere Félle sind daher nicht méglich. Aus Axiom 12
folgt, dass sich die drei Fille gegenseitig ausschlieBen. Zwei verschiedene Geraden haben also
hochstens einen Punkt gemeinsam.

DEFINITION 1.1.2 (Parallele Geraden). Zwei Geraden g und h werden parallel genannt,
falls g = h oder g N h = () gilt. Wir schreiben in diesem Fall g||h.
BEMERKUNG 1.1.3. Fiir zwei Geraden sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die beiden Geraden sind nicht parallel.
(b) Die beiden Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.

Dies folgt sofort aus Bemerkung [1.1.1]

DEFINITION 1.1.4 (Kolineare Punktmengen). Eine Menge von Punkten wird kolinear
genannt, wenn sie in einer Geraden enthalten ist.

DEFINITION 1.1.5 (Konkurrente Geradenmengen). Eine Menge von Geraden wird kon-
kurrent genannt, wenn diese Geraden einen gemeinsamen Punkt enthalten.
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BEMERKUNG 1.1.6. Aus den Inzidenzaxiomen lassen sich leicht folgende Aussagen her-
leiten: (siehe Ubungen)

(a) Durch jeden Punkt gehen wenigstens zwei verschiedene Geraden.

(b) Es existieren drei nicht konkurrente Geraden.

(¢) Zu jedem Punk existiert eine Gerade, die diesen Punkt nicht enthélt.
(d) Zu jeder Geraden existiert ein Punkt, der nicht auf dieser Geraden liegt.

DEFINITION 1.1.7. Sind A und B zwei verschiedene Punkte, dann bezeichnen wir die
nach Axiom I1 eindeutig bestimmte Gerade durch A und B mit g(A, B).

BEMERKUNG 1.1.8. Seien O, A, B drei Punkte mit A # O und B # O. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:
a) (0, A) # g(0, B).
b) O ist der einzige Schnittpunkt von ¢(O, A) und ¢(O, B).
c¢) A liegt nicht auf g(O, B).
d) B liegt nicht auf g(O, A).
(e) O, A, B sind nicht kolinear.
Dies folgt sofort aus Axiom I1.

1.2. Axiome der Anordnung. Es wird eine Anordungsrelation zwischen je drei Punk-
ten der Ebene postuliert. Formal ist dies ist eine Teilmenge Z C £ x £ x £. Wir sagen ein
Punkt B liegt zwischen den Punkten A und C falls (A, B,C) € Z gilt. Wir driicken dies auch
durch die Schreibweise A x B « C' aus.

Diese Anordnungsrelation soll folgender Axiomengruppe [Hilbertl §3] geniigen:

A1. Wenn ein Punkt B zwischen einem Punkt A und einem Punkt C' liegt, dann sind
A, B, C drei verschiedene Punkte einer Geraden, und B liegt dann auch zwischen
C und A.[

A2. Zu zwei verschiedenen Punkten A und B gibt es stets wenigstens einen Punkt C,
sodass B zwischen A und C' liegt. [

A3. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es nicht mehr als einen, der zwischen
den beiden anderen liegt. []

BEMERKUNG 1.2.1. Gilt A * B % C dann auch g(A, B) = g(B,C) = g(C, A). Dies folgt
aus Axiom Al und und der Eindeutigkeitsaussage in Axiom I1.

DEFINITION 1.2.2. Fiir beliebige Punkte A und B definieren wir
(AB) :={X €& : A« X x B} und [AB] :={A,B} U (AB).

(AB) 5 ) [AB]

A B

BEMERKUNG 1.2.3. Fiir beliebige Punkte A, B und C gilt:
(a) (AB) C [AB]. Sind A und B verschieden, dann gilt auch [AB] C g(A, B).

’Inbesondere gilt mit A% B % C auch C' % B * A.

3In anderen Worten: Sind A und B verschieden, dann existiert C' mit A % B * C.

“In anderen Worten: Es kann nicht gleichzeitig A x B * C' und A * C * B gelten.
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(b) A und B liegen nicht in (AB).

(c) (AB) = (BA) und [AB] = [BA].

(d) (AA) =0 und [AA] = {A}.

(e) Ist B € (AC), dann A ¢ [BC] und C ¢ [AB].

Die ersten vier Aussage folgen aus Axiom Al, die letzte aus Axiom A3 sowie (b) und (d).

DEFINITION 1.2.4 (Strecken). Unter einer Strecke verstehen wir ein ungeordnetes Paar
verschiedener Punkte AB. Da es nicht auf Reihenfolge der Punkt ankommt gilt AB =
BA. Unter dem Inneren der Strecke AB verstehen wir die Punktmenge (AB). Unter der
abgeschlossenen Strecke zwischen A und B verstehen wir die Punktmenge [AB]. Die beiden
Punkte A und B werden End- oder Randpunkte der Strecke AB genannt.

Wenn immer wir von einer Strecke AB sprechen wird stets vorausgesetzt, dass A und
B zwei verschiedene Punkte sind. Die Mengen (AA) = 0 und [AA] = {A} werden zur
Abgrenzung als degenerierte Strecken bezeichnet.

DEFINITION 1.2.5 (Dreieck). Unter einem Dreieck verstehen wir ein Tripel von nicht
kolinearen Punkten ABC. Die Strecken AB, BC und C'A werden als Seiten des Dreieckes
ABC bezeichnet. Die Punkte A, B, C' werden FEckpunkte des Dreiecks genannt.

BEMERKUNG 1.2.6. In jedem Dreieck ABC gilt:

(a) Die Eckpunkte A, B, C sind paarweise verschieden.

(b) (AB)N(BC) =10, (BC)N(CA) =0, und (CA) N (AB) = 0.

(c) [AB]N[BC] ={B}, [BC]N[CA] ={C}, und [CA]N[AB] = {A}.

Die erste Aussage folgt sofort aus Axiom I1, die anderen beiden aus den Bemerkungen [1.1.§]
und [L.2.3

Es wird nun noch folgendes vierte Anordnungsaxiom [Hilbert|, §3] postuliert:

Ad4. (Pasch) Sei ABC ein Dreieck, und sei g eine Gerade, die keinen der Eckpunkte A,
B, C enthilt. Wenn in dieser Situation g die Seite (AB) trifft, dann muss g auch
die Seite (BC') oder die Seite (C'A) treffen.

C

A B

Als erste Folgerung aus den Axiomen zeigen wir, dass jede Strecke innere Punkte besitzt:

PROPOSITION 1.2.7. Zu zwet verschiedenen Punkten existiert stets wenigstens ein Punkt,
der zwischen den beiden liegt.

Beweis. Wir folgen dem Beweis in [Hilbertl Satz 3 in §4]. Seien A und B zwei ver-
schiedene Punkte. Nach Bemerkung [1.1.6(d) existiert ein Punkt C, der nicht auf g(A4, B)

liegt. Nach Axiom A2 existiert ein Punkt D, sodass A x C'x D. Nach Axiom Al sind A, C,
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D drei verschiedene Punkte auf der Geraden g(A,C) = g(A, D) = ¢(C, D). Da C nicht auf
g(A, B) liegt, bildet ADB ein Dreieck, siche Bemerkung [1.1.8 Insbesondere sind D und B
verschieden, nach Axiom A2 existiert daher ein Punkt F, sodass D x B * E. Nach Axiom Al
sind D, B, E drei verschiedene Punkte auf der Geraden g(D, B) = g(D, E) = g(B, E). Da
ADB ein Dreieck bildet, muss auch C'DFE ein Dreieck sein, siche Bemerkung

D

A B

E

Wir wollen nun Axiom A4 auf das Dreieck AD B und die Gerade g := ¢(C, E') anwenden.
Nach Konstruktion schneidet g die Seite (AD) im Punkt C. Da CDE ein Dreieck bildet,
ist dies der einzige Schnittpunkt von g und g(A, D). Insbesondere liegt A nicht auf g. Da
CDE ein Dreieck bildet, ist E der einzige Schnittpunkt von g und g(D, F). Wir schlieflen
gN[DB] =0, denn [DB] C ¢(D, E) aber E ¢ [DB] nach Bemerkung[1.2.3|(e). Aus Axiom A4
folgt nun, dass g die Seite (AB) schneiden muss. Thr Schnittpunkt ist der gesuchte Punkt
zwischen A und B. O

Wir {iberlegen uns nun, dass Paschs Axiom auch fiir degenerierte Dreiecke gilt.

PROPOSITION 1.2.8 (Pasch). Seien A, B, C drei beliebige Punkte und g eine Gerade.
Gilt in dieser Situation g N (AB) # 0 und g N [BC] =0, dann auch g N (CA) # 0.

BeEwEIs. O.B.d.A. sei B # C. Aus den Voraussetzungen folgt sofort A # B und A # C.
Offensichtlich liegen B und C nicht auf g. Da ¢ die Strecke (AB) schneidet, kann auch
A nicht auf g liegen, denn andernfalls miisste nach Axiom I1 die Gerade g mit g(A, B)
ibereinstimmen, was B ¢ ¢ widerspriiche. Sind A, B, C nicht kolinear, dann folgt die
Proposition also aus Axiom A4. O.B.d.A. seien daher A, B, C drei verschiedene Punkte auf
einer Geraden h.
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Da B € h\ g sind die Geraden g und h verschieden, also existiert auch ein Punkt
O € g\ h. Insbesondere ist O # A, also existiert nach Axiom A2 ein Punkt A’ mit Ox Ax A’.
Beachte, dass A" weder auf g noch auf h liegt, denn A ¢ g und O ¢ h. Die beiden Geraden
gund g(A, A") = g(A, O) schneiden sich nur im Punkt O. Wir schliefien g N [AA'] = (), denn
[AA’] C g(A, A’) und nach Konstruktion O ¢ [AA'], siche Bemerkung [1.2.3[(e).

Wenden wir Axiom A4 auf das Dreieck AA’B an, erhalten wir g N (A’B) # (). Erneutes
Anwenden von Axiom A4 auf das Dreieck A'BC liefert gN(A'C') # (). Wenden wir Axiom A4
schlieBlich auf das Dreieck AA’C' an, so folgt g N (C'A) # 0. O

PROPOSITION 1.2.9. Unter drei paarweise verschiedenen Punkten einer Gerade gibt es
stets wenigstens einen, der zwischen den anderen beiden liegt.

BEwEIS. Wir folgen dem Beweis in [Hilbert, Satz 4 in §4]. Seien A, B und C' drei
paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden g, sodass A ¢ (BC') und C' ¢ (AB). Es ist
zu zeigen, dass B auf (AC) liegt. Offensichtlich gilt g = g(A, B) = g(A,C) = g(B,C).

Sei O ein Punkt, der nicht auf g liegt. Nach Axiom A2 existiert ein Punkt B’ mit BxOxB'.
Wir bezeichnen die Gerade durch diese drei Punkte mit b := ¢g(B,0) = g(B, B’) = ¢(O, B’),
siehe Bemerkung [1.2.1] Weiters betrachten wir die Geraden a := g(A4,O) und ¢ := g(C, O).
Da A der einzige Schnittpunkt von a und g ist, siche Bemerkung folgt a N [BC] = 0,
denn [BC] C g aber nach Voraussetzung A ¢ [BC]. Nach Konstruktion wird (BB’) von
a im Punkt O getroffen. Wenden wir Proposition auf die Punkte B, B’, C' und die
Gerade a an, erhalten wir einen Punkt A" € a N (B'C). Analog gilt g N [AB] = () und daher
cN(AB') # 0.

Da C' der einzige Schnittpunkt von ¢ und g(B’, C) ist, folgt cN[A'B’] = (), denn [A’B’] C
g(B',C) aber C ¢ [A’B']. Wenden wir Proposition auf die Punkte A, A’, B’ und die
Gerade ¢ an, erhalten wir ¢cN(AA’) # (). Da O der einzige Schnittpunkt von a = g(A, A’) und
c ist, muss O € (AA’) gelten. Somit ist auch b N (AA’) # (. Da B’ der einzige Schnittpunkt
von b und g(B’', C) ist, folgt bN[A'C] =0, denn [A'C] C g(B',C) aber B’ ¢ [A'C]. Wenden
wir Proposition auf die Punkte A, A’, C und die Gerade b an, erhalten wir bN(AC') # 0.
Da B der einzige Schnittpunkt von b und g(A, C) ist, muss also B auf (AC) liegen. O

BEMERKUNG 1.2.10. Sind A, B, C drei paarweise verschiedene Punkte einer Geraden,
dann tritt einer und nur einer der folgenden Félle ein: Entweder A x B x C', oder B *x C' x A,

oder C'x A x B. Dies folgt aus Proposition und Axiom A3.

PROPOSITION 1.2.11. FEine Gerade kann nicht alle drei Seiten eines Dreiecks im Inneren

treffen.
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BewEls. Wir folgen dem Beweis in [Hilbertl, Supplement I.1]. Sei ABC' ein Dreieck und
g eine Gerade. Wir nehmen indirekt an, g schneidet alle drei Seiten im Inneren. Es existieren
daher Punkte A" € gN(BC), B' € gN(CA) und C’ € gN(AB). Da ABC ein Dreieck bildet,
miissen die Punkte A’, B’ und C” paarweise verschieden sein, siche Bemerkung [1.2.6[b). Da
sie alle auf einer Geraden liegen, muss nach Proposition einer von ihnen zwischen den
anderen beiden liegen. O.B.d.A. liege B’ zwischen A’ und C’.

B

Wir wollen nun Axiom A4 auf das Dreieck A’BC” und die Gerade h := g(A,C) an-
wenden. Da A der einizge Schnittpunkt von h und g(A, B) ist, folgt h N [BC'] = (), denn
[BC') C g(A, B) aber A ¢ [BC'], siche Bemerkung [1.2.3](e). Analog sehen wir h N [BA'] = 0.
Andererseits wird (A’C") von h im Punkt B’ getroffen, und wir erhalten einen Widerspruch
zu Axiom A4. Somit kann g nicht alle drei Seiten im Inneren treffen. U

Wir benotigen auch folgende Version von Proposition [1.2.11] fiir degenerierte Dreiecke

PRrROPOSITION 1.2.12. Seien A, B, C' drei beliebige Punkte. Trifft eine Gerade g sowohl
(AB), (BC) und (CA), dann miissen schon alle drei Punkte A, B, C' auf g liegen.

BEWEIS. Nach Proposition diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass diese drei Punkte
auf einer Geraden h liegen. Nach Voraussetzung sind A, B, C paarweise verschieden. Wir
nehmen indirekt an, einer der Punkte liege nicht auf g. Dann folgt sofort, dass keiner der
Punkte A, B, C auf g liegen kann.

A/

Wir gehen nun wie im Beweis von Proposition vor. Da A € h'\ g, sind die Geraden
g und h verschieden, es existiert daher auch in Punkt O € g\ h. Insbesondere ist A # O,
nach Axiom A2 existiert daher ein Punkt A" mit O * A x A’. Beachte, dass A" weder auf g
noch auf h liegt. Da O der einzige Schnittpunkt von g und g(O, A) ist, folgt g N [AA"] = 0,
denn [AA'] C ¢(O, A), aber nach Konstruktion ist O ¢ [AA'].
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Wenden wir Axiom A4 auf das Dreieck AA’B und die Gerade g an, folgt g N (A'B) # 0.
Wenden wir Axiom A4 auf das Dreieck AA’C' und die Gerade g an, folgt gN(A'C) # (). Also
trifft ¢ alle drei Seiten des Dreiecks A’BC' im Inneren, ein Widerspruch zu Proposition[1.2.11]
Somit miissen A, B, C' alle auf g liegen. 0

DEerINITION 1.2.13 ([Hilbertl §4]). Sei g eine Gerade. Weiters seien A und B zwei
Punkte, die nicht auf g liegen. Wir sagen A und B liegen auf der selben Seite von g, wenn

gN(AB) = 0.

LEMMA 1.2.14. Auf der selben Seite einer Geraden g zu liegen ist eine Aquivalenzrelation
auf threm Komplement £ \ g mit genau zwei Aquivalenzklassen.

BEWEIS. Die Reflexivitit der Relation folgt aus (AA) = (), ihre Symmetrie folgt aus
(AB) = (BA), und die Transitivitét folgt aus Proposition [I.2.8]

Sei A ¢ gund X € g. Nach Axiom A2 existiert B mit A x X % B. Es folgt B ¢ g. Nach
Konstruktion gilt X € g N (AB), also g N (AB) # 0. Somit liegen A und B nicht auf der
selben Seite von g und reprisentieren daher unterschiedliche Aquivalenzklassen. Dies zeigt,
dass wenigstens zwei Aquivalenzklassen existieren.

Um zu zeigen, dass es nicht mehr als zwei Aquivalenzklassen geben kann, betrachten wir
drei Punkte A, B, C, die nicht auf g liegen. Wir nehmen an, A und B liegen nicht auf der
selben Seite von ¢, und wir nehmen auch an, dass B und C nicht auf der selben Seite von
g liegen. Es geniigt zu zeigen, dass dann A und C auf der selben Seite von g liegen. Nach
Voraussetzung gilt gN(AB) # 0 und gN(BC) # (). Mit Proposition[1.2.12]folgt gN(AC) = 0,
also liegen A und C tatséchlich auf der selben Seite von g. 0J

DEFINITION 1.2.15 (Halbebenen). Unter einer Seite einer Geraden g verstehen wir eine
Aquivalenzklasse der zuvor betrachteten Aquivalenzrelation auf £ \ g, vgl. Lemma [1.2.14]
Jede Punktmenge dieser Form wird als offene Halbebene bezeichnet.

BEMERKUNG 1.2.16 (Ebenenteilung). Sei g eine Gerade, und bezeichnen £; und &, die
beiden Seiten (Aquivalenzklassen) von g. Es gilt daher

E\Ng=¢e1Uey und e1Ney = 0.
Das Komplement der Geraden g zerfillt daher in zwei disjunkte (offene) Halbebenen, die

beiden Seiten von g.

So wie eine Gerade die Ebene in zwei Halbebenen zerlegt, zerlegt auch ein Punkt auf
einer Geraden die Gerade in zwei Halbgeraden. Wir gehen analog vor:

DEeFINITION 1.2.17 ([Hilbertl, §4]). Sei O ein Punkt auf einer Geraden h und seien A,
B zwei Punkte in A\ {O}. Wir sagen A und B liegen auf der selben Seite von O in h, wenn
O ¢ (AB).
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BEMERKUNG 1.2.18. Seien g und h zwei verschiedene Geraden, die sich im Punkt O
schneiden. Weiters seien A und B zwei Punkte auf h\{O}. In dieser Situation sind dquivalent:
(a) A und B liegen auf der selben Seite von g.

(b) A und B liegen auf der selben Seite von O in h.
Die Implikation (a)=(b) folgt aus O € g. Die umgekehrte Implikation (b)=-(a) folgt aus
(AB) C h und der Tatsache, dass O der einzige Schnittpunk von ¢ und A ist.

LEMMA 1.2.19. Auf der selben Seite eines Punktes O in einer Geraden h zu liegen, ist
eine Aquivalenzrelation auf dem Komplement h \ {O} mit genau zwei Aquivalenzklassen.

BeweEls. Wir wéhlen eine von h verschiedene Gerade g so, dass ¢ N'h = {O}. Aus
Lemmall.2.14 und Bemerkung[1.2.18|folgt sofort, dass “auf der selben Seite von O zu liegen”
eine Aqulvalenzrelatlon auf b\ {O} ist, die hochstens zwei Aquivalenzklassen besitzt.

Um einzusehen, dass es wenigstens zwei Aquivalenzklassen gibt, gehen wir wie im Beweis
von Lemma[I.2.14] vor. Nach Axiom I2 existiert ein Punkt A € h\ {O}, und nach Axiom A2
ein Punkt B, sodass A * O x B. Aus Axiom Al folgt B € h\ {O}, und nach Konstruktion
gilt O € (AB). Also liegen A und B nicht auf der selben Seite von O, und représentieren
daher verschiedene Aquivalenzklassen. O

DEFINITION 1.2.20 (Halbgeraden). Unter einer Seite eines Punktes O auf einer Geraden
h verstehen wir eine Aquivalenzklasse der zuvor betrachteten Aquivalenzrelation auf h\ {O},
vgl. Lemma[1.2.19 Jede Punktmenge dieser Form wird als offene Halbgerade oder als offener
Halbstrahl bezeichnet. Der Punkt O als Ausgangspunkt der beiden Halbstrahlen bezeichnet,
wir sagen auch die beiden Halbstrahlen gehen vom Punkt O aus.

BEMERKUNG 1.2.21 (Trégergerade). Aus Axiom A2 und Bemerkung[1.2.3|e) folgt sofort,
dass jeder Halbstrahl wenigstens zwei verschiedene Punkte enthélt. Jeder Halbstrahl ist
daher in einer eindeutig bestimmten Geraden enthalten, die als Trdgergerade des Halbstrahls
bezeichnet wird. Es ldsst sich auch leicht zeigen, dass ein Halbstrahl nur einen Ausgangspunkt
haben kann.

BEMERKUNG 1.2.22 (Geradenteilung). Sei O ein Punkt auf einer Geraden h. Weiters
bezeichnen h; und hy die beiden Seiten (Aquivalenzklassen) von O in h. Es gilt daher
h\{O}:hlLJhQ und hlﬂhgzﬂ

Der Punkt O zerlegt die Gerade h daher in zwei disjunkte (offene) Halbgeraden, die beiden
Seiten von O in h.

h1< Q ;hg

DEFINITION 1.2.23. Seien A und B zwei verschiedene Punkte. Wir bezeichnen die Seite
von A in g(A, B), die B enthélt mit (AB> oder <BA). Es gilt daher

(AB>={X € g(A,B): A¢ [XB|} = <BA).
Die andere Seite, die B nicht enthilt, bezeichnen wir mit B(A> oder <A)B. Es gilt daher
<A)B={X€g(A,B):Ac(XB)} ={X €& : XxAxB} =B(A>.

Beachte, dass diese Halbstrahlen nur fiir verschiedene Punkte A und B definiert sind.
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BEMERKUNG 1.2.24. Ist h ein von A ausgehender Halbstrahl und B € h, dann gilt
h = (AB>. Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.

BEMERKUNG 1.2.25. Fiir zwei verschiedene Punkte A und B gilt stets
<AB)N (AB> = (AB) und <AB)U (AB> = g(A, B).

Die Inklusion D auf der linken Seite folgt aus Bemerkung [1.2.3|e). Die umgekehrte Inklusion
C auf der linken Seite folgt aus Proposition[1.2.9] Nach Bemerkung[1.2.3|(e) gilt auch (AB> 2
A(B>, woraus leicht die zweite Identitdt oben folgt. Schneiden wir (AB> mit der disjunkten
Zerlegung g(A, B) \ {B} = <AB) U A(B> aus Bemerkung erhalten wir daher

(AB>\{B} = (AB)UA(B> und (AB)NA(B> = 0.

Durch Herausnehmen eines Punktes zerfillt ein Halbstrahl daher in eine Strecke und einen
dazu disjunkten Halbstrahl.

BEMERKUNG 1.2.26. Sei A ein Punkt auf einer Geraden ¢, und h ein von A ausgehender
Halbstrahl, der nicht in g liegt. Dann muss h zur Génze in einer der beiden Seiten von g

(offenen Halbebenen) liegen. Dies folgt sofort aus Bemerkung [1.2.18]

BEMERKUNG 1.2.27. Sei A ein Punkt auf einer Geraden g, sei ¢ eine Seite von ¢ und
B € e. Dann gilt schon (AB) C . Dies folgt aus den beiden Bemerkungen [1.2.25/und [1.2.26]

LemMA 1.2.28 ([Hilbertl Satz 5 in §4]). Fir beliebige Punkte A, B, C, D gilt:

(a) Aus Ax B*C und B C % D folgt A* Bx D und AxC x D und insbesondere A # D.
(b) Aus Ax Bx D und BxC x D folgt Ax B C und AxC % D und insbesondere A # C.

BEWEIS. Gilt A*x B C und B x C x D, dann liegen alle vier Punkte auf einer Geraden
h, siehe Axiom Al. Da B € (AC) liegen A und C' auf verschiedenen Seiten von B in h. Aus
der zweite Voraussetzung folgt B ¢ [C'D], siche Bemerkung[1.2.3{(e), also liegen C' und D auf
der selben Seite von B. Aus der Transitivitidt der Relation in Lemma folgt daher, dass
auch A und D auf verschiedenen Seiten von B liegen, d.h. B € (AD), und daher A x B x D.
Nach Axiom A1l miissen A und D verschieden sein. Analog, oder durch Vertauschen der
Reihenfolge der Punkte A, B, C, D, erhalten wir auch A x C' *x D. Dies zeigt (a).

Sei nun A x Bx D und B % C' * D. Wieder miissen alle vier Punkte auf einer Geraden h
liegen. Die erste Voraussetzung besagt, dass A und D auf verschiedenen Seiten von B in h
liegen. Wie zuvor, erhalten wir aus der zweiten Voraussetzung, dass C' und D auf der selben
Seite von B liegen. Mit der Transitivitat folgt, dass A und C' auf verschiedenen Seiten von
B liegen, d.h. B € (AC), und daher A x B x C. Dies zeigt den ersten Teil in (b). Daraus
erhalten wir auch, dass B und C' auf der selben Seite von A liegen. Wegen A x B x D liegen
auch B und D auf der selben Seite von A. Mit der Transitivitidt schliefen wir, dass C' und
D auf der selben Seite von A liegen, also A ¢ (C'D). Aus den beiden Voraussetzungen folgt,
dass A und B auf der selben Seite von D liegen, und auch B und C' auf der selben Seite
von D liegen. Somit liegen auch A und C' auf der selben Seite von D, also D ¢ (AC). Mit

Proposition folgt nun A x C x D. 0J
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BEMERKUNG 1.2.29. Ist B € (AC), dann gilt
<AB)N (AC) = (AB) und  (AC)N (BC> = (BC). (1)

Die Inklusion (BC') C (BC> haben wir bereits in Bemerkung festgehalten. Die In-
klusion (BC) C (AC) folgt aus der zweiten Aussage in Lemma [1.2.28(b). Somit (BC') C
(AC) N (BC>. Ist umgekehrt X € (BC>, dann liegen A und X auf verschiedenen Seiten
B, also A x B x X. Gilt dariiber hinaus X € (AC), so erhalten wir X € (BC), wieder
aufgrund der zweiten Aussage in Lemma (b) Dies zeigt die umgekehrte Inklusion
(BC) 2 (AC) N (BC> und somit die Gleichung auf der rechten Seite in (I). Die andere
Identitat in folgt analog, oder durch Vertauschen von A und C. Schneiden wir (AC') mit
der disjunkten Zerlegung g(A, C) \ {B} = <AB) U (BC> aus Bemerkung [1.2.22] erhalten
wir mit nun

(AC)\ {B} = (AB) U (BC) und (AB)N (BC) = 0. (2)
Durch Herausnehmen eines Punktes zerfillt eine Strecke daher in zwei disjunkte Teilstrecken.

BEMERKUNG 1.2.30. Fiir beliebige Punkte A, B, X, und Y gilt:
(a) Sind X,Y € (AB), dann auch [XY] C (AB).
(b) Sind X,Y € [AB], dann auch [XY] C [AB].
Um die erste Behauptung einzusehen seien X und Y 0.B.d.A. verschieden. Nach in der
vorangehenden Bemerkung muss Y in (AX) oder (X B) liegen. O.B.d.A. sei Y € (XB).
Erneutes Anwenden von liefert (XY) C (XB) und (XB) C (AB), woraus sofort (a)

folgt. Die zweite Behauptung lasst sich nun durch eine einfache Fallunterscheidung auf den
Fall X = A und Y € (AB) reduzieren, der wiederum aus folgt.

BEMERKUNG 1.2.31. Sind A und B zwei verschiedene Punkte, dann enthélt die Strecke
AB unendlich viele Punkte. (siche Ubungen)

DEFINITION 1.2.32. Sind A und B zwei verschiedene Punkte, dann werden
[AB> := {A} U (AB> und B[A> :={A} U B(A>
abgeschlossene Halbstrahlen oder abgeschlossene Halbgeraden genannt.

DEFINITION 1.2.33 (Winkel). Unter einem Winkel verstehen wir ein ungeordnetes Paar
verschiedener Halbstrahlen, die vom selben Punkt ausgehen und nicht in einer Geraden
liegen. Sind h und k zwei solche Halbstrahlen, dann schreiben wir Z(h, k) fir den aufge-
spannenten Winkel. Die beiden Halbstrahlen werden Schenkel des Winkels genannt und ihr
gemeinsamer Ausgangspunkt als Scheitel des Winkels bezeichnet. Da es uns nicht auf die
Reihenfolge ankommt gilt Z(h, k) = Z(k,h). Sind A, B, C drei nicht kolineare Punkte, dann
gehen die beiden Halbstrahlen (AB> und (AC> vom gleichen Punkt A aus und liegen nicht
in einer Gerade, und wir schreiben ZC'AB fiir den von ihnen aufgespannten Winkel.

k

12



BEMERKUNG 1.2.34. Eine Orientierung ist in unserem Winkelkonzept nicht enthalten,
denn keiner der Schenkel ist ausgezeichnet. Auch betrachten wir hier keine gestrecken oder
iiberstumpfe Winkel.

DEFINITION 1.2.35 (Innere eines Winkels). Sei Z(h, k) ein Winkel. Es bezeichne ¢, die
Seite der Triagergeraden von h (Halbebene), die k enthélt, sieche Bemerkung , und es
bezeichne g;, die Seite der Tragergeraden von k, die h enthélt. Unter dem Inneren des Winkels
Z(h, k) verstehen wir die Teilmenge &), N &.

BEMERKUNG 1.2.36. Das Innere des Winkels Z/C AB besteht daher aus allen Punkten,
die auf der selben Seite von g(A, B) wie C liegen und die auf der selben Seite von g(C, A)
wie B liegen.

BEMERKUNG 1.2.37. Ist ABC' ein Dreieck, dann liegt (BC') zur Génze im Inneren des
Winkels ZC'AB. Dies folgt aus Bemerkung [1.2.27]

ProPOSITION 1.2.38. Ist ABC' ein Dreieck, dann trifft jeder Halbstrahl, der von A aus-
geht und im Inneren des Winkels ZCAB liegt, die Seite (BC').

\/

hl

Beweis. Wir folgen dem Beweis in [Hartshorne| Proposition 7.3]. Sei h ein Halbstrahl,
der von A ausgeht und im Inneren des Winkels ZCAB liegt. Sei g die Trigergerade dieses
Halbstrahls, und bezeichne h’ die andere Seite von A auf g. Es gilt daher g = A" U{A} U h.
Nach Axiom A2 existiert ein Punkt D mit D x A« B. Da C nicht auf g(D, B) liegt, ist auch
BC'D ein Dreieck. Wir wollen Axiom A4 auf das Dreieck BC'D und die Gerade g anwenden.
Beachte, dass keiner der Eckpunkte B, C'; D auf g liegt. Nach Konstruktion trifft g die Seite
(DB) im Punkt A. Wir zeigen nun

N (BC)=0, WN(CD)=0 und hN(CD)=1. (3)

Da h und C' auf der selben Seite von g(A, B) liegen, liegen A’ und C' auf verschiedenen Seiten
von g(A, B), siche Bemerkung [1.2.18] Somit kann /' weder das Innere des Winkels ZC'AB
noch das Innere des Winkels ZC'AD treffen. Mit Bemerkung folgen die ersten beiden
Identitaten in . Mit Bemerkung sehen wir, dass B und D auf verschiedenen Seiten
von g(A, C) liegen. Da h und B auf der selben Seite von g(A, C) liegen, liegen h und D auf
verschiedenen Seiten dieser Geraden. Insbesondere trifft h das Innere des Winkels ZC'AD
nicht. Die dritte Identitit in folgt nun wie zuvor mit Bemerkung .

Da auch A nicht auf (C'D) liegt, folgt aus der zweiten und dritten Gleichung in (3)),

dass die Gerade g die Seite (C'D) nicht trifft. Nach Axiom A4 muss sie daher die Seite
13



(BC) treffen. Da A nicht auf (BC) liegt, folgt aus der ersten Gleichung in (3)) nun, dass der
Halbstrahl & die Seite (BC') treffen muss. O

DEFINITION 1.2.39 (Innere eines Dreiecks). Unter dem Inneren eines Dreiecks ABC
verstehen wir die Menge aller Punkte, die gleichzeitig auf der selben Seite von g(A, B) wie

C' liegen, und auf der selben Seite von g(B,C) wie A liegen, und auf der selben Seite von
g(C, A) wie B liegen.

BEMERKUNG 1.2.40. Das Innere eines Dreiecks ABC' kann in anderen Worten wie folgt
beschrieben werden: Bezeichne 4 die Seite von ¢(B, (), die A enthilt; e die Seite von
g(C, A), die B enthilt; und ec die Seite von g(A, B), die C enthilt. Dann stimmt der
Durchschnitt dieser drei Halbebenen, €4 N eg N e, mit dem Inneren des Deiecks ABC
iiberein.

BEMERKUNG 1.2.41. Ist ABC' ein Dreieck und X € (AB), dann liegt die Strecke (XC')
zur Génze im Inneren des Dreiecks ABC'. Nach Bemerkung liegt (XC) némlich im
Inneren des Winkels ZC'AB und auch im Inneren des Winkels ZABC'. Da der Durchschnitt
dieser Winkelinneren mit dem Inneren des Dreiecks tiberein stimmt, liegt (X C') im Inneren
des Dreiecks. Mit Bemerkung sehen wir insbesondere, dass das Innere eines Dreiecks
stets unendlich viele Punkte enthilt.

C

DEFINITION 1.2.42 (Konvexitét). Eine Punktmenge K C £ wird konver genannt, wenn
fir je zwei Punkte A, B € K auch [AB] C K gilt.

BEMERKUNG 1.2.43 (konvexe Mengen). Geraden sind konvex, siche Bemerkung|1.2.3|(a).
Fiir je zwei Punkte A und B sind die Mengen (AB) und [AB] konvex, siche Bemerkung|1.2.30|
Aus dieser Bemerkung folgt auch, dass Halbebenen und Halbstrahlen konvex sind. Beliebige
Durchschnitte konvexer Teilmengen sind wieder konvex. Somit sind auch die Inneren von

Winkeln und Dreiecken konvex. (siche Ubungen)
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1.3. Kongruenzaxiome fiir Strecken. Auf der Menge aller Strecken wird eine Relati-
on postuliert, die als Kongruenz von Strecken bezeichnet und mit dem Zeichen = geschrieben
wird. Zwei Strecken AB und C'D werden kongruent genannt, wenn sie in Relation stehen,

d.h. wenn AB = CD gilt.
Diese Kongruenzrelation soll folgender Axiomengruppe [Hilbertl §5] geniigen:

K1. Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Strecken.

K2. Sind A und B zwei verschiedene Punkte, und ist C' ein Punkt auf einer Geraden g,
dann existiert auf jeder Seite von C' in g genau ein Punkt D, sodass AB = CD.

K3. Liegt ein Punkt B zwischen zwei Punkten A und C', und liegt ein weiterer Punkt
B’ zwischen zwei Punkten A" und C’, und gilt dariiberhinaus AB = A'B’ sowie
BC = B'C’, dann auch AC' = A'C".

Axiom K1 erlaubt es, Aquivalenzklassen von Strecken zu bilden. Wir bezeichnen mit P

die Menge aller Kongruenzklassen von Strecken. Sind A und B zwei verschiedene Punkte,
dann wird die Kongruenzklasse der Strecke AB mit |AB| bezeichnet, d.h. |AB| € P.

BEMERKUNG 1.3.1. Fiir je zwei verschiedene Punkte A und B gilt |AB| = |BA|, denn
die Strecken AB und BA stimmen {iberein, vgl. Definition [1.2.4]

BEMERKUNG 1.3.2. Wir betrachten Kongruenzklassen von Strecken, als Strecken gleicher
Lange, und fassen |AB| daher als (abstrakte) Streckenlénge auf. Beachte, dass die Elemente
von P nur positiven Léngen entsprechen, degenerierte Strecken (mit Lénge Null) sind in der
Definition von P nicht enthalten.

BEMERKUNG 1.3.3. Sei h ein Halbstrahl, der vom Punkt A ausgeht. Dann besagt Axi-
om K2 gerade, dass die Abbildung h — P, X +— |AX], eine Bijektion ist.

DEFINITION 1.3.4 (Addition). Sind a,b € P zwei Kongruenzklassen von Strecken, dann

definieren wir ihre Summe, a+b € P, wie folgt: Wir wihlen drei Punkte (auf einer Geraden)
so, dass Ax Bx C, |AB| = a, |BC| = b, und definieren dann a + b := |AC/.

LEMMA 1.3.5. Die Summe von Kongruenzklassen ist wohldefiniert.

BEWwWEIS. Wir iiberzeugen uns zunéchst davon, dass drei Punkte A, B, C' mit den gefor-
derten Eigenschaften {iberhaupt existieren. Dazu wéhlen wir eine Gerade g und einen Punkt
B auf g. Auf einer der beiden Seiten von B in g wihlen wir einen Punkt A mit |AB| = a,
und auf der anderen Seite von B wihlen wir einen Punkt C' auf g mit |BC| = b. Diese
Punkte A und C existieren nach Axiom K2, siche auch Bemerkung [I.3.1] Da A und C auf

verschiedenen Seiten von B liegen, muss B zwischen A und C' liegen, siehe Definition [1.2.17]
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Nun wollen wir uns noch davon iiberzeugen, dass die Summe nicht von der Wahl der
Punkte A, B, C' abhangt. Seien also A’, B, C’ drei weitere Punkte, sodass A" * B’ x (',
|A’B’| = a und |B'C’| = b. Es gilt daher |AB| = |A’B’| und |BC| = |B'C"|], also AB = A’'B’
und BC' = B'C’". Aus Axiom K3 folgt nun AC' = A'C’, also |AC| = |A'C"|. O

SATZ 1.3.6 (Rechenregeln fiir Steckenaddition). Fir beliebige a,b,c € P gilt:
(a) a+b= b+ a. (Kommutativitit)
(b) (a+b)+c=a+ (b+c). (Assoziativitit)
(c) Es tritt genau einer der folgenden Fdlle ein:
(i) Es ezistiert x € P mit x +a = b, oder

(i1) a = b, oder

(111) es exitsiert x € P mit a = x + b.
(d) Aus a+c=0b+ c folgt a =b. (Kiirzungsregel)

BEWEIS. Um (@) einzusehen, wihlen wir drei Punkte so, dass A * B * C, |AB| = a und
| BC| = b. Nach Definition gilt daher a+b = |AC/|. Es gilt dann auch C'«Bx A, b = |C'B| und
a = |BA|, siehe Axiom Al und Bemerkung [1.3.1] Nach Definition ist daher b+ a = |C'A.
Die Kommutativitéit folgt nun aus |[AC| = |C'A|.

Um (]ED einzusehen wihlen wir wie zuvor drei Punkte A, B, C auf einer Geraden so, dass
Ax BxC, |AB| = a und |BC| = b. Dariiber hinaus wihlen wir auf der Seite von C, die B
nicht enthélt, einen weiteren Punkt D auf dieser Geraden mit |C'D| = ¢, siche Axiom K2.
Es gilt daher B %« C' x D. Nach Definition haben wir

a+b=|AC]| sowie b+c=|BD|. (4)
Nach Lemma|1.2.28(a) gilt auch A * B+ D und A % C' % D. Somit erhalten wir auch
a+ |BD|=|AD| = |AC| +c.
Die Assoziativitét folgt nun durch Einsetzen der Relationen .
Um (|d) einzusehen, wihlen wir zwei Punkte A und C” auf der selben Seite von B in einer
Geraden so, dass |AB| = a und |C'B| = b. Der Punkt B liegt daher nicht zwischen A und
C'. Beachte auch A # B # (". Nach Bemerkung[1.2.10|tritt daher genau einer der folgenden

Fille ein:
(i’) C"* A% B, oder
(ii") A= C", oder
(iii") AxC"* B.

b a
C’ A a4 B A c’ b B

Diese drei Félle sind jeweils zu den entsprechenden Féllen in Satz dquivalent, d.h.
() e (i), (i) e (), und (iii") < (ii).

Die Implikationen = sind dabei offensichtlich: Im ersten Fall folgt |C’A| 4+ a = b; im zweiten

Fall folgt @ = b; und im dritten Fall | AC'|4+b = a. Die umgekehrten Implikationen folgen leicht

aus der Eindeutigkeitsaussage in Axiom K2. Wir werden dies nur fiir (i")<=(i) ausfiihren, die

Implikation (iii’)<=(iii) folgt analog und (ii’)<=(ii) ist noch einfacher. Sei also x € P und

x+4a = b. Wahle einen Punkt D so, dass Dx A% B und |DA| = x. Dann gilt |DB| = z+a = b.
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Beachte, dass ¢’ und D auf der selben Seite von B liegen, denn C” und A liegen auf der
selben Seite und auch A und D liegen auf der selben Seite. Aus der Eindeutigkeitsaussage
in Axiom K2 folgt ¢ = D, also C' x A x B.

Um @ einzusehen, sei a + ¢ = b+ ¢. Wir gehen indirekt vor und nehmen a # b an. Nach
existiert daher x € P, sodass entweder x +a =b oder a = x +b. O.B.d.A. sei z +a = b.
Mit (b)) folgt =+ (a+¢) = b+ c. Aus (d) erhalten wir den Widerspruch a + ¢ # b+ ¢. Somit
muss a = b gelten, und der Beweis ist vollstindig. 0

Die Rechenregeln in Satz besagen, dass P eine kommutative Halbgruppe bildet.
Analog zum Ubergang von N zu Z lasst sich P in eine kommutative Gruppe einbetten.

LEMMA 1.3.7.

(a) Durch (a,b) ~ (a/,0') = a+V =a' +bis auf P x P eine Aquivalenzrelation definiert.

(b) Durch [a,b]+[c,d] := [a+c,b+d] ist auf der Menge der Aquivalenzklassen K := P X P |~
eine Operation + wohldefiniert. Dabei bezeichnet [a,b] € K die von (a,b) € P x P
reprisentierte Aquivalenzklasse.

(c) Mit der oben definierten Addition wird K eine kommutative Gruppe.

(d) Die Abbildung v: P — K, i(a) := [c+ a,c|, hdngt nicht von ¢ € P ab, sie ist injektiv und
ein Homomorphismus, d.h. es gilt «(a + b) = t(a) + ¢(b) fiir beliebige a,b € P.

(e) Fir jedes k € K tritt genau einer der folgenden Fille ein: —k € «(P), oder k = 0, oder
ke u(P).

BEWEIS. Reflexivitdt und Symmetrie dieser Relation in @} sind offensichtlich. Um die
Transitivitdt einzusehen, seien a,d’,a” b, b',b" € P so, dass (a,b) ~ (a’,V') und (a’,b') ~
(a”,0"). Es gilt daher a+b" = a’+b sowie ' +b" = a”+¥b'. Addition dieser beiden Gleichungen
fithrt, unter Verwendung von Assoziativitdt und Kommutativitéit der Addition, auf

a+b'+ (@ +V)=d"+b+ (d +V).

Aus der Kiirzungsregel in Satz [1.3.6](d) erhalten wir a + V" = a” + b, also (a,b) ~ (a”,V").

Um (b)) einzusehen, seien a,b,c,d, /', b',¢,d € P so, dass (a,b) ~ (a/,V') und (c,d) ~
(¢, d'). Es gilt daher a + 0 = a' + b sowie ¢ + d' = ¢/ + d. Addition der beiden Gleichungen
fithrt auf

(a+c)+ O +d)=(d+ )+ (b+d).
Somit gilt (a +c,b+d) ~ (' + b +d'), also [a+c,b+d] = [a + b +d].

Nun zu : Kommutativitit und Assoziativitdat der Addition auf K folgen sofort aus der
entsprechenden Eigenschaft der Addition auf P. Fiir beliebige a, b, c € P gilt [a,b] + [¢, ] =
l[a+¢,b+c] = [a,b], denn (a +¢) + b= a+ (b+ ¢). Somit ist 0 := [¢, ] neutrales Element
der Addition auf K] Schlieflich gilt [a,b] + [b,a] = [a + b,b+ a] = [a + b,a + b] = 0, also ist
b, a] das additive Inverse von [a,b], d.h. —[a, b] = [b, a].

Die Abbildung ¢ in @ héngt nicht von ¢ ab, denn fiir a,c,¢ € P gilt (a 4+ ¢) + ¢ =
(a+c)+c, also [a+c,c] = [a+, ¢]. Die Abbildung ¢ is injektiv, denn aus [a+c, ¢] = [b+(, (]
folgt a +c+ ¢ = b+ ¢ + ¢ und die Kiirzungsregel liefert a = b. Die Abbildung ¢ is ein
Homomorphismus (von Halbgruppen), denn fiir beliebige a, b, ¢, € P gilt

ta)+ed)=a+c,cd+b+,d]=la+b+ (c+),c+]=la+D).
5Da eine kommutative Halbgruppe hochstens ein neutrales Element besitzt, kann [c, ] € K nicht von ¢

abhéngen. Tatséchlich gilt [c,¢] = [¢/, ¢/] fiir beliebige ¢, ¢’ € P, denn ¢+ ¢ = ¢’ +c.
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Um @ einzusehen, seien a, b, x € P. Offensichtlich haben wir:

a=b < Ja,b =0
a=z+b < a,bl =(z)
Die Fallunterscheidung folgt daher aus Satz [1.3.6{(d). O

Nach Lemma(l.3.7](d) kénnen wir P als Teilmenge von K auffassen, und diese Identifika-
tion ist mit der Addition vertréglich. Nach Lemma [1.3.7(e) haben wir

K\{0}=(-P)upP und (=P)NnP =10,

wobei —P die Teilmenge {—a : a € P} bezeichnet. Beim Ubergang von P zu K sind also das
neutrale Element 0 und die additiven Inversen der Elemente in P neu hinzugekommen.

BEMERKUNG 1.3.8. Sei O ein Punkt auf einer Geraden g. Weiters bezeichnen ¢g_ und
g+ die beiden Seiten von O in g, es gilt daher g \ {O} = g_ U g, und g_ N g, = 0, siehe
Bemerkung [1.2.22] Dann ist folgende Abbildung eine Bijektion

|OA|  falls A € g4,
g— K, A= <0 falls A = O, und
—|OA| falls Aeg_.

Beachte, dass diese Abbildung g, mit P und g_ mit —P identifiziert. Nach Wahl eines
Ursprungs O und einer Seite von O in g kann die Gerade g daher mit /C identifiziert werden.

DEFINITION 1.3.9 (Ordnungsrelation). Fiir a,b € K definieren wir a < b, falls b—a € P.
Wie iiblich schreiben wir statt a < b auch b > a.

KOROLLAR 1.3.10. Die Relation < ist eine mit der Addition vertrdgliche Totalordnung
auf IC, deren positive Elemente mit P iibereinstimmen. Fiir beliebige a,b,c € IC gilt daher:

(a) Aus a < b und b < ¢ folgt a < c. (Transitivitdt)

(b) Es tritt genau einer der folgenden Fille ein: a < b, oder a = b, oder a > b.
(¢c) Aus a < b folgt a+c <b+c.

(d) P={zeK:2>0} und —P={zreKK:x<0}.

BEwEIS. Um die Transitivitédt einzusehen seien a < b und b < ¢, also b —a € P und
¢ —a € P. Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhalten wir ¢ — a € P, denn P ist
abgeschlossen unter Addition. Somit gilt auch a < c.

Nach Lemma tritt genau einer der folgenden drei Fille ein: —(a — b) € P, oder
a—0b =0, oder a — b € P. Diese entsprechen genau den drei Moglichkeiten: a < b, a = b,
oder a > b. Die verbleibenden Aussagen sind trivial. 0

BEMERKUNG 1.3.11. Fiir zwei Strecken AB und CD gilt |AB| < |C'D| genau dann wenn
ein Punkt X € (CD) existiert, sodass CX = AB. Dies folgt sofort aus unserer Definition

und Korollar [1.3.10) m@
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1.4. Kongruenzaxiome fiir Winkel. Auf der Menge aller Winkel wird eine Relation
postuliert, die als Kongruenz von Winkeln bezeichnet und ebenfalls mit dem Zeichen =
geschrieben wird. Stehen zwei Winkeln Z(h, k) und Z(1/, k') in Relation werden sie kongruent
genannt, und wir schreiben Z(h, k) = Z(h', k).
Diese Kongruenzrelation soll folgender Axiomengruppe [Hilbertl §5] geniigen:
K4. Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Winkel.
K5. Ist Z(h, k) ein Winkel und A’ ein Halbstrahl, dann gibt es auf jeder Seite der Tréger-
geraden von h’ genau einen Halbstrahl £, der vom selben Punkt ausgeht wie A’ und
L(h, k)= Z(W, k') erfiillt.

K6. Sind ABC und A’B'C’ zwei Dreiecke fiir die AB = A'B’", AC = A'/C' und ZCAB =
ZC'A'B’ gilt, dann muss auch ZABC = ZA'B'C’ erfiillt sein.

| //\
A | | B Al | B’

DEFINITION 1.4.1 (Kongruente Dreiecke). Zwei Dreiecke ABC und A’B'C" werden kon-
gruent genannt, wenn ihre Seiten entsprechend kongruent sind, d.h.
AB= AR, BC = B'(C’, CA=C"A,
und auch ihre Winkel entsprechend kongruent sind, d.h.
/ABC = Z/A'B'C, /BCA=/B'C'A, /CAB=C'A'B.

SaTz 1.4.2 (WSW, Winkel-Seiten-Winkel-Satz, [Euklid|, 1§26]). Sind ABC und A'B'C’
zwei Dreiecke fir die die Kongruenzen LCAB = LC'A'B', AB = A'B" und ZABC =

LA'B'C’ gelten, dann sind die beiden Dreiecke kongruent, d.h. es miissen auch die Kongru-
enzen /BCA = /B'C'A', BC = B'C" und AC = A'C" erfiillt sein. [

A | B A | B

Beweis. Wir folgen im Wesentlichen [Euklid, 1§26], siehe auch [Hilbert| §6, Beweis
von Satz 12]. Es bezeichne C” den (eindeutigen) Punkt auf der Geraden durch B’ und C’,
der auf der selben Seite von B’ liegt wie C’ und fiir den BC' = B'C” gilt, siehe Axiom K2.

6Tn [Euklid| 1§26] wird gleichzeitig SWW mitformuliert, siehe Satz(1.4.26|unten: Wenn in zwei Dreiecken

zwei Winkel zwei Winkeln entsprechend gleich sind und eine Seite einer Seite, ndmlich entweder die den

gleichen Winkeln anliegenden oder die einem der beiden Winkel gegeniiberliegenden Seiten einander gleich,
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A | B B

Wenden wir Axiom K6 auf die Dreiecke BAC und B’A’C” an erhalten wir /BAC =
ZB'A'C". Mit Axiom K4 folgt /B’A'C" = ZB'A’C". Da die Punkte C’ und C” auf der
selben Seite der Geraden g(A’, B') liegen, sieche Bemerkung [1.2.18] liegen auch die beiden
Halbstrahlen b’ := (A’C"> und h" := (A’C"> auf der selben Seite dieser Geraden. Aus der
Eindeutigkeitsaussage in Axiom K5 folgt daher A’ = h”. Wir schliefen C’ = C”, denn die
Halbstrahlen ' und h” schneiden die Gerade g(B’, C’) jeweils in genau einem Punkt, ndmlich
C" bzw. C". Aus BC = B'C” erhalten wir nun BC = B'C".

Analog, oder durch Vertauschen der Rollen von A und B, erhalten wir AC = A'C".
Wenden wir Axiom K6 auf die Dreiecke BC'A und B’C’A" an erhalten wir schliellich auch
die Kongruenz /BCA = /B'C'A". OJ

SATz 1.4.3 (SWS, Seiten-Winkel-Seiten-Satz, [Euklid| 1§4]). Sind ABC und A'B'C" zwei
Dreiecke fir die die Kongruenzen AB = A'B', AC = A'C' und ZCAB = ZC"A'B’ gelten,
dann sind die beiden Dreiecke kongruent, d.h. es miissen auch die Kongruenzen ZABC =

LA'B'C', /BCA = /B'C'A" und BC = B'C" erfiillt sein. []

C '’

A ‘ B Al | B’

BEWwEIs. Die Kongruenz ZABC = ZA'B'C" folgt sofort aus Axiom K6, die verbleibenden
Kongruenzen dann mit Satz [1.4.2] O

SATZ 1.4.4 (Gleichschenkelige Dreiecke, [Euklid, 185 und 1§6]). In einem Dreieck ABC
gilt AB = AC' genau dann wenn LABC = ZACB.

dann miissen auch die iibrigen Seiten den iibrigen Seiten (entsprechend) gleich sein und der letzte Winkel
dem letzten Winkel.

"In [Euklid, 1§4] wird dies wie folgt formuliert: Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten zwei Seiten ent-
sprechend gleich sind und die von den beiden gleichen Strecken umfassten Winkel einander gleich, dann
muss in ihnen auch die Grundlinie der Grundlinie gleich sein, das Dreieck muss dem Dreieck gleich sein, und
die iibrigen Winkel miissen den iibrigen Winkel entsprechend gleich sein, ndmlich immer die, denen gleiche
Seiten gegeniiberliegen.
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BEWEIS. Um die eine Implikation einzusehen nehmen wir AB = AC an. Wenden wir
Axiom K6 auf die Dreiecke ABC und ACB an so erhalten wir ZABC = ZACB.

Fiir die andere Implikation sei nun ZABC = ZACB. Nach Satz (WSW) sind daher
die Dreiecke BC'A und C'BA kongruent. Insbesondere erhalten wir daraus AB = AC. U

DEFINITION 1.4.5. Unter einem gleichschenkeligen Dreieck verstehen wir ein Dreieck, das
zwei kongruente Seiten (Winkeln) besitzt, vgl. Satz|1.4.4. Unter einem gleichseitiges Dreieck
verstehen wir ein Dreieck, in dem alle drei Seiten (Winkel) zueinander kongruent sind.

Anliegende Winkel, die beim Schnitt zweier Geraden entstehen werden Nebenwinkel ge-
nannt. Gegeniiberliegende Winkel, die beim Schnitt zweier Geraden entstehen werden als
Scheitelwinkel bezeichnet. Genauer ist damit gemeint:

DEFINITION 1.4.6 (Nebenwinkel und Scheitelwinkel). Seien g und h zwei verschiedenen
Geraden, die sich in einem Punkt O schneiden. Es bezeichnen g; und g, die beiden Seiten
von O in g. Weiters bezeichnen h; und hy die beiden Seiten von O in h. In dieser Situation
wird das Winkelpaar Z(g;, hy) und Z(g1, he) als Nebenwinkel bezeichnet. Ebenso werden
das Winkelpaar Z(gs, h1) und Z(ge, h2), das Winkelpaar Z(g;, h1) und Z(ge, h1), sowie das
Winkelpaar Z(gi, ho) und Z(gs, he) als Nebenwinkel bezeichnet. Das Winkelpaar Z(g;, hq)
und Z(gs, ho) wird als Scheitelwinkel bezeichnet. Ebenso wird das Winkelpaar Z(gy, he) und
Z(ga, h1) wird als Scheitelwinkel bezeichnet.

hQ g1

g2 hy

SAaTz 1.4.7 (Nebenwinkel, [Hilbertl, Satz 14 in §6]). Nebenwinkel kongruenter Winkel
sind kongruent. Genauer ist damit folgendes gemeint: Seien g1 und go die beiden Seiten
eines Punktes O in einer Geraden g, und sei h ein Halbstrahl, der von O ausgeht aber nicht
in g liegt. Weiters seien g) und g5 die beiden Seiten eines Punktes O' in einer Geraden ¢,

und sei b’ ein Halbstrahl, der von O" ausgeht aber nicht in g’ liegt. Gilt in dieser Situation
die Kongruenz Z(g1,h) = Z(¢}, 1), dann muss auch £(ga, h) = Z(g, h') erfiillt sein.

g2 a1 95 91
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BEwEIs. Wir folgen Hilberts Beweis. Wir wéhlen beliebige Punkte A; auf g;, A auf go
und B auf h. Weiters bezeichne A] den eindeutigen Punkt auf g} mit O’A}] = OA;; und A
bezeichne den eindeutigen Punkt auf g, mit O’ A, = OA,; und B’ bezeichne den eindeutigen
Punkt auf A" mit O'B’ = OB. Nach Voraussetzung gilt ZA,;0B = LA|0'B'.

92 g1

A, O Ay

Nach Satz (SWS) sind die Dreiecke OA; B und O'A| B’ daher kongruent. Insbeson-
dere gilt A1 B = A| B’ sowie ZOA,B = ZO'A|B’. Aus Axiom K3 folgt A; A, = A} A). Nach
Satz (SWS) sind daher auch die Dreiecke A; Ay B und A} A} B’ kongruent. Insbesonder
gilt A;B = A,B' sowie LA1A3B = LAJALB’, und daher auch ZOA;B = Z0'ALB'. Nach
Satz [1.4.3] (SWS) sind somit auch die Dreiecke A,OB und A,0’B’ kongruent. Insbesondere
gilt LZA,OB = LA,O'B’, also Z(g2,h) = Z(gh, V). O

SATZ 1.4.8 (Scheitelwinkel, [Euklid, 1§15]). Scheitelwinkel sind kongruent. Genauer ist
damit folgendes gemeint: Seien g und h zwei verschiedene Geraden, die sich im Punkt O
schneiden. Bezeichnen g, und go die beiden Seiten von O in g, und bezeichnen hy und hs die
beiden Seiten von O in h, dann gilt Z(g1,h1) = Z(g2, ha) sowie Z(g1,h2) = Z(g2, h1). ﬁ

hz g1

g2 hy

Beweis. Da die Winkel Z(g1,h1) und Z(gs, ha) beide Nebenwinkel von Z(g¢i, he) sind,
erhalten wir aus Satz sofort Z(g1, h1) = Z(g2, h2). Analog, oder durch Vertauschen der
Rollen von g; und gs, folgt die andere Kongruenz, die Winkel Z(g, he) und Z(go, h1) sind
beide Nebenwinkel von Z(gy, hy). O

Axiom K4 erlaubt es Aquivalenzklassen von Winkel zu bilden. Mit W bezeichnen wir
die Menge aller Kongruenzklassen von Winkeln. Ist Z(h, k) ein Winkel, so wird die davon
reprasentierte Kongruenzklasse mit <((h, k) bezeichnet, d.h. <t(h, k) € W.

BEMERKUNG 1.4.9. Ist Z(h, k) ein Winkel, dann gilt <(h, k) = <(k, h), denn die Winkel
Z(h,k) und Z(k,h) stimmen iiberein, vgl. Definition [1.2.33]

BEMERKUNG 1.4.10. Wir betrachten Kongruenzklassen von Winkel als Winkel gleicher
GroBe (Offnung) und fassen <((h, k) daher als (abstrakte) Winkelgrofie auf.

8In [Euklid| 1§15] wird dies wie folgt formuliert: Zwei gerade Linien bilden, wenn sie einander schneiden,
Scheitelwinkel, die einander gleich sind.
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DEFINITION 1.4.11 (Winkeladdition). Die Summe zweier Kongruenzklassen von Winkeln
a, B € W wird wie folgt definiert: Wir wéhlen drei Halbstrahlen h, k, [, die vom selben Punkt
ausgehen so, dass h und [ auf verschiedenen Seiten der Tragergeraden von k liegen und so,
dass <(h, k) = a sowie <((k,l) = [ gilt. Bilden h und [ einen Winkel und liegt £ im Inneren
dieses Winkels (und nur in diesem Fall) wird ihre Summe durch o + 8 := <t(h, ) erklért.

% h

LEMMA 1.4.12. Die Addition von Kongruenzklassen von Winkeln ist wohldefiniert.

BEWEIS. Die Existenz dreier Halbstrahlen h, k, [ wie in Definition[1.4.11]oben folgt sofort
aus Axiom K5. Wir bezeichnen ihren gemeinsamen Ausgangspunkt mit O. Wir nehmen an,
dass h und [ einen Winkel bilden und k£ im Inneren dieses Winkels liegt. Seien nun A/,
k', I' drei weitere Halbstrahlen, die von einem gemeinsamen Punkt O' ausgehen, sodass h’/
und !’ auf verschiedenen Seiten der Trigergerade von k' liegen, <t((h', k') = <t(h, k) sowie
<(K', ') = <(k,l). Es ist zu zeigen, dass auch A’ und k" einen Winkel bilden, dass &' im
Inneren dieses Winkels liegt, und dass Z(h,l) = Z(KW,l') gilt. Wir folgen dem Beweis in
[Hartshorne, Proposition 9.4], siehe auch [Hilbertl, Satz 15 in §6].

> I

Wir wihlen beliebige Punkte A auf h und C' auf [. Da k im Inneren des Winkels Z(h, ()
liegt schneidet die Gerade durch A und C' den Halbstrahl &k in einem Punkt B, der zwischen
A und C liegt, siehe Proposition [1.2.38] Es bezeichne A’ den eindeutigen Punkt auf 2" mit
OA = O'A’; es bezeichne B’ den eindeutigen Punkt auf &’ mit OB = O'B’; und es bezeichne
C" den eindeutigen Punkt auf ¥’ mit OC = O’C". Nach Satz (SWS) sind die Dreiecke
OBA und O'B’'A’” kongruent, es gilt daher

BA=B'A, /OBA = /£0'B'A und /OAB=0'A'B. (5)
Ebenso sehen wir, dass die Dreiecke OBC' und O'B’C" kongruent sind, also
BC = B'C’, /0OBC = /Z0'B'C' und /0CB=/0C'B'. (6)
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Wir wollen nun zeigen, dass die Punkte C’, B’, A" auf einer Geraden liegen. Sei dazu X
ein Punkt, sodass C’ *x B’ * X. Nach Konstruktion sind Z0’B’'C’ und Z0’B’X Nebenwinkel.
Ebenso sind ZOBC und ZOBA Nebenwinkel. Aus Satz und der zweiten Kongruenz
in (6) schlieBen wir ZO'B’X = ZOBA, und mit der zweiten Kongruenz in (5] erhalten wir
ZO0'B'X = ZO'B’A’. Da X und A’ auf der selben Seite der Triagergeraden von k' liegen,
folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Axiom K5 nun (B’X> = (B’A’>. Somit liegt A’ auf
der Geraden g(B’, X) = g(C", B'), also liegen A’, B’, C" auf einer Geraden.

Da O’A’'B’ ein Dreieck ist, muss also auch O’A’C” ein Dreieck sein, also ist Z(h/,1") ein
Winkel. Auch liegt B’ zwischen A’ und C’, denn A’ und C” liegen auf verschiedenen Seiten
der Tragergeraden von k’. Aus den ersten Kongruenzen in ([5)) und @ folgt mittels Axiom K3
nun AC' = A'C’. Mit der dritten Kongruenz in (5)) und Satz[1.4.3] (SWS) sehen wir, dass die
Dreiecke OAC und O'A’C" kongruent sind. Insbesonder gilt ZAOC = ZA'O'C’, also daher
die gewiinschte Kongruenz Z(h,l) = Z(h',l") O

SATZ 1.4.13 (Rechenregeln fiir Winkeladdition). Fir beliebige oo, 5,y € W gilt:
(a) a+ B =B+ a. (Kommmutativitit) [
(b) (a+p)+~v=a+ (B+7). (Assoziativitit)
(¢) Es tritt genau einer der folgenden Fille ein:
(i) Es existiert w € W mit w4+ o = 3, oder
(ii) o = B, oder
(111) es exitsiert w € W mit a = w + f.
(d) Aus o+~ = 5+ v folgt o = B. (Kiirzungsregel) H

BEWEIS. Zu : Kommutativitat der Addition ist offensichtlich.

Zu (]ED: Seien h, k, | drei vom selben Punkt ausgehende Halbstrahlen, sodass h und [
einen Winkel bilden, k£ im Inneren dieses Winkels liegt, o = <t(h, k) und g = <t(k, ). Es gilt
daher a + 8 = <(h,l). Sei r ein weiterer vom selben Punkt ausgehender Halbstrahl, sodass
h und r einen Winkel bilden, [ im Inneren dieses Winkels liegt und v = <(I, r). Es gilt daher
<(h,1) +~v = <t(h,r). Zusammen erhalten wir

(a+B) +v=<(h,r). (7)

9Genauer ist hier gemeint: Ist die Summe auf einer Seite definiert, dann ist auch die Summe auf der
anderen Seite definiert und es gilt Gleichheit.
0Genauer ist hier gemeint: Sind die beiden Summen auf einer Seite definiert, dann sind auch beide
Summen auf der anderen Seite definiert und es gilt Gleichheit.
Un (i) und (iii) wird implizit vorausgesetzt, dass die Summe w 4 a bzw. w + 3 definiert ist.
Hier wird implizit vorausgesetzt, dass die beiden Summen « + v und S + « definiert sind.
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Mit Lemma [1.2.28(b), Proposition [1.2.38 und Bemerkung [1.2.37| l4sst sich leicht zeigen,

dass auch k& und r einen Winkel bilden, [ im Inneren dieses Winkels liegt, und auch k& im
Inneren von Z(h,r) liegt. Daraus erhalten wir § + v = <t(k,r) und a + <(k,r) = <(h,7),
also a + (8 + v) = <(h,r). Zusammen mit folgt die Assoziativitit.

Zu : Seien h, k, [ drei vom selben Punkt ausgehende Halbstrahlen, sodass k und [ auf
der selben Seite der Tragergeraden von h liegen, o = <((h, k) und g = <(h, ). Es muss genau
einer der folgenden drei Fille eintreten:

(i’) h und [ liegen auf verschiedenen Seiten der Trégergeraden von k.
(ii") k=1
(iii") h und [ liegen auf der selben Seite der Triagergeraden von k.

Diese entsprechen genau den drei Féllen in , d.h.
(@), (i)ei), ud (i) ().

Die Implikationen = sind offensichtlich: Im ersten Fall folgt <((k,l) + a = f3; im zweiten Fall
folgt o = f; und im dritten Fall folgt <t(k, ) + 8 = a. Die umgekehrten Implikationen folgen
aus der Eindeutigkeitsaussage in Axiom K5. Wir werden dies nur fiir (i’)<=(i) ausfiihren, die
Implikation (iii’)«=(iii) folgt analog, und (ii’)<=(ii) ist noch einfacher. Sei also w € W und
w~+ a = B. Auf der Seite der Triagergeraden von k, die h nicht enthilt, sei I’ der vom selben
Punkt ausgehende Halbstrahl mit <t(k, ") = w. Es gilt daher Z(h,l') = a+w = = <t(h,1).
Nach Voraussetzung liegt k£ im Inneren des Winkels Z(h,!’), also liegen k£ und !’ auf der
selben Seite der Tragergeraden von h. Da auch k und [ auf der selben Seite dieser Geraden

liegen, miissen auch [ und [’ auf der selben Seite liegen. Mit der Eindeutigkeitsaussage in
Axiom K5 folgt [ = I, also liegen h und [ auf verschiedenen Seiten der Trégergeraden von k.

Zu @: Dies folgt sofort aus (]EI) und , genau wie im Beweis von Korollar 1.3.10@. OJ

DEFINITION 1.4.14 (Ordnungsrelation fiir Winkeln). Fiir «, 5 € W definieren wir o < 3,
falls w € W existiert, sodass w + a = . Statt a < 8 schreiben wir auch g > a.

KOROLLAR 1.4.15. Die Relation < ist eine mit der Addition vertrdgliche Totalordnung
auf W. Fiir beliebige o, 3,y € W gilt daher:

(a) Aus o <  und <~y folgt o« < ~y. (Transitivitit)
(b) Es tritt genau einer der folgenden Fille ein: o < 3, oder o = B, oder a > [3.
(c) Aus a < B folgt o+~ < B+~.[F

BEWEIS. Die Aussagen (a) und folgen aus der Assoziativitét in Satz [1.4.13|(b]). Die
Aussage in @ ist blofl eine Umformulierung von Satz 1.4.13. O

BEMERKUNG 1.4.16. Fiir zwei Winkel Z(h, k) und Z(R', k') gilt <(h, k) < <(I', k') genau
dann wenn ein Halbstrahl [’ existiert, der vom Scheitel von Z(h', k') ausgeht, im Inneren
dieses Winkels liegt und Z(h, k) = Z(KW,l') erfiillt. Dies folgt sofort aus unserer Definition

und Korollar @

SATz 1.4.17 (SSS, Seiten-Seiten-Seiten-Satz, [Euklid, 1§8]). Sind ABC und A’B'C" zwei
Dreiecke fiir die die Kongruenzen AB = A'B’', BC' = B'C’ und CA = C'A’ gelten, dann sind

I3Genauer ist hier gemeint: Wenn die Summe auf der rechten Seite definiert ist, dann ist auch die Summe
auf der linken Seite definiert und es gilt die Kleiner-Relation.
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die beiden Dreiecke kongruent, d.h. es miissen auch die Kongruenzen /ABC = /A'B'C",
/BCA=/B'C'A" und /ZCAB = /C'A'B’ erfiillt sein. [

B B’

A | c A ‘ 54

BEwEIS. Wir geben Hilberts Beweis [Hilbertl Satz 18 in §6], siche auch [Hartshorne|
Proposition 10.1]. Es geniigt ZABC = ZA'B'C" zu zeigen, die anderen Kongruenzen folgen
analog, oder mit Satz (SWS). Auf der Seite der Geraden g(A, C), die B nicht enthilt,
wahlen wir einen Punkt B” so, dass ZCAB"” = Z/C'"A’B’ und AB” = A’B’, siehe Axiom K5
und K2. Nach Satz[1.4.3/(SWS) sind die Dreiecke AB”C und A'B’C” kongruent. Insbesondere
gilt B"C = B'C’. Wir erhalten

BC =B"C sowie AB = AB".
Aus der Kongruenz der Dreiecke folgt auch ZAB"C = ZA’B'C’. Es geniigt daher zu zeigen:
/ABC = LZAB"C. (8)

Bezeichne X den eindeutigen Schnittpunkt von g(A, C) mit ¢g(B, B"). Aus Satz

erhalten wir:

(a) Ist X # A, dann gilt LZABB" = ZAB"B.

(b) Ist X # C', dann gilt Z/OCBB" = ZCB"B.

Nach Proposition tritt (genau) einer der folgenden fiinf Félle ein:

(1) X =C.
(2) X = A.
(3) Ax X xC

Y1 [Euklid, 1§8] wird dies wie folgt formuliert: Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten zwei Seiten ent-
sprechend gleich sind und auch die Grundlinie der Grundlinie gleich ist, dann miissen in ihnen auch die von

gleichen Strecken umfassten Winkel einander gleich sein.
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(4) X« AxC
(5) AxCx* X
Wir werden nun in jedem dieser Fille die Kongruenz (8| herleiten. Im ersten Fall gilt
LABC = ZABB" und ZAB"C = ZAB"B. Somit folgt aus (a). Analog konnen wir

im zweiten Fall vorgehen.
Im dritten Fall liegt der Halbstrahl (BB”> im Inneren des Winkels ZABC'; und ebenso

liegt der Halbstrahl (B” B> im Inneren des Winkels ZAB”C'. In diesem Fall gilt daher
<JABC = <ABB" +<CBB"  sowie  <AB"C =<AB"B+ <CB"B.
Die Kongruenz (8)) folgt daher aus (a) und (b).

Im vierten Fall liegt der Halbstrahl (BA> im Inneren des Winkels ZC'BB”; und ebenso
liegt der Halbstrahl (B”A> im Inneren des Winkels ZC'B”B. In diesem Fall gilt daher

<CBB" = <ABC + <ABB" sowie <CB"B =<AB"C + <AB"B.

Die Kongruenz (8)) folgt nun mit der Kiirzungsregel in Satz [I.4.13|(d) aus (a) und (b).
Der fiinfte Fall lasst sich analog zeigen. ([l

LEMMA 1.4.18 (Existenz gleichschenkeliger Dreiecke). Ist AB eie Strecke, dann existiert
auf jeder Seite der Geraden g(A, B) ein Punkt C, fir den AC = BC' gilt.

Beweis. Wir folgen dem Beweis in [Hartshorne, Proposition 10.2]. Auf einer gegebenen
Seite der Geraden ¢(A, B) wahlen wir einen Punkt X. Sind die Strecken AX und BX
kongruent, dann ist X ein Punkt mit der gewiinschten Eigenschaft. O.B.d.A. kénnen wir
daher AX # BX annehmen.

h X

<AB) <
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Nach Satz gilt dann auch ZABX # /BAX. O.B.d.A. sei <BAX < <ABX,
siehe Korollar . Es existiert daher ein Halbstrahl A, der von B ausgeht, im In-
neren von ZABX liegt und ZBAX = Z(<AB),h) erfiillt, vgl. Bemerkung [1.4.16, Nach
Proposition trifft h die Strecke (AX) in einem Punkt C. Nach Konstruktion gilt
ZABC = ZBAC. Aus Satz folgt nun AC = BC. O

Sarz 1.4.19 ([Euklid| 189]). Jeder Winkel kann halbiert werden. Genauer ist damit ge-
meint: Zu jedem Winkel Z(h, k) ezistiert genau ein Halbstrahl I, der vom Scheitel ausgeht,
im Inneren des Winkels liegt und Z(h,l) = Z(1, k) erfillt.

BeEwEls. Wir folgen im Wesentlichen Euklids Beweis mit einigen Modifikationen, die wir
aus [Hartshornel Section 10] iibernehmen. Bezeichne O den Scheitel von Z(h, k), d.h. den
gemeinsamen Ausgangspunkt von kA und k. Sei A € h beliebig. Nach Axiom K2 existiert
B € k, sodass OA = OB. Nach Lemma existiert auf der Seite von g(A, B), die O
nicht enthélt, ein Punkt C' mit AC' = BC.

Beachte, dass C' nicht auf g(O, A) liegen kann. Lige ndmlich C' auf (O, A), dann miisste
O * A% C gelten, also wiren ZBAQO und ZBAC Nebenwinkel, nach Satz und Satz
wire dann ZABC = ZABkE, und nach der Eindeutigkeitsaussage in Axiom K5 miisste C
daher auch auf k liegen, was h Nk = () widerspriche. Analog ldsst sich zeigen, dass C' auch
nicht auf ¢(O, B) liegt. Somit bilden AOC und BOC zwei Dreiecke.

Nach Satz (SSS) sind die beiden Dreiecke AOC und BOC kongruent. Insbesondere
erhalten wir ZAOC = ZBOC. Der Halbstrahl [ := (OC> halbiert daher den Winkel Z(h, k).

Es bleibt blofl noch zu zeigen, dass [ im Inneren des Winkels Z(h, k) liegt. Lage [ nicht im
Inneren, dann ldgen h und k auf der selben Seite der Trégergeraden von [ und aus der eben
bewiesenen Kongruenz Z(I,h) = Z(l, k) wiirde mit der Eindeutigkeitsaussage in Axiom K5
h = k folgen, was der Annahme widerspréche, dass h und k£ einen Winkel bilden. Also muss
[ im Inneren des Winkels Z(h, k) liegen.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei I’ ein weiterer Halbstrahl, der von O ausgeht, im
Inneren des Winkels Z(h, k) liegt und Z(h,l') = Z(I', k) erfiillt. Setzen wir o := <((h,[) und
o := <(h,l') dann gilt also a + a = o/ + o/. Mit Korollar folgt o = o’. Beachte, dass
[ und ' auf der selben Seite der Tragergeraden von h liegen. Aus der Eindeutigkeitsaussage
in Axiom K5 erhalten wir daher h = h/'. O

DEFINITION 1.4.20 (Winkelsymmetrale). Der Halbstrahl [ in Satz [1.4.19| wird als Win-
kelsymmetrale des Winkels Z(h, k) bezeichnet.

Sarz 1.4.21 (|Euklid, 1§10]). Jede Strecke kann halbiert werden. Genauer ist damit

gemeint: Zu jeder Strecke AB existiert genau ein Punkt M € (AB) mit AM = MB.
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BEwEIs. Wir folgen Euklids Beweis. Nach Lemma [1.4.1§] existiert ein Punkt C', der
nicht auf g(A, B) liegt und AC = BC erfiillt. Aus Satz folgt ZABC = ZBAC. Nach
Satz existiert ein von C' ausgehender Halbstrahl h, der den Winkel ZACB halbiert,
d.h. ZACh = ZBCh. Nach Proposition schneidet h die Strecke (AB) in einem Punkt
M. Nach Satz (WSW) sind die Dreiecke ACM und BC'M kongruent. Insbesondere
folgt AM = BM.

C

A l B
h

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei M’ € (AB) ein weiterer Punkt mit AM’ = BM'.
Setzen wir a := |AM| und o’ := |AM'|, dann gilt also a + a = |AB| = o’ + a/. Mit Korol-
lar folgt daraus a = a’. Beachte, dass M und M’ auf der selben Seite von A in g(A, B)
liegen. Mit der Eindeutigkeitsaussage in Axiom K2 erhalten wir daher M = M’. U

DEFINITION 1.4.22 (Mittelpunkt einer Strecke). Der eindeutig bestimmte Punkt M in
Satz [1.4.21 wird als Mittepunkt der Strecke AB bezeichent.

SATZ 1.4.23 (Satz vom AuBlenwinkel, [Euklid, 1§16]). Ein Aufenwinkel eines Dreiecks
ist stets grofier, als jeder der nicht anliegenden Innenwinkel. Genauer ist damit gemeint: Set

ABC' ein Dreieck und D ein Punkt mit Ax Bx D. Fir die Winkel o := <CAB, v := <BCA
und § := <CBD gilt dann o < § sowie v < 9.

C

« ) .
B D

BeEwEIs. Wir folgen Euklids Beweis. Sei M der Mittelpunkt der Seite BC', sodass M B =
MC, siehe Satz[1.4.21] Nach Axiom K2 existiert ein Punkt E, sodass A M x E und AM =
ME. Nach Satz gilt ZAMC = EM B. Nach Satz (SWS) sind die Dreiecke MC'A
und M BE daher kongruent. Insbesondere erhalten wir v = <M BFE.

Wir zeigen nun, dass F im Inneren des Winkels ZM BD liegt. Da A und D auf verschie-
denen Seiten von g(B, C) liegen und auch die Punkte A und E auf verschiedenen Seiten von
g(B, C) liegen, miissen F und D auf der selben Seite von g(B, (') liegen. Aus A M * E folgt
auch, dass M und E auf der selben Seite von g(A, B) liegen. Somit liegt £ im Inneren des

Winkels ZM BD und wir erhalten v < ¢, sieche Bemerkung [1.4.16|
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Analog, oder durch Vertauschen der Rollen von A und C, erhalten wir a < <ABD’,
wobei D’ einen Punkt mit C'x B D’ bezeichnet. Nach Satz gilt <ABD' = 4, und daher
auch o < 4. U

Satz 1.4.24 ([Euklidl 1§18 und 1§19]). Im Dreieck liegt der grifieren Seite der grifiere
Winkel gegeniiber, und umgekehrt. Genauer ist damit folgendes gemeint: In einem Dreieck
ABC mit b= |AC|, c:=|AB|, := <ABC und v := <BCA yilt

b<ec & p[B<n.

BEWEIS. Wir geben Euklids Beweis, siche auch [Hilbert, Satz 23 in §6]. Um die eine
Implikation zu zeigen, sei zunédchst b < c. Dann existiert ein Punkt X zwischen A und
B, sodass |AX| = b. Da X im Innernen des Winkels ZBCA liegt, gilt v > <ACX. Nach
Satz gilt <ACX = <AXC. Nach Satz ist <AXC > [B. Mit der Transitivitdt in

Korollar 1.4.15@ folgt v > p.
C

A : / B

X

Fiir die andere Implikation sei nun 5 < . Es kann b nicht gré8er als ¢ sein, denn nach dem
vorangehenden Absatz wiirde daraus der Widerspruch § > v folgen, siehe Korollar 1.4.15@.
Ebensowenig kann b = ¢ gelten, denn mit Satz [I.4.4] wiirden wir daraus den Widerspruch

[ = = erhalten, siche Korollar 1.4.15@. Nach Korollar 1.3.10@ muss daher b < c gelten. [

SATZ 1.4.25 (Dreiecksungleichung, [Euklid| 1§20]). Im Dreieck sind zwei Seiten zusamm-

men grofler als die dritte. Genauer ist damit gemeint: In einem Dreieck ABC mit Sei-
tenlingen a := |BC|, b:=|CA|, ¢ := |AB| gilt

a<b+ec, b<c+a und c<a+b.

BEwEIs. Wir folgen Euklids Beweis. Auf der Geraden durch A und B wéhlen wir auf
der Seite von A, die B nicht enthilt, den Punkt D so, dass |AD| = b. Nach Konstruktion
liegt A zwischen B und C, also ist |BD| = b+ c.

Da A im Inneren des Winkels ZBC'D liegt, gilt <ACD < <BCD. Nach Satz gilt

JACD = <ADC. Somit ist <BDC < <BCD. Mit Satz |1.4.24] erhalten wir |BC| < |BD|,
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und daher a < b+ c. Die anderen Ungleichungen folgen analog, oder durch Umbenennen der
Dreieckspunkte. 0

SATZ 1.4.26 (SWW, Seiten-Winkel-Winkel-Satz, [Hilbert, Satz 25 in §6]). Sind ABC
und A'B'C" zwei Dreiecke fiir die die Kongruenzen AB = A'B', ZABC = LA'B'C" und
/LBCA = ZB'C'A’ gelten, dann sind die beiden Dreiecke kongruent, d.h. es miissen auch
die Kongruenzen BC = B'C', CA=C'A" und LCAB = LC'"A'B’ erfiillt sein.

| /CQ/\
A | B Al | B’

BEWEIS. Es geniigt BC' = B'C’ zu zeigen, die restlichen Kongruenzen folgen dann aus
Satz (SWS). Indirekt nehmen wir an, BC' und B’C” wéren nicht kongruent. O.B.d.A.
sei |BC| > |B'C'|. Es existiert daher ein Punkt D zwischen B und C, sodass BD = B'C".

C C’
%\ /Q\\
A | B A | B

Nach Satz (SWS) sind die Dreiecke ABD und A’B’C” kongruent, also gilt ZBDA =
/B'C'A’. Zusammen mit der Voraussetzung /BCA = /ZB'C'A’ erhalten wir Z/BCA =

/BDA. Dies widerspricht jedoch Satz|1.4.23] siehe auch Korollar 1.4.15@. 0

SATz 1.4.27 (SSW, Seiten-Seiten-Winkel-Satz). Sind ABC und A'B'C' zwei Dreiecke
fiir die die Kongruenzen ZABC = LZA'B'C', AB = AB' und AC = A'C’ gelten, und ist
dariber hinaus auch |AC| > |AB|, dann sind die beiden Dreiecke kongruent, d.h. es miissen
auch die Kongruenzen BC = B'C', /BCA = /ZB'C'A" und LCAB = ZC"'"A'B’ erfiillt sein.
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BEWEIS. Es geniigt BC' = B'C’ zu zeigen, die restlichen Kongruenzen folgen dann aus
Satz (SWS). Indirekt nehmen wir an, BC' und B’C” wéren nicht kongruent. O.B.d.A.
sei |BC| > |B'C'|. Es existiert daher ein Punkt D zwischen B und C, sodass BD = B'C".

Nach Satz (SWS) sind die Dreiecke ABD und A’B’C’ kongruent, also gilt AD =
A'C’. Zusammen mit der Voraussetzung AC' = A’C” erhalten wir AD = AC. Mit Satz

C C’
%D\\ /\
A | B Al | B’

folgt <AC'D = <ADC. Nach Satz[1.4.23]ist <ADC > <ABD. Somit gilt <ABC < <ACB.
Aus Satz|1.4.24|erhalten wir |[AC| < |AB]|, ein Widerspruch zur Voraussetzung |AC| > |AB],

vgl. Korollar @ 0

SaTz 1.4.28 ([Euklid, 1§24 und 1§25]). Seien ABC und A'B'C’ zwei Dreiecke, sodass
AB = A'B" und AC = A'C'. Weiters bezeichnen a := |BC|, a' := |B'C’|, a := <CAB und

o = <C'"A'B'. In dieser Situation gilt a > o' genau dann wenn o > «'.

C
O/
a
B SO B
A Al

BEwEIs. Wir folgen Euklids Beweis. Um die eine Implikation zu zeigen, sei zunéchst o >
o/. Dann existiert ein Punkt D im Inneren des Winkels ZCAB, sodass Z/DAB = /C'A'B’
und AD = A’C’. Nach Satz (SWS) sind die Dreiecke ABD und A’B’'C’ kongruent.
Insbesondere ist |[BD| = |B'C’| = o’ und AD = A'C' = AC. Aus Satz erhalten wir
/ADC = ZACD.

Bezeichne X den Schnittpunkt des Halbstrahls (AD> mit (BC'), siche Proposition[1.2.3§|

Ist X = D, dann liegt D auf (BC), also |BC| > |BD| und daher a > a’. O.B.d.A. sei daher
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X # D. Dann liegt X im Inneren des Winkels ZBDC', siche Bemerkung [1.2.37] und somit
gilt <BDC > <X DC'. Es geniigt nun

<XDC > <XCD (9)

zu zeigen, denn dann folgt <BDC > <BCD und mit Satz daher |BC| > |BD], also
a>a'. Unm @ zu zeigen, unterscheiden wir die beiden Moglichkeiten Ax X« D und Ax D= X .

Im ersten Fall Ax X xD liegt A im Inneren des Winkels ZBDC', also <X DC = <ADC =
<ACD. Weiters liegt X im Inneren des Winkels ZACD, siche Bemerkung [I.2.37 also
<JACD > <XCD. Zusammen erhalten wir @

Nun zum zweiten Fall Ax D % X. Sei Y ein Punkt mit AxC %Y. Aus ZADC = ZACD
erhalten wir mit Satz auch <X DC = <Y CD. Da X im Inneren des Winkels /Y CD
liegt, gilt <Y'CD > <XCD. Zusammen erhalten wir auch in diesem Fall (9).

Um die andere Implikation zu zeigen, sei nun a > a’. Wére a = «/, erhielten wir aus
Satz [1.4.3] (SWS) den Widerspruch a = o/. Wire a < o/, erhielten wir aus dem eben
Bewiesenen den Widespruch a < @’. Somit muss o > o gelten, vgl. Korollar [[.4.15([d). O

DEFINITION 1.4.29 (Rechte Winkel). Unter einem rechten Winkel verstehen wir einen
Winkel, der zu seinen Nebenwinkeln kongruent ist.

SATZ 1.4.30 (Rechte Winkel). Alle rechten Winkel sind einander kongruent.

Beweis. Wir folgen dem Beweis in [Hilbert, Satz 21 in §6]. Seien Z(h, k) und Z(K', k')
zwei rechte Winkel. Auf der Seite der Triagergeraden von h, die k enthélt, sei k" der vom
Scheitel des Winkels Z(h, k) ausgehende Halbstrahl mit Z(h, k") = Z(I', k’). Nach Satz
ist auch Z(h, k") ein rechter Winkel.

k K

= ~h I~ - I

Bezeichnet Z(I, k) den Nebenwinkel von Z(h, k), dann gilt also

a:=<(hk)=<(lk) und B:=<(h k) =<K
33



Lége k” im Inneren von Z(h, k), dann lage auch &k im Inneren von Z(I, k") und wir erhielten
f < a aber auch o < 3, ein Widerspruch zu Korollar [1.4.15|[b]). Ebenso fithrt die Annahme,
dass k” im Inneren von Z(l, k) liegt zu einem Widerspruch. Es muss daher k = k” gelten,
woraus sofort Z(h, k) = Z(I, k") folgt. O

DEFINITION 1.4.31 (Spitze und stumpfe Winkel). Ein Winkel wird spitz genannt, wenn
er kleiner als ein rechter Winkel ist. Ein Winkel wird stumpf genannt, wenn er gréfer als ein
rechter Winkel ist.

DEFINITION 1.4.32 (Rechtwinkeliges Dreieck). Ein Dreieck wird rechtwinkelig genannt,
wenn einer seiner Winkel ein rechter ist. Die dem rechten Winkel gegeniiber liegende Seite
wird Hypotenuse genannt. Die beiden am rechten Winkel anliegenden Seiten werden als
Katheten bezeichnet.

BEMERKUNG 1.4.33 (Rechtwinkelige Dreiecke). Sei ABC' ein Dreieck mit rechtem Winkel

/BCA. Nach Satz[1.4.23] sind die Winkel ZCAB und ZABC' beide spitz. Nach Satz [1.4.24
ist daher die Hypotenuse langer als jede der beiden Katheten, d.h.

|AB| > |BC| und  |AB| > |CA| (10)
B B’
C A ' A

Sei A’B'C" ein weiteres Dreiecke mit rechtem Winkel /B'C’A’. Gilt in dieser Situation
AB = A'B’ und BC = B'C’, dann sind die beiden Dreiecke ABC und A’'B’C’ kongruent.
Kongruenz liegt auch vor, wenn CA = C'A" und AB = A’'B’. Dies folgt aus Satz
(SSW), die Zusatzvoraussetzung ist in dieser Situation automatisch erfiillt, siehe ((10]).

Entsteht beim Schnitt zweier Geraden ein rechter Winkel, so miissen nach Satz [1.4.§]
schon alle vier Schnittwinkel rechte Winkel sein.

DEFINITION 1.4.34 (Orthogonale Geraden). Zwei Geraden werden orthogonal genannt,
wenn sie sich in genau einem Punkt schneiden und dort (vier) rechte Schnittwinkel bilden.
In diesem Fall sagen wir auch, dass die beiden Geraden senkrecht oder normal aufeinander
stehen. Wir schreiben in diesem Fall auch g L h.

SaTz 1.4.35 (Lot, [Euklidl 1§11 und 1§12]). Zu einem Punkt A und einer Geraden g
existiert genau eine Gerade, die durch A geht und normal auf g steht.

BEWEIS. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass A nicht auf g liegt. Wir wéhlen zwei
verschiedene Punkte B und X auf g. Auf der Seite von g, die A nicht enthélt sei nun A’
der Punkt mit ZABX = ZA'BX und AB = A’B. Bezeichne h die Gerade durch A und
A’. Da A und A’ auf verschiedenen Seiten von ¢ liegen, schneiden sich g und A in genau
einem Punkt C. Stimmen B und C iiberein, dann folgt ZACX = LA'CX, also stehen g

und h normal aufeinander. O.B.d.A. sei daher B # C. Nach Satz (SWS) sind die
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Dreiecke ABC und A’BC kongruent. Insbesonder gilt /BCA = ZBCA’, also stehen g und
h normal aufeinander. Somit ist i die gesuchte Normale. Um die Eindeutigkeit einzusehen,
betrachten wir eine weitere Gerade h’ durch A, die g im Punkt C” senkrecht trifft. Ware
C # (', so wire ACC" ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln, was Satz widerspréche,
vgl. Bemerkung [1.4.33] Also muss C' = C” und daher auch h = ' gelten.

h
A
D
g
C X
: g
B A B

A/

Wir wenden uns nun dem Fall zu, dass A auf g liegt. Wir folgen Euklids Beweis und
wahlen zwei Punkte B und B’ auf g, die auf verschiedenen Seiten von A liegen und AB = AB’
erfilllen. Nach Lemma [1.4.18] existiert ein Punkt D, der nicht auf g liegt und BD = B'D
erfiillt. Nach Satz (SSS) sind die Dreiecke BAD und B’AD kongruent. Insbesondere
gilt ZBAD = ZB'AD. Also steht die Gerade g(A, D) normal auf g. Die Eindeutigkeit der
Normalen folgt aus Satz und der Eindeutigkeitsaussage in Axiom KB5. O

DEFINITION 1.4.36 (Lot). Sei A ein Punkt und g eine Gerade. Die nach Satz [1.4.35
eindeutig bestimmte Normale durch A auf g wird als Lot durch A auf g bezeichnet.

Winkel, die beim Schnitt zweier Geraden g und ¢’ mit einer dritten, von g und ¢ ver-
schiedenen Geraden h auf der selben Seite von h und auf entsprechenden Seiten von g und
g’ entstehen werden Stufenwinkel genannt. Winkel, die auf verschiedenen Seiten von A und
entgegengesetzten Seiten von g und ¢’ entstehen werden Wechselwinkel genannt. Wir wollen
dies noch etwas genauer ausformulieren:

DEFINITION 1.4.37 (Stufen- und Wechselwinkel). Seien A und A’ zwei Punkte auf einer
Geraden h. Weiters sei g eine von h verschiedene Gerade, die h im Punkt A schneidet; und
¢’ sei eine von h verschiedene Gerade, die h im Punkt A’ schneidet. Es bezeichnen ¢g; und ¢,
die beiden Seiten von A in g. Weiters bezeichnen ¢; und ¢} die beiden Seiten von A" in ¢’ so,
dass g1 und ¢} auf der selben Seite von h liegen. Es bezeichnen hy := (AA'>, b} := A(A">,
hy = (A’A> und hy 1= A'(A>.

In dieser Situation wird das Winkelpaar Z(g, h1) und Z(g, h}) als Stufenwinkel bezeich-
net. Auch das Winkelpaar Z(gy, hy) und Z(gy, hYy), das Winkelpaar Z(g2, h1) und Z(g4, h})
sowie das Winkelpaar Z(gs, he) und Z(g5, h}) werden als Stufenwinkel bezeichnet. Besteht
ein Stufenwinkelpaar aus kongruenten Winkeln, dann besteht jedes der vier Stufenwinkel-
paare aus zwei kongruenten Winkeln. Dies folgt aus Satz [.4.7] In diesem Fall sagen wir,

dass beim Schnitt von h mit g und ¢g' kongruente Stufenwinkel entstehen.
35



Das Winkelpaar Z(g;, h1) und Z(gh, b)) wird als innere Wechselwinkel bezeichnet. Auch
das Winkelpaar Z(g;, hb) und Z(ga, hy) wird als innere Wechselwinkel bezeichnet. Das Win-
kelpaar Z(gi, ho) und Z(gh, h}) wird als dufere Wechselwinkel bezeichnet. Auch das Winkel-
paar Z(gs, ho) und Z(gy, h}) wird als duBlere Wechselwinkel bezeichnet. Besteht ein Wechsel-
winkelpaar aus kongruenten Winkeln, dann besteht jedes der vier Wechselwinkelpaare aus
zwei kongruenten Winkeln. Dies folgt aus Satz [1.4.7] In diesem Fall sagen wir, dass beim
Schnitt von h mit g und g kongruente Wechselwinkel entstehen.

BEMERKUNG 1.4.38. Beachte, dass beim Schnitt von h mit g und ¢’ kongruente Stu-
fenwinkel genau dann entstehen, wenn kongruente Wechselwinkel entstehen. Dies folgt aus

Satz [L4.8

SATZ 1.4.39 (Stufenwinkel, [Euklid| I1§27]). Entstehen beim Schnitt einer Geraden h mit
zwei Geraden g und g’ kongruente Stufenwinkel (Wechselwinkel), dann sind g und g' parallel.

BEwEIS. Wir verwenden die Notation von oben. Stimmen A und A’ iiberein, dann folgt
aus der Eindeutigkeitsaussage in Axiom K5 sofort ¢ = ¢/, also sind g und ¢’ in diesem Fall
parallel. O.B.d.A. seien nun A und A’ verschieden. Wiirden sich die beiden Halbstrahlen
g1 und ¢) in einem Punkt X schneiden, dann wire AA’X ein Dreieck mit einem Auflen-
winkel ZX A'h, der kongruent zu einem gegeniiberliegenden Innenwinkel /X AA’ wire, was
Satz widerspriiche. Also schneiden sich g; und ¢} nicht. Analog lésst sich zeigen, dass
sich auch go und ¢} nicht treffen. Schliefllich konnen sich g; und ¢ nicht schneiden, denn sie
liegen auf verschiedenen Seiten von h, und dasselbe gilt fiir ¢f und go. Somit haben g und ¢
keinen Schnittpunkt und sind daher parallel. U

1.5. Das Parallelenaxiom. Zu den Inzidenz-, Anordnungs- und Kongruenzaxiomen
nehmen wir nun noch folgendes Euklidische Axiom [Hilbert, §7] hinzu, das auch als Playfairs
Axiom bezeichnet wird.

P. Ist g eine beliebige Gerade und A ein Punkt auflerhalb g, dann gibt es hochstens
eine Gerade, die durch A lduft und g nicht schneidet.

SaTz 1.5.1 ([Euklid| 1§30]). Derselben geraden Linie parallele sind auch einander paral-
lel. In anderen Worten: Sind zwei Geraden h und k beide parallel zu einer dritten Geraden
g, dann miissen auch h und k parallel sein.

BEWEIS. Sind A und k disjunkt, dann sind sie parallel. O.B.d.A. exstiere daher ein

Schnittpunkt A € h N k. Liegt A auch auf g, dann folgt aus h||g und kl||g schon h = g = k,
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also h||k. Liegt A nicht auf g, dann erhalten wir h = k aus Axiom P, und daher h|k. In
jedem Fall sind h und k daher parallel. 0

BEMERKUNG 1.5.2. Parallel zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Ge-
raden. Reflexsivitdt und Symmetrie sind offensichtlich, die Transitivitit folgt aus Satz [L.5.1]

SaTz 1.5.3 ([Euklid, 1§31]). Zu einer Geraden g und einem Punkt A gibt es stets genau
eine Gerade durch A, die parallel zu g ist.

BEWEIs. Liegt A auf g, dann ist g die einzige Gerade, die durch A lduft und parallel zu
g ist. O.B.d.A. liege A nicht auf g. Wir folgen Euklids Konstruktion.

h

e ,

Sei h eine Gerade durch A, die g schneidet. Nach Axiom K5 existiert eine Gerade ¢’
durch A, sodass beim Schnitt von A mit g und ¢’ kongruente Stufenwinkel entstehen. Nach
Satz |1.4.39sind g und ¢’ parallel. Die Eindeutigkeit der Parallelen folgt aus Axiom P.  [J

SaTz 1.5.4 (Stufenwinkelsatz, [Euklidl 1§27 und 1§29]). Beim Schnitt einer Geraden h
mit zwei Geraden g und g' entstehen genau dann kongruente Stufenwinkel (Wechselwinkel)
wenn g und g parallel sind.

BEWEIS. Die eine Implikation haben wir bereits in Satz gesehen. Fiir die umge-
kehrte Implikation sei nun g¢||¢’. Es bezeichne A den Schnittpunkt von h mit ¢’. Wie im
Beweis von Satz konstruieren wir eine Gerade ¢” durch A, sodass beim Schnitt von h
mit g und ¢” kongruente Stufenwinkel entstehen. Nach Satz gilt daher g||g”. Aus der
Eindeutigkeitsaussage in Satz folgt ¢ = ¢”. Also entstehen auch beim Schnitt von h
mit g und ¢’ kongruente Stufenwinkel. O

Nach Satz sind alle rechten Winkel kongruent. Wir bezeichnen die entsprechende
Kongruenzklasse mit R € WW. Um ohne Einschrinkungen mit Winkeln rechnen zu koénnen,
addieren wir (formal) zu den bisher betrachteten (geometrischen) Winkeln in W noch belie-
bige ganzzahlige Vielfache des rechten Winkels R. Wir erhalten so eine Erweiterung W C W.
Jedes Element in & € W lisst sich in eindeutiger Weise in folgender Form schreiben:

a=nR+a, wobei n € Z und o € W mit a < R. (11)

Die Addition auf W lisst sich in naheliegender Weise zu einer Addition auf W erweitern.
Dadurch wird W zu einer abelschen Gruppe. Wie iiblich bezeichnen wir das neutrale Element
mit 0 € W und das Inverse von & € W mit —a. Die Ordnungsrelation auf W lisst sich zu
einer mit der Addition vertéglichen Totalordnung of W ausdehnen. Sind «, 8,7 € W und ist
a < B, dann gilt also auch a4+ v < 3 + 7. Fiir die geometrischen Winkel erhalten wir

W={aeW:0<a<2R}.

Wir wollen die Details dieser Konstruktionen hier nicht verifizieren.
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BEMERKUNG 1.5.5. Nebenwinkel sind supplementér, d.h., sind Z(g;,h) und Z(gs, h)
Nebenwinkel, dann gilt <t(g1, h) + <t(g2, h) = 2R.

BEMERKUNG 1.5.6. Auch in W kann von 2a = 28 auf a = § geschlossen werden.
Andernfalls wére auf Grund der Totalordnung 0.B.d.A. @ < B, also a +a < a+ § <
B+ B wegen der Kompatibilitdt von Addition und Ordnungsrelation, und wir erhielten den
Widerspruch 2a < 25.

BEMERKUNG 1.5.7. Nach Axiom K5 kénnen Winkel in W an einem Halbstrahl auf einer
gegebenen Seite abgetragen werden. Dies ist auch fiir Winkel in YW moglich. Seien dazu O
ein Punkt, A ein Halbstrahl mit Ausgangspunkt O, und ¢ eine Seite der Trégergeraden g von
h. Wir bezeichnen die andere Seite von g mit ” und schreiben h” fiir den anderen von O
ausgehenden Halbstrahl in g. Die beiden von O ausgehenden Halbstrahlen, die orthogonal auf
g stehen, bezeichnen wir mit A’ und 2", wobei A’ in € und A" in £” liegen sollen. Schliellich
bezeichnen ¢ und ¢” die beiden Seiten der Trégergeraden von A/, wobei h” in ¢’ und h in
" liegen sollen. Wir wollen nun & € W an h auf der Seite ¢ abtragen und so einen von O

h e
A
e’ O h
>
h// n
\ 4
8/I h///

ausgehenden Halbstrahl k£ erhalten. Wir schreiben dazu & in der Form und unterscheiden
vier Falle:

(1) Ist n =0 mod 4, dann sei k der eindeutige Halbstrahl in ¢ sodass <t(h, k) = a.
(2) Ist n =1 mod 4, dann sei k der eindeutige Halbstrahl in &’ sodass <(h', k) = a.
(3) Ist n =2 mod 4, dann sei k der eindeutige Halbstrahl in ¢” sodass <(h”, k) = .
(4) Ist n =3 mod 4, dann sei k der eindeutige Halbstrahl in " sodass <t(h", k) = a.

Wir erhalten so eine Bijektion zwischen den Winkeln {o € W : 0 < o < 4R} und der Menge
aller Halbstrahlen mit Ausgangspunkt O. Dem Winkel 0 € W entspricht dabei der Halbstrahl
h; dem Winkel R € W entspricht der Halbstrahl #’; dem Winkel 2R € W entspricht der
Halbstrahl #”; und dem Winkel 3R € W entspricht der Halbstrahl A"

SaTz 1.5.8 (Euklids Parallelenaxiom). Seien A, B zwei verschiedene Punkte und C, D
zwei Punkte, die auf derselben Seite von g(A, B) liegen. Gilt in dieser Situation <BAC +
<IABD < 2R dann schneiden sich die beiden Geraden g(A,C') und g(B, D) in einem Punkt,
der auf derselben Seite von g(A, B) liegt, wie C' und D.

BEWEIS. Seien o := <BAC, f := <ABD und (' := ZEBD, wobei E einen Punkt
mit A x B x E bezeichnet. Nach Bemerkung gilt f + ' = 2R. Zusammen mit der
Voraussetzung o + 5 < 2R erhalten wir o < (. Insbesondere sind die Stufenwinkel
und 3" verschieden, also kénnen die Geraden g(A, C') und g(B, D) nicht parallel sein, siche

Satz [1.5.4] Somit existiert ein Schnittpunkt X dieser beiden Geraden. Da A # B kann X
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nicht auf g(A, B) liegen. Der Schnittpunkt X kann auch nicht auf der Seite von g(A, B)
liegen, die C' und D nicht enthélt, denn sonst wire ABX ein Dreieck, dessen Aulenwinkel «
kleiner als der gegeniiberliegender Innenwinkel 3" wiire, was Satz widerspriche. Damit
muss der Schnittpunkt X auf derselben Seite von g(A, B) liegen, wie C' und D. O

BEMERKUNG 1.5.9. Die Aussage von Satz [1.5.8] entspricht Euklids Parallelenaxiom. In
[Euklidl I, Postulat 5] wird dies wie folgt formuliert: “...  dass wenn eine gerade Linie beim
Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, dass innen auf derselben Seite entstehende Winkel
zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann die zwei geraden Linien bei Verldngerung
ins Unendliche sich treffen auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner
als zwei Rechte sind.” Euklids Parallelenaxiom ist zu Playfairs Axiom P &quivalent, d.h.
aus den Inzidenzaxiomen, den Anordnungsaxiomen, den Kongruenzaxiomen und Euklids
Parallelenaxiom lésst sich (mithelos) unser Axiom P herleiten.

SATZ 1.5.10 (Winkelsumme im Dreieck [Euklid| 1§32]). In jedem Dreieck ist der bei
Verlingerung einer Seite entstehende Auflenwinkel gleich grof$, wie die Summe der beiden
gegentiberliegenden Innenwinkel, und die drei Winkel innerhalb des Dreiecks sind zusammen
zwei Rechten gleich. In anderen Worten, ist ABC ein Dreieck mit Winkeln o := <CAB,
B = <ABC, v := <BCA und ist D ein Punkt mit B x C x D, dann gilt <ACD = o + 3
sowie o + 8+ v = 2R.

3 \a + 8
C

BEwEIs. Wir folgen Euklids Beweis. Sei E ein Punkt auf derselben Seite der Geraden
g(B, C) wie A so, dass g(A, B) und g(E, C) parallel sind, siche Satz[1.5.3 Nach dem Stufen-
winkelsatz gilt ZABC = ZECD. Da der Aussenwinkel ZAC'D groer als ZABC ist,
siehe Satz[[.4.23] liegt E' im Inneren des Winkels ZAC'D. Insbesondere liegen E und B auf
verschiedenen Seiten von g(A, C'), also bilden ZBAC und ZEC A Wechselwinkel. Aus dem
Stufenwinkelsatz folgt daher /BAC = Z/ECA. Insgesamt erhalten wir

JACD = <ACE + <FECD = <CAB + <ABC.

Da der Auflenwinkel ZAC D Nebenwinkel von Z/BC A ist erhalten wir nun fiir die Winkel-

summe <CAB + <ABC + <BCA = 2R, sieche Bemerkung [1.5.5] 0J
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BEMERKUNG 1.5.11. Sind zwei Winkel eines Dreiecks zwei Winkeln eines anderen Drei-
ecks entsprechend kongruent, dann ist auch der dritte Winkel im einen Dreieck dem dritten
Winkel im anderen Dreieck kongruent. Dies folgt aus Satz [1.5.10| und Satz[1.4.7]

DEFINITION 1.5.12 (Parallelogramm). Unter einem Parallelogramm verstehen wir vier
verschiedene Punkte ABC D, sodass g(A, B) und g(C, D) disjunkte Parallele sind, und auch
g(B,C) und g(D, A) disjunkte Parallele sind.

D C
A B
Satz 1.5.13 ([Euklid, 1§34]). In jedem Parallelogramm ABCD sind gegeniberliegende

Seiten und Winkel kongruent, d.h.
AB=CD, BC=DA, /ABC=/CDA, /DAB=/BCD.

Beweis. Da g(A, B) und g(C, D) parallel sind, liegen C' und D auf derselben Seite
von g(A, B). Ebenso liegen B und C' auf derselben Seite von ¢g(A, D). Somit liegt C' im
Inneren des Winkels ZDAB. Nach Proposition schneidet der Halbstrahl (AC> die
Strecke (BD). Insbesondere liegen B und D auf verschiedenen Seiten von g(A, C'), also bilden
ZACB und ZC'AD Wechselwinkel. Nach dem Stufenwinkelsatz gilt ZACB = ZCAD
und /CAB = ZACD. Nach Satz (WSW) sind daher die Dreiecke ACB und CAD

D C

A B

kongruent. Insbesondere gilt AB = CD, BC = DA und ZABC = ZCDA. Die vierte

Kongruenz, /DAB = ZBCD, folgt analog durch Betrachtung der anderen Diagonalen. [
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Bisher haben wir |AB| nur fiir verschiedene Punkte A # B definiert. Ab nun wollen wir
diese Notation auch fiir degenerierte Strecken verwenden und setzten daher |[AA| :=0 € K.
Fiir zwei Punkte A und B gilt daher |AB| = 0 genau dann wenn A = B.

LEMMA 1.5.14 (Streckensymmetrale). Ist AB eine Strecke, dann bildet die Menge
{X e&:|XA|=|XB|}
eine Gerade, die durch den Mittelpunkt der Strecke AB geht und normal auf g(A, B) steht.
BEWEIS. Dies folgt aus Satz (SWS) und Satz (SSS). (siehe Ubungen) O

DEFINITION 1.5.15 (Streckensymmetrale). Die Gerade in Lemmal/l.5.14)wird als Strecken-
symmetrale der Strecke AB bezeichnet.

DEFINITION 1.5.16 (Kreis). Unter dem Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r € P
verstehen wir die Menge I' = {X € £ : |[XM| = r}. Die Mengen {X € & : |[XM| < r}
und {X € € : |XM]| > r} heiBen Inneres bzw. Aufleres des Kreises I'. Ist A € I' dann wird
die Strecke M A als Radius bezeichnet. Unter einer Sehne von I' verstehen wir jede Strecke
AB, deren Endpunkte A und B auf I liegen. Eine Sehne, die den Mittelpunkt enthélt, wird
Durchmesser genannt.

SATZ 1.5.17 (Umkreismittelpunkt [Euklid, IV§5]). In jedem Dreieck schneiden sich die
Streckensymmetralen der drei Seiten in einem Punkt U. Die Eckpunkte des Dreiecks liegen

auf einem Kreis mit Mittelpunkt U, und dies ist der einzige Kreis, der alle drei Eckpunkte
enthdlt.

BEWEIS. Sei ABC ein Dreieck. Nach Lemmal[l.5.14]sind die beiden Streckensymmetralen
{X € £€:|XA|l =|XB|} und {X € £ : | XB| = |XC|} Geraden. Diese beiden Geraden
konnen nicht parallel sein, denn sonst wiren nach Satz (Stufenwinkel) auch g(A, B)
und ¢(B, (') parallel, also g(A, B) = ¢g(B,C) und ABC kein Dreieck. Somit scheiden sich
die beiden Streckensymmetralen in genau einem Punkt U. Fiir diesen Punkt gilt |[UA| =
|[UB| = |UC]|, also liegt U auch auf der dritten Streckensymmetrale. Da die Eckpunkte A, B,
C alle denselben Abstand von U haben liegen sie auf einem Kreis mit Mittelpunkt U. Der
Mittelpunkt jedes weiteren Kreises durch A, B, C' muss im Schnitt der Streckensymmetralen

liegen und daher mit U {ibereinstimmen. U
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DEFINITION 1.5.18 (Umkreis). Der Kreis in Satz [1.5.17| wird als Umbkreis des Dreiecks
bezeichnet. Sein Mittelpunkt heifit Umkreismittelpunkt und sein Radius Umkreisradius.

BEMERKUNG 1.5.19. Durch drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, geht stets
genau ein Kreis, siehe Satz[1.5.17

BEMERKUNG 1.5.20. Ein Kreis kann eine Gerade in hochstens zwei verschiedenen Punk-
ten schneiden. Légen nédmlich drei verschiedene Punkte A, B, C eines Kreises auf einer
Geraden, dann wiren die Streckensymmetralen zu AB und BC nach dem Stufenwinkel-
satz parallel, also disjunkt, aber der Mittelpunkt des Kreises miisste im Schnitt dieser
Streckensymmetralen liegen, siehe Lemma

BEMERKUNG 1.5.21. Jede Gerade durch den Mittelpunkt eines Kreises schneidet den
Kreis in genau zwei verschiedenen Punkten, siehe Axiom K2.

DEFINITION 1.5.22 (Tangent an Kreis). Wir sagen eine Gerade beriihrt einen Kreis, wenn
sie ihn in genau einem Punkt schneidet. In diesem Fall wird die Gerade auch als Tangente
an den Kreis bezeichnet.

SATZ 1.5.23 (|[Euklid, I11§16 und III§18]). SeiI' ein Kreis mit Mittelpunkt M und A ein
Punkt auf . Fine Gerade g durch A ist genau dann tangential an den Kreis I' wenn g(M, A)
orthogonal auf g steht. In diesem Fall liegt g \ {A} zur Ganze auflerhalb des Kreises.

BeEwEIs. Wir nehmen zunéchst an, dass g(M, A) orthogonal auf g steht. Ist X ein von A
verschiedener Punkt auf g, dann bildet M AX ein rechtwinkeliges Dreieck mit Hypothenuse
MX und Kathete MA. Somit gilt |MA| < |[M X|, siche Bemerkung also liegt X im
AuBeren von I'. Dies zeigt, dass g\ {A} zur Génze auBerhalb des Kreises liegt. Insbesondere
kann neben A kein weiterer Punkt von ¢ auf I' liegt, also ist ¢ tangential an den Kreis.

X B

g

Fiir die umgekehrte Implikation sei nun g tangential an I'. Wir gehen indirekt vor und
nehmen an, dass g(M, A) nicht orthogonal auf ¢ steht. Es bezeichne F' den Fupunkt des
Lots auf g durch M. Es gilt daher F' # A. Auf der Seite von F' in g, die A nicht enthélt, sei
B der Punkt mit |[FA| = |FB|. Nach Satz [1.4.3] (SWS) sind die (rechtwinkeligen) Dreiecke
MF A unf M FB kongruent. Insbesondere folgt |M B| = |M A|, also liegt auch B am Kreis
I'. Somit sind A und B zwei verschiedene Schnittpunkte von g und I'; ein Widerspruch. [J

DEFINITION 1.5.24 (Normalabstand). Sei g eine Gerade, A ein Punkt und F' der Schnitt-
punkt des Lots durch A auf g (Fuipunkt), siehe Definition|1.4.36] Unter dem Normalabstand

von A zu g verstehen wir d(A, g) := |AF|.
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BEMERKUNG 1.5.25. Fiir eine Gerade ¢g und einen Punkt A gilt d(A4, g) = 0 genau dann
wenn A € g.

BEMERKUNG 1.5.26. Ist g ein Gerade und A ein Punkt, dann gilt |[AX| > d(A4, g) fiir
jeden Punkt X auf g\ {A}. Dies ist offensichtlich wenn A auf g liegt, siche Bemerkung|1.5.25|
Liegt A nicht auf ¢ dann folgt dies, wie im Beweis von Satz [1.5.23] aus Bemerkung [1.4.33]
Der Fulpunkt des Lots durch A auf g ist daher der eindeutige Punkt auf g mit minimalen
Abstand zu A.

BEMERKUNG 1.5.27. Sei g Gerade und M ein Punkt, der nicht auf g liegt. Dann beriihrt
der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r = d(A, g) die Gerade ¢g im Fupunkt des Lots
durch M auf g, siehe Satz und dies ist der einzige Kreis mit Mittelpunkt M, der g
beriihrt, siche Satz [I.4.35]

LEMMA 1.5.28 (Winkelsymmetrale). Sei Z(hy, hy) ein Winkel und bezeichne W sein
Inneres. Weiters sei g1 die Trdgergerade von hy, und go bezeichne die Trdgergerade von hs.
Dann stimmt die Menge

{X eW: d(X,q)=d(X,9)}

mit der Winkelsymmetrale von Z(hy, hy) dberein, vgl. Definition |1.4.20. Ist X ein Punkt
der Winkelsymmetrale, dann liegen die FufSpunkte der Lote durch X auf g1 und go auf den
Schenkeln h, und hsy.

BewEIs. Dies folgt aus Satz [1.4.26] (SWW) und Satz [1.4.27) (SSW) fiir rechtwinkelige
Dreiecke, vgl. Bemerkung|1.4.33] (siche Ubungen) OJ

SATz 1.5.29 (Inkreismittelpunkt [Euklid, IV§4]). In jedem Dreieck schneiden sich die
drer Winkelsymmetralen in einem Punkt im Inneren des Dreiecks. Dies ist der Mittelpunkt
eines Kreises, der alle dreir Dreiecksseiten beriihrt. Es gibt keinen weiteren Kreis, der alle
drei Dreiecksseiten beriihrt.
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BEWEIS. Sei ABC ein Dreieck. Nach Proposition schneidet die Winkelsymmetrale
des Winkels ZC'AB die Seite BC' im Inneren. Erneutes Anwenden von Proposition
zeigt, dass sich die Winkelsymmetralen der Winkel ZC'AB und ZABC' in einem Punkt I im
Inneren des Dreiecks schneiden. Nach Lemma gilt

ri=d(I,g(C,A)) =d(I,g9(A, B)) =d(I,¢(B,C)),

und [ liegt auch auf der Winkelsymmetrale des dritten Winkels Z/BCA. Nach Bemer-
kungberﬁhrt der Kreis mit Mittelpunkt / und Radius r jede der drei Geraden g(A, B),
g(B,(C), g(C, A) in den FuBpunkten der Lote durch /. Diese Fupunkte liegen auf den ent-
sprechenden Dreiecksseiten, siche Lemma [1.5.28, Beriihrt ein weiterer Kreis jede der drei
Geraden ¢(A, B), g(B,C), g(C, A) in Punkten auf den Dreiecksseiten, dann muss sein Mit-
telpunkt im Schnitt der drei Winkelsymmetralen liegen und daher mit [ iibereinstimmen.
Dies zeigt die Eindeutigkeitsaussage im Satz. U

DEFINITION 1.5.30 (Inkreis). Der Kreis in Satz [1.5.29| wird als Inkreis des Dreiecks
bezeichnet. Sein Mittelpunkt heifit Inkreismittelpunkt und sein Radius Inkreisradius.

SATZ 1.5.31 (Satz von Thales [Euklid| I11§31]). Jeder Winkel im Halbkreis ist ein Rech-
ter. In anderen Worten, ist AB Durchmesser eines Kreises I und ist C' ein weiterer, von A
und B verschiedener Punkt auf I dann ist ZBC A ein rechter Winkel.

C

M

BEWEIS. Bezeichne M den Mittelpunkt des Kreises I'. Da AB Durchmesser ist liegt M
zwischen A und B. Da A, B, C alle auf I liegen gilt |[AM| = |BM| = |CM]|. Aus Satz

@ g

A
M

B

erhalten wir a := <MAC = <MCA sowie  := <MBC = <MCB. Da M im Inneren
des Winkels ZBCA liegt folgt <BCA = «a + (. Sei E ein Punkt mit A « C' x E. Nach
Satz [1.5.10] gilt auch <BCFE = a + (. Somit ist <BCA = <BCE und ZBCA daher ein
rechter Winkel. U

Wir betrachten einen Kreis I' mit Mittelpunkt M. Weiters seien A und B zwei verschie-
dene Punkte auf I'. Wir bezeichnen die beiden Seiten von g(A, B) mit € und ¢’. Sei P ein

Punkt auf I', der in der Halbebene ¢ liegt. Der Winkel ¢ := <APB wird Peripheriewinkel
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genannt. Bezeichne ¢ den von A ausgehenden Halbstrahl, der orthogonal auf den Radius
M A steht und in der Halbebene ¢’ liegt. Der Winkel 7 := <(¢, (AB>) heifit Tangentenwin-
kel. Schlieflich sei 0 < p < 4R, jener Winkel der vom Halbstrahl (M A> auf der Seite, die
¢ enthilt, abgetragen werden muss, um (M B> zu erhalten, sieche Bemerkung [1.5.7 Dieser
Winkel p wird Mittelpunktswinkel genannt.

SATz 1.5.32 (Peripherie- und Tangentenwinkelsatz [Euklidl, 111§20]). In der zuvor be-
schriebenen Situation gilt 2¢ = p = 27.

BEWEIS. Bezeichne P’ den P gegeniiber liegenden Punkt am Kreis, d.h. P M % P'. Wir
betrachten zunédchst den Fall wo M im Inneren des Winkels APB liegt. Es gilt daher

p=atg (12)

wobei o := <APM und 8 := <BPM. Da A, B, P auf einem Kreis mit Mittelpunkt M liegen
gilt |[AM| = |PM| = |BM|. Daher auch <PAM = « und <PBM = (3, siche Satz|1.4.4, Mit
Satz [1.5.10| erhalten wir <AM P’ = 2« sowie <BM P' = 2. Wir schlieen daraus

200+ 206 = p.
Mit ergibt sich nun 2¢ = pu.

P
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Wir betrachten nun den Fall, dass M auf (AP) liegt. Es gilt daher P’ = A und ¢ = f,
wobei 8 := <BPM = <PBM. Wie zuvor folgt <BMP' = 24, also 28 = u und daher
2¢ = p. Analog lasst sich der Fall, wo M auf (BP) liegt behandeln.

P

Pr=A B

Wir betrachten nun den Fall, wo A im Inneren des Winkels ZM PB liegt. Es gilt daher
p=pf—a (13)

wobei @ = <APM und § = <BPM. Wie zuvor gilt <PAM = « und <PBM = (3, siehe
Satz [1.4.4] alos <AM P’ = 2« sowie <BM P’ = 23 nach Satz[1.5.10, und daher

268 — 20 = p.

Mit ergibt sich wieder 2¢p = u. Analog lésst sich der letzte verbleibende Fall behandeln,
wo B im Inneren des Winkels ZM PA liegt.

P/

N

T

Es bleibt die Gleichung 27 = p zu zeigen. Wir unterscheiden drei Fille. Liegt M auf
AB, dann gilt 7 = R und p = 2R, also 27 = p. Liegt M in ¢, dann gilt <AMB = p und
IMBA =<MAB = R — 7, siche Satz also u+ 2(R — 7) = 2R nach Satz und
daher 27 = p. Liegt M in &', dann gilt <AMB = 4R — ypund <M BA = <MAB =71 — R,
siche Satz[1.4.4] also (4R — p) + 2(7 — R) = 2R nach Satz[1.5.10} und daher 27 = p. O

BEMERKUNG 1.5.33. Ist die Sehen AB in Satz [1.5.32 ein Durchmesser, dann ist ¢ ein
rechter Winkel und der Peripheriewinkelsatz spezialisiert sich zum Satz von Thales [1.5.31]

SaTz 1.5.34 ([Euklid, 111§21]). Sei AB eine Strecke und C, D zwei Punkte auf derselben
Seite von g(A, B). Die vier Punkte A, B, C und D liegen genau dann auf einem Kreis wenn
/ACB = /ADB.

Sy

A
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BEWEIS. Die eine Implikation folgt direkt aus dem Peripheriewinkelsatz [I.5.32} Liegen
die vier Punkte auf einem Kreis, dann muss ZACB = ZADB erfiillt sein.

Fiir die umgekehrte Implikation sei nun ZACB = ZADB. Betrachte den Kreis I' durch
A, Bund C, siehe Satz[1.5.17] Wir nehmen zunéchst an, dass D auf der Seite der Tangente bei

A liegt, die B nicht enthilt. Sei E ein Punkt mit D* Ax E. Nach dem Auflenwinkelsatz
gilt <ADB < <BAFE. Da E im Inneren des Winkels Z/BAt liegt ist <BAFE < 71, wobei 7
den Tangentwinkel bezeichnet. Aus Satz erhalten wir 7 = <AC B. Kombination dieser
Relationen fiihrt auf den Widerspruch <ADB < <ACB. Das selbe Argument fiihrt auch
auf einen Widerspruch, wenn D auf der Tangente liegt.

Die Punkte D und B miissen somit auf derselben Seite der Tangente bei A liegen. Daher
schneidet der Halbstrahl (AD> den Kreis in einem weiteren Punkt D', siehe Satz [1.5.23]
Aus dem Peripheriewinkelsatz erhalten wir <AD'B = <ACB. Zusammen mit der
Voraussetzung ZACB = ZADB folgt <AD'B = <ADB. Nach dem Aufenwinkelsatz
ist dies nur moglich, wenn D = D’ gilt. Also liegt auch D auf dem Kreis T'. U

Um Streckenléngen auch multiplizieren zu kénnen, fixieren wir eine Einheitslédnge, die wir
mit 1 € P bezeichnen. Eine Strecke AB wird als Einheitsstrecke bezeichnet, falls |[AB| = 1
gilt. Die folgende Definition des Produkts von Streckenlingen ist durch den Ahnlichkeitssatz
fiir Dreiecke mit kongruenten Winkeln motiviert, vgl. Satz unten.

DEFINITION 1.5.35 (Multiplikation von Streckenlédngen [Hilbertl, §15]). Sind a,b € P
zwei Kongruenzklassen von Strecken, so definieren wir ihr Produkt, ab € P, wie folgt: Wir
wihlen ein Dreieck ABC' mit rechtem Winkel ZABC so, dass |[AB| = 1 und |BC| = a.
Weiters wihlen wir ein Dreieck D E'F mit rechtem Winkel ZDEF so, dass /FDE = /CAB
und |DE| = b. Wir definieren nun ab := |EF].

F
C
ab
a
o _ o »
A 1 B D b E

LEMMA 1.5.36. Die Multiplikation von Kongruenzklassen ist wohldefiniert.
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BEWEIS. Ein Dreieck ABC wie in Definition [[.5.3 existiert nach Satz [[.4.35 und Axi-
om K3. Ein Dreieck CDEFE existiert nach Satz Axiom K6 und Satz Es bleibt zu
zeigen, dass |EF| nicht von der Wahl dieser Dreiecke abbhéngt.

Sei dazu A’ B'C" ein weiteres Dreieck mit rechtem Winkel ZA’B’C” und so, dass |A'B’| = 1
und |B’C’| = a. Dariiber hinaus sei D’ E’F” ein weiteres Dreieck mit rechtem Winkel ZD'E'F’
und so, dass ZF'D'E" = ZC'"A'B' und |D'E'| = b. Es gilt daher AB = A'B’, BC = B'C'
und LZABC = ZA'B'C'. Aus Axiom K6 (SWS) folgt daher ZCAB = ZC'A’B’. Somit
/FDE = /F'D'E', /DEF = /D'E'F' und DE = D'E’. Aus Satz (WSW) erhalten
wir EF = E'F', d.h. |EF| = |E'F'|. Dies zeigt, dass das Produkt ab nicht von der Wahl der
Dreiecke abhéngt. 0

SATz 1.5.37 (Rechenregeln fiir die Streckenmultiplikation [Hilbert| §15]). Fiir beliebige
Elemente a,b,c € P gilt:

(a) ab = ba. (Kommutativitit)

(b) (ab)e = a(be). (Assoziativitdt)

(c) a-1=a. (Finselement)

(d) Es existiert ' € P mit aa’ = 1. (multiplikatives Inverses)
(e) a(b+ ¢) = ab+ ac. (Distributivitit)

BeweEis. Wir folgen hier der Darstellung in [Hartshorne, Proposition 19.2]. Wir be-
ginnen mit (d): Ist b = 1, dann sind die Dreiecke ABC' und DEF nach Satz (WSW)
kongruent, insbesondere FF = BC und daher a -1 = |EF| = |BC| = a.

Um @ und @ zu zeigen, konstruieren wir, wie in der Skizze angedeutet, ein rechtwin-
keliges Dreieck mit Katheten 1 und @ um den Winkel a zu erhalten. Analog konstruieren
wir ein rechtwinkeliges Dreieck mit Katheteten 1 und ¢ um den Winkel v zu erhalten. Wir
betrachten nun ein Dreieck ABC' mit rechtem Winkel ZBC'A, |CA| = b und <CAB = a.
Nach Definition der Multiplikation gilt daher |C'B| = ab. Wir tragen den Winkel v von A
aus auf der Seite von g(A,C) ab, die B nicht enthélt, und bekommen einen Punkt D so,
dass B * C'* D und <CAD = ~. Nach Definition der Multiplikation gilt daher |C'D| = cb.
SchlieBlich tragen wir den Winkel o von D aus auf der Seite von g(D,C) ab, die A nicht
anthalt, und bekommen einen Punkt F so, dass AxC'x E und <CDFE = «. Alle vier Winkel
bei C sind rechte Winkel. Nach Definition der Multiplikation gilt daher |CE| = a(cb).




Nach Satz liegen die vier Punkte A, B, D, E auf einem Kreis, denn Z/BAE =
ZBDE. Erneutes Anwenden von Satz[1.5.34] zeigt ZEBD = ZEAD, also <EBC = . Nach
Definition der Multiplikation gilt daher auch |CE| = ¢(ab). Aus den beiden Ausdriicken fiir
|CE| erhalten wir

c(ab) = a(ch). (14)
Setzen wir b = 1 folgt mit () nun ca = ac, also ist die Multiplikation kommutativ. Mit der
Kommutativitit folgt aus sofort (ab)c = a(bc) und damit auch die Assoziativitit.

Ad @: Nach Satz , Axiom K6 und Satz existiert ein Dreieck DEF mit

rechtem Winkel ZDEF so, dass |[EF| =1 und ZEFD = ZBCA. Nach Bemerkung

F
¢ 1
a
o \‘ ~ \\‘ -
A 1 B D a F

gilt auch ZCAB = FDE. Setzen wir a' := |DE|, so folgt aa’ = |[EF| = 1.
Ad @: Wir wéhlen ein Dreieck EDF' mit rechtem Winkel bei E so, dass <I'DE = «
und |DE| = b. Es gilt daher |EF| = ab. Weiters sei G so, dass D E+G und |EG| = c. Nach

I
ac
F o ]
= H
ab ab
o B -
D b FE ¢ G

Satz schneidet die Normale auf g(D,G) durch G die Gerade g(D, F') in einem Punkt
I auf der selben Seite von ¢g(D, G) wie F. Nach Axiom A4 kann [ nicht auf der Strecke DF
liegen, es muss daher D * F x I gelten. Weiters ist |[DG| = b+ ¢ und daher |GI| = a(b + ¢).
Nach Axiom A4 (Pasch) schneidet die Parallele zu g(E, G) durch F' die Strecke G in einem
Punkt H, der zwischen G und I liegt, vgl. Satz[1.5.3 Nach Satz [1.5.4] (Stufenwinkel) ist (i)
auch ZFHI ein rechter Winkel; (ii) </FH = «; und (iii) sind die Geraden g(F, F') und
g(G, H) parallel. Insbesondere ist EF HG ein Parallelogramm, also |GH| = |E'F| = ab sowie
|FH| = |EG| = ¢ nach Satz Somit gilt auch |HI| = ac. Da G x H x I folgt nun

alb+c¢)=|GI| =|GH|+ |HI| = ab+ ac.

Damit ist der Beweis vollstandig. 0]
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LEMMA 1.5.38. Die Multiplikation auf P ldsst sich in eindeutiger Weise so zu einer Mul-
tiplikation auf IC ausdehnen, dass (K, +,-) ein Kérper wird. Die oben fizierte Einheitslinge
wird zum Finselement in K.

BEWEIS. Jedes Element in C ldsst sich in der Form a — b schreiben, wobei a,b € P. Ist
ein Koérper dann muss (@ —b) - (¢ —d) = (ac+bd) — (ad+ bc) gelten, wobei auch ¢, d € P. Wir
sehen daraus, dass das Produkt beliebiger Elemente in I durch das Produkt von Elementen
in P vollig bestimmt ist. Es gibt daher hochstens eine Moglichkeit, die Multiplikation auf
P so auf ganz K auszudehnen, dass (K, +, ) dadurch zu einem Kérper wird. Dies motiviert
auch folgende Definition.

Wir zeigen zunéchst, dass durch [a, ] - [¢, d] := [ac + bd, ad + bc] auf K =P x P/~ eine
Multiplikation wohldefiniert ist, vgl. Lemma [1.3.7 Seien dazu (a,b) ~ (a/,') und (c,d) ~
(d,d"), wobei a,b,c,d,a’,b,c,d € P. Es gilt daher ab’ = a'b und cd’ = ¢’d. Mit diesen
Relationen und den Rechenregeln in Satz lisst sich sofort

(ac+bd)(d'd +b'd) = (d'd +Vd")(ad + be)

verifizieren. Dies bedeutet (ac+ bd, ad + be) ~ (a'd +V'd',a'd + V'), also [ac+ bd, ad + be] =
ld'd +Vd,d'd +Vc]. Somit ist die Multiplikation auf I wohldefiniert.
Die Multiplikation auf K is kommutativ, denn mit Satz 1.5.37 folgt

[a,b] - [e,d] = [ac + bd, ad + bc] = [ca + db, cb + da] = [e,d] - [a, b].
Die Multiplikation auf K is assoziativ, denn nach Satz (]ED und stimmen
([a, b - e, d]) -le, f] = [ac + bd, ad + bel - [e, f]
= [(ac+ bd)e + (ad + bc) f, (ac + bd) f + (ad + be)e]
und
[a,b] - ([e,d] - [e, f]) = [a,b] - [ce + df, cf + de]
= [a(ce + df ) + b(cf + de), a(cf + de) + b(ce + df)]
fiir beliebige a, b, c,d, e, f € P iiberein.
Die Multiplikation auf K is distributiv, denn nach Satz @ stimmen
[a,b] - ([ce,d) + [e, f]) = [a,b] - [c+ e, d+ f] =[a(c+e) + b(d+ [),a(d+ [) + b(c+e)]

und

la,b] - [c,d] + [a,b] - [e, f] = [ac + bd, ad + bc] + [ae + bf, af + be]
= [ac + bd + ae + bf,ad + bc + af + be]
fiir beliebige a, b, c,d, e, f € P iiberein.
Weiters gilt
(@) - [e,d] = [ac, ad),
denn ¢(a)-[c,d] = [a+b,b]-[c,d] = [(a+b)c+bd, (a+b)d+bc] = [ac+ (be+bd), ad+ (be+bd)| =
lac, ad] nach Satz [1.5.37(e]). Mit Satz[1.5.37|(d) folgt daraus, dass 1 := ¢(1) neutrales Element

der Multiplikation auf K ist. Wir erhalten daraus aber auch

t(a) - u(c) =ula) - [c+d,d] = [a(go—l— d),ad] = [ac + ad, ad] = t(ac). (15)



Dies zeigt, dass die eben definierte Multiplikation auf P mit der urspriinglichen Multiplika-
tion iibereinstimmt. Wir sagen daher, die Multiplikation wurde auf IC ausgedehnt.

Nach Satz[L.5.37|(d) existiert ' € P mit aa’ = 1. Mit folgt ¢(a)i(a’) = t(aa’) = 1(1) =
1, also besitzen alle Elemente in +(P) multiplikative Inverse. Mit der Distributivitét erhalten
wir daraus auch (—u(a)) - (—¢(a')) = t(a) - t(a’) = 1, also haben auch alle Elemente in —¢(P)
multiplikative Inverse. Zusammen mit Lemmal([1.3.7|(e]) folgt nun, dass alle Elemente in K\ {0}
ein multiplikatives Inverses besitzen. Somit ist (K, +, -) ein Kérper, siche Lemmal[l.3.7(). O

KOROLLAR 1.5.39. (K, +, -, <) ist ein angeordneter Korper, d.h. die Ordnungsrelation ist
eine mit Addition und Multiplikation vertrdigliche Totalordnung. Fiir a,b,c € K gilt daher:

(a) Aus a < b folgt a+c <b+c.
(b) Aus 0 < a < b und 0 < ¢ folgt 0 < ac < be.

BEWEIS. Nach Korollar ist die Ordnungsrelation auf K eine Totalordnung, die mit
der Addition vertréglich ist. Nach ist die Menge der positiven Elemente in C abgeschlos-
sen unter Multiplikation, vgl. Korollar @ Sind nun 0 < @ < b und 0 < ¢, dann gilt
0<b—a,also0< (b—a)c=bc— acund daher ac < be. O

DEFINITION 1.5.40 (Ahnliche Dreiecke). Zwei Dreiecke ABC und A’ B'C’ werden dhnlich
genannt, wenn ihre Winkel entsprechend kongruent sind, d.h.
LABC = LA'B'C, /BCA=/B'C'A, /CAB = /C'A'B,
und ihre Seitenléingen entsprechend proportional sind, d.h.
4B| _ |BO| _ |oA
|A/B/| o |B/Cl‘ o |C/A/|
BEMERKUNG 1.5.41. Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation fiir Dreiecke.
LEMMA 1.5.42. Sind ABC und A’B'C" zwei Dreiecke mit rechten Winkeln ZBCA und
LB'C'A, fiir die ZCAB = £LC"A'B’ erfiillt ist, dann gilt auch E_gh = %.

BEWEIS. Wir betrachten ein drittes Dreieck A” B”C” mit rechtem Winkel ZB"C" A",
sodass ZC"A"B" = L/C'"A'B’ = ZCAB und |C"A"| = 1. Bezeichnen wir die Seitenléngen

B
B//
B/
a / a a’
& ] e . « =
A b C A b '’ A" 1 c”

wie in der Skizze angedeutet so folgt aus der Definition der Multiplikation sofort a = a”b
sowie a’ = a”b’. Mit den Rechenregeln in Satz [1.5.37] folgt durch Elimination von a” nun
a/a’ = b/ und damit das Lemma. O

SATZ 1.5.43 (W:W:W-Satz, [Euklid, VI§4]). Sind ABC und A'B'C" zwei Dreiecke, fiir
die zwei der drei Kongruenzen /ABC = /A'B'C', /BCA = /B'C'A" und Z/CAB =
LC'A'B’ gelten, dann sind die Dreiecke dhnlich, d.h. auch die dritte Winkelkongruenz ist

” g, |AB| _ |BC| _ |CA|
erfillt und es gilt [7pn = 1567 = 1A
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BeweEls. Wir folgen dem Beweis in [Hilbert| §16], siche auch [Hartshornel, Propositi-
on 20.1]. Da sich die Winkel im Dreieck auf zwei Rechte aufsummieren, muss auch die dritte
Winkelkongruenz gelten, sieche Bemerkung [I.5.11] Wir verbinden den Inkreismittelpunkt 7
des Dreiecks ABC mit den Eckpunkten, fillen die Lote durch I auf die Trigergeraden der
drei Seiten, und bezeichnen die Fulpunkte mit D, F, F wie in der Skizze angedeutet. Nach

C

B/

A T F Yy B

Satz liegen die FuBpunkte auf den Seiten und es gilt h := |ID| = |IE| = |IF|. Die

Winkelsymmetrale (AI> halbiert den Winkel ZC'AB und ebenso halbiert (A'I’> den Win-

kel ZC'A'B'. Da ZCAB = /C"A'B’ gilt daher auch ZTAF = /I’ A'F’. Aus Lemma [1.5.42]

erhalten wir x /2’ = h/h/, wobei x := |AF| und a’ := |A'F'|. Analog folgt y/y' = h/h', wobei
= |BF| und ¢/ := |B'F’|. Mit den Rechenregeln in Satz folgt

|AB|=xz+y=2'h/0 +y'h/N = (' +y)h/h = |AB'|h/W,

also lfgl h/h'. Analog lasst sich ‘ggl h/h' und Ei! = h/h zeigen. O

SATZ 1.5.44 (S:W:S-Satz, [Euklid|, VI§6]). Sind ABC und A'B'C" zwei Dreiecke, fir die

LOAB = ZC"A'B" und ‘L’ég! = Eﬁ!' gelten, dann sind die Dreiecke dhnlich, d.h. es sind

auch ZABC' = LA'B'C", ZBCA = /B'C'A’ und “jgl = toon = o erfillt.

BEWEIS. Wir folgen Euklids Beweis. Nach Satz existiert ein Dreieck A”B"C" mit
A"B" = A'B', ZC"A"B" = ZCAB und ZC"B"A" = ACBA. Nach Satz [1.5.43 sind die

Dreiecke ABC und A”B”C” dhnlich. Insbesondere gilt ‘ C'?:ﬁlq = If‘lég!’l' Zusammen mit der
Voraussetzung % = Eﬁl folgt |[C"A"| = |C"A|, also C"A" = C'A’. Nach Satz [1.4.3
(SWS) sind die Dreiecke A’B’'C’" und A” B"C" daher kongruent. Somit ist das Dreieck ABC'
auch dem Dreieck A’B’C" &hnlich. O
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SATZ 1.5.45 (S:S:S-Satz, [Euklid, VI§5]). Sind ABC und A'B'C’ zwei Dreiecke fiir die
&gl' = E,gh = Eﬁ!' gilt, dann sind die Dreiecke dhnlich, d.h. es gilt auch ZABC =
LA'B'C', /BCA = /B'C'A" und ZCAB = LC"A'B’.

BEWEIS. Wie im Beweis von Satz |1.5.44] lasst sich dies mit Satz [1.5.43[ (W:W:W) auf
Satz [1.4.17| (SSS) zuriickfithren. (siche Ubungen) O

SATZ 1.5.46 (S:S:W-Satz, [Euklid, VI§7]). Sind ABC und A'B'C" zwei Dreiecke fir die

/ABC = ZA'B'C’' und Ilﬁgll = “gil‘ gelten, und ist dariber hinaus auch |CA| > |AB],
dann sind die Dreiecke dhnlich, d.h. es gilt auch /BCA = /B'C'A", Z/CAB = ZC'"A’B’ und
|AB| _ [BC| _ |CA|

|A/B/| - |B/C/| - ‘C/A/‘ .
BEWEIS. Wie im Beweis von Satz [1.5.44] lisst sich dies mit Satz [1.5.43) (W:W:W) auf
Satz [1.4.27| (SSW) zuriickfithren. (siehe Ubungen) O

SATZ 1.5.47 (Strahlensatz [Euklid, VI§2]). Sei Z(h,h') ein Winkel mit Scheitel O. Wei-
ters seien A, B € h und A', B € I'. Dann sind die Trigergeraden von AA" und BB’ genau
dann parallel, wenn

|AO|  |A'O
|BO| — |B'O|

In diesem Fall gilt dariiberhinaus

|AO|  |BO|

b _ .
a0l T BO

|AO|  |AA| A0
|BO| |BB'| |B'O|

(16)
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BeEwEIs. Wir nehmen zunéchst an, dass g(A, A’) und ¢(B, B’) parallel sind. Nach dem
Stufenwinkelsatz [1.5.4] gilt daher <OAA’ = <OBB’, denn A’ und B’ liegen auf derselben
Seite von ¢g(A, B). Nach Satz (W:W:W) sind die Dreiecke OAA’ und OBB’ daher
dghnlich, also gilt .

Sei nun umgekehrt % = “gig“. Nach Satz |1.5.44] (S:W:S) sind die Dreiecke OAA’" und
OBB’ &hnlich. Insbesondere ist ZOAA’ = ZOBB’. Da A’ und B’ auf derselben Seite von
g(A, B) liegen, folgt aus dem Stufenwinkelsatz[L.5.4] dass die Geraden g(A, A’) und ¢(B, B')
parallel sind. 0

BEMERKUNG 1.5.48. In der Situation von Satz [1.5.47| lasst sich aus |g—g|| = % nicht

auf die Parallelitit von g(A, A’) und g(B, B) schlieBen. (siche Ubungen)

SaTz 1.5.49 (Satzgruppe des Pythagoras [Euklidl, 1§47, 11§14, VI§8]). Sei ABC ein
Dreieck mit rechtem Winkel Z BC'A. Dann liegt der FufSpunkt F des Lots durch C auf g(A, B)
im Inneren der Seite AB. Bezeichnen a := |BC|, b:=|CA|, ¢:=|AB|, h:= |FC|, p:= |BF|
und q = |AF|, dann gilt:

& =a®+ b (Satz des Pythagors)
a® = cp (Kathetensatz)

b = cq (Kathetensatz)

h* = pq (Héhensatz)

C
b L a
q p
A 2 % B

BEWEIS. Da die Winkel ZCAB und ZABC' beide spitz sind, sieche Bemerkung [1.4.33],
liegt F' im Inneren der Strecke AB. Insbesondere gilt ¢ = p+¢. Da ZABC = ZC'BF und da
<BCA = <BFC sind die Dreiecke ABC und C'BF nach Satz dhnlich. Es gilt daher
c/a = a/p, also a* = cp. Da ZCAB = /FAC und da <BCA = <CFA sind die Dreiecke
ABC und ACF nach Satz dhnlich. Es gilt daher ¢/b = b/q, also b*> = cq. Nach
Bemerkung sind auch die Dreiecke C BF und ACF ihnlich, also gilt p/h = h/q und
daher h? = pq. Addition der beiden Kathetensitze liefert a®>+0? = cp+cq = c¢(p+q) = . O

SATz 1.5.50 (Umkehrung des pythagoriischen Lehrsatzes [Euklidl, 1§48]). Ist ABC' ein

Dreieck und gilt |BC|* + |CA|> = |AB|?, dann muss ZBC A ein rechter Winkel sein.
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BeEweEls. Wir folgen Euklids Beweis. Betrachte ein Dreieck A’B’C’ mit rechtem Winkel
B'C'A, sodass |C"A'| = |CA| und |B'C’| = |BC|. Nach Satz [1.5.49| gilt

|A'B'|> = |B'C")* 4 |C'A'|> = |BC|* 4+ |CA|* = |ABJ?
und daher auch |A’'B’| = |AB|. Nach Satz[1.4.17] (SSS) sind die Dreiecke ABC und A’B'C’
daher kongruent. Insbesondere ist /BCA = /B'C"'A’ ein rechter Winkel. OJ

DEFINITION 1.5.51 (Hohen eines Dreiecks). Sei ABC' ein Dreieck. Unter der Hohe durch
A verstehen wir das Lot durch A auf die Gerade g(B, C). Unter der Hohe durch B verstehen
wir das Lot durch B auf die Gerade g(C, A). Unter der Hohe durch C' verstehen wir das Lot
durch C auf die Gerade g(A, B).

BEMERKUNG 1.5.52. Sei ABC' ein Dreieck. Die Hoéhe durch C trifft die Seite (AB) genau
dann, wenn die Winkel ZABC' und ZC'AB beide spitz sind.

SATZ 1.5.53 (Hohenschnittpunkt). Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem
Punkt.

BeEwEIs. Wir folgen [Hartshornel, Proposition 5.6]. Sei ABC' ein Dreieck. Wir betrach-
ten die drei Parallelen zu den drei Dreiecksseiten durch die gegeniiberliegenden Eckpunkte
und bezeichnen die drei Schnittpunkte mit A’, B’ und C’ wie in der Skizze angedeutet. Nach

Konstruktion ist daher ABC' B’ ein Parallelogramm, also B'C' = AB nach Satz[1.5.13] Eben-
so ist ABA'C' ein Paralellogramm und daher auch A'C' = AB. Somit ist A’C = B'C, und
C daher der Mittelpunkt der Strecke A’B’. Die Hohe durch C' des Dreiecks ABC' stimmmt
daher mit der Streckensymmetrale der Seite A’B’ des Dreiecks A’ B’C” iiberein. Analog stim-
men die anderen beiden Hohen von ABC' mit den anderen beiden Streckensymmetralen von
A'B'C" iiberein. Nach Satz schneiden sich die drei Streckensymmetralen von A'B'C”
in einem Punkt. Also schneiden sich die drei Hoéhen des Dreiecks ABC' im selben Punkt. [

DEFINITION 1.5.54 (Hohenschnittpunkt). Der Schnittpunkt der drei Hohen eines Drei-

ecks wird Hdohenschnittpunkt genannt.
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DEFINITION 1.5.55 (Schwerlinien). Sei ABC' ein Dreieck. Unter der Schwerlinie durch A
verstehen wir die Gerade durch A und den Mittelpunkt der Seite BC'. Unter der Schwerlinie
durch B verstehen wir die Gerade durch B und den Mittelpunkt der Seite AC. Unter der
Schwerlinie durch C' verstehen wir die Gerade durch C' und den Mittelpunkt der Seite AB.

SATz 1.5.56 (Schwerpunkt). Die drei Schwerlinien eines Dreiecks ABC' schneiden sich

in einem Punkt S im Inneren des Dreiecks. Bezeichnen M,, M,, M. die Mittelpunkte der
Seiten BC', CA, AB, dann gilt

[AS| _ IBS| _ 1CS] _
[MoS| [ MyS] [ MS]

’MaA| _ |MbB‘ _ ’Mccl —
|MoS| [MpS| [ M.S]

2

3.

M.

BeEweis. Wir folgen [Hartshorne, Proposition 5.4]. Nach dem Strahlensatz [1.5.47 sind
g(A, B) und g(M,, M) parallel und es gilt

AB CA CB
AB|__ lcAl _ [cBl _, -
|MpM,| |CM,y|  |CM,|
denn M, und M, sind die Streckenmittelpunkte. Beachte, dass A und M, auf verschiedenen

A

Seiten von g(B, M) liegen, denn A und C' liegen auf verschiedenen Seiten, und C' und M,
liegen auf der selben Seite dieser Geraden. Ebenso liegen B und M, auf verschiedenen Seiten
der Gerade g(A, M,). Insbesondere schneiden sich die beiden Strecken (BM,) und (AM,) in
einem Punkt S. Dieser Punkt S ist der Schnittpunkt der beiden Schwerlinien durch A und
B. Nach Bemerkung liegt S im Inneren des Dreiecks.

Da A und M, auf verschiedenen Seiten der Geraden g(B, M,) liegen, bilden ZAB M, und
£ M, M,B Wechselwinkel, also <ABM, = <M,M,B nach dem Stufenwinkelsatz[[.5.4] Da B

und M, auf verschiedenen Seiten der Geraden g(A, M,) liegen, bilden ZBAM, und M,M,A
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Wechselwinkel, also <BAM, = <M,M,A nach dem Stufenwinkelsatz. Nach Satz[1.5.43| sind
die Dreiecke ABS und M,M,S &dhnlich. Insbesondere gilt

|BS|  |AS|  |AB|

|MyS|  |M,S| | MM,
wobei die letzte Gleichung aus folgt. Da |M,B| = |M,S| + |BS| und |M,A| = |M,S| +
|AS| erhalten wir daraus

=2

Y

M,B| _ [MA|
|MbS | |MaS |

Dasselbe Argument zeigt, dass sich auch die Schwerlinien durch A und C' in einem Punkt

S' auf der Strecke (AM,) treffen, fiir den ebenfalls 151 = 2 und Sl — Medl _ 3 o}

3.

|McS| |M:S| Mo S|
Insbesondere ist [M,S| = 5|M,A| = |M,S’| und mit der Eindeutigkeitsaussage in Axiom K2
folgt S = S’. Also schneiden sich die drei Schwerlinien im Punkt S. O

DEFINITION 1.5.57 (Schwerpunkt). Der Schnittpunkt der drei Schwerlinien eines Dreiecks
wird als Schwerpunkt bezeichnet.

SaTz 1.5.58 (Euler Gerade). Der Umkreismittelpunkt U, der Schwerpunkt S und der
Héhenschnittpunkt H eines Dreiecks liegen stets auf einer Gerade. Genauer ist S € [UH],
und es gilt

\HS| =2[US|  baw.  |UH|=3|US|.

BEWwEIS. Wir folgen im Wesentlichen [Hartshornel, Proposition 5.7]. Stimmen S und
U iiberein, dann miissen Schwerlinien, Streckensymmetralen und Hohen zusammen fallen,
denn S liegt im Inneren des Dreiecks, siehe Satz[1.5.56 In diesem Fall gilt daher H = S =U
und die Aussage des Satzes ist trivial.

0.B.d.A. sei daher S # U. Bezeichne H' den Punkt mit

UxSxH und |H'S| =2|US|. (18)
Wir wollen nun zeigen, dass H' auf der Hohe durch C liegt. Nach Satz [1.5.56] gilt
M.+« S*C  und |CS| = 2|M.S|. (19)

Stimmen U und M, iiberein, dann gilt H' = C und dieser Punkt liegt offensichtlich auf der

Hohe durch C. O.B.d.A. sei daher U # M.,. Liegt U auf der Schwerlinie durch C', dann fallt
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H/

S U

A ‘ B
M.

diese Schwerlinie mit der Hohe durch C' zusammen und enthéalt den Punkt H’, also liegt auch
in diesem Fall H' auf der Héhe durch C.

0.B.d.A. diirfen wir daher annehmen, dass U nicht auf der Schwerlinie durch C' liegt.
Dann liegt auch H’ nicht auf dieser Schwerlinie. Daher bilden C'S H' und M.SU zwei Dreiecke.
Da S zwischen M, und C' liegt, und S auch zwischen U und H’ liegt, bilden ZC'SH’ und
£M.SU Scheitelwinkel, also ZCSH' = ZM_.SU nach Satz[1.4.8 Aus und erhalten

wir (7% = FESl Nach Satz|1.5.44| (S:W:8) sind die Dreiecke C'SH' und M,SU daher dhnlich.
Insbesondere gilt ZH'C'S = ZUM._S und daher auch ZH'CM, = ZUM_.C. Da H' und U
auf verschiedenen Seiten von g(C, M,) liegen, bilden ZH'C'M, und £U M.C' Wechselwinkel.
Nach dem Stufenwinkelsatz sind die Geraden g(H’,C) und ¢(U, M.) daher parallel.
Erneutes Anwenden des Stufenwinkelsatzes zeigt, dass auch g(H’,C) normal auf die Seite
AB steht und daher mit der Hohe durch C iibereinstimmt. Insbesondere liegt H' auf der
Hohe durch C.

Analog lésst sich zeigen, dass H' auch auf jeder der beiden anderen Hohen liegt. Also
stimmt H’' mit dem Hohenschnittpunkt iiberein. Aus erhalten wir daher |HS| = 2|US)|.
Da |UH| = |US| + |HS| folgt daraus sofort [UH| = 3|US]|. O

BEMERKUNG 1.5.59. Dies liefert einen neuen Beweis dafiir, dass sich die drei Hohen eines
Dreiecks in einem Punkt schneiden.

BEMERKUNG 1.5.60. In einem gleichseitigen Dreieck fallen Schwerpunkt S, Umkreismit-
telpunkt U und Hohenschnittpunkt H zusammen. Ist das Dreieck ABC' nicht gleichseitig,
dann sind dies drei verschiedene Punkte. Ist etwa |AC| # |BC|, dann kann die Hohe durch
C nicht durch den Mittelpunkt von AB laufen, siche Satz[1.4.3] Da die Hohe durch A und
die Streckensymmetrale zu AB parallel sind, kénnen sie daher keinen Schnittpunkt haben.
Insbesondere folgt H # U. Mit Satz folgt dann auch S # U und S # H.

DEFINITION 1.5.61 (Euler Gerade). Unter der Euler Geraden eines nicht gleichseitigen
Dreieckes verstehen wir die eindeutige Gerade, die den Hohenschnittpunkt, den Schwerpunkt
und den Umkreismittelpunkt enthélt.

1.6. Vollstidndigkeit. Als letztes Postulat im Axiomensystem der Euklidischen Geo-
metrie fordern wir nun noch die Giiltigkeit des Dedekind’schen Azioms [Hartshornel §12]:

D. Zu jeder Partition einer Geraden in zwei nicht-leere Teilmengen, sodass kein Punkt
der einen zwischen zwei Punkten der anderen liegt, existiert ein Punkt in einer der
beiden Teilmenge, der zwischen jedem anderen Punkt dieser Teilmenge und jedem

Punkt der anderen Teilmenge liegt.
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BEMERKUNG 1.6.1. Wir wollen dieses Axiom genauer ausformulieren. Seien also o und
7 zwei Teilmengen einer Geraden g wie im Dedekind’schen Axiom D, d.h. folgende Eigen-
schaften sollte erfiillt sein:
(a) g=0o U7 und o N7 = (Partition der Geraden)
(b) 0 # 0 und 7 # () (nicht-leere Teilmengen der Gerade)
(c) VI € 7¥S,5" € 0 : =S« T xS (kein Punkt von 7 liegen zwischen zwei Punkten von o)
(d) VS € oVT, T" € 7 : =T xS« T" (kein Punkt von o liegen zwischen zwei Punkten von )

Axiom D fordert, dass in dieser Situation stets ein Punkt A existiert, sodass
VSecoVT €7:S* A% T oder S= Aoder T = Al

Der Punkt A ist dadurch eindeutig bestimmt, d.h. es kann keinen weiteren Punkt mit dieser
Eigenschaft geben. Jene der beiden Mengen o und 7, die A enthélt, bildet einen abge-
schlossenen Halbstrahl in g mit Scheitel A, die andere bildet den komplementéren von A
ausgehenden offenen Halbstrahl in ¢g. In diesem Sinn sollen Geraden keine Liicken aufweisen,
d.h. vollsténdig sein.

LEMMA 1.6.2. Sei O ein Punkt auf einer Geraden g, bezeichnen g, und g_ die beiden
von O ausgehenden Halbstrahlen in g, und sei
|OA|  falls A € g4,
v g— K, p(A) =<0 falls A+ O, und (20)
—|OA| falls A€ g_.
die Bijektion aus Bemerkung[1.3.8 Fiir drei Punkte A, B, C' auf g gilt:
AxBxC &  p(A) <p(B)<e(C) oder p(A) > p(B) > ¢(C)
Fiir einen Beweis verweisen wir auf den néchsten Abschnitt.

SATZ 1.6.3. Der Kérper K ist ordnungsvollstindig, d.h. jede nicht leere, nach oben be-
schrankte Teilmenge von IC besitzt ein Supremum.

BEWEIS. Sei X C K eine nicht leere nach oben beschrénkte Teilmenge. Bezeichne
o={sel|VreX z<s}

die Menge aller oberen Schranken von X, und sei 7 := K \ 0. Nach Voraussetzung ist o # ().
Aus X # () folgt 7 # 0, denn fiir x € X kann z — 1 keine obere Schranke sein. Damit ist
IC = 0 U T eine Partition von K in zwei nicht-leere Teilmengen. Dariiber hinaus gilt:

VierVseco:t<s. (21)

Ist ndmlich ¢ € 7, dann ist ¢ keine obere Schranke von X, also existiert x € X mit t < z,
und daher t < x < s, fiir jede obere Schranke s.

Wir wéihlen nun eine beliebige Gerade g und identifizieren sie mit K wie in Bemer-
kung . D.h. wir berachten eine Bijektion ¢: g — K wie in . Nach dem vorangehen-
den Absatz ist g = ¢ (o) U (1) eine Partition von g in zwei nicht-leere Teilmengen. Aus
(21) und Lemma sehen wir, dass kein Punkt von ¢~1(0) zwischen zwei Punkten der

15VVegen (a) kann dies durch folgende dquivalente Forderung ersetzt werden: o ist konvex.
16Wegen (a) kann dies durch folgende #iquivalente Forderung ersetzt werden: 7 ist konvex.
1"In anderen Worten: VS € o VT € 7: A € [ST].
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Menge ¢~ !(7) liegt, und umgekehrt auch kein Punkt von ¢ ~!(7) zwischen zwei Punkten von
¢ !(0) liegen kann. Nach dem Dedekind’schen Axiom D existiert daher A € g, sodass

VS ep o)VT € o (1) : S*x AxT oder S = A oder T = A.
Fiir a := ¢(A) € K erhalten wir mit Lemma [1.6.2;
VieTVsco:t<a<s. (22)

Einerseits folgt daraus, dass a eine obere Schranke von X ist, denn andernfalls existierte
r € X mit a < x und dann eine Zahl t mit a < t < =z, also t € 7, ein Widerspruch zu
. Andererseits besagt , dass jede obere Schranke von X mindestens so grofl wie a ist.
Somit ist a das Supremum von X. O

LEMMA 1.6.4 (Archimedische Eigenschaft). Zu a,b € P existiert stets n € N mit na > b.

BeEwEIS. Wir gehen indirekt vor und nehmen an es existiert ein a > 0, fiir das die
Menge X := {na : n € N} nach oben beschrankt ist. Wegen der Vollsténdigkeit existiert das
Supremum s := sup X. Da s die kleineste obere Schranke von X ist, und weil ¢ > 0, kann
s —a keine obere Schranke von X sein. Es existiert daher n € N mit na > s—a. Wir erhalten
(n+ 1)a > s, ein Widerspruch zur Tatsache, dass s eine obere Schranke von X ist. 0

SATZ 1.6.5 (Archimedische Eigenschaft [Hilbertl §8]). Sind AB und CD irgendwelche
Strecken, so gibt es eine Anzahl n derart, dass das n-malige Hintereinander-Abtragen der
Strecke CD von A aus auf den durch B gehenden Halbstrahl iiber den Punkt B hinausfiihrt.

A B

X1 X2 X3 Xn—l Xn

Y

BEWEIS. Nach Lemma existiert n € N mit n|CD| > |AB|. Sukzessives Abtragen
der Strecke C'D von A aus auf dem Halbstrahl durch B liefert Punkte Xi,...,X,,, sodass
Ax Xy * Xox---x X, und |AX,| = |CD| = | X;X;44]| fiir 1 <4 < n. Wir erhalten

|AX,| = |AXq| + | Xi Xe| + -+ + | X1 X | = n|CD| > |AB],

also A * B x X,,. Das n-malige Abtragen der Strecke C'D fiithrt daher iiber den Punkt B
hinaus, siche Bemerkung [1.3.11} 0

Je zwei vollstandige angeordnete Kérper sind isomorph, und der Isomorphismus zwischen
ihnen ist eindeutig. Der Korper K kann daher mit jedem anderen Modell der reellen Zahlen
identifiziert werden. Wir werden ihn daher von nun an mit = R bezeichnen. Genauer
meinen wir damit

(’C7 +, <) = (Ra +, <)7
d.h. die Rechenoperationen auf KC entsprechen den iiblichen Rechenoperationen auf R, und

die Ordnungsrelation auf I entspricht der vertrauten Ordnungsrelation auf R. Insbesondere
sind die Streckenlingen |AB| positive reelle Zahlen.

LEMMA 1.6.6 (Quadratwurzeln). Zu jeder reellen Zahl a > 0 existiert eine eindeutige

reelle Zahl b > 0 mit b*> = a.
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BEWEIS. Die Menge X := {z € R : 2% < a} enthilt 0 und ist daher nicht leer. Dariiber
hinaus ist s := max{1l,a} > 0 eine obere Schranke fiir X, denn aus x > s > 0 folgt
22> 5> > 1la =a,also z ¢ X. Sei b € R das Supremum von X, vgl. Satz[1.6.3 Da 0 € X
muss auch 0 < b gelten. Um b = a zu zeigen schlieBen wir die Fille b < a und b* > a aus:

Im Fall * < a betrachten wir € := min{1, gb_fi} > 0 und erhalten

(b+e)’=b"+2b+e> <b*+2b+e=0b+(2b+1)e <b*+ (a—b°) =a,

also b+ ¢ € X. Damit wére b keine obere Schranke von X, ein Widerspruch.

Im Fall b? > a betrachten wir ¢ := bz;“ > (0 und erhalten

(b—e)>=b> -2+ >0 —2be =0~ (b*—a)=a

sowie 2be = b? — a < b? < 2b?, also ¢ < b. Damit wire auch b — ¢ obere Schranke von X,
denn aus z > b —e > 0 folgt 22 > (b —€)? > a, also x ¢ X. Auch in diesem Fall erhalten
wir einen Widerspruch, denn b ist die kleinste obere Schranke in X.

Es muss daher b?> = a gelten. Um die Eindeutigkeit einzusehen, sei ¢ > 0 eine weitere
reelle Zahl mit ¢ = a. Dann gilt (b—¢c)(b+¢) =0>—c* =a—a =0, also muss b —c =0
oder b+ ¢ =0 sein, d.h. b = +¢. Da b > 0 und ¢ > 0 folgt b = c. OJ

DEFINITION 1.6.7 (Quadratwurzel). Unter der Quadratwurzel einer Zahl a > 0 verstehen
wir die nach Lemma eindeutig bestimmte Zahl b > 0, fiir die b*> = a gilt. Wir schreiben
dafiir \/a := b.

SATZ 1.6.8 (Schnitt eines Kreises mit einer Geraden). Jede Gerade, die einen inneren
Punkt eines Kreises enthdlt schneidet den Kreis in genau zwei Punkten.

BEWEIS. Sei I' ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r. Weiters sei X ein Punkt
auf einer Geraden g, der im Inneren von I' liegt, es gilt daher | X M| < r. Bezeichne F
den FuBpunkt des Lots durch M auf g. Dann liegt auch F' im Inneren des Kreises, denn
|FM| < |XM| < r nach Bemerkung[1.5.26] Somit ist [FM|? < r? und daher r2—|FM|? > 0.
Nach Lemma exitsiert 0 < b € R mit b* = r* — |[FM|?. Seien nun A und B die beiden
Punkte auf ¢ fiir die AxF«B und |AF| = b = | BF| gilt. Da M F' A ein rechtwinkeliges Dreieck
bildet erhalten wir |[AM|? = [AF[>+|FM|?> = b? +|FM|? = r? aus Satz[1.5.49 (Pythagoras).
Mit der Eindeutigkeitsaussage in Lemma schlieen wir |[AM| = r, d.h. A € T". Analog

folgt B € I'. Weitere Schnittpunkte kann es nicht geben, sieche Bemerkung [1.5.20] U
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BEMERKUNG 1.6.9. Zwei verschiedene Kreise konnen sich hochstens in zwei Punkten
schneiden. Dies folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz[1.5.17] und Bemerkung [1.5.20]

LEMMA 1.6.10 (Potenzgerade). Seien I'" und I'" zwei nicht konzentrische Kreise mit Mit-
telpunkten M £ M' und Radien r,r" > 0. Dann bildet die Menge

p={X €& |XMP—r*=|XM?- (")}
eine Gerade, die normal auf g(M, M') steht und Normalabstand

|d? + 1% — (r')?|
2d

d(M,p) =

von M hat, wobei d := |MM’'|.

BEWEIS. Sei X ein Punkt und F' der FuBpunkt des Lots durch X auf g(M, M’). Aus
Satz|1.5.49| (Pythagoras) folgt |[XM|? = |[FM|*+|XF|? und | X M'|*> = |FM'|*+ | X F|?, also
(XM? =7 = |XM']?— (") & [|[FMP =1 =|FM'] - (') (23)

Auf der Geraden g(M, M’) betrachten wir den Ursprung O := M, die Halbstrahlen

gy = (MM'>, g_ := <M)M’ und die damit assoziierte B13ekt1on cp (M M') — R aus
(20). Setzen wir f := ¢(F) dann gilt |[FM|? = f? und |[FM'|? = alsolﬂ

|[FM? =7 = |[FM']? = (') & [ = = (f — d)’ —(7“)2
s fP-rt=f2-2fd+d*— (1)?
d? + 12— (r')?

R4 =

/ 2d

Zusammen mit zeigt dies, dass die Menge p eine Gerade bildet die normal auf g(M, M")
steht. Thr Schnittpunkt mit g(M, M’) hat Abstand |f| = W von M. O

18Die zweite Gleichung liisst sich leicht durch eine Fallunterscheidung verifizieren: (i) O * M’ x F'; (i)
F =M, (i) O« F*M; (iv) F = 0; (v) FxOx M. Im Fall (i) gilt |[FM'| = |OF|— |OM’| = f —d.
Im Fall (i) gilt [FM'| = 0 = f — d. Im Fall (iii) gilt |FM'| = |[OM'| — |OF| = d — f. Im Fall (iv)
gilt |[FM'| = |OM’'| =d = d— f. Im Fall (v) gilt |[FM'| = |OM’| + |OF| = d — f. In jedem Fall folgt
|FM'|? = (f — d)?. Wir werden dies im nichsten Abschnitt ausfiihrlicher behandeln.
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LEMMA 1.6.11. Sei I' ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r, sei I ein Kreis mit
Mittelpunkt M’ und Radius r', und sei d := |MM'|. Sind die drei Ungleichungen

d<r+r, r<r'+d und 7 <d+r (24)
erfillt, dann schneiden sich T' und I'" in genau zwei Punkten.

BEWEIS. Beachte, dass die Kreise nicht konzentrisch sein kénnen, denn aus den Unglei-
chungen in folgt |MM'| = d > 0, ihre Mittelpunkte M und M’ sind daher verschieden.
Nach Lemma [L.6.10] bildet daher

p={Xe&|XMP—r*"=|XM*- ()}
eine Gerade. Offensichtlich gilt ' N"p =T NIV = 1" N p. Nach Satz geniigt es daher zu

zeigen, dass p einen inneren Punkt von I' enthélt.
Mit der Formel fiir den Normalabstand in Lemma [1.6.10] erhalten wir

d(M,p) <r & |d*+1* — (r')?| < 2dr
& —2dr <d®*+7r*— (')> und d® +r* — (r')* < 2dr
s (r')? < (d+7)*und (d —r)? < (r')?
& —(d+r)<r<d+rund —r' <d—r <7
sr<d+r,r<r+dundd<r+1,

denn die Ungleichung —(d + r) < 7’ ist immer erfillt. Aus den Ungleichungen folgt
daher d(M,p) < r, also enthélt p einen inneren Punkt von I'. O

SaTz 1.6.12 ([Euklid| 1§22]). Sind a,b,c € P so, dassa < b+c¢, b < c+a undc < a+b,
dann existiert ein Dreieck ABC mit Seitenldngen a = |BC|, b = |CA| und c = |AB|.

BEWEIS. Seien A und B zwei Punkte mit |[AB| = ¢. Sei I" der Kreis mit Mittelpunkt A
und Radius b, und sei IV der Kreis mit Mittelpunkt B und Radius a. Nach Lemma [1.6.11

C
E] F/

existiert ein Schnittpunkt C' € T'NT". Es gilt |[AC| = b, denn C' liegt in I'; und es gilt
|BC| = a, denn C liegt in I". Also ist ABC' das gesuchte Dreieck. O

BEMERKUNG 1.6.13. Aus Satz[1.6.12|folgt, dass zu jedem a € P ein gleichseitiges Dreieck
ABC mit |AB| = |BC| = |CA| = a existiert. Dies ist die Aussage des ersten Satzes im ersten
Buch von Euklid, siehe [Euklid) 1§1].

r
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SATZ 1.6.14 (Schnitt zweier Kreise). Sind I' und I" zwei Kreise, sodass I'' einen Punkt
im Inneren von I' und auch einen Punkt im Auferen von I' enthdlt, dann schneiden sich die
beiden Kreise in genau zwei Punkten.

BEWEIS. Wir bezeichnen die Mittelpunkte der Kreise mit M und M’, ihre Radien mit
r und r’. Weiters sei d := |M M'|. Nach Voraussetzung existiert ein Punkt X € I, der im
Inneren von I' liegt. Aus der Dreiecksungleichung, siehe Satz[1.4.25] folgt

d=|MM'| < |MX|+ | XM= |MX|+r <r+7+
sowle
r'=|MX| <|MM|+|MX|=d+ |MX|<d+r.
Da auch ein Punkt Y € I existiert, der im AuBeren von T' liegt, erhalten wir analog
r<|MY|<|MM'N+ |MY|=d+r.
Der Satz folgt daher aus Lemma [1.6.11] O

SATZ 1.6.15 (Tangenten [Euklidl I111§17]). Durch jeden Punkt im Aufleren eines Kreises
laufen genau zwei Tangenten an den Kreis.

BEWEIS. Sie M der Mittelpunkt eines Kreises I' und A ein Punkt im AuBeren von I
Weiters bezeichne M’ den Mittelpunkt der Strecke AM und I den Kreis mit Mittelpunkt
M’ durch A und M. Ist B € I' N 1Y, dann ist ZABM nach Satz (Thales) ein rechter
Winkel und daher g(A, B) Tangente an den Kreis I, siehe Satz[1.5.23| Ist umgekehrt B € T’
und ¢(A, B) tangential an I', dann ist ZABM nach Satz ein rechter Winkel und
daher B € I, siehe Satz und Satz [1.5.31} Dies zeigt, dass I' N I mit der Menge der
Beriihrungspunkte von Tangenten durch A an I' iibereinstimmt. Es geniigt daher zu zeigen,
dass I' NI aus genau zwei Punkten besteht.

Offensichtlich ist M ein Punkt auf I, der im Inneren von I liegt. Nach Voraussetzung
ist A ist ein Punkt auf I, der im Aufleren von I liegt. Nach Satz|1.6.14| besteht I' NI daher
aus genau zwei Punkten. Es gibt daher genau zwei Tangenten durch A. 0

BEMERKUNG 1.6.16. Euklids Tangentenkonstruktion [Euklidl, IT1§17] verwendet nur den

Schnitt von Geraden und Kreis. (sieche Ubungen)
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2. Koordinaten
2.1. Teilverhiltnis.

DEFINITION 2.1.1 (Teilverhéltnis). Sind A, B, C drei Punkte auf einer Geraden und
B # C, dann ist ihr Teilverhdltnis wie folgt definiert:

LBl falls B € (AC), dh. Ax B+ C,

AB _ ) —g falls B¢ [AC), dh. Bx AxC oder AxCx B,

BC " o falls B = A, und
—1 falls A = C.

ABL falls A € <B)C,

|BC
=<0 falls A = B, und
—l5a falls A € (BC>.
BEMERKUNG 2.1.2. Fiir drei Punkte A, B # C auf einer Geraden gilt offensichtlich
AB| |AB|
BC| |BC|

BEMERKUNG 2.1.3. Sind B und C' zwei verschiedene Punkte einer Geraden g, dann ist

die Abbildung

AB
—R A —
g ) BC )
eine Bijektion. Dies folgt aus Bemerkung[1.3.8] Zu jeder reellen Zahl x existiert daher genau
ein Punkt A auf g mit g—g = z. Es gilt offensichtlich:

x>0 Ae<B)C

r=0&A=8H
r<0&s Ae (BC>
r=-1eA=C (25)

BEMERKUNG 2.1.4 (Mittelpunkt). Sind A, B # C drei Punkte einer Geraden dann gilt

% = 1 genau dann, wenn B der Mittelpunkt von A und B ist.

BEMERKUNG 2.1.5 (Schwerpunkt). Mit der Notation in Satz |1.5.56| gilt

AS BS cs 5
SM, SM, SM,
BEMERKUNG 2.1.6 (Euler Gerade). Ist ABC' ein nicht gleichseitiges Dreieck, dann gilt
mit der Notation von Satz [L5.5§
HS
SU
LEMMA 2.1.7. Sind A, B, C drei verschiedene Punkte einer Geraden, dann hdngen die
sechs Teilverhdltnisse, die daraus gebildet werden konnen, wie folgt zusammen:

2.

AB BC 1 CA 1 —x—1
BC CA  —r-1 E:_E_lz x
CB 1 AC BA 1 x
BA & cg- ! ACT I a1



BEWEIS. Bezeichnet x = % dann folgt die erste Formel in der zweiten Zeile, % = %,

unmittelbar aus der Definition. Um die zweite Formel in der zweiten Zeile zu iiberpriifen
unterscheiden wir drei Félle: Ist A x B« C, dann gilt |AC| = |AB| + |BC| und daher

AC  JAC|  |AB| | AB

— = = =———-1
CB |CB| |BC| BC
Ist B Ax(C, dann gilt |BC| = |BA| + |AC| und daher
AC __]AC] _ |AB] ., 4B _q
CB  |CB| |BC| = BC
Ist A C * B, dann gilt |AB| = |AC| + |C'B| und daher
AC  |AC|  |AB| _1__AB_1
CB |CB| |BC| ~ BC
In jedem Fall ergibt sich also % = —z — 1, also die zweite Formel in der zweiten Zeile. Die
verbleibenden Formeln folgen durch Kombination der beiden bereits gezeigten:
b _ 1 _ 1
CA 4 —z—1
C’A__C’B_l__l_1
AB BA x
BA 1 1
- - - O
AC &4 -1

BEMERKUNG 2.1.8 (Euler Gerade). Die Beziehung zwischen Umkreismittelpunkt, Hohen-
schnittpunkt und Schwerpunkt in einem nicht gleichseitigem Dreieck kann dquivalent durch
eine der folgenden Teilverhéltnisse beschrieben werden, vgl. Bemerkung [2.1.6f

HS SU 1 UH 3
- =9 - - __ - — _Z
SU UH 3 HS 2
Uus 1 HU 5 SH 2
SH 2 Uus HU 3

BEMERKUNG 2.1.9. Sind A und C' zwei verschiedene Punkte einer Geraden g, dann ist
die Abbildung

AB
C R\ {-1 B+— —
g\{C} = R\ {1}, = Bo
eine Bijektion. Dies folgt aus Bemerkung [2.1.3, denn % = — 4= — 1 nach Lemma 2.1.7, und
CA

R\ {0} > R\ {-1}, y — —i — 1, ist eine Bijektion. Zu jeder reellen Zahl x # —1 existiert
daher genau ein Punkt A # C auf g mit g—g = z. Es gilt:

r>0s Be(ACQ) (26)
r=0&B=A
—l<z<0& Be<A)C

r< -1 BeAC>
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SATZ 2.1.10 (Orientierte Version des Strahlensatzes). Seien g und ¢’ zwei nicht parallele
Geraden mit Schnittpunkt O. Weiters seinen A, B € g beide verschieden von O, und A', B’ €
g beide verschieden von O. In dieser Situation sind die Geraden g(A, A") und g(B, B") genau
dann parallel, wenn

AO A0
OB  OB"
Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn gg gg bzw. % A,’O

(27)

B/

g
g \/O B
/0 A B o

BEWEIS. Seien zunéchst g(A, A’) und g(B, B’) parallel. Dann gilt:

A und B auf selber Seite von O in ¢ < A" und B’ auf selber Seite von O in ¢'. (28)

Um die eine Implikation einzusehen sei 0.B.d.A. O x A* B. Nach Axiom A4 (Pasch) muss die
Gerade g(A, A") auch die Seite OB’ des Dreiecks OBB'’ treffen, also A’ € (OB’) und daher
liegen A’ und B’ auf derselben Seite von O in ¢'. Die umgekehrte Implikation folgt analog.

Liegen A und B auf der selben Seite von O in g, dann gilt LZAOA" = ZBOB’ nach
, und ZOA’A = ZOB'B nach dem Stufenwinkelsatz denn dies sind Stufenwinkel,
da A und B auf derselben Seite von ¢’ liegen. Liegen A und B auf verschiedenen Seiten
von O in g, dann gilt ZAO'A" = ZBOB’ nach dem Scheitelwinkelsatz , siehe ,
und ZOA’A = ZOB'B nach dem Stufenwinkelsatz [1.5.4 denn dies sind Wechselwinkel, da
A und B auf verschiedenen Seiten von ¢’ liegen. In beiden Fillen gilt ZAO'A" = Z/BOB’
und LZOA’A = ZOB'B, also sind die Dreiecke OAA’ und OB B’ nach Satz (W:W:W)
dhnlich. Mit Bemerkung erhalten wir

AO| |AO| |AO| |AO
OB| |0B| |0B| |OB'|
Aus und sehen wir, dass die Teilverhéltnisse % und glg das gleiche Vorzeichen

haben, die Gleichung folgt daher aus .
Um die umgekehrte Implikation zu zeigen sei nun erfiillt. Die Parallele zu g(B, B’)

muss die Gerade ¢’ in emem Punkt A’ treffen, der von O Verschleden 1st Nach dem vorange-
henden Absatz gilt 5 AO = O B, Zusammen mit der Voraussetzung (27)) folgt éIB, = é g. Mit

Bemerkung [2.1.3 folgt A’ = A, also ist auch die Gerade g(A, A’) parallel zu g(B, B').
Aus Lemma 2.1.7 erhalten wir:

(29)

AO B A'O o AB B A'B' N BA B B'A’
OB OB BO  BO AO A0’
Die Bedingung kann daher durch g—g = g,g oder fg il,‘g ersetzt werden. O
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SATZ 2.1.11 (Satz von Menelaos). Sei ABC' ein Dreieck, A" € g(B,C), B" € g(C, A) und
C" € g(A, B), wobei A', B, C" verschieden von den drei Eckpunten A, B, C seien sollen. In
dieser Situation liegen die Punkte A’, B', C' genau dann auf einer Geraden, wenn
AB" BC' CA

BC CA AB " (30)

C

A B \

BEWEIS. Wir nehmen zunéchst an, dass die drei Punkte A’, B’ und C” auf einer Geraden
liegen. Diese Gerade muss die Parallele zur Seite AB durch C' in einem Punkt X # C treffen.
Beachte auch, dass A’, B/, C' und X vier verschiedene Punkte sind. Aus dem Strahlensatz
erhalten wir

|AB'|  |C"A] |ICA'|  |XC|
|B'C|  |XC)| |A'B| — |BC'|
Elimination von | X C| fithrt unter Verwendung von Bemerkung auf
AB" BC'" CA'| |AB'| |BC'| |CA| ] (31)
B'C C'A A'B| |B'C| |C'Al |AB]

Es bleibt daher nur noch das Vorzeichen in zu verifizieren. Nach Axiom A4 (Pasch) trifft
die Gerade durch A’, B’, C’ keine oder zwei Dreiecksseiten. Von den drei Teilverhéltnissen
in (30)) sind daher keines oder zwei positiv, die anderen negativ, siche (26)). Die linke Seite
vo muss somit negativ sein, die Gleichung folgt daher aus

Fiir die Umkehrung nehmen nun an, dass die Gleichung erfiillt ist. Wir wollen uns
zunédchst davon iiberzeugen, dass die beiden Geraden g(A, B) und g(A’, B') nicht parallel sein
konnen. Wiiren sie parallel, erhielten wir aus dem orientierten Strahlensatz die Rela-
tion g?’c/ = f,AC/, wegen und weil E,AC' . % = 1, siche Lemma , daher die Gleichung
ga = —1, und somit den Widerspruch A = B, siehe . Es existiert daher ein Schnitt-
punkt ¢’ von g(A’, B') und g(A, B). Beachte, dass C' nicht mit A oder B zusammenfallen
kann. Aus dem vorangehenden Absatz erhalten wir daher

und

AB'" BC' CA

BC (A AB
Zusammen mit der Voraussetzung folgt gg = % und daher C" = (', siche Bemer-
kung [2.1.9. Somit liegen auch A’, B" und C” auf einer Geraden. O
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SATZ 2.1.12 (Satz von Ceva). Sei ABC' ein Dreieck, A" € g(B,C), B € g(C,A) und
C" € g(A, B), wobei A', B', C" verschieden von den drei Eckpunten A, B, C' seien sollen.
Die Geraden g(A, A"), g(B,B’), g(C,C") sind parallel oder schneiden sich in einem Punkt
genau dann, wenn
AB'" BC' CA
B'C C'A AB

(32)

C

B/

A C’ B

BeEwEIs. Wir nehmen zunéchst an, dass sich die drei Geraden g(A, A"), g(B, B’) und
g(C,C") in einem Punkt X schneiden. Beachte, dass A, B, C, A, B, C', X paarweise
verschieden seien miissen. Wenden wir den Satz von Menelaos auf das Dreieck C'BC und
die Gerade g(A, A’) an erhalten wir

C'X BA CA _ 4
XC AC" A'B '

Anwenden desselben Satzes auf das Dreieck AC'C' und die Gerade g(B, B’) liefert
AB" "B CX 1

B'C BA XC'
Multiplikation dieser beiden Gleichungen fiihrt unter Verwendung von
c'x X BA C'B  BC
XC XC' AC' BA ~ C'A’
sieche Lemma , auf .
Sind die drei Geraden g(A, A"), g(B, B’) und ¢(C, ") parallel, so folgt aus dem orien-

tierten Strahlensatz 2.1.10]

und

AB"  A'B ) BC'  BC
pc~BC MY oA car
Durch Multiplikation dieser Gleichungen erhalten wir mit Hilfe der Relationen
A'B BC  BA BA" CA
. = und . =1,
BC CA AC A'C A'B

siche Lemma , auch in diesem Fall die Gleichung .
Fiir die Umkehrung nehmen wir nun an, dass die Gleichung erfiillt ist. O.B.d.A.

seien die Geraden g(A, A") und g(B, B’) nicht parallel. Es existiert daher ein Schnittpunkt
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X von g(A, A’) und g(B, B’). Beachte, dass X nicht mit C' zusammenfallen kann. Wenden
wir den Satz von Menelaos auf das Dreieck AA’C' und die Gerade ¢g(X, B’) an, erhalten wir
AB" AX CB
B'C XA BA
Die beiden Geraden g(C, X) und g(A, B) konnen nicht parallel sein, denn andernfalls wére
AX — AC pach dem orientierten Strahlensatz , was zusammen mit und ‘g—g~% =

XA CB

%, siehe Lemma|2.1.7| auf % : % = —1 fiihrt, mit der Voraussetzung folgt ]g% =-1

und dann der Widerspruch B = AL siehe . Somit existiert ein Schnittpunkt C” von
g(C, X) und g(A, B). Beachte, A # C’" # B. Aus dem vorangehenden Absatz erhalten wir

=1 (33)

AB'" BC' CA

B'C (C'A AB
Zusammen mit der Voraussetzung folgt gg = %C/; und daher C" = €', siche Bemer-
kung [2.1.9] Somit geht auch die Gerade ¢g(C, ") durch X. O

BEMERKUNG 2.1.13. Aus dem Satz von Ceva folgt erneut, dass sich die drei Schwerlinien
eines Dreiecks in einem Punkt treffen, vgl. Satz [1.5.56] Bezeichnen A’ = M,, B’ = M, und
C'" = M, die Seitenmittelpunkte eines Dreiecks ABC', dann gilt g%: = ga’ = (jf; =1 und
daher (32)). Beachte, dass verschiedene Schwerlinien eines Dreieckes nach Proposition

nicht parallel sein kénnen.

KOROLLAR 2.1.14. Seien a,b, ¢ drei parallele Geraden und b # c. Weiters seinen g und
g zwei Geraden die beide nicht parallel zu a, b und ¢ sind. Bezeichnen A, B, C und A’, B’,
C' die Schnittpunkte wie in der Skizze angedeutet, dann gilt
AB AP
BC  B'C"

(34)

A/

BEWEIS. Stimmen a und b iiberein, dann ist A = B sowie A’ = B’ und beide Teilverhélt-
nisse in sind gleich 0. Stimmen @ und ¢ iiberein, dann gilt A = C sowie A’ = C’ und
beide Teilverhéltnisse in (34]) sind gleich —1, siehe . O.B.d.A. seien daher a, b und ¢
drei verschiedene Geraden. O.B.d.A. diirfen wir auch g # ¢’ annehmen. Ist A = A’ dann
C # C' und folgt aus dem orientierten Strahlensatz 2.1.10} Ist C' = C’ dann A # A’

und folgt aus dem orientierten Strahlensatz [2.1.10 O.B.d.A. sei daher A # A’ und
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C # C'. Beachte, dass die Gerade ¢” := g(A, C") zu keiner der Geraden a, b, ¢, g, ¢" parallel
ist. Bezeichnet B” den Schnittpunkt von ¢” und b, dann erhalten wir aus dem orientierten

Strahlensatz 2.1.10]

AB AB" AB" A'B
BC ~BCcr % B0 T BICT
Die Relation folgt durch Kombination dieser beiden Gleichungen. 0

2.2. Koordinaten auf Geraden.

DEFINITION 2.2.1 (Koordinatensystem auf Geraden). Unter einem affinen Koordinaten-
system auf einer Geraden g verstehen wir ein Paar (O, X) wobei O und X zwei verschiedene
Punkte von ¢ sind. Der Punkt O wird als Koordinatenursprung bezeichnet. Der Halbstrahl
(OX> heifit postive Koordinatenhalbachse, der Halbstrahl <O)X wird als negative Koor-
dinatenhalbachse bezeichnet.

DEFINITION 2.2.2. Unter der Koordinatenabbildung eines Koordinatensystems (O, X)
auf einer Geraden ¢ verstehen wir die Abbildung

oA falls A € (OX>,

AO |OX]|
r:g— R, z(A) = “Ox = 0 falls A = O, und
— 5% falls A€ <O)X.

PROPOSITION 2.2.3. Die Koordinatenabbildung x: g — R eines affinen Koordiantensy-
stems (O, X)) einer Geraden g ist eine Bijektion. Sie bildet die positive Koordinatenhalbachse
bijektiv auf (0,00) ab, und sie bildet die negative Koordinatenhalbachse bijektiv auf (—oo,0)
ab. Dariiber hinaus gilt x(0O) = 0 sowie x(X) = 1.

BEWEIS. Dies folgt aus Bemerkung [2.1.3] O

ProOPOSITION 2.2.4 (Koordinatenwechsel). Seien (O, X) und (0, X') zwei affine Ko-
ordinatensysteme auf einer Geraden g. Bezeichnen x: g — R und x': ¢ — R die damit
assoziierten Koordinatenabbildungen, dann existiert 0 % a € R und b € R so, dass

P (A)=a-x(A)+0b

fiir alle Punkte A € g gilt. Dabei ist b= 2'(0), a = 2'(X) — 2/ (O) und |a|] = %.

BEWEIS. Wir nehmen zunéchst X’ # O an. Fiir beliebige Punkte A € g gilt dann:

AO AO . X0

ox =Y 5y wobel a; 1= % # 0. (35)
Dies folgt direkt aus der Definition, durch die Falluterscheidung: (i) X und X’ auf derselben
Seite von O in g; (ii) X und X’ auf verschiedenen Seiten von O in g. Ersetzen wir in O

durch X', X’ durch O’ und X durch O, so erhalten wir auch:

AX' AX' ) ¢
0 =% g wobei ay 1= X0 # 0. (36)
Mit Lemma folgt
A0’ AX' AX' AO AO
- 1= —ay- =gy (-2 1) —1=ay- (-
ox ~ x0T % X0 2 ( OX' ) S )



Kombination mit liefert
A0’ AO

o' X' =a- O_X —b (37)
wobei a = ajas # 0 und b =1 — ay. Aus und erhalten wir auch
XO| |0X"| |XO] OX'|  |XO]  |OX]|
ox'| | X0  |oX'| X0  |X0| |oX|
wobei wir im vierten Gleichheitszeichen Bemerkung [2.1.2] verwendet haben.

Im Fall X' = O muss X ! ;é X gelten. Nach dem vorangehenden Absatz existieren daher

jal = [araz] = |ar| - fas| =

a # 0 und be R, sodass 4 O’X’ =a- f(—)(g — b fiir alle A € g, und |a| = Hgfgzl'. Mit Lemma [2.1.7
folgt

A0 . AX - AO ~ AO

ox " xo t=ilpx 1) b=-0 g @th).

Auch in diesem Fall existieren daher reelle Zahlen a = —a # 0 und b = a+ b, sodass fiir
alle A € g erfiillt ist. Auch in diesem Fall gilt |a| = |a| = gfg!‘ = ||(§),§! . Aquivalent lisst
durch 2'(A) = a - 2(A) + b ausdriicken. Einsetzen von A = O liefert 2/(O) = a-2(0) +b =D,
denn z(0) = 0. Einsetzen von A = X liefert 2/(X) = a-2(X)+b =a+b, denn z(X) =1. O

PROPOSITION 2.2.5. Sei g eine Gerade und x: g — R die Koordinatenabbildung eines
affinen Koordinatensystems auf g. Dann gilt fiir beliebige Punkte A, B # C' auf g die Formel
AB  z(B)—xz(A)

BC ~ z(C)—z(B)
BEWEIS. Bezeichne z': ¢ — R die Koordinatenabbildung des aﬁ“inen Koordinatensy-
stems (B, C) auf g. Dann gilt 2/(B) =0, 2/(C) =1 und 2/(A) = =42 also
AB  2/(B)—12'(A) x(B)—z(A)
BC ~ 2/(C)—2/(B)  z(C)—z(B)’
wobei die zweite Gleichung aus Proposition folgt. O

PROPOSITION 2.2.6. Sei g eine Gerade und x: g — R die Koordinatenabbildung eines
affinen Koordinatensystems auf g. Weiters seien A, B und C' drei Punkte auf g und a :=
z(A), b:=z(B) und ¢ := z(C) ihre Koordinaten. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Ax Bx*C

(b) a <b<codera>b>c
(c)b;écundb_—“>0

(d) a#bund =5 >0
(e)c;«éaund0< 2 <1

BeEwEIS. Die Aquivalenz (a)<(c) folgt aus Proposition und (26)). Die Aquivalenz
der anderen Aussagen ist offensichtlich. O

BEMERKUNG 2.2.7. Die Aquivalenz (a)<(b) zeigt auch Lemmam

DEFINITION 2.2.8 (Kartesisches Koordinatensystem). Unter einem kartesischen Koordi-
natensystem auf einer Geraden g verstehen wir ein affines Koordinatensystem (O, X)) auf g
fir das |OX| =1 gilt.
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PROPOSITION 2.2.9. Bezeichnet x: g — R die Koordinatenabbildung eines kartesischen
Koordinatensystems auf einer Geraden g, dann gilt fiir je zwei Punkte A und B auf g:

|AB| = [2(B) — x(A)].

BEWEIS. Sei 2': ¢ — R die Koordinatenabbildung eines weiteren kartesischen Koordina-
tensystems (O, X') auf g mit Ursprung O’ = A. Dann gilt 2/(A) = 0 und 2/(B) = £|0'B|,
also

|#'(B) — 2'(A)| = [2'(B)| = |O'B| = |AB|. (38)
Nach Proposition existieren reelle Zahlen a # 0 und b, sodass z'(P) = a - z(P) + b fur
alle P € g gilt. Wir erhalten 2/(B) — 2/(A) = a - (2(B) — z(A)) und daher

|2'(B) = 2(A)| = la| - [#(B) — 2(A)]. (39)
Da beide Koordinatensysteme kartesisch sind, gilt |a| = ||OO,§1‘ = % = 1, siehe Propositi-

on Kombinieren wir dies mit und folgt die Proposition. O

BEMERKUNG 2.2.10. In der Situation von Proposition [2.2.9| erhalten wir auch
2
|AB|* = (z(B) — z(4))".
Wir haben dies im Beweis von Lemma [1.6.10] verwendet.
2.3. Koordinaten der Ebene.

DEFINITION 2.3.1 (Koordinatensystem). Unter einem affinen Koordinatensytem der Ebe-
ne verstehen wir drei Punkte (O, X, X3) die nicht auf einer Geraden liegen, d.h. drei Punkte,
die ein Dreieck bilden. Der Punkt O wird als Ursprung des Koordinatensystems bezeichnet.
Die beiden Geraden g(O, X;) und ¢(O, X3) werden Koordinatenachsen genannt. Die Halb-
strahlen (OX;> und (OXy;> werden als positive Koordinatenhalbachsen bezeichnet. Die
Halbstrahlen <O)X; und <O)X, werden negative Koordinatenhalbachsen genannt.

LEMMA 2.3.2. Beziiglich eines affinen Koordinatensystems sei g, eine zur ersten Koor-
dinatenachse parallele Gerade, und g, eine zur zweiten Koordinatenachse parallele Gerade.
Dann schneiden sich g, und gs in genau einem Punkt.

BEWEIS. Wiren g; und g parallel, dann wéren nach Satz[1.5.1 auch die beiden Koordi-
natenachsen zueinander parallel, ein Widerspruch zur Tatsache, dass sich die beiden Achsen
nur im Urspung O schneiden. ([l

Wir schreiben
R? .= {<2) D X1, T € ]R} .

DEFINITION 2.3.3 (Koordinatenabbildung). Sei (O, X1, X3) ein affines Koordinatensy-
stem der Ebene. Bezeichne z;: g(O, X;) — R die Koordinatenabbildung des Koordinatensy-
stems (O, X;) auf der ersten Achse ¢(O, X;), und bezeichne xo: g(O, X3) — R die Koordi-
natenabbildung des Koordinatensystems (O, X5) auf der zweiten Achse g(O, X5). Unter der
Koordinatenabbildung des Koordinatensystems (O, X1, X5) verstehen wir die Abbildung

x: 2 ) = (P4
£ R 7(3,4) <x2(,42)>



wobei A; den Schnittpunkt der ersten Koordinatenachse g(O, X;) mit der Parallelen durch
A zur zweiten Achse ¢(O, X3) bezeichnet, und Ay den Schnittpunkt der zweiten Koordina-
tenachse ¢(O, X») mit der Parallelen durch A zur ersten Achse g(O, X;) bezeichnet. Diese

T2

A2 / ' A
Xo
O . 1
/ X, A

Schnittpunkte existieren und sind eindeutig nach Lemma [2.3.2] Die beiden Komponenten
x1(A1) und x2(As) werden als Koordinaten des Punktes A beziiglich des Koordinatensystems
(0, X1, X3) bezeichnet. Wir schreiben dafiir auch z1(A) := x1(A4;) und z2(A) := 22(As). In

anderen Worten, x;(A) = j:fgf}ﬂ, wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob A; auf der po-
|OAs|

sitiven oder negativen Koordinatenhalbachse liegt. Analog ist xo(A) = :|:|OX2|,

wobel das

Vorzeichen von der Koordinatenhalbachse bestimmt wird, auf der A, liegt.

PROPOSITION 2.3.4. Die Koordinatenabbildung x: & — R? eines affinen Koordinatensy-
stems ist eine Bijektion. Zu jedem y € R? existiert daher ein eindeutiger Punkt A € £ mit

z(A) =y.

BEWwWEIS. Um die Injektivitdt einzusehen, sei A ein Punkt, g;, go die Parallelen zu den bei-
den Achsen durch A, und A;, A, die Schnittpunkte mit den beiden Achsen. Sei A ein weiterer
Punkt, ¢}, g, die Parallelen zu den beiden Achsen durch A’, und A}, A die Schnittpunkte
mit den beiden Achsen. Ist x(A) = z(A’), dann gilt z1(A;) = x1(A4)) sowie x2(As) = x3(A}).
Aus Proposition folgt Ay = A} und Ay = A). Aus Satz folgt g, = ¢} und g, = gb.
Mit Lemma 2.3.2] erhalten wir A = A’

Um die Surjektivitit einzusehen, sei y € R? mit Komponenten y;,7, € R. Nach Pro-
position existiert A; € ¢(O, Xy) mit x1(A;) = y; und es existiert Ay € g(O, X3) mit
x2(As) = yo. Bezeichne g; die Parallele zur zweiten Achse ¢g(O, X5) durch Ay, und gy die
Parallel zur ersten Achse g(O, X;) durch Ay. Nach Lemma existiert ein Schnittpunkt
A € g1 N go. Nach Konstruktion gilt x(A) = y. O

BEMERKUNG 2.3.5. Ist 2: £ — R? die Koordinatenabbildung eines affinen Koordinaten-
systems (O, X1, X5), dann gilt

x(O):(g), x(Xl):<(1)), und x(Xg):Cl)).

Fiir einen Punkt A € £ mit Koordinaten x(A) = <i1> gilt:
2

(a) A liegt auf der ersten Koordinatenachse genau dann wenn xy = 0.

(b) A liegt auf der pos. ersten Koordinatenhalbachse genau dann wenn x; > 0 und xo = 0.
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(c) A liegt auf der neg. ersten Koordinatenhalbachse genau dann wenn x; < 0 und x5 = 0.
(d) A liegt auf der zweiten Koordinatenachse genau dann wenn z; = 0.

(e) A liegt auf der pos. zweiten Koordinatenhalbachse genau dann wenn z; = 0 und x5 > 0.
(f) A liegt auf der neg. zweiten Koordinatenhalbachse genau dann wenn z; = 0 und z5 < 0.

SATZ 2.3.6 (Geraden in Koordinaten). Sei z: & — R? die Koordinatenabbildung eines
affinen Koordinatensystems und g eine Gerade in €. Dann existieren ay,as,b € R, sodass

(a1, as) # (0,0) und
z(g) = {(g) ER2: a1z + asxy = b} _

BEWEIS. Seien B und C' zwei verschiedene Punkte der Geraden g. Wir nehmen zunéchst
an, dass g zu keiner der beiden Koordinatenachsen parallel ist. Liegt ein weiterer Punkt A
auf g dann erhalten wir aus Korollar 2.1.14] die Gleichungen

AlBl AB . A2B2

B,C;  BC  ByC,’

Mit Proposition folgt

Setzen wir

a1 1= —(22(C) — z2(B))
as = 11(C) — x1(B)
b:= z5(B)(21(C) — 21(B)) — 21(B)(22(C) — 22(B))
dann lasst sich dies dquivalent in der Form
ar - x1(A) +ag-x2(A) =b (40)

schreiben. Diese Gleichung bleibt offenbar giiltig, wenn g zu einer der beiden Achsen parallel
ist. Ist g zur ersten Koordinatenachse parallel, dann z5(A) = z5(B) = 22(C) und ay # 0 nach
Lemma [2.3.2] Ist g zur zweiten Koordinatenachse parallel, dann z1(A) = z1(B) = 21(C) und
a; # 0 nach Lemma Insbesondere ist (aj,as) # (0,0). Dies zeigt

2(g) C { (x1> ER?: aymy + aswsy = b} . (41)

X2

Um Gleichheit zu zeigen seien nun zq,rs € R so, dass a;z1 + aszs = b. O.B.d.A. sei g nicht
parallel zur zweiten Koordinatenachse und daher as # 0. Nach Proposition existiert ein
Punkt A; auf der ersten Koordinatenachse mit x1(A;) = x;. Bezeichnet A den Schnittpunkt
von g mit der Parallelen zur zweiten Koordinatenachse durch A;, dann gilt . Kombinieren
wir dies mit a;xy + asxs = b so folgt x9(A) = x5, denn z1(A) = x1(A41) = 21 und ay # 0.
Dies zeigt die umgekehrte Inklusion in , es gilt daher Gleichheit. U

DEFINITION 2.3.7 (Addition und Skalarmultiplikation in R?). Vektoraddition und Ska-
larmultiplikation auf R? sind durch

() e ()= () @) =)

+ = ) t = ’

V2 W2 Vg + Wo (%) tl)g
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definiert, wobei vy, va, w1, ws,t € R. In anderen Worten: Vektoren in R? werden komponen-
tenweise addiert und komponentenweise mit Skalaren multipliziert.

LEMMA 2.3.8 (Rechenregeln fiir Vektoraddition und Skalarmultiplikation). (R?, +) st

eine abelsche Gruppe. Der Nullvektor 0 := (8) st das neutrale Element beziiglich der Ad-

dition. Das additive Inverse von v = (51) st —v = (_Ul).
2
Fiir beliebige v,w € R* und s,t € R gilt:

(a) s(tv) = (st)v

(b) t(v+w) = tv + tw
(c) (s+thv=sv+tv
(d) 1lv=wv

(e) (—1)v=—v

(f) tv =0 genau dann, wenn t =0 oder v = 0.

BEWEIs. Die Kommutativitit der Vektoraddition folgt aus der Kommutativitat der Ad-
dition auf R, denn

e (0 (2 (1) - (1)~ () (0) e
(%) Wa Vg + Wo Wa + V2 Wa (%)
Die Assoziativitiat der Vektoraddition folgt aus der Assoziativitdt der Addition auf R, denn
e = (1) {0 = (o)) = ()« (20
U9 () Wo Uy Vg + Wa
_(ut (i tw)) _ ((w o)+
uy + (v + wo) (ug + v2) + wy
~(a)+ () 1) = ()} () -
U + V2 Wo U2 (%) %)
Der Nullvektor ist neutrales Element der Addition, denn
(U 0 (U +0 (U1
0= () 6) = () = () =+
Die additiven Inversen sind durch die oben angegebene Formel gegeben, denn
() (5= (i) = () =
(%) —7Va Vg — Vg 0

Somit bildet (R?, +) eine abelsche Gruppe.
Das Assoziativgesetzt in (a) folgt aus der Assoziativitdt der Multiplikation in R, denn

o= ()= (i) = () - () -0 () =

e



Das Distributivgesetz in (b) folgt aus dem Distributivgesetz auf R, denn
(%) w1 V1 + Wy t(Ul + U)l)
e ={(0) = ()} = () - ()
o t’Ul + tw1 . t?]l tw1 . U1 w1\
- (tvz + twg) N (tvg) + (tw2> =1 (w) + (w2> = tottw.

Auch das andere Distributivgesetz in (c) folgt aus dem Distributivgesetz auf R, denn
. U1\ (S + t)Ul [ St + tUl
(8 + t)U o <S T t) (U2> o ((S + t)Ug) o (3U2 + tl}g)

() () (2) () o
SVgy tvy () U2

Die Aussagen in (d) und (e) sind offensichtlich. Ist £ = 0 oder v = 0 dann offenbar auch
tv = 0. Umgekehrt erhalten wir aus tv = 0 sofort tv; = 0 = twv, also t = 0 oder v; = 0 = vy,
d.h. t = 0 oder v = 0. Damit ist auch (f) gezeigt. O

LEMMA 2.3.9. Fiir eine Teilmenge g C R? sind folgende beiden Aussagen dquivalent:
(a) Es existieren ay,as,b € R sodass (a1, a2) # (0,0) und

g = {(xl) GRQ:a1x1+a2x2:b}.
X2

(b) Es existieren P,v € R?, sodass v # 0 und
g={P+tv:teR}

BEWEIS. Seien aj,as € R, (a1,a3) # (0,0) und v = (_GGQ). Fiir zq, x5 € R gilt dann:
1

a1r1 + asxe =0 & JteR: (?) = to. (42)
2
Dabei ist die Implikation < offensichtlich. Um die umgekehrte Implikation = einzusehen,
unterscheiden wir zwei Fille: (i) ist a; # 0, dann hat ¢ = x5 /a; die gewiinschte Eigenschaft;
und (ii) ist ay # 0, dann hat ¢t = —z4 /ay die gewiinschte Eigenschaft.

Ist weiters P = (g 1> € R? und b = a;p; + agps, dann folgt aus :
2

a1 + agTy = b g ai(z1 —p1) + az(ze —p2) =0

o HteR:(xl_pl):tv
Lo — P2

T

& HteR:(x>:P+tv (43)

2

Damit ist die Implikation (b)=>(a) nun offensichtlich. Fiir die umgekehrte Implikation
(a)=>(b) sei nun g wie in (a). Da a; und ay nicht beide verschwinden existieren p; und po,
sodass a;p; + aspe = b gilt. Ist ndmlich ay # 0 dann haben p; = 0 und py = b/ay die

gewiinschte Eigenschaft; ist a; # 0 dann kénnen wir p, = 0 und p; = b/a; verwenden. Aus
7



folgt nun, dass g auch durch eine Parameterdarstellung wie in (b) beschrieben werden
kann. U

DEFINITION 2.3.10 (Geraden in R?). Unter einer Geraden in R? verstehen wir eine Teil-
menge, die sich wie in Lemma schreiben lasst. Eine Darstellung wie in Lemma (a)
wird als Beschreibung der Geraden durch eine lineare Gleichung bezeichnet. Eine Darstellung
wie in Lemma [2.3.9(b) wird Parameterdarstellung der Geraden genannt.

BEMERKUNG 2.3.11 (Aquivalente Parameterdarstellungen). Ist ¢ = {P +tv : t € R}
eine Gerade und @) € g, dann hat g auch die Darstellung ¢ = {Q + sv : s € R}. Nach
Voraussetzung existiert ndmlich ¢y € R mit Q = P +tqgv, woraus wir P+tv = Q + (t —tg)v
bzw. Q + sv = P + (s + tg)v erhalten.

BEMERKUNG 2.3.12 (Aquivalente Parameterdarstellungen). Ist ¢ = {P +tv : t € R}
eine Gerade, 0 # A € R und v := Av, dann hat g auch die Darstellung g = {P + s0 : s € R}.
Es gilt ndmlich P +tv = P + (t/\)0 bzw. P+ sv = P + (sA\)v.

BEMERKUNG 2.3.13 (Beschreibungen durch dquivalente Gleichungen). Wir betrachten

eine Gerade in Gleichungsform, g = {(§1> ER?:a121 + asxry = b}, und 0 # A € R
2
b

Setzen wir a; = Aai, Gy := Aag und = Ab, dann hat ¢ auch die Darstellung g =

{(?) € R?: G111 + dgxe = Z;} Da A # 0 sind die Gleichungen a,z; + aszs = b und
2

a1T1 + Qaxy = b nimlich dquivalent.
DEFINITION 2.3.14 (Richtungsvektoren von Geraden). Unter einem Richtungsvektor ei-

ner Geraden ¢ in R? verstehen wir jeden Vektor der Form B — A, wobei A und B zwei
verschiedene Punkte von ¢ sind.

BEMERKUNG 2.3.15. Richtungsvektoren von Geraden in R? sind stets ungleich Null.

BEMERKUNG 2.3.16 (Menge aller Richtungsvektoren). Ist ¢ = {P 4+ tv : t € R} eine
Gerade in Parameterdarstellung, dann besteht die Menge aller Richtungsvektoren von g aus
allen Vektoren der Form Av, wobei 0 # A € R. Insbesondere ist v ein Richtungsvektor. Sind
nidmlich A = P+tv und B = Q+sv zwei Punkte auf g, dann folgt B—A = (P+sv)—(P+tv) =
(s —t)v. Gilt A # B, dann auch s —t # 0.

BEMERKUNG 2.3.17 (Aquivalente Parameterdarstellungen). Sind
{P+tv:teR}=g={Q+sw:seR}

zwei Parameterdarstellungen derselben Geraden, dann existiert 0 # A € R mit w = Av. Dies
folgt aus Bemerkung [2.3.16] denn v und w sind Richtungsvektoren derselben Geraden.

BEMERKUNG 2.3.18. Ist g = { (i1> Sa1Ty + sy = b} eine Gerade in Gleichungsform,
2

dann ist _aaz Richtungsvektor von g. Ist umgekehrt v = 21 Richtungsvektor einer
1 2
Geraden ¢, dann existiert b € R, sodass g = ﬁl DU — U1X2 = b p. Die Zahl b l4sst sich
2

durch Einsetzen der Koordinaten eines Punktes ermitteln. Dies folgt aus dem Beweis von

Lemma [2.3.91
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BEMERKUNG 2.3.19 (Beschreibungen durch #quivalente Gleichungen). Sind

{(il) € R?: a1y + apty = b} =9= {(il) € R? : aywy + oy _B}
2

2
zwel Darstellungen derselben Geraden, dann existiert 0 # A € R mit a; = Aaq, s = Aag und
b = Ab. Dies folgt aus den Bemerkungen |2.3.16/ und [2.3.18]

BEMERKUNG 2.3.20. Ist P ein Punkt einer Geraden g mit Richtungsvektor v, dann
hat g die Parameterdarstellung ¢ = {P + tv : t € R}. Nach Voraussetzung lésst sich die
Gerade nédmlich in der Form g = {@ + tw : t € R} schreiben. Nach Bemerkung
existiert 0 # A € R mit v = Aw. Mit Bemerkung [2.3.12] erhalten wir die Darstellung
g ={Q +tv:t € R}. Nach Bemerkung konnen wir () durch P ersetzen und erhalten
schlieBlich g = {P +tv : t € R}.

BEMERKUNG 2.3.21. Sind A und B zwei verschiedene Punkte einer Geraden g, dann hat
g die Parameterdarstellung g = {A + ¢(B — A) : t € R}. Dies folgt aus Bemerkung [2.3.20
_34 +1 ; :t € R soll durch eine Gleichung

beschrieben werden. Nach Bemerkung [2.3.18| ldsst sich g durch eine Gleichung der Form

BEISPIEL 2.3.22. Die Gerade g =

2x1 — x9 = b beschreiben. Einsetzen des Punktes _3 4 liefert b = 10 und wir erhalten die

g:{(xl) €R2:2m1—x2:10}.
T2

BEISPIEL 2.3.23. Es soll die Gerade durch die beiden Punkte A = <§ und B = (?)

durch eine Parameterdarstellung und auch durch eine Gleichung beschrieben werden. Wir

bestimmen dazu einen Richtungsvektor B — A = (?) = <§> = (i) und erhalten die

Darstellung

Darstellungen

g(A,B)z{(§>+t<i) :teR}:{(i;) €R2:4x1—3x2:—1},

vgl. die Bemerkungen [2.3.18 und ([2.3.21)).

BEISPIEL 2.3.24. Die Gerade g = {<§1> ER?: Txy 4 8y = 21} soll durch eine Para-
2

meterdarstellung beschrieben werden. Nach Bemerkung [2.3.18] ist - Richtungsvektor

von ¢. In der Gleichung fiir g setzen wir xy = 0 und erhalten z; = 3. Somit ist <8> ein

Punkt auf g und wir erhalten die Parameterdarstellung

{5}

LEMMA 2.3.25. Fiir Geraden in R? sind die Inzidenzaxiome I1, 12 und I3 erfiillt.
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BEWEIS. Um Axiom I1 zu verifizieren seien A, B € R? und A # B. Dann ist B — A # 0
und {A +t(B — A) : t € R} daher eine Gerade, die offensichtlich A und B enthilt. Die
Eindeutigkeit der Geraden folgt aus Bemerkung [2.3.21]

Ist g = {P +tv:t € R} eine Gerade in R? dann sind P und P + v zwei verschiedene
Punkte von g, denn v # 0. Dies zeigt, dass Axiom 12 erfiillt ist.

Um Axiom I3 einzusehen geniigt es zu zeigen, dass die Punkte (8), ((1)) und ((1))

nicht kolinear sind. Indirekt angenommen diese drei Punkte liegen auf einer Geraden. Dann
existeren ay, as,b € R mit (a1, as) # (0,0) und so, dass die Komponenten der drei Punkte der
Gleichung a1 +asxo = b geniigen, sieche Lemma 2.3.9, Daraus erhalten wir drei Gleichungen:

a;-04+as-0=0,
a;-14+ay-0=0,
a;-04ag-1=0.
Es folgt b = a1 = ap = 0, ein Widerspruch zu (aq, az) # (0,0). O

KOROLLAR 2.3.26. Sei x: £ — R? die Koordinatenabbildung eines affinen Koordinaten-
systems. Eine Teilmenge g C € ist genau dann eine Gerade, wenn x(g) eine Gerade in R?
15t.

BEWEIS. Die eine Implikation haben wir bereits in Satz [2.3.6] gesehen. Fiir die umge-
kehrte Implikation sei nun z(g) eine Gerade in R%. Wir wollen zeigen, dass g eine Gerade
in &€ ist. Jede Gerade in R? enthilt wenigstens zwei verschiedene Punkte, siche Axiom 12
in Lemma Es existieren daher A, B € g mit x(A) # x(B). Bezeichne h := ¢g(A, B)
die Gerade durch A und B. Nach Satz ist x(h) eine Gerade in R%. Nach Konstruktion
laufen die beiden Geraden z(g) und z(h) beide durch die Punkte 2(A) und z(B). Nach der
Eindeutigkeitsaussage in Axiom I1 in Lemma muss daher z(g) = z(h) gelten. Mit
Proposition folgt g = h, also ist g eine Gerade. O

PROPOSITION 2.3.27 (Teilverhéltnis in Koordinaten). Sei z: & — R? die Koordinaten-
abbildung eines affinen Koordinatensystems und seien B # C zwei verschiedene Punkte in
E. Liegt ein weiterer Punkt A auf der Geraden g := g(B,C), dann gilt

AB
z(A) = x(B) + t(x(C) — z(B)) wobei t = Tk
Der Parameter t stimmt daher mit der Koordinate des entsprechenden Punktes A beziiglich
des Koordinatensystems (B, C) auf g tiberein.

BEWEIS. Ist g nicht parallel zur zweiten Koordinatenachse, dann gilt z1(B) # z1(C') und

wir erhalten wie im Beweis von Satz [2.3.6]

AB - AlBl . ZL’l(B) - l‘l(A)

BC N 3101 N ZL‘l(C) - I’l(B)
Mit t = —g—g lasst sich dies dquivalent in der Form

21(A) = 21(B) + t(21(C) — 21(B))

schreiben. Diese Gleichung bleibt auch giiltig, wenn g parallel zur zweiten Koordinatenachse
ist, denn in diesem Fall gilt z1(A) = x1(B) = 21(C). Analog erhalten wir

29(A) = x9(B) + t(x2(C) — z2(B)).
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Zusammen besagen die letzten beiden Gleichungen gerade z(A) = z(B)+t(z(C)—z(B)). O

BEMERKUNG 2.3.28 (Anordnungsrelation in Koordinaten). Ist z: & — R? die Koordi-
natenabbildung eines affinen Koordinatensystems und sind A, B,C € &£ drei Punkte, so
gilt B x A % C' genau dann wenn eine reelle Zahl 0 < t < 1 existiert, sodass z(A) =
x(B) 4 t(x(C) — x(B)). Dies folgt sofort aus Satz und Proposition [2.3.27, denn ein
Punkt A liegt genau dann zwischen B und C, wenn A auf der Geraden g(B, C) liegt und
-1< % < 0 gilt, siehe Bemerkung [2.1.9] Fiir Intervalle erhalten wir somit die Koordina-
tendarstellung

z((BC)) = {z(B) + t(z(C) —x(B)) | 0 < t < 1}.
Analog erhalten wir folgende Beschreibung der Halbstrahlen in Koordinaten:
z((BC>) = {z(B) + t(z(C) — z(B)) | t > 0}, (44)
z(<B)C) = {x(B) + t(z(C) — z(B)) | t < 0}. (45)
Dabei folgt die erste aus der Gleichung vor , und die zweite aus .

DEFINITION 2.3.29 (Parallele Geraden in R?). Zwei Geraden g und h in R? werden

parallel genannt, falls g = h oder g N h = ) gilt. Wir schreiben in diesem Fall g||h, vgl.
Definition [[LT.2

PROPOSITION 2.3.30 (Parallele Geraden in Koordinaten). Sei z: & — R? die Koordina-
tenabbildung eines affinen Koordinatensystems. Zwei Geraden g und h in € sind genau dann
parallel, wenn x(g) und x(h) parallel Geraden in R? sind.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus der Injektivitdat der Koordinatenabbildung, siehe Proposi-

tion 2.2.3| O

DEFINITION 2.3.31 (Parallele Vektoren in R?). Zwei Vektoren v,w € R?\ {0} werden
parallel genannt falls 0 # A € R existiert, sodass v = Aw. In diesem Fall schreiben wir v||w.

BEMERKUNG 2.3.32. Parallel zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf R? \ {0}.

LEMMA 2.3.33. Zwei Vektoren 0 # v = (:jl) und 0 # w = (Zl) sind genau dann
2 2
parallel, wenn viws — vowy, = 0 gilt.

BEWEIS. Sind v und w parallel, dann existiert A € R mit v = Aw und wir erhalten
VIWy — Vowy = Awiws — Awewy = 0. Sei nun umgekehrt vyws — vowy = 0. Ist wy # 0 dann
setzen wir A := vy /w; und erhalten

o= (i) = (heafn) = () =+
wy \ W2 v1ws [wy Uy

Ist wy # 0 dann konnen wir A := vy /wy verwenden und erhalten

N — U2 (w1> _ (U2w1/w2) _ <U1) _
w— -2 — = = .
Wy \ W2 VgWs /Wy Uy
In jedem Fall existiert also 0 % A € R mit v = Aw. O

PROPOSITION 2.3.34 (Parallele Geraden in R?). Zwei Geraden in R? sind genau dann

parallel wenn thre Richtungsvektoren parallel sind.
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BEWEIS. Sei g = {P+tv :t € R} eine Gerade und h eine weitere Gerade mit Richtungs-

vektor w. Wir bezeichnen die Komponenten dieser Vektoren mit P = (5 1), v = (:jl) und
2 2

w = (Zl) Nach Bemerkung [2.3.18] ldsst sich A in der Form

2
_J (" 2. _
h—{( )GR .ngl—wlxg—b}
T2

schreiben, fiir eine geeigntes b € R. Die Schnittpunkte von g und h entsprechen daher den
Parametern ¢ € R, die der Gleichung

U)Q(])l + t’Ul) — wl(pz + tUQ) =b
geniigen. Aquivalent kann diese Gleichung in der Form
t(wevy — wyvg) = b — wapy + wips

geschrieben werden. Die beiden Geraden g und h schneiden sich genau dann in einem einzigen
Punkt, wenn diese Gleichung eine eindeutige Losung ¢t € R besitzt. Dies ist offensichtlich
genau dann der Fall wenn wyv; — wyve # 0 gilt. Die Geraden g und h sind daher genau dann
parallel, wenn wyv; — wyve = 0 gilt. Nach Lemma [2.3.33] ist dies genau dann der Fall wenn
die Richtungsvektoren v und w parallel sind. 0

BEMERKUNG 2.3.35 (Parallele in Parameterdarstellung). Sei g eine Gerade in R? mit
Richtungsvektor v und sei P ein weiterer Punkt in R?. Dann ist {P + tv : t € R} die
eindeutige Parallele zu g durch P.

4

BEISPIEL 2.3.36. Es soll die Parallele zur Geraden {(?) +t (1

) 't e ]R} durch den

Punkt (g) bestimmt werden. Nach Bemerkung [2.3.35|ist sie durch { (g) +1 (%) te ]R}

gegeben.

BEMERKUNG 2.3.37 (Parallele in Gleichungsform). Sei g = {(?) Sa1x1 + agxy = b}
2

eine Gerade in Gleichungsform und P = g 1) ein Punkt in R2. Setzen wir ¢ := a1p1 + aspo,
2
dann ist { (il) €R?:aymy + asry = c} die eindeutige Parallele zu ¢ durch P.
2

BEISPIEL 2.3.38. Es soll die Parallele zur Geraden { (:ﬁ) ER?: 20, 4+ Tas = 1} durch

)

den Punkt g in Gleichungsfrom bestimmt werden. Nach Bemerkung [2.3.37|ist diese durch

{ (xl) €ER?: 23 + Txy = 30} gegeben.

T2

BEMERKUNG 2.3.39 (Schnitt von Geraden und Gleichungssysteme). Da sich Geraden
in R? durch lineare Gleichungen beschreiben lassen, kann der Schnittpunkte zweier Gera-

den durch Losen eines linearen Gleichungssystemes bestimmt werden. Sind beide Geraden
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in Gleichungsform gegeben, erhalten wir ein System von zwei linearen Gleichungen in zwei
Variablen (den beiden Komponenten des Schnittpunkts). Auch wenn beide Geraden in Para-
meterdarstellung gegeben sind, fiihrt die Schnittpunktbestimmung auf ein System von zwei
linearen Gleichungen in zwei Variablen (den Parametern der beiden Parameterdarstellun-
gen). Liegt eine Gerade in Parameterdarstellung vor und ist die andere durch eine Gleichung
beschrieben, dann fiihrt Einsetzen der Parameterdarstellung in die Gleichung auf eine einzi-
ge lineare Gleichung in einer Variable (dem Parameter der Parameterdarstellung). Sind die
Geraden nicht parallel, dann haben sie genau einen Schnittpunkt und entsprechend haben
die Gleichungssysteme (bzw. die Gleichung) genau eine Losung.

BEWEIS DES ORIENTIERTEN STRAHLENSATZES [2.1.10l MITTELS KOORDINATEN. Wir
betrachten das Koordinatensystem (O, B, B') und die damit assoziierte Koordinatenabbil-

dung z: & — R2. Es gilt daher, siche Bemerkung [2.3.5|

Aus Proposition erhalten wir
_ A0 0
z(A) = ( 83) und  z(A') = ( A/O) .

T OB

Fiir die Richtungsvektoren der Geraden g(z(A), z(A’)) und g(z(B),z(B’)) folgt

Ao _
z(A) —z(A) = ( OAB()) und  x(B') —x(B) = ( 11) . (46)
- oW
9(A, A)||g(B,B') < g(z(A),z(A"))|lg(z(B),z(B")) nach Proposition [2.3.30)
< (A" — 2(A)||x(B") — z(B) nach Proposition
A0 —
And ( Oﬁo) | ( 11> nach
- oW
AO A'O
<:>O—B~1— (_OB’> (=1)=0 nach Lemma [2.3.33]
AO A0

< 0B~ OB

Damit ist der Satz|2.1.10|erneut bewiesen. Da der Strahlensatz bei der Herleitung grundlegen-
der Eigenschaften affiner Koordinatensysteme eine wesentliche Rolle spielt, ist es allerdings
nicht besonders iiberraschen, dass er sich damit nun leicht beweisen lésst. [l

BEWEIS DES SATZES VON CEVA [2.1.12] MITTELS KOORDINATEN. Wir betrachten das
affine Koordinatensystem (C, A, B) und die damit assoziierte Koordinatenabbildung z: & —
R2. Es gilt daher, siche Bemerkung [2.3.5]

x(A):((l)), x(B):((l)) und 35(0):(8). (47)
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Da die Punkte A’, B’ und C" auf den Trégergeraden der Dreiecksseiten liegen, miissen ihre
Koordinaten von der Form

x<A/):(2,>, x(B’)z(l())/) und x(c’>:<1;,d). (48)

sein, siche Satz Da diese Punkte nach Voraussetzung verschieden von den Eckpunkten

des Dreiecks sind, gilt o/, b, ¢ € R\ {0,1}. Aus Proposition [2.3.27| erhalten wir

AB" 1=V BC" 1-¢ CA a
BC- v oA~ e "™ ApTi e (49)
denn
2(B') = 2(A) = 55 (2(C) — x(B),
2(C') = w(B) = 55 (2(A) — 2(C),
2(A) — 2(C) = 1% (x(B) — x(4")).
Um den Schnittpunkt der Geraden g(z(A), z(A)) und g(z(B),z(B’)) zu berechnen bestim-
men wir die Richtungsvektoren
z(A) —xz(A) = (;,1) und  z(B') —x(B) = (_bl> : (50)

Wir erhalten folgende Darstellungen durch Gleichungen, siehe Bemerkung [2.3.18

g(z(A4),2(4)) = { <‘”1> ER?:dz) + a9 = a’} und

T2

g(x(B),z(B')) = { (“”1> ER?: x4+ Vay = b’} .

)

Nach Proposition [2.3.34] und Lemma [2.3.33] sind diese beiden Geraden genau dann parallel

wenn a’'b’ = 1 gilt, siehe . Wir nehmen an, dass sie nicht parallel sind und bezeichnen
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ihren Schnittpunkt mit S. Eine einfache Rechnung liefert
1 (-
S=1"a (a’(l - b’)) ' (51)
Es gilt nun:

g(A, A", g(B, B'), g(C,C") schneiden sich in einem Punkt
& g(z(A),z(A), g(z(B),z(B")), g(z(C),z(C")) konkurrent
& z(0), S, z(C") liegen auf einer Geraden

& S —2z(C) und z(C") — z(C) sind parallel

=

=

=

1—a)t 1-¢ .
(2,(1 f%,)) || ( C,C) (siche (7). (@) und EI))

(1—ad)d—-d(1-V)1-¢)=0 (nach Lemma [2.3.33))
1= 1-¢ d
b d 1—d
AB' BC'" CA ,
& B’C"C”A.A’le (siehe ([49))

Auch der Fall paralleler Geraden lésst sich leicht behandeln. Nach Lemma [2.3.33] sind die
beiden Geraden g(A, A’) und g(C, C") genau dann parallel wenn (1 — ¢)a’ = —¢ gilt, siehe
(48) und . Damit ist der Satz von Ceva erneut bewiesen. O

=1

DEFINITION 2.3.40 (Skalarprodukt und Norm). Unter dem Standardskalarprodukt zweier
Vektoren v = (Ul) € R? und w = (gl) € R? verstehen wir die Zahl

V2 2
(v, W) 1= Viw; + Vaws.

Unter der Norm von v verstehen wir die Zahl

o] := V/{v,v) = \/v? + V3.

Beachte, dass die Wurzel existiert, denn (v, v) = v} + v3 > 0.

LEMMA 2.3.41 (Eigenschaften des Skalarprodukts). Fiir v,v',w,w € R* und t € R gilt:
(a) (v,w) = (w,v) (Symmetrie)
(b) (v+v' w) = (v,w) + (V,w) und (tv,w) = t{v,w) (Linearitit in der ersten Variable)
(c) (v,w+w) = (v,w) + (v,w') und (v, tw) = t{v,w) (Linearitit in der zweiten Variable)
(d) (v,v) >0 und (v,v) =0< v =0 (positiv definit)

BeEWwEIs. Die Aussage in (a) ist offensichtlich, denn
(v, W) = Viwy + Vowe = W1V + Wavy = (W, V).
Auch die Aussage in (b) ldsst sich direkt verifizieren, denn
(v+ v, w) = (v + v))wy + (Vg + Vh)we = vViwy + Viwy + Vaws + vywy = (v, w) + (v, w)

und

(tv,w) = (tv))wy + (tvg)wy = t(v1wy + vowsy) = t{v, w).
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Die Aussage in (c) folgt durch Kombination von (a) und (b). Genauer, gilt
(v, w~+w'y = (w+w, v) = (w,v) + (W, v) = (v,w) + (v,w")
und
(v, tw) = (tw,v) = t{w,v) = t{v,w).
Da Quadrate nicht negativ sind, gilt (v,v) = v? + v3 > 0. Gleichheit tritt genau dann ein,

wenn v} = 0 = v3. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn v; = 0 = vy, also genau
dann wenn v = 0. U

BEMERKUNG 2.3.42. Mit den Rechenregeln in Lemma folgt:
v 4+ wl||? = (v+w,v + w)
= (v,v+w) + (w, v+ w)
= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w,w)
= [[l]* + 2(v, w) + [Jw]*. (52)
Eine analoge Rechnung zeigt auch
lv —wl* = [Jo[|* = 2{v, w) + [|v]*. (53)
LEMMA 2.3.43 (Cauchy—Schwartz Ungleichung). Fiir v,w € R? gilt
[(v, w)| < fJvf] - [Jw]] (54)
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn ein der beiden Vektor ein Vielfaches des anderen ist.
BEWEIS. O.B.d.A. sei v # 0. Sei t := % und daher (v,w — tv) = (v,w) — t(v,v) = 0.
Mit und [[tv||? = (tv, tv) = t{v, tv) = t*(v,v) = t*||v]|* erhalten wir:
lwll* = |ltv + (w — to)|*
= ||tv||* + 2(tv, w — tv) + |Jw — tv|)?
= 2||v||® + 2t{v, w — tv) + ||w — tv]?
= t*|]v[|* + [lw — to]”
> t*]Jv]|*
(v, w)?
ol

Somit (v, w)? < ||v]|?||w||? und daher (54)). Gleichheit tritt genau dann ein wenn |lw — tv||* =
0, d.h. genau dann wenn w —tv = 0 ist, also genau dann wenn w ein Vielfaches von v ist. [J

LEMMA 2.3.44 (Eigenschaften der Norm). Fir v,w € R* und t € R gilt:
(a) |[v]| = 0 und ||v]| =0 < v =0 (nicht-degeneriert)
(b) \[toll = [t] - |[o]| (Homogenatit)
(c) [lv+wl| < ||| + ||w|| (Dreiecksungleichung)

BEWEIS. Die Aussage in (a) folgt sofort aus Lemma [2.3.41)(d). Die Aussage in (b) folgt
sofort aus Lemma [2.3.41|(b)&(c), denn

Hth2 = (tv, tv) = t{v,tv) = t2<v,v) = tQHUHQ,
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und daher |[to|| = |¢| - [|v||. Mit und Lemma [2.3.43| erhalten wir
2
lv+wl* = [lvll* + 2{v, w) + [lw]|* < [Jv]]* + 2[jv[l - [lw]l + [w]* = (vl + [[w])",
und dann (c). O

DEFINITION 2.3.45 (Kartesisches Koordinatensystem). Unter einem kartesischen Koor-

dinatensystem der Ebene verstehen wir ein affines Koordinatensystem (O, X, X5), fiir das
£X10X5 ein rechter Winkel ist und |OX;| = 1 = |OX,] gilt.

SATZ 2.3.46 (Abstand zwischen Punkten in Koordinaten). Sei z: & — R? die Koordina-
tenabbildung eines kartesischen Koordinatensystems. Fir Punkte A und B gilt dann

|AB| = |[z(B) = 2(A)].
Zwei Strecken AB und CD genau dann kongruent, wenn ||z(B) — z(A)|| = ||Jz(D) — z(C)||.

BEWEIS. Wir zeichnen Parallele zu den beiden Achsen durch A und B und bezeichnen
die Schnittpunkte wie in der Skizze angedeutet. Ist C' verschieden von A und B, dann bildet

Z2
A
Bs B
A
? A C
» L1
O Ay B,

ABC' ein rechtwinkeliges Dreieck und wir erhalten aus Satz [1.5.49| (Pythagoras)
|AB> = |AC|* + |CBJ*.

Beachte, dass diese Gleichung auch giiltig bleibt, wenn C' mit A oder B oder beiden zusam-
menfillt. Da ACB;A; und BC' Ay By Parallelogramme bilden, erhalten wir aus Satz [1.5.13

|AC| = |AlBl| und |OB| = |A2B2|

Auch diese Gleichungen bleiben richtig, wenn C' mit A oder B oder beiden zusammenfillt.

Aus Proposition folgt
[AB)| = [21(B) —21(A)]  und  |AyBy| = |ma(B) — ma(A)].
Somit
ABJ? = |21(B) — 21 (A) + |22(B) — 22(A)
= (21(B) — 11(A))" + (22(B) — 22(A))” = |2(B) — x(A)|,

also |AB| = ||x(B) — x(A)||. Die zweite Aussage des Satzes folgt unmittelbar. O
87



SATZ 2.3.47 (Kongruente Winkel in Koordinaten). Sei z: & — R? die Koordinatenabbil-
dung eines kartesischen Koordinatensystems. Zwei Winkel ZABC und ZA'B'C" sind genau

dann kongruent wenn
/ /
<U7w> — <7~j7w? , (55)
[ollllw]l {lo"l ]
wobei v == x(A) — x(B), w = x(C) —x(B), v == x(A") — x(B') und w' := z(C") — z(B').
Insbesondere ist ZABC' genau dann ein rechter Winkel, wenn (v, w) = 0 erfillt ist.

BEwEIs. Wir betrachten Winkel ZA”B"C"”, wobei B” := B’, A” ein Punkt auf dem
Schenkel (B’A’>, und C” ein Punkt auf dem Schenkel (B'C”>, sodass

|B"A"| = |BA| und |B"C"| = |BC|. (56)
Nach Konstruktion gilt

LA'B'C" = LAB'C'. (57)
Wegen existieren s > 0 und ¢t > 0, sodass v” = sv’ und w” = tw’, wobei v" =

z(A") — x(B") und w" := x(C") — x(B"). Mit Lemma [2.3.41) und Lemma [2.3.44] folgt

W)y  (svtw') st (Ww') (0 w)
o el Tso'llew T Tsllel ol eIl
Wegen folgt aus Satz (SWS) und Satz (SSS)
LABC = ZA"B"C" & |CA|=|C"A"]. (58)

Mit Proposition [2.3.46| und und weil z(A) — z(C) = v — w gilt
[CAP = [l2(A) = 2(O)* = [lv — w]* = [lv]|* = 2{v, w) + [[w]®

und analog
‘C”A”’Q — HUHH2 _ 2<v”,w”) + Hw”HZ'
Proposition [2.3.46| und erhalten wir |[v”|| = |BA”| = |BA| = ||v|| sowie ||w"|| = |BC"| =
|BC| = ||w]|. Somit
1 "
[ollllwll flo{[llw”|
Die erste Aussage des Satzes folgt nun durch Kombination von (57), und (59).

Um auch die Charakterisierung rechter Winkel einzusehen betrachten wir A’ = A, B’ = B
und den Punkt C’ mit Koordinaten z(C") = z(B)—(z(C)—xz(B)). Nach Konstruktion liegt C”
auf dem Halbstrahl <B)C, siehe , also sind ZABC und ZA’B’'C’ Nebenwinkel. Somit ist
/ABC genau dann ein rechter Winkel, wenn ZABC = /A’ B'C’ gilt, siehe Definition [1.4.29]
Aus dem vorangehenden Absatz folgt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn die Relation
gilt. Dav' = v, w' = —w, ||| = ||v], ||| = ||w]] und (v', w") = —(v,w) ist dies genau
dann der Fall, wenn (v, w) = 0 erfiillt ist. O

DEFINITION 2.3.48 (Orthogonale Vektoren in R?). Zwei Vektoren v,w € R? werden
orthogonal genannt, wenn (v,w) = 0 gilt. In diesem Fall sagen wir auch v und w stehen
normal aufeinander und schreiben v L w.

BEMERKUNG 2.3.49. Sei 2: £ — R? die Koordinatenabbildung eines kartesischen Koor-

dinatensystems, g, h zwei Geraden, v Richtungsvektor von z(g), und w Richtungsvektor von

x(h). Nach Satz [2.3.47| stehen g und h genau dann normal aufeinander, wenn v L w gilt.
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Steht ein Vektor n € R? normal auf einen Richtungsvektor v einer Geraden ¢ in R?, d.h.
(n,v) = 0, dann steht n auf alle Richtungsvektoren von g normal. Jeder andere Richtungsvek-
tor von ¢ ist ndmlich von der Form Av fiir ein 0 # A € R und daher gilt (n, Av) = A\(n,v) = 0.

DEFINITION 2.3.50 (Normalvektor einer Geraden in R?). Unter einem Normalvektor einer
Geraden in R? verstehen wir jeden Vektor 0 # n € R?, der normal auf die Richtungsvektoren
der Geraden steht.

BEMERKUNG 2.3.51. Sei 0 # v = (21) € R*> und n = (Zl) € R% Dann gilt (v,n) =0
2 2
genau dann wenn vin; + vone = 0, und dies ist genau dann der Fall, wenn A € R mit

—Va .. . . .
n=.\ v existiert, siche Bemerkung [2.3.18, Insbesondere erhalten wir einen zu v nor-
1

malen Vektor indem wir die beiden Komponenten von v vertauschen und eine davon mit —1
multiplizieren. Alle anderen Vektoren, die normal auf v stehen sind Vielfache davon.

BEMERKUNG 2.3.52 (Menge aller Normalvektoren). Ist n Normalvektor einer Geraden
g in R? dann stimmt {An : 0 # A € R} mit der Menge aller Normalvektoren von g iiberein.
Dies folgt aus Bemerkung [2.3.51

BEMERKUNG 2.3.53 (Normalvektordarstellung von Geraden). Ist A ein Punkte einer
Geraden ¢ in R? mit Normalvektor n, dann lisst sich ¢ in der Form
g={XeR: (N, X -A) =0} ={XeR*: (n,X) = (n,A)}
schreiben. Umgekehrt ist jede Menge der Gestalt {X € R?: (n, X —A) = 0}, wobei n, A € R?

und n # 0, eine Gerade mit Normalvektor n, die durch den Punkt A lauft. Dies folgt aus
den Bemerkungen [2.3.18 und [2.3.51} denn (n, X) = njx; 4+ nozy, wenn wir die Komponenten

. ny T .
von n und X mit n = n und X = - bezeichnen.
2 2

BEISPIEL 2.3.54. Die Gerade durch die beiden Punkte A = (g) und B = (9

8) soll durch

eine Gleichung beschrieben werden. Wir berechnen einen Richtungsvektor B— A = i) und

erhalten einen Normalvektor n = <_31 , siche Bemerkung [2.3.51] Nach Bemerkung [2.3.53

besitzt die Gerade die Normalvektordarstellung

g(A,B) = {X€R2 : ((_31) X — (S)> :0} = {X € R?: ((_31) LX) = 15}.

PROPOSITION 2.3.55 (Normalabstand eines Punktes von einer Geraden). Sei A ein Punkt
auf einer Geraden g und P ein weiterer Punkt. Ist x: € — R? die Koordinatenabbildung eines
kartesischen Koordinatensystems, n € R? Normalvektor von z(g) und w := x(P)—xz(A) dann
qilt fiir den Normalabstand von P zu g die Formel

[(n, w)|
d(P,g) = .
In]]
BEWEIS. Sei h das Lot durch P auf g. Da wir ein kartesisches Koordinatensystem ber-

achten ist der Richtungsvektor von z(h) Normalvektor von z(g), siche Bemerkung [2.3.49|
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Da auch n Normalvektor von z(g) ist muss n Richtungsvektor von x(h) sein, siche Bemer-
kung [2.3.52] In Koordinaten ist das Lot daher durch die Parameterdarstellung

z(h) ={z(P)+tn:t e R}
beschrieben, siehe Bemerkung [2.3.20] Fiir die Koordinatendarstellung der Geraden g gilt
2(g) = {X € R : {n, X — a(A)) = 0},
siche Bemerkung [2.3.53] Schneiden von z(h) mit z(g) fithrt auf die Gleichung
(n,z(P) +tn —x(A)) =0.

Auflosen nach t liefert ¢t = <H" ‘1“2, sieche Lemma [2.3.41] Bezeichnet F' den FuSpunkt des Lots,
d.h. den Schnittpunkt von g und h, erhalten wir daher
(n, w)
2(F) = 2(P) = -
|||

Fiir den Normalabstand erhalten wir mit Proposition und Lemma [2.3.44{(b)

(n, w) |(n, w)| [(n, )|
i(P.g) =PI = o(F) - P = |- Seghal| < el bl o
PROPOSITION 2.3.56 (Normalprojektion eines Punktes). Sei A ein Punkt auf einer Ge-
raden g, P ein weiterer Punkt und F der Fuflpunkt des Lots durch P auf g. Ist x: & — R?
die Koordinatenabbildung eines kartesischen Koordinatensystems, v € R? Richtungsvektor
von z(g) und w := z(P) — x(A), dann gilt

2 2 _ 2
PRIC pr VI T

BEWEIS. Bezeichne h das Lot durch P auf g. Die erste Gleichung folgt aus Propositi-
on[2.3.55 denn |[AF| = d(A, k) und v ist Normalvektor von z(h). Die zweite Gleichung folgt
dann mit dem Satz des Pythagoras, |PF|? = |AP|? — |AF|?, und |AP| = ||z(P) — z(A)|| =
|wl|| durch eine direkte Rechnung. O

HOHENSCHNITTPUNKT MIT KARTESISCHEM KOORDINATENSYSTEM.  Wir wollen uns
erneut davon iiberzeugen, dass sich die drei Hohen eines Dreiecks ABC' in einem Punkt
schneiden. Sei dazu z: £ — R? die Koordinatenabbildung eines kartesischen Koordinatensy-
stems. Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir A := 2(A), B := z(B) und C := z(C)
fiir die Koordinaten der Eckpunkte. Wir bezeichnen die drei Héhen mit A4, hg und he. Da
die Hohe durch A normal auf die Seite BC steht, ist C' — B Normalvektor von z(hy), siche
Bemerkung [2.3.49 Ebenso sind A — C' und B — A Normalvektoren von z(hg) bzw. z(h¢).
Mit Bemerkung erhalten wir die Koordinatendarstellungen:

z(ha) ={X eR*: (C — B, X — A) =0}, (60)
z(hg) ={X eR?: (A-C,X — B) =0}, (61)
z(he) ={X eR*: (B- A, X —C) =0}. (62)



Sei nun H der Schnittpunkt von hy und hg. Es geniigt zu zeigen, dass H auch auf h¢ liegt.
Nach und erfiillen die Koordinaten z(H) des Punktes H die beiden Gleichungen:
siche Lemma [2.3.41] Addition der beiden Relationen fiihrt auf

<"Zl - Bax(H)> = <C~Y>"Zl> B <éa B>
Da dies zur Gleichung (B — A, X — C) = 0 édquivalent ist, erhalten wir z(H) € z(h¢), siehe
(62), und schlieflich H € h¢. O

2.4. Trigonometrie. Das Gradmafl ordnet jeder reellen Zahl z einen Winkel zu, der
mit z° bezeichnet wird. Diese Abbildung, R — W, & — 2°, ist durch folgende Eigenschaften
eindeutig charakterisiert: Fiir beliebige z,y € R gilt

(i) (z+y)° =2x°+y° (Additivitat),

(i) = < y gilt 2° < y° (Monotonie) und
(iii) 90° = R (Normierung durch rechten Winkel).
Wir werden dies hier nicht verifizieren. Es lésst sich zeigen, dass das Gradmaf eine Bijektion
liefert, R = W, d.h. zu jedem Winkel v € W existiert genau ein 2 € R mit a = z°.

DEFINITION 2.4.1 (Sinus und Kosinus). Sei z: & — R* die Koordinatenabbildung eines
kartesischen Koordinatensystems mit Koordinatenursprung O. Fiir jeden Winkel o € W

X2
A
AQHW‘A
I xl
O Ay

definieren wir reelle Zahlen sin a und cos a wie folgt. Wir tragen den Winkel o von der posi-
tiven ersten Halbachse auf der Halbebene, die die positive zweite Halbachse enthélt ab und
erhalten einen Halbstrahl A mit Ausgangspunkt O, siche Bemerkung[1.5.7] Bezeichne A den
Punkt auf h mit |[OA| = 1, d.h. den eindeutigen Schnittpunkt von h und dem Einheitskreis
mit Mittelpunkt O. Die Winkelfunktionen werden durch die Koordinaten des Punktes A
definiert,

sin «

cosa := x1(A) und sina 1= x5(A), d.h. 2(A) = (COS a) .

Es gilt daher cosa = £|0OA;| und sin o = £|OA,|, wobei A; und A,, wie in der Abbildung

angedeutet, die Projektionen auf die beiden Achsen bezeichnen.
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BEMERKUNG 2.4.2. Wir werden bald sehen, dass die Winkelfunktionen nicht von der
Wahl des kartesischen Koordinatensystems abhéngen.

BEMERKUNG 2.4.3. In der Situation von Definition sei nun A’ ein beliebiger Punkt
auf dem Halbstrahl h und r := |OA’|. Dann gilt

1 (A) =1 cosa, za(A") =71 - sina, dh.  z(A)=r- <C.OS a) : (63)

S1n &

Nach Proposition [2.3.27 haben wir ndmlich z(0) — z(A") = gg (x(A) — 2(0)). Zusammen

mit z(0) = 0 und Aol—g = _”g_Ao” = —r folgt z(A") =r-x(A), also (63)).

BEMERKUNG 2.4.4. Fiir jeden Winkel o € W gilt
cos’ o+ sin o = 1.
Da A am Einheitskreis liegt und weil 2(O) = 0 erhalten wir mit Satz nédmlich
1 = |0OAP? = ||z(A) — 2(0)||? = ||lz(A)|* = 21(A)? + 25(A)? = cos® a + sin? .
BEMERKUNG 2.4.5. Fiir jeden Winkel o € W gilt
—1<cosa<1 und —1<sina <1.

Aus Bemerkung erhalten wir ndmlich 1 = cos? a +sin® a > cos? @, also |cosa| < 1 und
analog |sina| < 1.

BEMERKUNG 2.4.6 (Spezielle Funktionswerte). Direkt aus der Definition lesen wir ab:

cos(0°) = cos(360°) = 1, sin(0°) = sin(360°) = 0,
cos(90°) = 0, sin(90°) =
cos(180°) = —1, sin(180°) =
cos(270°) = 0, sin(270°) =

BEMERKUNG 2.4.7 (Vorzeichen der Winkelfunktionen). Direkt aus der Definition folgt:

) Fiir 0° < v < 90° gilt 0 < cosa < 1 und 0 < sinax < 1.

) Fiir 90° < av < 180° gilt —1 < cosa <0 und 0 < sina < 1.

) Fiir 180° < av < 270° gilt —1 < cosa < 0 und —1 < sina < 0.
)

Fiir 270° < a < 360° gilt 0 < cosa < 1 und —1 < sina < 0.
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BEMERKUNG 2.4.8. Zu jeder reellen Zahl v mit —1 < u < 1 existiert ein Winkel im
Intervall 0° < o < 180°, sodass cos a = u. Bezeichnet namlich A den Punkt am Einheitskreis

mit Koordinaten z(A) = (\/1717#) und « := <AOX,, dann gilt cosa = x1(A) = u.

PROPOSITION 2.4.9 (Periodizitit). Fiir beliebige Winkel o € W gilt:

cos(a 4+ 90°) = —sin(a), sin(a 4+ 90°) = cos(w), (64)
cos(a + 180°) = — cos(), sin(a + 180°) = —sin(a), (65)
cos(a + 360°) = cos(a), sin(a + 360°) = sin(«). (66)

BEWEIS. Die beiden Gleichungen in sind offensichtlich, Abtragen der beiden Winkel
a und a + 360° liefert denselben Halbstrahl h, siehe Bemerkung [1.5.7 Um die anderen
Relationen einzusehen bezeichnen wir die Punkte am Einheitskreis, die wir durch Abtragen
der Winkel «, o + 90° und a + 180° erhalten mit A, A’ und A”. Somit

_ (cosa n _ [cos(a+90°) m [ cos(a+ 180°)
#(4) = (sin a) ’ (A = (sin(a +90°) )’ (A7) = sin(a 4+ 180°) /- (67)
Da O Mittelpunkt der Strecke AA” ist gilt Ao/_;(x) = 1, siche Bemerkung . Aus Proposi-

tion [2.3.27] erhalten wir 2(0) — z(A”) = AO/—/AO - (z(A) — 2(0)), also z(A") = —x(A), denn
z(0) = O \/ht ([67) folgt .

Um zu zeigen betrachten wir zunédchst 0° < a < 90°. Wir bezeichnen die Pro-
jektionen von A und A’ auf die beiden Koordinatenachsen mit A;, A, A und A} wie

in der Abbildung angedeutet. Beachte <A;0A + 90° = <A4;0A" = 90° + <A,0A’, also

T2
A‘ 77777777 4
A Ca N
A, 0 -
T 0A/2

<qA10A = <AL,0A". Mit dem Stufenwinkelsatz folgt
TAA0 = 9<A,0A = <A,0A' = <A1 A'0.

Nach Satz|[1.4.26| (SWW) sind die Dreiecke OA; A und O A, A" daher kongruent, es gilt daher

OA,| = |OA}|. Ebenso sind die Dreiecke OA;A und O A} A’ kongruent, also |OAy| = |OA]].
2 1 1
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Wir erhalten
11(A) = —|OA]] = —|0OA;| = —x5(A),
z9(A') = |04y = |OA,| = z,(A).

Zusammen mit folgen die Gleichungen in fiir Winkel 0° < o < 90°.
Auch fiir 90° < o < 180° haben wir die Kongruenzen OA;A =2 OA,A" und OA,A =
OA A, also |OA;| = |OA,| und |OAy| = |OA]|. Wieder erhalten wir:

71(A) = —|OA|| = —[OA,| = —5(A),
7a(A') = —|OAY] = =[O A = 2, (A).

Mit @ sehen wir, dass die Relationen in auch fiir Winkel 90° < o < 180° giiltig sind.

Zusammen mit Bemerkung folgt (64) fiir 0° < o < 180°. Mit sehen wir, dass dies
fiir 0° < o < 360° richtig bleibt. Mit (66]) erhalten wir fiir beliebige Winkel «. O

BEMERKUNG 2.4.10 (Symmetrien). Fiir beliecbige Winkel v € W gilt:
cos(—a) = cos(a) und sin(—a) = —sin(«).
Kombinieren wir diese Symmetrien mit Proposition [2.4.9| erhalten wir auch
cos(180° — a) = — cos & und sin(180° — «) = sin«,
sowie
sin(a) = cos(90° — ). (68)

PrROPOSITION 2.4.11 (Winkelfunktionen in rechtwinkeligen Dreiecken). Ist ABC' ein
rechtwinkeliges Dreieck mit Seiten a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB|, Winkel o := <CAB
und rechtem Winkel v = <BCA = 90°, dann gilt cosa = b/c und sina = a/c.

B

b C

BEWEIS. Bezeichne W den Punkt am Einheitskreis, den wir durch Abtragen des Winkels
« von der positiven ersten Koordinatenhalbachse erhalten. Die Schnittpunkte der Achsen mit
den Parallelen zu den Achsen durch W bezeichnen wir mit W; und W5. Da « spitz ist, siehe
Bemerkung[1.4.33] liegen W) und W5 auf den positiven Koordinatenhalbachsen. Es gilt daher
(W) = |OWy| und zo(W) = |OW,| = |[W1 W], wobei wir im letzten Gleichheitszeichen
Satz[L.5.13 verwendet haben. Nach Satz (W:W:W) sind die Dreiecke ABC' und OW W,
dhnlich. Da |OW| = 1 erhalten wir

oWl _JAC] b

cosa = x1 (W) = |OW;| = OW| " |AB| e
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X2

W

!
!
o ;

ol W,

\

x1

und Waw|  |CB|
a
ina = ay(W) = W, W| ="t = =-. 0
simar=ao(W) = WAWI = T55T = (18 = ¢
BEMERKUNG 2.4.12. Aus den Propositionen 2.4.11] und [2.4.9| folgt nun, dass die Winkel-
funktionen nicht von der Wahl des kartesischen Koordinatensystems abhéngen.

SATZ 2.4.13 (Sinussatz). Ist ABC ein Dreieck mit Seitenlingen a = |BC|, b = |C'A],
¢ = |AB| und Winkeln « = LZCAB, = /ZABC, v= £ZBCA, dann gilt

sina  sinf8  sinvy

a b c
BEWEIS. Bezeichne C den Fulpunkt der Hohe durch C'. Betrachten wir ein kartesisches

C

\

X1

A ¢ B

904444444444444

Koordinatensystem mit Ursprung A, sodass B auf der positiven ersten Koordinatenhalbachse
liegt und so, dass C' und die positive zweite Koordinatenhalbachse auf derselben Seite der
ersten Achse liegen, dann folgt aus Bemerkung

|CCy| = bsina.

Betrachten wir ein kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung B, sodass A auf der po-
sitiven ersten Koordinatenhalbachse liegt und so, dass C' und die positive zweite Koordina-
tenhalbac hse auf derselben Seite der ersten Achse liegen, dann folgt aus Bemerkung

|CCy| = asin f.
Somit gilt bsin a = asin §, und Division durch ab liefert die erste Gleichung des Satzes. Die
zweite Gleichung folgt analog oder durch Umbenennen der Eckpunkte. O

SATZ 2.4.14 (Kosinussatz). Ist ABC' ein Dreieck mit Seitenlingen a = |BC|, b = |C'A],
¢ = |AB| und Winkel v = <BCA, dann gilt

& =a®+ b* — 2abcos .
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BEwEIs. Wir wéhlen ein kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung C' so, dass A
auf der positiven ersten Koordinatenhalbachse liegt und so, dass B und die positive zweite
Koordinatenhalbachse auf derselben Seite der ersten Koordinatenachse liegen. Bezeichnet

\

X1

b A

x: & — R? die damit assoziierte Koordinatenabbildung dann gilt, siche Bemerkung [2.4.3]

b a cos
z(A) = (0) und  z(B) = (asin:;) .
Mit Satz und Bemerkung erhalten wir:

¢ = |ABJ?

= [|=(B) — z(A)|

= (acosy — b)* + (asiny)?

= a*(cos® v + sin® ) + b* — 2ab cos ¥

= a® +b* — 2abcos . O

BEMERKUNG 2.4.15. Sind A, B, C' drei Punkte in £ mit A # O # B, und entsteht der
Halbstrahl (CB> durch Abtragen des Winkels v € W am Halbstrahl (CA>, dann gilt
|AB|* = |CA|* + |CB|* — 2|CA||CB| cos .

Dies lésst sich wie Satz zeigen, der Beweis bleibt fiir beliebige Winkel v € W giiltig.

PROPOSITION 2.4.16. Sei x: £ — R? die Koordinatenabbildung eines kartesischen Koor-
dinatensystems. Fir jeden Winkel v := <BCA gilt dann

cosy = v w) ,
[o]] flwll
wobei v := x(B) — z(C) und w := z(A) — z(C).
BEWEIs. Fiir die Seitenldngen des Dreiecks ABC' erhalten wir mit Proposition [2.2.9
a = |CB| = [|z(B) — z(C)| = [lv],
b= |CA] = [[z(A) = =(C)| = [Jwl],
¢ =[AB| = [|z(B) = z(A)]| = [lv — w]].
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Aus dem Kosinussatz [2.4.14] folgt daher
lo = wl* = [Jo]|* + [[w]|* = 2[[v[||lw]| cos .
Kombinieren wir dies mit der Gleichung
lv = wl[* = Jo[* + [[w]|* — 2(v, w)

aus erhalten wir den gewiinschte Ausdruck fiir cos~. U

(v,w)

BEMERKUNG 2.4.17. Beachte, dass der Quotient Tl in Proposition [2.4.16| wegen der
Cauchy-Schwartz Ungleichung im Intervall [—1, 1] liegt, siche Lemma [2.3.43]

PROPOSITION 2.4.18 (Monotonie der Winkelfunktionen). Fiir beliebige o, 3 € W gilt:

(a) Fir0° < a < < 180° gilt cosa > cos f3.
(b) Fir180° < a < < 360° gilt cosa < cos 3.
(c) Fir —90° < a < < 90° gilt sina < sin 3.

(d) Fiir 90° < o < B < 270° gilt sin > sin 3.

BEWEIS. Wir betrachten zwei Dreiecke ABC und A’B’'C’ mit |[AB| = 1 = |A’B’| und
|AC| = 1 = |A'C’|. Nach dem Kosinussatz [2.4.14] gilt fiir die Winkel « = <CAB und o/ =
<C'A'B’ daher cosa = 1 — a?/2 sowie cosa’ = 1 — (a’)?/2. Fiir 0 < a < o/ < 180° erhalten
wir a < @’ aus Satz und daher cosa =1 —a?/2 > 1 — (a')?/2 = cos . Dies zeigt die
Monotonieaussage in (a). Die verbleibenden folgen unmittelbar mit Proposition m U

BEMERKUNG 2.4.19 (Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen). Die Einschrénkung des
Kosinus, cos: [0°,180°] — [—1,1], ist eine Bijektion, d.h. zu jeder reellen Zahl z € [—1,1]
existiert genau ein Winkel a € [0°,180°], fiir den cosaw = z gilt. Die Injektivitdt folgt
aus Proposition 2.4.18 die Surjektivitdt aus Bemerkung [2.4.8] Die Umkehrfunktion wird

(Hauptzweig des) Arkuskosinus genannt und mit
arccos: [—1,1] — [0°,180°]

bezeichnet. Mit folgt daraus, dass auch die Einschriankung sin: [-90°,90°] — [—1,1]
bijektiv ist. Thre Umkehrfunktion wird (Hauptzweig des) Arkussinus genannt und mit

arcsin: [—1,1] — [—90°,90°]
bezeichnet. Aus folgt sofort arcsinz = 90° — arccos z fiir alle x € [—1,1].
SATz 2.4.20 (Additionstheoreme). Fir beliebige Winkel o, 3 € W gilt:
cos(a + ) = cos acos 3 — sin asin f3, (69)
sin(a + ) = cos asin § + sin « cos f3. (70)
BEWEIS. Sei 2: £ — R? die Koordinatenabbildung eines kartesischen Koordinatensy-

stems. Tragen wir die Winkel —a und § wie gewohnt am Einheitskreis ab, erhalten wir zwei
Punkte A und B mit Koordinaten, vgl. Bemerkung [2.4.10]

~ [cos(—a)\ [ cosa _ [cosp
o(A4) = (sin(—a)) o (— sin a) und ©B) = (sinﬁ) '
Nach Konstruktion entsteht der Halbstrahl (OB> durch Abtragen des Winkels o +  vom

Halbstrahl (OA>. Aus dem Kosinussatz in Bemerkung [2.4.15| folgt daher

|AB|? = 2 — 2cos(a + B).
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Andererseits erhalten wir mit Proposition [2.2.9| und Bemerkung [2.4.4}
|AB* = ||=(B) — z(A)|”
= (cos[i’ — Cos Oz)2 + (Sinﬁ + sina)2
= cos® B — 2cos 3 cos a + cos® o + sin® 3 + 2sin Bsin a + sin®
=2— 2(008@0086 — Sinasinﬂ).

Kombinieren wir diese beiden Ausdriicke fiir | AB|? folgt das Additionstheorem des Kosinus.
Mit lasst sich daraus sofort das Additionstheorem des Sinus herleiten:

sin(a + ) = — cos(a+ B+ 90°)
= —cos acos(f +90°) + sin asin(S + 90°)

= cos asin B + sin a cos (. 0

KOROLLAR 2.4.21 (Doppelwinkelformeln). Fiir beliebige Winkel « € W gilt
cos(2a) = cos® a — sin® o (71)
sin(2a) = 2 cos asin (72)

INKREISMITTELPUNKT MIT TRIGONOMETRISCHEN FORMELN. Wir wollen uns erneut
davon iiberzeugen, dass sich die drei Winkelsymmetralen eines Dreiecks ABC' in einem Punkt
schneiden. Wie iiblich bezeichnen a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB| die Seitenldngen und a =
<CAB, = <ABC, v = <BCA die Winkel des Dreiecks. Bezeichnen wir den Schnittpunkt

C C

A B A B

6 =90° + 3/2 0 =90° + /2

der Winkelsymmetralen bei A und C' mit [ so ergeben sich die Winkel <CAI = «a/2,
JACT = v/2 und <AIC = 180° — a/2 — v/2 = 90° 4+ /2, denn o +  + v = 180° nach
Satz [1.5.10 Aus dem Sinussatz fiir das Dreieck AC'T folgt

C1] = bsin(a/2) _ bsin(a/2) _ bsin(«)
sin(90° 4 3/2) cos(3/2) 2 cos(at/2) cos(3/2)’

wobei wir im zweiten Gleichheitszeichen die Relation ((64]) verwendet haben, und im letzten

Gleichheitszeichen die Doppelwinkelformel sin(a) = 2sin(a/2) cos(a/2) aus Korollar [2.4.21
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eingegangen ist. Bezeichnet nun I den Schnittpunkt der Winkelsymmetralen bei B und C
erhalten wir analog, d.h. durch Vertauschen der Rollen von A und B,

| = asin(f) .
2 cos(f/2) cos(a/2)
Aus dem Sinussatz fiir das Dreieck ABC folgt |CI] = |CI| und daher I = I. Dies zeigt, dass
alle drei Winkelsymmetralen durch den Punkt I = I laufen. 0

2.5. Determinante und Fliacheninhalt.

DEFINITION 2.5.1 (Determinante von 2 x 2-Matrizen). Unter einer (reellen) 2 x 2-Matrix
a b .
). Die De-

verstehen wir eine quadratische Anordnung reeller Zahlen der Form A = (c d

terminante einer solchen Matrix wird durch

a b a b
det(A) := det( d) =1, 4

C

’::ad—bc

definiert. Sind v, w € R? dann schreiben wir det(v|w) fiir die Determinante der Matrix mit

Spalten v und w. Die Marix [ := ((1] ?) wird als Einheitsmatrixz bezeichent.

BEISPIEL 2.5.2.

4 3 3 2

olet(1 2>_4~2—3-1_5, det<12 8>_3.8—2.12_o,
10 01

det(o 1):1-1—0-0:1, det(l O):o-0—1-1:—1,

a b 10
det (O d) = ad, det (0 1) =

LEMMA 2.5.3 (Eigenschaften der Determinante). Fiir v,v',w,w’ € R?> und \ € R gilt:

(a) det(v + v'|w) = det(v|w) + det(v'|w) und det(Av|w) = Adet(v|w). (Linearitit in der
ersten Spalte)

(b) det(vjw + w') = det(v|w) + det(v|w') und det(v|]dw) = Adet(v|w). (Linearitit in der
zweiten Spalte)

(c) det(w|v) = —det(v|w). (Schiefsymmetrie in den Spalten)

(d) det(I) = 1. (Normierung durch Einheitsmatriz)

(e) Es gilt det(v|w) = 0 genau dann wenn v ein Vielfaches von w oder w ein Vielfaches von
v 1st.

Die Determinante ist durch die Eigenschaften (a), (c) und (d) eindeutig charakterisiert.

BEWEIS. Die Linearitédt der Determinante in der ersten Spalte lasst sich leicht durch eine
direkte Rechnung iiberpriifen:

v+ wy
Vg + v wo

det(v + v'|w) = det < ) = (v + v))we — wy(ve + v3)

= (viws — w1va) + (Viws — wyvh) = det(v|w) + det(v'|w)
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und
)\Ul w1

det(Av|w) = det <)\v2 0y

) = (Avy)wy — wy(Avg) = A(vywe — wyvy) = Adet(v|w).
Auch Eigenschaft (c) ist offensichtlich:

det(w|v) = det <w1 Ul) = wy vy — Vywy = — det (Ul $1> = —det(v|w).
2

Wg Vo %
Linearitét in der zweiten Spalte folgt durch Kobination von (a) und (c),
det(v|w + w') = — det(w + w'|v) = — det(w|v) — det(w'|v) = det(v|w) + det(v|w’)

und analog det(v|A\w) = —det(Aw|v) = —Adet(w|v) = Adet(v|w). Die Determinante der
Einheitsmatrix haben wir bereits in Beispiel berechnet.

Ist w = Av dann folgt det(v|w) = Adet(v|v) = 0, denn det(v|v) = —det(v|v) = 0 nach
(c). Analog folgt aus v = Aw sofort det(v|w) = 0. Dies zeigt die eine Implikation in (e), die
andere folgt aus Lemma [2.3.33]

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Determinantenfunktion durch die Eigenschaften (a),
(c) und (d) eindeutig charakterisiert ist. Sei dazu §: R* x R? — R eine Abbildung, die jeder
2 x 2-Matrix eine reelle Zahl zuordnet, linear in der ersten Spalte ist, schiefsymmetrisch
ist und die Normierungsbedingung §(/) = 1 erfiillt. Wie oben folgt aus der Linearitét in
der ersten Spalte und der Schiefsymmetrie sofort, dass ¢ auch linear in der zweiten Spalte
ist: 0(v|jw +w') = —0(w + w'|v) = —0(wlv) — d(w'|v) = J(v|w) + d(v|w’) und d(v|A\w) =
—0(Aw|v) = =Ad(w|v) = Ad(v|w). Schreiben wir

(€)=o (o) ea) e ()2 (a) ()

dann folgt aus der Bilinearitéat
a b 1 b 0 b
5<C d);m(g d)+c.5(l d)
11 10 0 1 00
:ab-5(0 0)+ad-5<0 1>+cb-5<1 O>+cd-6<1 1).

Aus der Schiefsymmetrie erhalten wir d(v|v) = —d(vjv) = 0 fiir jedes v € R?, sowie

0 1 10 e
) (1 O> =—0 (0 1). Insgesamt ergibt sich

a b 10 a b
6(0 d)z(ad—cb)-5(0 1):ad—bc:det<c d>’

wobei im vorletzten Gleichheitszeichen die Normierung §(/) = 1 eingegangen ist. 0

BEMERKUNG 2.5.4. Drei Punkte A, B,C € R? liegen genau dann auf einer Geraden,
wenn det(B — A|C — A) = 0 gilt. In anderen Worten: Drei Punkte A, B, C' € R? bilden genau
dann ein Dreieck, wenn det(B — A|C' — A) # 0 gilt. Dies folgt sofort aus Lemma [2.5.3|(e).

PROPOSITION 2.5.5. Seien aq1, aqa, @12, a2, b1, be € R. Das Gleichungssystem
1171 + a1222 = by

2171 + a2T2 = bo
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hat genau dann eine eindeutige Losung il € R? wenn 6 := det (ZH 312) # 0. In diesem
2 21 Q22

Fall ist die Losung durch folgende Ausdriicke gegeben:

by — aiabs _ —a1by + aniby
= — 5 und To = 5 )

BEWEIS. Multiplizieren die erste Gleichung mit ass und die zweite mit a1, erhalten wir
durch Subtraktion

(73)

01 = ageby — aq2bs.
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit as; und die zweite mit aq; erhalten wir durch
Subtraktion

0y = a11by — ag1by.
Ist 6 # 0, dann kann es also hochstens eine Losung geben, fiir die gelten muss. Dass

diese Ausdriicke tatsédchlich eine Losung liefern ldsst sich sofort durch Einsetzen in die ur-
spriinglichen Gleichungen iiberpriifen.

Ist 6 = 0, dann existiert 0.B.d.A. A € R mit (a12> =\ (ZH), sieche Lemma [2.5.3, Das

a22 21
Gleichungssystem lasst sich daher dquivalent in der Form

a11($1 + )\fEQ) = b1
ag (1 + A\xg) = by

eine Losung, fiir jedes t € R.
i) To — t

Im Fall 6 # 0 kann das Gleichungssystem daher keine eindeutige Losung besitzen.

schreiben. Ist (x1> eine Losung, dann ist also auch Tt LA

BEMERKUNG 2.5.6. Ist, in der Situation von Proposition [2.5.5, 6 = 0, dann kénnen drei
Félle eintreten: (i) Es existiert keine Losung; (ii) die Losungsmenge bildet eine Gerade in
R?; oder (iii) das Gleichungssystem ist fiir alle z; und z, erfiillt.

BEMERKUNG 2.5.7. Fiir v,w € R? gilt

| det(v, w)| = V[l w]? = (v, w)2. (74)

Beachte, dass der Ausdruck unter der Wurzel wegen der Cauchy—Schwartz Ungleichung nicht
negativ sein kann, siche Lemma [2.3.43| Bis auf das Vorzeichen lésst sich die Determinante
daher mit dem Skalarprodukt berechnen. Um ([74)) zu iiberpriifen sei v = (Z) und w = <Z>

Damit erhalten wir
det(v,w)* = (ad — bc)* = (a* + ) (b* + d*) — (ab+ cd)® = |Jv|]*|w]]* — (v, w)?
und daher ([74)).

DEFINITION 2.5.8 (Fiacheninhalt von Dreiecken). Den Fécheninhalt eines Dreiecks mit
Seitenldngen a, b, ¢ und gegeniiberliegenden Winkeln «, 3, v definieren wir durch

A= F(ABC) := labsiny = bcsina = fcasin f. (75)
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BEMERKUNG 2.5.9. Diese Definition des Flicheninhalts ist durch die bekannte Formel
. Seitenlénge - Hohenlédnge
B 2
motiviert. Nach dem Sinussatzes [2.4.13| stimmen die drei Ausdriicke in ([75)) tiberein, d.h. es

kommt dabei nicht darauf an, welche Seite zur Berechnung des Fléacheninhalts herangezogen
wird. Dies lésst sich auch in der Form

2A°  sina  sinf8 siny

abc  a b c
schreiben. Es gilt die Heron’sche Formel

A= /s(s—a)(s—b)(s—c) wobei s:%m

den halben Umfang bezeichnet. Dies folgt mit dem Kosinussatz durch eine direkte
Rechnung, in der mehrmals die binomische Formel eingeht:
16A4% = 4a*b* sin v

= 4a*b*(1 — cos?7)

= 4a*V* — 4a*b? cos® vy

— 4a20? — (2 — a® — b?)?

= (2ab — (¢? = a® = V%)) (2ab + (¢ — a® — b?))

=((a+b)?* =) (= (a—1b)?)

=((a+b)+c)((a+b)—c)(c+ (a=0))(c—(a—10))

= 16s(s —¢)(s — b)(s — a)

PROPOSITION 2.5.10 (Fldcheninhalt von Dreiecken in Koordinaten). Ist ABC' ein Dreieck
und x: & — R? die Koordinatenabbildung eines kartesischen Koordinatensystems dann gilt
fiir den Flacheninhalt des Dreiecks

F(ABC) = 1| det(v,w)],
wobei v = x(B) — x(C) und w = z(A) — z(C).
BEWEIS. Nach Satz gilt
a=|CB| = |z(B) — z(C)| = [lv]],
b= |CA[ = [lz(A) = z(C)|| = [lwl]
und mit Proposition erhalten wir abcosy = (v, w). Somit
2F(ABC') = absinvy
= /T
= \/a262 — a?b? cos? y
= VvlPlw]? - (v, w)?
= | det(v, w)|,

wobei im letzten Gleichheitszeichen Gleichung eingegenagen ist. 0J
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BEISPIEL 2.5.11. Es soll der Fliacheninhalt eines Dreiecks berechnet werden, dessen Eck-
punkte bzgl. eines kartesischen Koordinatensystems die Koordinaten

haben. Wir berechnen v = z(B) — z(C) = (6)’ w=uzx(A)—z(C) = (5) und erhalten mit
Proposition [2.5.10

1 3 4 3-5—4-6/] -9 9

F(ABC’)—Q‘det(6 5)‘— 5 = =3
BEMERKUNG 2.5.12 (Determinante als orientierter Flicheninhalt). Seien v,w € R?. Die
Determinante det(v, w) liefert einen orientierten Flicheninhalt des Parallelogramms mit Eck-
punkten 0, v, w,v+w. Wie immer dieser orientierte Flacheninhalt definiert wird, er sollte die
Eigenschaften (a) bis (d) in Lemma besitzten und muss daher mit der Determinante
{ibereinstimmen. Ahnlich ldsst sich argumentieren, dass %det(v, w) der orientierte Flichen-

inhalt des Dreiecks mit Eckpunkten 0, v, w ist.

3. Lineare Algebra
3.1. Lineare Abbildungen und Matrizen. Fiir jede natiirliche Zahl n bezeichne

U1
R" .= Sl i, €R

Un

die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen. Elemente von R™ werde Vektoren oder Spaltenvektoren
genannt. Ist v € R” dann wird die Eintragung in der i-ten Zeile als i-te Komponenten von v
bezeichnet. Wir schreiben weiterhin R = R!.

Analog zu den Rechenoperationen auf R? definieren wir Vektoraddition und Skalarmul-
tiplikation auf R™ durch

U1 W v + wy U1 AUy,
+ : = : und Al = : ,
Uy, Wy, Uy, + Wy, Up, AUy,
wobei vy, ..., Uy, Wy, ..., wy, A € R. Vektoren in R™ werden also komponentenweise addiert

und komponentenweise mit Skalaren multipliziert. Unter dem Nullvektor 0 € R™ verstehen
wir den Vektor, dessen Komponenten alle 0 sind. Der Nullvektor ist offensichtlich neutrales
Element beziiglich der Vektoraddition, d.h. es gilt v +0 = v = 0 + v fiir alle v € R".

BEISPIEL 3.1.1.

; . & 1 0 0\ /3

+3 = , slo+5(1]+7(o] =5
3 3 12 0 ; V=2
4 1 1

Analog zu den Rechenregeln in Lemma haben wir:
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LEMMA 3.1.2 (Rechenregeln fiir Vektoraddition und Skalarmultiplikation). (R, +) bildet
eine abelsche Gruppe. Fiir v,w € R™ und A\, u € R gilt weiters:
(a) M) = ()
(b) Mv+w) = v+ Iw
(¢c) A+ p)v=Av+ pv
(d) lv=wv
(¢) (=1v =—v

(f) Ao =0 genau dann, wenn A =0 oder v = 0.

Lineare Abbildungen sind Abbildungen, die mit Vektoraddition und Skalarmultiplikation
vertriglich sind. Genauer haben wir:

DEFINITION 3.1.3 (Lineare Abbildung). Eine Abbildung ¢: R" — R™ wird linear ge-
nannt wenn (v + w) = p(v) + @(w) und p(Av) = Ap(v) fiir alle v,w € R™, X € R gilt.

BEMERKUNG 3.1.4. Jede lineare Abbildung ¢: R™ — R™ bildet den Nullvektor in R"”
auf den Nullvektor in R™ ab, denn mit Lemma [3.1.2(f) folgt: ©(0) = ¢(0-0) =0-¢(0) = 0.

BEMERKUNG 3.1.5 (Nullabbildung). Die Abbildung ¢: R™ — R™, ¢(v) := 0, ist linear.
BEMERKUNG 3.1.6 (Identitdt). Die Abbildung, id: R" — R", id(v) := v, ist linear.

BEMERKUNG 3.1.7 (Koordinatenprojektionen). Die Abbildung p;: R® — R, p;(v) := v;,
die einem Vektor v € R" seinen Eintrag in der ¢-ten Zeile zuordnet ist linear.

BEIspIEL 3.1.8. Fiir k € Rist ¢: R — R, ¢(z) = kx, linear. Umgekehrt ist jede lineare
Abbidung ¢: R — R von dieser Form, denn ¢(z) = ¢p(x - 1) = 2¢(1) = kx mit k = ¢(1).

BEISPIEL 3.1.9. Die Abbildung R — R, x + 2z + 3, ist nicht linear. Die Abbildung
R — R, x + |z|, ist nicht linear. Die Abbildung R — R, x + 2, ist nicht linear.

x
<7x +8y 92) , ist linear.

: : . T3 2 _
BEISPIEL 3.1.10. Die Abbildung ¢: R® — R, ¢ jg = {4z + 59+ 62
< 1 4
BEISPIEL 3.1.11. Die Abbildung ¢: R* — R3, ¢ (t) =52 +t|5], ist linear.
3 6

BEMERKUNG 3.1.12. Fiir beliebige a;; € R ist die Abbildung ¢: R* — R™,
(%1 a1V + -+ A1pln ann A1n
el ] = : =1 : +ot U,
Un, Am101 + -+ AmnUn am1 Amn
linear. Wir werden dies weiter unter nachrechnen.

BEMERKUNG 3.1.13 (Summe linearer Abbildungen). Sind ¢, 9 : R” — R™ zwei lineare
Abbildungen, dann ist auch ihre Summe ¢ + 1: R” — R™, (¢ 4+ ¢)(v) := p(v) + 1(v), eine
lineare Abbildung. Aus den Rechenregeln in Lemma folgt nédmlich

(o +¥)(v+w) = +w) +9v+w) = (o) +ew) + (Y(v) +(w))
= (p(v) +¥(v)) + (pw) + ¥(w)) = (¢ +¥)(v) + (¢ + ¥)(w),
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und analog (¢ +1)(Av) = (W) + ¥ (Av) = Ap(v) +Xp(v) = A(p(v) +(v)) = A +9)(v),
fiir v,w € R" und A € R.

BEMERKUNG 3.1.14 (Vielfache linearer Abbildungen). Ist ¢: R® — R™ eine lineare
Abbildung und ¢ € R, dann ist auch tp: R” — R™, (tp)(v) := te(v), eine lineare Abbildung.
Aus den Rechenregeln in Lemma folgt namlich

(t) (v + w) = to(v + w) = t(p(v) + (w)) = tp(v) + to(w) = (te)(v) + (te) (w),
und analog (t¢)(A\v) = tp(Av) = t(Ap(v)) = A(tp(v)) = A(tp)(v), fir v,w € R" und A € R.

BEMERKUNG 3.1.15 (Komposition linearer Abbildungen). Haben wir zwei lineare Ab-
bildungen ¢: R® — R™ und ¢: R? — R" dann ist auch ihre Komposition, ¢ o1 : RP — R™,
(p o) (v) :== p(1(v)), linear. Dies ist offensichtlich, denn (¢ o ) (v + w) = p(Y(v + w)) =
P(0(0) + () = P((0) + pli(w)) = (0 )(v) + (0 ) (w) und analog (0 ¥)(A0) —
p(¥(M)) = oA (v)) = Ap(d(v)) = Mg o ¥)(v) fiir v,w € R” und A € R.

BEMERKUNG 3.1.16 (Umkehrabbildung). Ist ¢: R" — R™ eine invertierbare lineare Ab-
bildung, dann ist auch die Umkehrabbildung, ¢~!: R® — R", linear.ﬂ Ersetzen wir in
o(v+w) = p(v) + p(w) ndmlich v = =1 (v) und w = ¢~ (w'), wobei v/, w’ € R", so erhal-
ten wir (¢ (v) + ¢~ H(w')) = v’ 4+ w’ und Anwenden von ¢! liefert 1 (v/) + ¢~ (w') =
o1 (v' +w'). Analog erhalten wir aus p(\v) = A\p(v) zuniichst (A~ (v')) = A’ und dann
ApTHv') = o7 (W).

BEMERKUNG 3.1.17 (Gruppe der invertierbaren linearen Abbildungen). Die Menge aller
invertierbaren linearen Abbildungen R™ — R” bildet beziiglich der Komposition von Abbil-
dungen eine (nicht kommutative) Gruppe, die wir mit GL(R™) bezeichnen. Dies folgt aus

den Bemerkungen [3.1.6] [3.1.15| und [3.1.76]

DEFINITION 3.1.18 (Matrizen). Seien n,m € N. Unter einer (reellen) (m x n)-Matrix
verstehen wir ein rechteckiges Schema der Form

ai;y ... A1p

Qm1 = Qmp

mit Eintragungen a;; € R. Wir bezeichnen die Menge aller (m x n)-Matrizen mit R™*".

Die Summe zweier Matrizen mit gleicher Zeilen- und Spaltenzahl wird komponentenweise

durch
ayy ... Qi biy ... b, a1 +bi ... ay, +bi,
+ 1 : = : :
A1 *+ Qmn b1 - bmn A1 +bm1 - G+ bin
definiert. Auch Skalarmultiplikation mit A € R wird komponentenweise definiert,

ai; ... QA1n /\CL11 e )\aln

m1 " Amn )\aml T )\amn

OWir werden bald sehen, dass eine lineare Bijektion R” — R™ nur dann existiert, wenn n = m gilt.
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Unter der Nullmatriz 0 € R™*" verstehen wir die Matrix, deren Eintragungen alle 0 sind. Die
Nullmatrix ist offensichtlich neutrales Element beziiglich der Addition, d.h. es gilt A 40 =
A =0+ A fiir alle A € R™*".

BEISPIEL 3.1.19.

1 11 1 00 -1 2 2
210 1 1] =311 1 0)=11-3 -1 2
0 01 1 11 -3 =3 -1

Wie zuvor lésst sich zeigen:

LEMMA 3.1.20 (Rechenregeln fir Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen).
(R™*™ +) bildet eine abelsche Gruppe. Fir A, B € R™™ und A\, n € R gilt weiters:
(a) A(pA) = (An)A
(b) N(A+ B) = A+ \B
(c) AN+ p)A=AA+ pA
(d) 1A= A
(e) (-1)A=—-A
(f) MA =0 genau dann, wenn A =0 oder A = 0.

DEFINITION 3.1.21 (Produkt von Matrizen). Das Produkt einer (m x n)-Matrix mit einer
(n x p)-Matrix ist folgende (m x p)-Matrix:

n n
a1 ... Qip bii ... blp Zkzl aipbg - Zkzl alkbkp

n n
m1  * Gmn bnl e bnp Zkzl amkbkl e Zkzl amkbkp

Beachte, dass das Produkt AB nur definiert ist, wenn die Zeilenzahl von B mit der Spalten-
zahl von A iibereinstimmt.

BEISPIEL 3.1.22.

1 1 10
12\ (1 0 (7 2 0123\t -101| (6 -2 2 4
(0 1)(3 1)‘(3 1>’ (4567) 1 1 10 _<22 ~2 10 12)>
1 -1 01
3 3 36 9
(12 3)2]=(10), 2] (1 2 3)=(2 4 6
1 1 123

BEMERKUNG 3.1.23. Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ:

EHEo-Go) v G667

BEMERKUNG 3.1.24. Die Matrizenmultiplikation besitzt Nullteiler:

BIPRE
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Wir bezeichnen den Eintrag in der i-ten Spalte und j-ten Zeile einer Matrix A mit A;;.
Damit lassen sich die Matrizenoperationen kompakter beschreiben:
(A + A/)ij - Aij + A;j,

(AB);; = Z AiBrj = AinBij + AiaBaj + - - + Ain By,
k=1

wobei A, A’ € R™*" B € R™P und A € R.

Unter der (n x n)-Einheitsmatriz verstehen wir die Matrix

1
I:=1,:= e R™™,
1

d.h. die Matrix, deren Diagonaleintrdge gleich 1 und deren andere Eintrége gleich 0 sind.
Die Einheitsmatrix lasst sich mit dem Kronecker-Delta beschreiben,

[ 1 falls i =7, und
YT 0 falls i # g '

Wir werden gleich sehen, dass die Einheitsmatrix neutrales Element beziiglich der Matrizen-
multiplikation ist. Die i-te Spalte der Einheitsmatrix wird i-ter Einheitsvektor genannt und
mit e; € R™ bezeichnet. Beispielsweise sind

0

OO =
[l e N
_ o O O

die vier Einheitsvektoren des R*.
LEMMA 3.1.25 (Rechenregeln der Matrizenmultiplikation). Fir A, A" € R™*" B, B’ €
R™P (' € RP*?T ynd \ € R gilt:
(a) (A+ A )B=AB+ A'B
(b) A(B + B') = AB + AB'
() VA)B = A(AB) = A(\B)
(d) A(BC) = (AB)C
(e) Al, = A=1,A

BEwWEIS. Wir haben

n n

(A+A)B),, = (A+ A)uBy = > (A + Ay) By
k=1 k=1

=Y AuBy+ Y AyBi = (AB)y; + (A'B)y; = (AB + A'B)j;,
k=1 k=1
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also (A+ A')B = AB + A'B. Analog lisst sich A(B+ B') = AB + AB' zeigen. Ebenso

(A)B), = > (AM)uBy = > AMuBy =AY AyBi; = M(AB); = (\(AB)),,

k=1 k=1 k=1

also (AA)B = A(AB). Analog lasst sich A(AB) = A(AB) zeigen. Weiters

Z Au(BO), Z A Z B Cy;
_ Z (Z AmBkz) Cyj = Z(AB)Z»;CU = ((4B)C),;,

=1

also A(BC') = (AB)C. Schliefilich

L) =Y Auwlln)iy = Y Audr; = Ay,
k=1 k=1

also Al, = A. Analog lisst sich I,,A = A zeigen. O
Wir fassen Vektoren als Matrizen mit einer Spalte auf, d.h. wir identifizieren R" = R™*!,
ai; ... A1p V1
Fir A = : : e R™"™ und v = | : | € R" ist daher das Produkt Av € R™
¢, Un
definiert,
a11v1 + -+ - + a1, ail A1pn
Av = : =uv | 2+t (76)
Am1V1 + 0+ Ay Up Am1 Amn

Jede Matrix A € R™ " liefert daher eine Abbildung ¢4: R" — R™, @4(v) := Av. Diese,
mit der Matrix A € R™*™ assoziierte Abbildung, ist linear und wir erhalten so alle linearen
Abbildungen R™ — R™. Genauer gilt:

PROPOSITION 3.1.26 (Lineare Abbildungen und Matrizen). Fir jede Matriz A € R™*"
ist pa: R — R™, @a(v) := Av, eine lineare Abbildung. Umgekehrt ist jede lineare Ab-
bildung ¢: R™ — R™ wvon dieser Form, ¢ = pa, fir eine eindeutig bestimmte Matriz
A € R™". Dabei sind die Spalten von A gerade die Bilder der Finheitsvektoren, d.h.

A= (¢(61), o ,¢(en)).

BEWwEIS. Mit den Rechenregeln in Lemma erhalten wir (v +w) = A(v + w) =
Av+ Aw = pa(v) + pa(w) und analog @ 4(Av) = A(Av) = M(Av) = Apa(v), wobei v, w € R™
und A\ € R, also ist ¢4 linear. Sei nun ¢: R — R™ eine beliebige lineare Abbildung. Jeder
Vektor v € R™ lasst sich in der Form

U1 1 0 0
(%) 0 1 0

v= | =u .t Tt || T e+ v+ Uy
Un, 0 0 1
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schreiben. Mit der Linearitat erhalten wir
¢(U) = ?/)(11161 +--+ Unen) = 'Ul,‘vz)(el) + Un,lvb(en) = AU = @A(U%
also ¥ = o4, wobei A = (w(el), o ,w(en)) € R™*" siehe . d

L2 3) assoziierte Abbildung ¢ 4: R3 — R?

BEISPIEL 3.1.27. Die mit der Matrix A = (4 5 6

ist durch
xXr xXr
(1 2 3 [ r+2y+3z\ 1 2 3
sy _(4 5 6) (g)(4x+5y+6z>x<4>+y<5>+z<6>
3 1
15
4 9

gegeben. Die der Matrix B = entsprechende Abbildung ¢p: R? — R? ist

< 3 1 < 3s+t 3 1
ng(t): 15 (t): s+5t | =s|1]+t]5
4 9 4s 4 9t 4 9
Das folgende Resultat klart die Bedeutung der Rechenoperationen fiir Matrizen.

PROPOSITION 3.1.28 (Bedeutung der Matrizenoperationen). Fir A, A" € R™" B €
R"*P und A € R gult:

(a) para = pa+ oa
(b) ra = Apa
(¢) pap = paopp
(d) @1, = lan
BeEweis. Fiir v € R" folgt mit den Rechenregeln in Lemma |3.1.25

para(v) = (A+ A= Av+ A'v = 0a(v) + oa (v) = (pa + pa)(v),
also (a). Ebenso
paa(v) = (Ao = MAv) = Apa(v) = (Apa)(v),
also (b). Weiters haben wir

pap(v) = (AB)v = A(Bv) = @a(Bv) = palps(v)) = (¢a0¢5)(v),
und daher (c). Schliellich gilt auch ¢; (v) = I,v = v = idgn(v), also (d). O

BEMERKUNG 3.1.29 (Gruppe der invertierbaren Matrizen). Eine quadratische Matrix
A € R™" wird invertierbar genannt, wenn eine Matrix A~! € R™" existiert, sodass
AA™L =1, = A7 A In diesem Fall ist A~! eindeutig bestimmt und wird als Inverse von A
bezeichnet. Ist ndmlich A" € R"*" eine weitere Matrix mit AA" = [, = A’A, dann folgt mit
den Rechenregeln in Lemma [3.1.25 A’ = A'l,, = A/(AA™!) = (AA)A™ = [LA' = A7L.
Sind A und B invertierbare (n x n)-Matrizen, dann ist auch AB invertierbar und es gilt
(AB)™' = B7'A7! denn (AB)(B™'A™') = A(BB YA = A[LA™' = AA™' = [, und
(BT'A ) (AB) = B' (A 'A)B = B™'I,B = B™'B = I,. Die Menge aller invertierbaren
(n x m)-Matrizen bildet daher beziiglich der Matrizenmultiplikation eine (nicht kommutati-
ve) Gruppe, die als allgemeine lineare Gruppe bezeichnet, und mit GL,, notiert wird. Die

Einheitsmatrix [,, ist das neutrale Element in GL,,.
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BEMERKUNG 3.1.30 (Invertierbare Matrizen vs. invertierbare lineare Abbildungen). Die
mit einer invertierbaren Matrix A € GL,, assoziierte lineare Abbildung p: R" — R™ ist
invertierbar mit Umkehrabbildung ¢' = p4-1, denn @ 0 041 = @aa-1 = @y, = idgs und
©A-10 Qs = pa-14 = @, = idgn, sieche Proposition Ist andererseits ¢4 invertierbar
mit Umkehrabbildung 1, dann existiert eine Matrix B mit ¢ = ¢p, siche Proposition [3.1.28|
Es folgt ¢y, = idrn = @401 = pa0pp = pap, also I, = AB wegen der Eindeutigkeitsaussage
in Proposition Analog erhalten wir I, = BA, also ist A eine invertierbare Matrix.
Wir schlieffen daraus, dass eine quadratische Matrix genau dann invertierbar ist, wenn die
damit assoziierte lineare Abbildung invertierbar ist. Daher ist GL,, — GL(R"™), A +— ¢4, ein
Gruppenisomorphismus, vgl. die Bemerkung [3.1.17 und [3.1.29]

BEMERKUNG 3.1.31 (Determinante eines Produkts). Fiir A, B € R?*? gilt
det(AB) = det(A) det(B).

Dies ldsst sich durch eine direkte Rechnung verifizieren (siche Ubungen). Wir wollen hier
einen anderen Beweis geben, der auf der Charakterisierung der Determinante in Lemma|2.5.3
beruht. Wir fixieren A € R**? und betrachten die Abbbildung 4, die jeder (2 x 2)-Matrix
(v,w) die Zahl §(v,w) := det(A(v,w)) = det(Av, Aw) zuordnet, v, w € R?. Offensichtlich ist
§ linear und schiefsymmetrisch in v und w. Aus dem Beweis von Lemma folgt daher
d(v,w) = §(I2) det(v,w). Schreiben wir B = (v,w), so erhalten wir det(AB) = §(B) =
d(I3) det(B) = det(Aly) det(B) = det(A) det(B).

Insbesondere kann die Determinante einer invertierbaren Matrix A nicht verschwinden,
denn 1 = det(l) = det(AA™!) = det(A) det(A™1), also det(A) # 0. Umgekehrt ist eine Ma-

trix mit nicht-trivialer Determinante schon invertierbar, die Inverse kann explizit angegeben

werden,
—1
a b 1 d —b a b

Wir erhalten daher
GLy = {A € R** : det(A) #0} .
Mit Bemerkung [3.1.30] entspricht dies genau der Aussage in Proposition [2.5.5

BEISPIEL 3.1.32. Die Matrix A = (:13 Z) ist invertierbar mit Inverser

=55 (5 V)= (6 )

: - . 2 9 r\ [ r+2 . : .
Daher ist die lineare Abbildung p4: R — R* ¢4 (y) = (31_ i 43/)’ invertierbar mit

. 2 9 r\ _ ([ —2z+y
Umkehrabbildung ¢ 4-1: R® — R, 41 (y) = (3:5/2 B y/2)
3.2. Teilraiume und Dimension. Teilmengen von R", die abgeschlossen unter Addi-
tion und Skalarmultipliation sind werden als Teilrdume bezeichnet. Genauer haben wir:

DEFINITION 3.2.1 (Teilraum). Eine Teilmenge V' C R™ wird (linearer) Teilraum genannt,
wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(a) 0 eV
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(b) Vo,o' e Viv4d eV
(c) VveVVAeER: eV

Teilraume werden auch als Teilvektorraume oder Untervektorriume bezeichnet.
BEMERKUNG 3.2.2. Offensichtlich sind {0} und R™ zwei Teilrdume von R".

BEMERKUNG 3.2.3 (Durchschnitt von Teilrdumen). Sind V' und W zwei lineare Teilraume
in R”, dann ist auch ihr Durchschnitt V N W ein linearer Teilraum. Dies bleibt fiir Durch-
schnitte beliebig vieler Teilrdume richtig.

BEMERKUNG 3.2.4 (Urbilder von Teilrdumen). Ist ¢: R® — R™ eine lineare Abbildung
und W ein Teilraum von R™, dann bildet o ~!(W) einen Teilraum von R™. Sind nimlich
v, € (W) und A € R, dann folgt aus der Linearitit ¢(0) =0 € W, also 0 € o' (W),
sowie p(v+v') = p(v)+@((v') € W, also v+v' € o1 (W), und p(Av) = Ap(v) € W, also \v €
@ 1 (W), denn W ist abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation. Insbesondere
ist o~ 1(0) = {v € R": ¢(v) = 0} ein Teilraum von R".

DEFINITION 3.2.5 (Kern). Unter dem Kern einer linearen Abbildung ¢: R™ — R™ ver-
stehen wir den Teilraum

ker(p) = @_1(0) ={veR": p(v) =0}.
Unter dem Kern einer Matrix A € R™ " verstehen wir den Kern der damit assoziierten
linearen Abbildungen, d.h.

ker(A) := ker(pa) = {v € R" : Av = 0}.
BEMERKUNG 3.2.6. Fiir jede Matrix A € R™*" mit Eintragungen a,;; € R ist daher

1 anry + - +apr, = 0
ker(A) ={z € R": Az =0} = -] eR” :
Tn, A1 T1 + -+ + Gy, = 0

ein Teilraum von R". Beachte, dass dieser Teilraum durch ein homogenes System linearer
Gleichungen beschrieben ist. Wir werden bald sehen, dass sich jeder Teilraum von R"™ in
dieser Form schreiben lésst.

LEMMA 3.2.7 (Injektivitdt und Kern). FEine lineare Abbbildung ¢: R™ — R™ ist genau
dann injektiv wenn ker(yp) = {0} gilt.

BEWEIS. Sei zunéchst ¢: R” — R™ linear und injektiv. Aufgrund der Injektivitdt kann
0 1(0) hochstens ein Element enthalten. Wegen der Linearitiit gilt ¢(0) = 0, d.h. 0 €
©1({0}). Wir erhalten ker(¢) = ¢~1(0) = {0}.

Fiir die umgekehrte Implikation sei nun ¢: R® — R™ linear und ker(¢) = {0}. Weiters
seien v, w € R™ mit p(v) = p(w). Mit der Linearitét folgt ¢(v —w) = p(v) — p(w) = 0, also
v —w € ker(p). Nach Voraussetzung an den Kern folgt v — w = 0 und daher v = w. O

BEMERKUNG 3.2.8 (Bilder von Teilrdumen). Ist ¢: R™ — R™ eine lineare Abbildung und
V ein Teilraum von R™, dann bildet ¢ (V') einen Teilraum von R™. Sind némlich v,v" € V und
A € R, dann folgt aus der Linearitiat 0 = ¢(0) € ¢(V), p(v) + ¢(v) = p(v+v') € (V) und
Ap(v) = (M) € p(V), denn V ist abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation.

Insbesondere ist p(R") = {¢(v) : v € R"} ein Teilraum von R™.
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DEFINITION 3.2.9 (Bild). Unter dem Bild einer linearen Abbildung ¢: R™ — R™ verste-
hen wir den Teilraum

img(¢) = {pv) : v e R"}.
Unter dem Bild einer Matrix A € R™*" verstehen das Bild der damit assoziierten linearen
Abbildungen, d.h.
img(A) :=img(pa) := {Av:v € R"}.

BEMERKUNG 3.2.10 (Linearkombinationen). Sind vy, ...,v, € R" dann wird jeder Vek-
tor der Form A\jv; + --- + A\, mit \; € R als Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,
bezeichnet. Fiir die Menge aller Linearkombinationen schreiben wir

span(vy, ..., v,) = {Z)‘ivi D ST WIS R} .
i=1

Dies ist ein Teilraum von R™, denn 0 = Ovy + - - - + Ov,,
(Mvr 4+ X0) + (Mo + -+ X)) = (A + Ao+ 4+ (A + M)y,

sowie u()\lvl + o 4 )\rvr) = (pA\)vr + - + (pA)v, fiir A\, A, € R. Der Teilraum
span(vy, . .., v,) ist offensichtlich der kleinste Teilraum von R™, der die Vektoren vy ..., v,
enthélt, und wird als der von vy,...,v, aufgespannte Teilraum bezeichnet. Im Fall r = 0
definieren wir span(f)) := {0}, wobei ) das leere System von Vektoren bezeichnet.

BEMERKUNG 3.2.11. Fiir jede Matrix A € R™*" mit Eintragungen a;; € R bildet daher

an ain
img(A) ={As:seR"t=<s; | + | +-+so| ¢ ||s51,...,.€R

Am1 Amn

einen Teilraum von R™, siehe . Beachte, dass dies mit dem von den Spaltenvektoren von
A aufgespannten Teilraum iibereinstimmt. Wir werden bald sehen, dass sich jeder Teilraum
in dieser Form schreiben lésst.

DEFINITION 3.2.12 (Erzeugendensystem). Ein System von Vektoren vy,...,v € R”
wird als Erzeugendensystem eines Teilraums V' bezeichnet, wenn span(vy,...,v;) = V gilt.
In diesem Fall sagen wir auch die Vektoren vy, ..., v, spannen den Teilraum V auf. Auch
k = 0 ist zugelassen, das leere System () bildet ein Erzeugendensystem des Teilraums {0}, in
Zeichen: span(()) = {0}.

BEMERKUNG 3.2.13 (Erzeugendensysteme). Ist V' ein Teilraum von R™ und vy, ..., vy
ein System von Vektoren in V' dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Vektoren vy, ..., v bilden ein Erzeugendensystem von V.
(b) Jeder Vektor in V' lésst sich als Linearkombination von vy, . . ., v schreiben, d.h. zu jedem
v € V existieren Skalare sq,...,s, € R, sodass v = s1v1 + - - - + SpUg.
51
(c) Die Abbildung ¢: RF =V, ¢ | : | := s1v1 + -+ + spvp, ist surjektiv.
Sk
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BEISPIEL 3.2.14. Die Vektoren v, = (g) und vy = (g) bilden ein Erzeugendensystem

von R?, denn jeder Vektor in R? lisst sich in der Form

() -5 ()3 ()

schreiben. Auch die Vektoren v; = (g), Vg = (g), vy = (g), vy = (S) bilden ein

Erzeugendensystem von R?, denn jeder Vektor in R? lisst sich in der Form

()= () =5 6) ) o ()

schreiben. Diesmal ist die Darstellung jedoch nicht eindeutig, es gilt auch

()= (0) o (0) 2 6) )

BEMERKUNG 3.2.15. Bilden die Vektoren vy, ..., v, ein Erzeugendensystem eines Teil-
raums V' in R" und sind v,1, ..., v, beliebige weitere Vektoren in V', dann bildet auch
V1, ..., Ur1k €in Erzeugendensystem von V.

BEISPIEL 3.2.16. Die Vektoren v; = <§> und vy = (6

1 O) bilden kein Erzeugendensystem

von R?, etwa lisst sich der Vektor (1

0) nicht als Linearkombination von v; und ve schreiben.

BEISPIEL 3.2.17. Der Vektor v; =

r=AG) e

BEISPIEL 3.2.18. Die drei Einheitsvektoren eg, es, 3 € R? bilden ein Erzeugendensystem
von R?, denn jeder Vektor in R? ldsst sich in der Form

(; bildet ein Erzeugendensystem des Teilraums

20 —y = 0} von R?, denn jeder Vektor in V ist Vielfaches von v;.

x 1 0 0
y|l =2 |0)+y 1] +2]|0] =xe; +yex+ zes
z 0 0 1
schreiben.
BEMERKUNG 3.2.19. Die Einheitsvektoren ey, ..., e, bilden Erzeugendensystem von R".
x
BEISPIEL 3.2.20. Betrachte den Teilraum V := y| €eR3:32+4y+52=0p von
z
1 0
R3. Die beiden Vektoren v, = 0 und vy = 1 bilden ein Erzeugendensystem
-3/5 —4/5
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von V', denn jeder Vektor in V' lésst sich in der Form

€T 1 0
yl| ==z 0 +y 1 = 2V + Yvo
2 —3/5 —4/5

schreiben. In Zeichen: V' = span(vy, va).

x
BEISPIEL 3.2.21. Betrachte den Teilraum V' = y | € R 2z + 3yy++4z _ 8 von
z
1/2
R3. Der Vektor v; = 1 bildet ein Erzeugendensystem von V', denn jeder Vektor in V'
—1
ist Vielfaches von vy. In Zeichen: V' = span(v;).
2 4 7
BEISPIEL 3.2.22. Die Vektoren v1 = |0 ], v = | 3|, v3 = | 6 | bilden ein Ereugen-
0 0 5
densystem von R?, denn jeder Vektor in R? ldsst sich in der Form
x 2 4 7
15x — 20y + 3 5y — 6
y| =2 y+zo+ylz3+56
P 30 0 > \o) S \s

schreiben.

DEFINITION 3.2.23 (Lineare Abhéngigkeit). Ein System von Vektoren vy, ..., v, € R”
wird linear abhdngig genannt, falls Skalare A1,..., A\; € R existieren, die nicht alle gleich 0
sind, und fiir die

Avp + -+ A =0

gilt.

DEFINITION 3.2.24 (Lineare Unabhéngigkeit). Ein System von Vektoren vy,..., v, € R”
wird linear unabbhdingig genannt, wenn es nicht linear abhéngig ist. Die Vektoren vy, ..., vy
sind also genau dann linear unabhéngig wenn gilt:

VA,..  €ER: A+ -+ =0=> A === =0

Im Fall k£ = 0 definieren wir: Das leere System () ist linear unabhéngig.

BEMERKUNG 3.2.25 (Lineare Unabhéngigkeit). Fiir ein System von Vektoren vy, ..., v €
R™ sind folgende Aussagen &quivalent:

(a) Die Vektoren vy, ..., v sind linear unabhéngig.
(b) Ist syv1 + -+ + Spvp = sjvg + - - + sy fiir gewisse s;, s; € R, dann muss schon s; =
fir alles =1, ..., k gelten.
51
(c) Die lineare Abbildung ¢: RF — R" ¢ | : | := syvy + - -+ + spvp, ist injektiv.
Sk
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Die Implikationen (b)<(c)=-(a) sind trivial. Die Implikation (a)=-(c) folgt aus Lemma[3.2.7]
oder direkt: aus s1v;+- - -+ SpUp = Sjv1+- - -+ 5,0k zunéchst (s;—s))vi+- -+ (sp—s))vr = 0,
also s; — st = 0 und daher s; = s/ fiir alle ¢ wegen der linearen Unabhéngigkeit.

BEISPIEL 3.2.26. Die Vektoren v; = (g) und vy = (g) sind linear unabhéngig, aus

0= )\11)1 + AQ/UQ = (QAI + 3/\2)

5o
folgt ndmlich A\ = Ay = 0.

BEISPIEL 3.2.27. Die Vektoren v; = (i) und vy = (6

8) sind linear abhéngig, denn es

gilt die nicht-triviale Relation 2v; — 1lvy, = 0.

BEISPIEL 3.2.28. Die Einheitsvektoren e, es, e5 von R3 sind linear unabhiingig. Aus

A1
0= Aier + Agea + Azez = | Ao
Az
fOlgt namlich )\1 = )\2 = /\3 = 0.
BEMERKUNG 3.2.29. Die Einheitsvektoren ey, ..., e, in R" sind linear unabhéngig.
2 5
BEISPIEL 3.2.30. Die Vektoren v; = | 3 |, vo = | 6 | sind linear unabhingig in R3. Aus
4 7
2M1 + 5y
0= )\11)1 + )\21]2 = 3)\1 + 6/\2
AN + Tho
folgt (durch eine einfache Rechnung) nédmlich A\; = Ay = 0.
2 4 7
BEISPIEL 3.2.31. Die Vektoren v; = [0 |, v = | 3], v3 = | 6 | sind linear unabhéngig
0 0 5
in R3. Aus
20 + 40+ TAs3
0= )\1’01 + )\QUQ + )\3’03 = 3)\2 + 6)\3
D3

fOlgt namlich )\1 = )\2 = )\3 = 0.

1 4 5
BEISPIEL 3.2.32. Die Vektoren v; = [ 2|, v = | 5|, v3s = |4 ] sind linear abhéngig,
3 6 3

denn es gilt die nicht-triviale Relation 3v; — 2vy + v3 = 0.

BEMERKUNG 3.2.33. Ein System, dass nur aus einem Vektor v; € R™ besteht ist genau

dann linear unabhéngig, wenn v; # 0 gilt.
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BEMERKUNG 3.2.34. Lassen wir in einem linear unabhéngigem System einige (oder alle)
Vektoren weg, erhalten wir stets ein linear unabhéngiges System.

DEFINITION 3.2.35 (Basis). Unter einer (geordneten) Basis eines Teilraums V' von R”
verstehen wir ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V.

PROPOSITION 3.2.36 (Basis und Parameterdarstellung). Ist V' ein Teilraum von R™ und

by, ..., by ein System von Vektoren in V dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) Die Vektoren by, ..., by bilden eine Basis von V.
(b) Zu jedem v € V existieren eindeutige Skalare sy, ..., s, € R, sodass v = s1by +- - - + sby.
S1
(c) Die Abbildung ¢: RF — V¢ | @ | := s1by + -+ + spby, ist eine (lineare) Bijektion.
Sk
BEWEIS. Dies folgt durch Kombination der Bemerkungen [3.2.13| und [3.2.25] O

BEIspIEL 3.2.37. Die Vektoren v, = und vy, = <3> bilden eine Basis von R?. In

2
<O 5
Beispiel haben wir nédmlich gesehen, dass diese Vektoren ein Erzeugendensystem von
R? bilden, und in Beispiel haben wir die lineare Unabhéngigkeit iiberpriift.

2 4 7
BEISPIEL 3.2.38. Die Vektoren v; = [0 ], vo = | 3|, v3 = [ 6] bilden eine Basis von
0 0 5

R3. In Beispiel [3.2.22/ haben wir ndmlich gesehen, dass diese Vektoren ein Erzeugendensystem
von R? bilden, und in Beispiel |3.2.31| haben wir die lineare Unabhingigkeit iiberpriift.

BEMERKUNG 3.2.39 (Standardbasis). Die Einheitsvektoren ey, ..., e, bilden eine Basis
von R", die als Standardbasis bezeichnet wird. Dies folgt aus den Bemerkungen [3.2.19| und
0.2, 291

BEISPIEL 3.2.40. In Beispiel bildet der Vektor v; eine Basis des Teilraums V.
BEISPIEL 3.2.41. In Beispiel |3.2.20] bilden die Vektoren vy, vo eine Basis von V.
BEISPIEL 3.2.42. In Beispiel |3.2.21] bildet der Vektor v; eine Basis des Teilraums V.

Der Schliissel zum Dimensionsbegriff ist folgendes Resultat.

SATZ 3.2.43 (Austauschsatz von Steinitz). Sei vy, ...,v, ein Erzeugendensystem eines
Teilraums V von R™ und wy, ..., wy linear unabhdngig in V. Dann gilt
E<r
und nach geeignetem Umnummerieren der Vektoren vy, ..., v, bildet auch
W1y v oy Why Vi1 - oy Uy

ein Erzeugendensystem von V.

BEwEIs. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach k. Fiir k£ = 0 ist die Aussage
trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun k£ > 1 und die Aussage fiir £ — 1 bereits gezeigt.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher £ — 1 < r und, nach geeignetem Umnummerieren
der Vektoren vy, ..., v, bildet

W1, v oy W1, Vky « oy Uy (77)
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ein Erzeugendensystem von V. Daher existieren Skalare \; € R, sodass
W = )\111}1 + - )\k_l’wk_l + )\kvk + -+ )\r’l)r. (78)

Da das System wy, ..., w; linear unabhéngig ist folgt £ < r und mindestens einer der Skalare
Ak, - .., A muss verschieden von 0 sein. Andernfalls erhielten wir die Relation w, = A\w; +
-4 Ap_1wg_1, was der linearen Unabhéngigkeit des Systems wy, . . ., wy widerspréche. Durch
Umnummerieren der Vektoren v; kénnen wir also Ay # 0 erreichen. Aus erhalten wir
daher

Ae Ak
Up = = 3wy — s = A+ wp = g — = 3R
Dies zeigt, dass der Vektor vy im Erzeugniss des Systems
Wiy e ooy Why Vg 1y -+ - Uy (79)
liegt. Mit ist daher auch ein Erzeugendensystem fiir V. U

KOROLLAR 3.2.44. Jeder Teilraum von R"™ besitzt eine Basis. Je zwei Basen eines Teil-
raums bestehen aus gleichvielen Vektoren.

BEWEIS. Sei V ein Teilraum in R™. Wir erinneren uns daran, dass die Einheitsvektoren
€1,...,e, ein Erzeugendensystem von R" bilden, siehe Bemerkung |3.2.39 Fiir jedes linear
unabhéngige System by, . . ., by in R™ haben wir nach Satz[3.2.43|daher die Schranke k& < n. Es
gibt also eine maximale Zahl k mit folgender Eigenschaft: Es existiert ein linear unabhéngiges
System von Vektoren by, ..., b, in V. Jedes solche System muss ein Erzeugendensystem von
V sein. Um dies einzusehen, sei v € V beliebig. Aus der Maximalitit von k folgt, dass das
System v, by, ..., b linear abhéngig ist. Es existieren daher Skalare A, ..., A, die nicht alle
verschwinden und fiir die A\gv + A\1by + A\ibp = 0 gilt. Es muss \g # 0 sein, denn andernfalls
erhielten wir die nicht-triviale Relation A\10;+- - -+ Axbr = 0, was der linearen Unabhéngigkeit
des Systems by, ..., by widerspriache. Somit v = —:\\—ébl — = :\\—’gbk, also v € span(by, ..., bg).
Dies zeigt, dass by, . . ., by ein Erzeugendensystem von V' bildet. Da diese Vektoren auch linear
unabhéngig sind, bilden sie also eine Basis von V. Sind bq,...,b, und ¢y, ..., ¢ zwei Basen
von V, dann folgt aus Satz E<lundl <k, alsok =1. O

DEFINITION 3.2.45 (Dimension). Unter der Dimension eines Teilraums V' von R™ ver-
stehen wir die Anzahl der Vektoren in einer (und dann jeder) Basis von V. Wir notieren die
Dimension von V' mit dim(V').

BEMERKUNG 3.2.46. Da die Standardbasis ey, ..., e, von R" aus genau n Vektoren be-
steht gilt dim(R"™) = n, siehe Bemerkung |3.2.39

BEMERKUNG 3.2.47. Ein Teilraum V von R" ist genau dann O-dimensional wenn das
leere System () ein Erzeugendensystem bildet, d.h. wenn V' = {0} gilt. Der Nullvektor bildet
keine Basis von V' = {0}.

BEMERKUNG 3.2.48. Ist 0 # v € R™, dann bildet span(v) einen 1-dimensionalen Teilraum
von R". Umgekehrt ist jeder 1-dimensionale Teilraum in R™ von dieser Form.

BEMERKUNG 3.2.49. Sind vy, v linear unabhéngig in R"™, dann bildet span(vy, v2) einen
2-dimensionalen Teilraum von R"™. Umgekehrt ist jeder 2-dimensionale Teilraum in R"™ von
dieser Form.

KOROLLAR 3.2.50. Flir jeden k-dimensionalen Teilraum V von R™ gilt:
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(a) Jedes linear unabhdingige System in V' besteht aus hiochstens k Vektoren. Sind vy, . .., vy
linear unabhdngig in V', dann bilden diese Vektoren schon eine Basis von V.

(b) Jedes Erzeugendensystem von V' besteht aus mindestens k Vektoren. Ist vq,..., vy ein
Erzeugendensystem von V', dann bilden diese Vektoren schon eine Basis von V.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine Basis by, ..., b, von V. Insbesodnere bilden
diese Vektoren ein Erzeugendensystem von V. Sind vy, ..., v; linear unabhéngig in V', dann
folgt aus Satz daher [ < k. Ist [ = k, dann folgt aus Satz [3.2.43] auch, dass vy, ..., vy
ein Erzeugendensystem, und daher eine Basis, von V bilden. Dies zeigt (a).

Um (b) einzusehen, verwende wir die lineare Unabhéngigkeit von by, ..., b;. Bilden die
Vektoren vy, ...,v; ein Erzeugendensystem von V', dann folgt aus Satz k < 1. Sei
nun k£ = [ und vq,...,v; ein Erzeugendensystem von V. Es geniigt zu zeigen, dass diese
Vektoren auch linear unabhéngig sind. Um dies einzusehen, nehmen wir indirekt an, das
System vy, ..., v, wire linear abhéingig. Es gilt daher A\jvy+- - -+ A\gvp = 0 fiir gewisse Skalare
Ai, die nicht alle verschwinden. O.B.d.A. sei \; # 0. Somit v, = —3\\—;1)1 — = )‘f\;lvk_l,
also liegt v, im Erzeugnis der Vektoren vy, ..., vi_1. Wir sehen daher, dass auch vy, ..., v5_;
ein Erzeugendensystem von V' bildet. Da jedes Erzeugendensystem von V' aus mindestens
k Vektoren bestehen muss, erhalten wir einen Widerspruch. Somit miissen vy, ..., vy linear
unabhéngig sein. 0

KOROLLAR 3.2.51. Sind W und V' zwei Teilrdume in R™ und W CV dann gilt
dim(W) < dim(V).
Ist dariber hinaus dim(W) = dim(V'), dann folgt schon W = V.

BeEWEIS. Sei l = dim(W) und by, ..., eine Basis von W. Da diese Vektoren auch in V
linear unabhéngig sind, erhalten wir I < dim(V') aus Korollar[3.2.50|(a). Gilt / = dim(V') dann
folgt aus Korollar (a), dass by, ..., b; eine Basis von V bilden. Insbesondere spannen
diese Vektoren ganz V' auf und wir erhalten V' = span(by,...,b) = W. O

BEISPIEL 3.2.52 (Teilriume von R?). Da dim(R?) = 2 kann die Dimension eines Teil-
raums von R? nur die Werte 0, 1 oder 2 annehmen, siche Korollar [3.2.51] Nach Bemer-
kung ist {0} der einzige O-dimensionale Teilraum von R?. Nach Korollar 3.2.51ist R?
der einzige 2-dimensionale Teilraum von R?. Nach Bemerkungsind die 1-dimensionalen
Teilriume von R? genau die Teilriume der Form span(v) mit 0 # v € R?. Wir sehen daher,
dass jeder Teilraum V in R? von der Form

V ={0}, V =span(v) oder V =R?

ist, wobei 0 # v € R2.

BEISPIEL 3.2.53 (Teilriume von R?). Da dim(R?) = 3 kann die Dimension eines Teil-
raums von R3 nur die Werte 0, 1, 2 oder 3 annehmen, siche Korollar [3.2.51, Wie zuvor, siche
auch Bemerkung [3.2.49] folgt, dass jeder Teilraum V in R? von der Form

V ={0}, V =span(v), V =span(v;,v5), oder V =R?

ist, wobei 0 # v € R? und vy, v, linear unabhingig in R3 sind. Die nicht-trivialen Félle
entsprechen also genau den Geraden bzw. Ebenen durch den Koordinatenursprung.

SaTz 3.2.54 (Dimensionsformel). Fir jede lineare Abbildung ¢: R™ — R™ gilt

dim ker(¢) + dim img(yp) = n.
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BEWEIS. Sei by, ..., by eine Basis von ker(y). Da diese Vektoren linear unabhéngig in R™
sind, lassen sie sich nach Satz (etwa durch geeignete Einheitsvektoren) zu einer Basis
von R™ ergénzen, d.h. es existieren Vektoren by, 1,...,b, in R" sodass by,...,b, eine Basis
von R™ bildet. Es geniigt zu zeigen, dass ¢(bgs1),--.,®(b,) eine Basis von img(y) bildet,
denn dann folgt dimimg(y) =n — k =n — dimker(p).

Da die Vektoren by,...,b, ein Erzeugendensystem von R"™ bilden, kann jeder Vektor
v € R™in der Form v = A\b; + - - - + A\,,b,, geschrieben werden. Mit der Linearitédt von ¢ folgt

o) = A1) + -+ Xp(bn) = Ar10(brs1) + -+ + Anp(bn),

denn ¢(by) = --- = @(by) = 0, da die Vektoren by, ..., b, in ker(p) liegen. Dies zeigt, dass
©(bks1), - - -, p(by) ein Erzeugendensystem von img(p) bilden.
Um auch die lineare Unabhéangigkeit von ¢(bg11), - . ., ¢(b,) zu zeigen, seien A\giq, ..., A\, €

R so, dass Agy19(bgs1) + -+ - + Anp(bn) = 0. Mit der Linearitét von ¢ erhalten wir
90(/\k+1bk+1 + -+ )\nbn) - /\k—ﬁ-l@(bk—&-l) + -+ /\ngo(bn) - 07

also liegt Agi1bky1 + -+ + Apb, im Kern von ¢. Da by, ..., b, ein Erzeugendensystem des
Kerns bildet, existieren Aq,..., \; mit

Aet1bk1 + oo+ Anby = Aiby + -+ + Ay
Da die Vektoren by,...,b, linear unabhéngig sind, muss \;y = --- = A, = 0 gelten. Dies
zeigt, dass @(bgy1), - - -, @(b,) linear unabhéngig sind. O

KOROLLAR 3.2.55. Fiir jede lineare Abbildung ¢: R" — R™ gilt
n—m < dimker(¢) <n und dim img(¢) < min{n, m}.

BeEWwEIs. Da img(p) einen Teilraum von R™ bildet, ist dimimg(¢) < m, siehe Korol-
lar [3.2.51] Mit Satz erhalten wir daraus auch dimker(¢) = n — dimimg(y) > n —m.
Da ker(¢) einen Teilraum von R™ ist, gilt auch dimker(¢) < n. Da dimker(¢) > 0, erhalten
wir aus Satz auch dimimg(p) =n — dimker(p) <n —0=n. O

KOROLLAR 3.2.56. Ist : R" — R™ eine invertierbare (d.h. bijektive) lineare Abbildung,
dann muss n = m gelten.

BEWEIS. Da ¢ surjektiv ist, gilt img(¢) = R™, also dimimg(y¢) = m. Da ¢ injektiv ist,
gilt ker(p) = {0}, also dimker(p) = 0, siche Lemma |3.2.7, Mit der Dimensionsformel in
Satz [3.2.54] erhalten wir n = dim ker(¢) + dimimg(¢) = 0+ m = m. [ O

KOROLLAR 3.2.57. Fir eine lineare Abbildung p: R" — R™ sind dquivalent:
(a) @ ist invertierbar (bijektiv).
(b) ¢ ist surjektiv.
(c) ¢ ist injektiv.

Beweis. Die Implikationen (a)=-(b) und (a)=-(c) sind trivial.

Um die Implikation (b)=-(a) zu zeigen, sei ¢ surjektiv. Dann gilt img(p) = R™, also
dim img () = n und daher dimker(p) = n—n = 0 nach der Dimensionsformel in Satz[3.2.54]
Mit Bemerkung folgt ker(¢) = {0}, also ist ¢ nach Lemma injektiv.

20Alternativ kann dieses Korollar durch Spezialisierung des Beweises von Satz [3.2.54] gezeigt werden:
Jede invertierbare lineare Abbildung bildet Basen auf Basen ab.
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Um die Implikation (c)=-(a) zu zeigen, sei ¢ injektiv. Dann gilt ker(¢) = {0} nach Lem-
ma|3.2.7, also dim ker(¢) = 0 und daher dimimg(¢) = n —0 = n nach der Dimensionsformel
in Satz [3.2.54] Mit Korollar [3.2.51| folgt img(¢) = R", also ist ¢ surjektiv. 0

DEFINITION 3.2.58 (Rang einer Matrix). Unter dem Rang einer Matrix A € R™*" ver-
stehen wir die Zahl
rank(A) := dimimg(A) = dimimg(p,),

d.h. die Dimension des von den Spalten aufgespannten Teilraums in R™.
BEMERKUNG 3.2.59. Nach Satz gilt dimker(A) = n — rank(A).
BEMERKUNG 3.2.60. Fiir jede Matrix A € R™*" gilt

n—m < dimker(4) <n und rank(A) < min{n,m}.

Dies folgt aus Korollar [3.2.55]

BEISPIEL 3.2.61. Ein homogenes System aus 5 linearen Gleichungen in sieben Varia-
blen besitzt stets einen Losungsraum, der mindestens 2-dimensional ist. Dies folgt aus der
vorangehenden Bemerkung |3.2.60, denn 7 — 5 = 2, siehe auch Bemerkung |3.2.6,

KOROLLAR 3.2.62. Fiir jede Matriz A € R™ " gilt:

(a) Die Spalten von A sind genau dann linear unabhingig in R™ wenn rank(A) = n.
(b) Die Spalten von A bilden genau dann ein Erzeugendensystem von R™ wenn rank(A) = m.
(¢) Die Spalten von A bilden genau dann eine Basis von R™ wenn rank(A) = n =m gilt.

BeEwEIs. Die Spalten von A sind genau dann linear unabhéngig, wenn ker(A) = {0}
gilt, siche Bemerkung Nach Bemerkung [3.2.47] ist dies genau dann der Fall, wenn
dimker(A) = 0 gilt. Wegen der Dimensionsformel in Satz ist dies zu dimimg(A) =n
dquivalent. Da rank(A) = dimimg(A) folgt (a).

Die Spalten von A bilden genau dann ein Erzeugendensystem von R, wenn img(A4) = R™
gilt. Nach Korollar ist dies genau dann der Fall, wenn dimimg(A) = m gilt. Da
rank(A) = dimimg(A) folgt (b).

Die Aussage in (c) folgt sofort aus (a) und (b). O

BEMERKUNG 3.2.63 (Invertierbare Matrizen). Nach Korollar|3.2.56/ kann eine Matrix nur
dann invertierbar sein, wenn sie quadratisch ist, vgl. Bemerkung|3.1.30] Fiir eine quadratische
Matrix A € R™" sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.

(b) rank(A) = n.

(c) Die Spalten von A bilden eine Basis von R".

(d) Die Spalten von A bilden ein Erzeugendensystem von R”.
(e) Die Spalten von A sind linear unabhéngig.

Die Aquivalenz (b)<(c)<(d)<(e) folgt aus Korollar [3.2.62, Die Aquivalenz (a)<(c) aus
Bemerkung [3.1.30| und Proposition [3.2.36]

BEMERKUNG 3.2.64. Zwei Vektoren und (c) bilden genau dann eine Basis von

a
b d
R?2, wenn ad — be # 0, vgl. Bemerkung [3.1.31
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BEMERKUNG 3.2.65 (Hyperebenen). Ist ¢: R" — R eine nicht-triviale lineare Abbil-
dung, dann muss dimimg(p) = 1 gelten und die Dimensionsformel in Satz [3.2.54] liefert
dimker(p) = n — 1. Eine nicht-triviale lineare homogene Gleichung in n Variablen besitzt
daher stets einen (n — 1)-dimensionalen Losungsraum. Solche Teilriume werden als Hyper-
ebenen bezeichnet.

x
BEISPIEL 3.2.66. Da der Teilraum V := y| €R3:22+ 3y +42=0p durch eine
z
nicht-triviale lineare Gleichung in drei Variablen beschrieben wird, gilt dim(V) =3 -1 = 2.
3 4
Offensichtlich sind v; = | =2 | und vy, = 0 | zwei linear unabhéngige Vektoren in

0 -2

(a) bilden sie daher eine Basis von V. Es ist daher ¢: R* — V,

, eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung von V.

2 3456
9 8 76 5

stem von R? bilden gilt rank(A) = 2. Fiir die Dimension des Lésungsraums

BEISPIEL 3.2.67. Da die Spalten der Matrix A = ( ) ein Erzeugendensy-

xy
T2
221 + 3x9 + 4wz + 524 + 625 = 0
_ _ 5| 221 2 3 4 >
L =ker(A) = §3 €R 9x1 + 8%z + Tx3 + 6xy + 525 = 0
4
Ts

erhalten wir dim(L) = 5 — rank(A) = 5 — 2 = 3, siche Bemerkung |3.2.59

3.3. Elimination. Wir betrachten ein homogenes System von m linearen Gleichungen

in n Variablen x4, ..., z, mit Koeffizienten a;; € R:
apry + -+ apr, = 0
A1 T1 + -+ + Gy, = 0
Aus Bemerkung wissen wir, dass der Losungsraum,
T1 anry + - +apr, = 0
L= e R" ’
Tn, 11+ ATy = 0

einen Teilraum von R"™ bildet. Wir wollen nun einen Algorithmus beschreiben, der es erlaubt
die Dimension und eine Basis von L zu bestimmen, und so eine Beschreibung von L durch
eine Parameterdarstellung zu erhalten.

Wir fassen die Koeffizienten des Gleichungssystems zu einer (m x n)-Matrix zusammen,

@11 - Qip
A= : I (80)

m1 - Gmp
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Damit lésst sich das Gleichungssystem kompakter in der Form
Ax =0
schreiben, z € R™. Fiir den Losungsraum erhalten wir
L={xeR": Ax =0} = ker(A).

DEFINITION 3.3.1 (Elementare Zeilenumformungen). Unter einer elementaren Zeilenum-
formung verstehen wir jede der folgenden Operationen mit Matrizen:

(a) Vertauschen zweier Zeilen.
(b) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar ungleich Null.
(c¢) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

LEMMA 3.3.2. Kern und Rang einer Matrixz bleiben bei elementaren Zeilenumformungen
unverdndert.

BEWEIS. Der Kern einer Matrix A € R™*" besteht aus allen Vektoren z € R”, deren
Komponenten das homogene lineare System

anry+--+apr, = 0

Am1T1 + -+ GppTy = 0

l6sen, wobei wir die Eintragungen von A, wie zuvor, mit a;; bezeichnen, siehe . Ele-
mentare Zeilenumformungen von A entsprechen Aquivalenzumformungen des Gleichungssy-
stems und lassen den Losungsraum daher unverdndert. Aus der Dimensionsformel in Bemer-

kung [3.2.59 folgt, dass auch der Rang gleich bleibt. 0

Durch geschicktes Anwenden elementarer Zeilenumformungen kann die Koeffizientenma-
trix eines Gleichungssystems so weit vereinfacht werden, dass eine Basis ihres Kerns abgelesen
werden kann. Wir wollen dies zunéchst an einem Beispiel erlautern und anschlieend den
allgemeinen Algorithmus formuliere.

BEISPIEL 3.3.3. Wir betrachten folgendes homogenes System von vier linearen Gleichun-
gen in vier Variablen

2[L‘1 +4{L‘2 +6I’3 +8ZE4 = O

2[[’1 +7$2 —|—15l’3 —|—14I4 =0

—2331 —2.232 —|—25L‘3 = 0

—3xry —2x9 +6x3 +2x4 = 0

(81)

und bezeichnen den Losungsraum aller Vektoren x € R*, deren Komponenten diesem Glei-
chungssystem geniigen, mit L. Wir wollen die Dimension und eine Basis von L bestimmen
und damit L durch eine Parameterdarstellung beschreiben. Wir fassen die Koeffizienten des
Gleichugssystems zu einer Matrix zusammen,

2 4 6 8

2 7 15 14
A= -2 -2 2 0|

-3 -2 6 2
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und erhalten L = {x € R*: Az = 0}. Durch Anwenden elementarer Zeilenumformungen auf
A erhalten wir:

2 4 6 8 12 3 4 123 4

2 7 15 14 039 6|_|0132

2 2 2 0 02 8 8 00 2 4

3 -2 6 2 04 15 14 0036
123 4 120 -2 100 6
01 3 2 010 —4 010 —4
“1oo12!7loo1 2|7 oo1 2
0000 000 O 000 0

Nach Lemma hat das Gleichungssystem denselben Losungsraum wie:

T +6l’4 = 0
i) —4.1’4 = 0
ZIs3 +2JI4 =0

Damit l&sst sich sofort die allgemeine Losung angeben. Wir kénnen x4 beliebig wahlen, aus
der dritten Gleichung erhalten wir dann x3 = —2x4, und mit der zweiten Gleichung x, = 414
und mit der ersten Gleichung z; = —6x4. Die allgemein Losung von hat daher die Form

—61’4 —6
4$4 . 4
—or, |~ | -2
Ty 1

wobei x4 € R beliebig ist. Der Losungsraum L des Systems ist daher 1-dimensional und

-6 —6
der Vektor _42 bildet eine Basis. Somit ist ¢: R — L, ¢(t) :=t _42 , eine Bijektion,
1 1

d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums.

DEFINITION 3.3.4 (Zeilenstufenform). Eine Matrix hat Zeilenstufenform wenn sie die
Gestalt

0---0 ayy *---%x x * *

0---0 0 0---0 A, ¥+ % * *

0--«0 0 0---0 0 0---0 agy, --- 0

0---0 0 0---0 0 0---0 0 ar_1j, X% Ak
0---0 0 0---0 0 0---0 0 0 0---0 ag,, *--*
---0 0 0---0 O O0---0 O 0 0---0 0 0---0
o---0 0O 0---0 O O0---0 O 0 0---0 0 0---0
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hat, wobei 1 < j; < jo < --- < jr <n,a;;, #0ftri =1,...,k, und * beliebige Eintragungen
bezeichnen. Eine Matrix hat reduzierte Zeilenstufenform, wenn sie folgende Gestalt hat:

0---0 0 0---0 O 0---0 O 1 %---%x 0 %
0---0 0 0---0 O 0---0 O 0 0---0 1 %---%
0---0 0 0---0 O O0---0 O 0 0---0 0 0---0

BEISPIEL 3.3.5. Folgende Matrizen haben reduzierte Zeilenstufenform:

1 0 0 % % =% 01 0 0 % = 1 0 x 0 % =*
01 0 % *x = 0 01 0 % = 01 = 0 % =x
0 01 % % x 0 00 1 % =% 00 0 1 % x
00 0O0O0O® O 0 00O O0O0U O 00 0O0O0O0
1 00
1 00 00100 010
00010
010 0 01
00001
0 01 00000 0 0O
0 0O

Dabei bezeichnen * wieder beliebige Eintragngen.

SATz 3.3.6 (Elimination). Jede Matrix A € R™ ™ kann durch endlich viele elementare
Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform A € R™" gebracht werden. Sind dabei
1 < g1 <jo <+ <Jr <n wie in Definition[3.3.4] dann gilt:

(a) rank(A) = dimimg(A) = k und dimker(A) =n — k.

(b) Die ersten k Zeilen der Zeilenstufenform A liefern ein minimales Gleichungssystem fiir
ker(A).

(c) Dz'e( Szyalten von A mit den Nummern ji, ..., ji bilden eine Basis von img(A).

(d) Ist die Zeilenstufenform A reduziert, so bilden die Vektoren

ej_ZAljejH jE{l,...,n}\{jla"'7jk}a
=1

eine Basis von ker(A).

BEwEIS. Wir bringen die Matrix A spaltenweise von links nach rechts auf reduzierte
Zeilenstufenform. Induktiv nehmen wir an, die ersten ¢ — 1 Spalten von A haben bereits
reduzierte Zeilenstufenform, wobei ¢ — 1 < n. Bezeichne p — 1 die Anzahl der nicht-trivialen
Zeilen der ersten ¢ — 1 Spalten von A. Ist p—1 = m, dann hat A reduzierte Zeilenstufenform.
O.B.d.A. sei daher p—1 < m. Somit A,; =--- = A, ,1 = 0. Sind die Elemente A, ,, ..., A,
alle Null, dann sind auch die ersten ¢ Spalten von A in reduzierter Zeilenstufenform, und der

Induktionsschritt erledigt. O.B.d.A. sei also einer der Eintrége A, ,, ..., A,,, verschieden
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von Null. Durch Vertauschen zweier Zeilen konnen wir weiters A,, # 0 erreichen. Durch
Multiplikation der p-ten Zeile mit 1/A, ,, diirfen wir weiters annehmen, dass A, , = 1. Durch
Addition geeigneter Vielfacher der p-ten Zeile zu den restlichen Zeilen kénnen wir schliefSlich
auch A; , = 0, fiir alle ¢ # p erreichen. Beachte, dass die verwendeten Zeilenumformungen die
ersten ¢ — 1 Spalten von A unverdndert lassen. Wir erhalten also eine Matrix, deren ersten
q Spalten in reduzierter Zeilenstufenform vorliegen. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt,
also lasst sich A durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstufenform A
bringen.

Im Fall A = A lassen sich die Aussagen (a)), (]EI) und @) aufgrund der einfachen Zeilen-
stufenform sofort ablesen. Nach Lemma gilt ker(A) = ker(A) und rank(A) = rank(A),
also bleiben diese Aussagen auch fiir A richtig. Um einzusehen, betrachten wir die Ma-
trix B, die wir aus A erhalten, indem wir alle Spalten bis auf die mit Nummern ji, ..., ji
streichen. Wenden wir die selben Zeilenumformungen, die uns von A zu A gefiihrt haben,
auf B an, so erhalten wir eine Matrix B, deren Spalten gerade die Spalten von A mit Num-

mern ji, ..., ji sind. Die Matrix B hat daher Zeilenstufenform mit & nicht-trivialen Zeilen,
es gilt somit ker(B) = {0}. Mit Lemma folgt ker(B) = {0}, also sind die Spalten von
B linear unabhéngig. Folglich sind auch die Spalten von A mit Nummern ji, ..., j; linear

unabhéngig in img(A). Da dimimg(A) = k, bilden diese Spalten eine Basis von img(A),

siehe Korollar 3.2.50@. [l

BEISPIEL 3.3.7. Es bezeichne L C R® den Losungsraum des Systems:

4$1 —|—4£B2 —|—4ZL‘3 —|—12{L’4 —|—12$5 = 0
2z, +4xs +6x4 +10x5 = 0 (82)
3ry +2x9 +4x3 +9r4 +T7x5 = 0

Wir wollen nun:

(1) dim(L) und eine Basis von L bestimmen.
(2) Ein minimales Gleichungssystem fiir L angeben.

Wir fassen die Koeffizienten des Gleichungssytems zu einer Matrix zusammen,

4 4 4 12 12
A=12 4 0 6 10
32 4 9 7

Es gilt daher L = ker(A). Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A auf reduzierte
Zeilenstufenform:

4 4 4 12 12 1 1 1 3 3
240 6 10]~10 2 =20 4
324 9 7 0 -1 1 0 -2

11 1 3 3 10 2 31

~l01 -10 2]~]|01 -1 0 2

00 0 00O 00 0 00
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Nach Satz [3.3.6(a)) gilt dim(L) =5 — 2 = 3. Nach Satz [3.3.6](d) bilden die Vektoren

—2 -3 —1
1 0 —2
b= 11, =] 0|, =] 0
0 1 0
0 0 1

eine Basis von L. Insbesondere ist

—2 -3 —1 —251 — 352 — S3
51 1 0 —2 s1 — 283
(bi R3—>L, ¢ Sog | =81 1 + S9 0 + S3 0 = S1 s
S3 0 1 0 S9
0 0 1 S3

eine (lineare) Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung fiir L. Nach Satz [3.3.6|(b]) erhalten
wir aus den nicht-trivialen Zeilen der reduzierten Zeilstufenform folgendes minimale Glei-
chungssystem fiir L:

T +2563 +3234 +r5 = 0
i) —x3 +2$5 =0

BEISPIEL 3.3.8. Es bezeichne L C R3 den Losungsraum des Systems:

4{L‘1 +8$2 —|—81’3 =0

20y +4ry 4315 = 0 (83)

Wir wollen eine Basis des Losungsraums bestimmen. Wir fassen die Koeffizienten des Glei-
chungssytems zu einer Matrix zusammen,

488
A= (2 4 3)'

Es gilt daher L = ker(A). Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A auf reduzierte
Zeilenstufenform:

488W122 W122W120
2 4 3 0 0 -1 0 01 0 01

Nach Satz [3.3.6{(a) gilt dim(L) = 3 — 2 = 1. Nach Satz [3.3.6](d) bildet der Vektor

-2
by = 1
0
eine Basis von L. Insbesondere ist
-2 —2s
¢:R— L, os)=s| 1 |=1{ s |,
0 0

eine (lineare) Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung fiir L.
126



BEISPIEL 3.3.9. Es bezeichne L C R3 den Losungsraum des Systems:

+2x9 +T7x3 = 0
31’1 +6[E2 +111]3 =
I +2ZL‘2 +4I’3 = 0

e}

(84)

Wir wollen eine Basis von L bestimmen. Wir fassen die Koeffizienten des Gleichungssytems
zu einer Matrix zusammen,

02 7
A=13 6 11
1 2 4

Es gilt daher L = ker(A). Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilen-
stufenform:

02 7 1 2 4 1 2 4 1 2 4
36 11|~ |36 11| ~|00 —-1]~10 2 7
1 2 4 02 7 02 7 0 0 -1

Nach Satz [3.3.6{(a) gilt dim(L) =3 —3 =0, d.h. L = {0} und 0 ist eine Basis von L.

BEISPIEL 3.3.10. Es bezeichne L C R® den Losungsraum des Systems:

T +2£L‘2 +x3 +4.CL'4 —|—11£C5 =
2x1 +4re +4x3 +14ry +30z5
3%’1 +6LL’2 +3l’3 +12.I4 +34$5
2:L'1 +4l’2 +6l’3 —|—20.T4 +41x5 =

T +2£L’2 —x3 —2.174 +7[E5 ==

I
coocoo
—

0
&

N—

Wir wollen nun:

(1) dim(L) und eine Basis von L bestimmen.
(2) Ein minimales Gleichungssystem fiir L angeben.

Wir fassen die Koeffizienten des Gleichungssytems zu einer Matrix zusammen,

12 1 4 11
2 4 4 14 30
A=13 6 3 12 34
2 4 6 20 41
12 -1 -2 7
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Es gilt daher L = ker(A). Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A auf reduzierte
Zeilenstufenform:

12 1 4 11 12 1 4 11
2 4 4 14 30 00 2 6 8
36 3 12 34| ~100 0 0 1
2 4 6 20 41 00 4 12 19
12 -1 -2 7 00 -2 -6 —4
121 4 11 121 4 11 121 4 11
0026 8 00 26 8 001 3 4
~10000 1|~]00O0O0T1}~]000O00O01
000O0 3 0000 0 0000 O
0000 4 0000 O 000O0 O
1 2140 12010
00130 00130
~10 000 1]~]000 01
00 00O 000O0O
00 00O 000O0O
Nach Satz [3.3.6{(a) gilt dim(L) =5 — 3 = 2. Nach Satz [3.3.6](d) bilden die Vektoren
-2 -1
1 0
bp=1 01, b=|-3
0 1
0 0
eine Basis von L. Insbesondere ist
-2 -1 —2s —1t
1 0 S
¢:R? - L, ¢(‘z)=s 0 |+¢t]|-3]= -3t |,
0 1 t
0 0 0

eine (lineare) Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung fiir L. Nach Satz [3.3.6|(b]) erhalten
wir aus den nicht-trivialen Zeilen der reduzierten Zeilstufenform folgendes minimale Glei-
chungssystem fiir L:

Tt +2$2 +x4 =0
Zs3 +3ZE4 = 0
s = 0

BEISPIEL 3.3.11. Wir wollen den Rang der Matrix

00 3 7

1 5 8 10

2 12 22 29

3 13 21 32
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bestimmen. Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir:

0 0 3 7 1 5 8 10 1 5 &8 10
1 5 8 10 0o 0 3 7 0o 0 3 7
2 12 22 29 2 12 22 29 7o 2 6 9
3 13 21 32 3 13 21 32 0 -2 -3 2
1 5 8 10 1 5 8 10 1 5 8 10
W0269«/9()269W0269
o 0 3 7 003 7 003 7
0 -2 -3 2 0 0 3 11 000 4

Nach Satz gilt daher rank(A) = 4. Die Matrix A ist daher invertierbar, ihre Spalten
bilden eine Basis von R*, siche Bemerkung [3.2.63}

BEISPIEL 3.3.12. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

2 4 > 6 7
V1 = —2 , Uy = —1 , Us = 3 , Uy = 3 s Vs = —6
4 11 18 21 19

ein Erzeugendensystem von R? sind, und drei dieser Vektoren bestimmen, die eine Basis von
R3 bilden. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen:

2 4 5 6 7

A=|-2 -1 3 3 -6
4 11 18 21 19

Mittels Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilenstufenform:

2 4 5 6 7 24567 2 456 7
-2 -1 3 3 -6|~1038 9 1]~(03 891
4 11 18 21 19 03 8 95 0000 4

Nach Satz [3.3.6{fa)) gilt daher rank(A) = 3. Nach Satz bilden die Vektoren vy, vy, vs
eine Basis von R?, siehe Korollar [3.2.62|(b). Insbesondere bilden die Vektoren vy, ..., vs ein
Erzeugendensystem von R3. Beachte, dass etwa v, v, v3 keine Basis von R? bilden.

BEISPIEL 3.3.13. Betrachte den Teilraum W = span(vy, v, vs,v4,v5) C R?, der von den
Vektoren

1 2 1 4 11
2 4 4 14 30
V1 = 3 , Vg = 6 , Us = 3 , Ugq = 12 s Vs = 34
2 4 6 20 41
1 2 -1 —2 7
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aufgespannt wird. Wir wollen eine Basis von W bestimmen, die aus gewissen der Vektoren

v; besteht. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen,

OO O

11

12 1 4 11
2 4 4 14 30
A=13 6 3 12 34
2 4 6 20 41
12 -1 -2 7
Es gilt daher W = img(A). Durch elementare Zeilnumformungen bringen wir A auf Zeilen-
stufenform:
12 1 4 11 12 1 4 11
2 4 4 14 30 00 2 6 8
36 3 12 34|~]00 0 0 1
2 4 6 20 41 00 4 12 19
12 -1 -2 7 00 -2 —6 —4
121 4 11 1
00 26 8 0
~10 000 1|~1]0
0000 3 0
0000 4 0

OO o N

OO OO

8
1
0
0

Nach Satz [3.3.6{fa)) gilt daher dim(W) = 3. Nach Satz bilden die Vektoren vy, v, vs

eine Basis von W. Beachte, dass etwa vy, v9, v5 keine Basis von W bildet.

BEISPIEL 3.3.14. Wir wollen entscheiden, ob die Vektoren

7 7 7
3 8 8
U = ) ) Vo = -1 ) U3 = 1
1 -1 2

linear unabhéingig sind. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen,

T 7
3 8 8
A= 2 -1 1
1 -1 2

Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilenstufenform:

7T 7 7 1 1 1 111 111
3 8 8 0 5 5 01 1 01 1
2 -1 1710 =3 =1 7 (oo 2] 7 |oo1
1 —1 2 0 -2 1 00 3 000

Nach Satz gilt daher rank(A) = 3. Somit sind vy, ve, v3 linear unabhéngig, siche

Korollar [3.2.62{ a)
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BEISPIEL 3.3.15. Wir wollen entscheiden, ob die Vektoren

1 3 4
2 6 8
U1 = 3 y Vg = 9 s V3 = 12
2 5 7
4 10 14
linear unabhéngig sind. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen,
1 3 4
2 6 8
A=13 9 12
2 5 7
4 10 14
Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilenstufenform:
1 3 4 1 3 4 1 3 4 1 3 4
2 6 8 0 O 0 0 -1 -1 011
3 9 121 ~10 0 0 ~ 10 0 0 ~ 10 0 O
2 5 7 0 -1 -1 0 0 0 0 0O
4 10 14 0 -2 -2 0 —2 -2 0 0O

Nach Satz [3.3.6(f) gilt daher rank(A) = 2. Somit sind vy, vg, v3 nicht linear unabhéngig,
siche Korollar [3.2.62(a).

BEISPIEL 3.3.16. Wir wollen entscheiden, ob die Vektoren

7 1 2
U1 = 14 5 Vo = 7 y V3 = 5)
—7 9 3
eine Basis von R? bilden. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen,
71 2
A=114 7 5
-7 9 3
Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilenstufenform:
7 1 2 7T 1 2 71 2
14 7 5 ~[0 5 1] ~10 51
-7 9 3 0 10 5 00 3

Nach Satz [3.3.6{fa) gilt daher rank(A) = 3. Somit bilden vy, vs, v3 eine Basis von R?, siehe
Korollar [3.2.62(c).

BEIspIEL 3.3.17. Wir wollen entscheiden, ob die Vektoren

2 1 2 1

4 5) 5) 1

U = 6 ) Vg = 9 ) U3 = 13 ) U3 = 2
—10 4 3 —6
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eine Basis von R* bilden. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen,

2 1 2 1
4 5 5 1
A=16 9 13 2
~10 4 3 —6

Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilenstufenform:

2 1 2 1 21 2 1 21 2 1 21 2 1
4 5 5 1 03 1 -1 03 1 -1 03 1 —1
6 913 2|7 lo6 7 -1 7 loo 5 1|7 loo05 1

10 4 3 —6 09 13 —1 00 10 2 000 O

Nach Satz @ gilt daher rank(A) = 3. Somit bilden vy, vy, v3, v, keine Basis von R*,
siche Korollar [3.2.62c).

BEISPIEL 3.3.18. Wir wollen zunédchst den Rang der Matrix

oo 0 o o0 0 4 5
oo 2 3 4 1 3 4
A— o0 2 3 4 4 7 5
00 4 6 & 2 14 18
00 6 9 12 9 17 14
00 -2 -3 -4 -4 -3 0

bestimmen. Durch Vertauschen der ersten und dritten Zeile erhalten wir:
00 2 3 4 1 3 4

oo 0o o o0 0 4 5
o0 2 3 4 4 7 5
00 4 6 & 2 14 18
00 6 9 12 9 17 14
00 -2 -3 -4 —4 -3 0
Durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zu den anderen Zeilen:
00234 1 3 4
00 00O O 4 5
00 0O0O0 3 41
00 00O O 8 10
00 00O 6 8 2
00 00O0 -320 4
Vertauschen der zweiten und dritten Zeile liefert:
00234 1 3 4
00 0O0O0 3 4 1
00 00O O 4 5
00 00O O 8 10
00 00O0 6 &8 2
00 00O0-30 4

—_
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Durch Addition geeigneter Vielfacher der zweiten Zeile zu den letzten beiden Zeilen erhalten

WII':

0023413 4
0000034 1
000O0O0O0A4 5
000O0O0O0 S8 10
000O0O0O0O0OO0
000O0O0O0A4 5

Durch Addition geeigneter Vielfacher der dritten Zeile zur vierten und sechsten Zeile erhalten

wir schliefllich eine Matrix in Zeilenstufenform:

00234134
000003471
000O0O0O0M4S5
000O0O0O0OO0®O
000O0O0OO0OO0® O
000O0O0O0O0® O

Nach Satz [3.3.6(fa) gilt daher rank(A) = 3. Aus dieser Rechnung lisst sich noch viel mehr

iiber A sagen. Nach Satz [3.3.6[b) bildet

2%3 +3.T4 +4l’5 +Zg +33§'7 —|—4ZE8 =0
31’6 +4£L‘7 +rg = 0
4{L‘7 +5ZE8 =0

ein minimales Gleichungssystem fiir den Losungsraum L = {z € R®|Az = 0}, und es

(86)

gilt

dim(L) = 5. Nach Satz bilden die folgenden Spalten von A eine Basis von img(A):

0 0 4
2 1 3
2 4 7
a3 = 4 ’ ag = 2 ) a7 = 14
6 9 17
—2 —4 -3

Bringen wir A durch weitere Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstufenform,

00234134 001 3/221/2 3/2 2
00000341 000 0 0 1 4/3 1/3
00000045 000 0 0 0 1 5/4
00000000 000 0 0 0 0 0
00000000 000 0 0 0 0 0
00000000 000 0 0 0 0 0

001 3/221/20 1/8 001 3/2200 19/24

000 0 0 1 0 —4/3 000 0 010 —4/3

000 0 0 0 1 5/4 000 0 001 5/4

1000 0 0 0 0 0 000 0 000 0

000 0 0 0 0 0 000 0 000 0

000 0 0 0 0 0 000 0 000 0
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dann folgt aus Satz [3.3.6|(d), dass die Vektoren

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 ~3/2 —2 ~19/24
e F R 1 R I ERUTE I B I
0 0 0 0 4/3
0 0 0 0 —5/4
0 0 0 0 1
eine Basis des Losungsraums L = {x € R¥| Az = 0} bilden. Somit ist ¢: R> — L,
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
! 0 0 —3/2 —2 —19/24
[0 52 =5 0 +s 0 +s L +s 0 +s 0
33 1o 2| s ¢ . 5 0
34 0 0 0 0 4/3
b 0 0 0 0 —5/4
0 0 0 0 1

eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung von L. Schlieflich erhalten wir aus der redu-
zierten Zeilenstufenform folgendes minimale Gleichungssystem fiir L, vgl. :

3 19
I3 —|—§£L'4 +2[L’5 +ﬂx8 =0
Tg —%Zl'g = 0
XT7 +%I8 =0

Wir betrachten nun ein inhomogenes System von m linearen Gleichungen in n Variablen:

a11%1 + - + a1y Y1
(87)
Am1T1 + -+ Amndn Ym

Wir wollen, fiir fixe Koeffizienten a;; € R und fixe Konstanten y; € R, den Losungsraum

Ty ATy + -+ ATy = Y1
e R" : )
Am1Z1 + =+ QppTn Ym
beschreiben. Wir fassen die Koeffizienten und Konstanten des Gleichungssystems zu einer
Matrix A € R™*™ und einem Vektor y € R™ zusammen,

L=

Tn

a1l Q1n 1
A= und  y:i= | : (88)

Qm1 Qmn Ym

Damit ldasst sich das Gleichungssystem kompakter in der Form

Arx =y
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schreiben, z € R". Fiir den Losungsraum erhalten wir
L={zxeR": Az =y}.

Ein inhomogenes Gleichungssystem wird i.A. keine Losung besitzen. Ist £ eine (spezielle)
Losung, d.h. A¢ =y, dann haben wir

relsAr=yc Alzr—§) =0 1§ €ker(A) & x € £+ ker(A),

und daher
L=¢+ker(A) ={{+v:veker(4)}.

In diesem Fall erhalten wir den Losungsraum des inhomogenen Systems Az = y daher
durch Verschieben des Losungsraums ker(A) des assoziierten homogenen Systems Ax = 0.
Ist by, ..., by eine Basis von ker(A), dann ist also
S1
¢:Rk_>L> ¢ ::€+31b1+"‘+8kbk,
Sk

eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung von L. Insbesondere gilt
L={&+s1by+ -+ sgbg : s1,...,s, € R}

Um den Losungsraum eines inhomogenes Systems zu beschreiben, geniigt es daher eine
spezielle Losung zu finden und eine Basis des Losungsraums des entsprechenden homogenen
Systems zu bestimmen.

SATZ 3.3.19 (Inhomogene lineare Gleichungssysteme). Sei A € R™*" und y € R™. Das
imhomogene System,

Ar =y (89)
st genau dann l0sbar, wenn
rank(A) = rank(Aly)

gilt. Durch Zeilenumformungen lisst sich die erweiterte Matriz (Aly) auf die Form (Alj)
bringen, wobei A (reduzierte) Zeilenstufenform hat. Sind 1 < j; < jo < -+ < ji < n wie in
Deﬁm’tion so ist also genau dann losbar, wenn Ypi1 = Yry2 = -+ = Y = 0 gilt.
In diesem Fall liefern die ersten k Zeilen von (Alg) ein minimales inhomogenes Gleichungs-
system, das dieselbe Lisungsmenge wie besitzt. Ist dariiber hinaus die Zeilenstufenform
A reduziert, dann bildet

£ =thej + -+ Uke,
eine spezielle Losung von , d.h. es gilt A& = y. Mit Satz (@ erhalten wir aus A

eine Basis by, ..., b, fir den Losungsraum des homogenen Systems Ax = 0. Die allgemeine
Lésung von 1st dann von der Form

r=E§+ 5101+ + Sp_kbpi, $1,-.-5Sn—k € R.
BEWEIS. Bezeichnen A = (aq,...,a,) die Spalten von A, dann gilt
rank(A) = dimspan(ay,...,a,) und rank(Aly) = dimspan(as,...,a,,y).
Die Bedingung rank(A) = rank(A|y) ist daher zu

span(ay, . ..,a,) = span(ay, ..., a,,y)
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dquivalent, siehe Korollar Dies ist wiederum zu y € span(a, ..., a,) dquivalent. Da
span(ay, ...,a,) = img(A), ist dies genau dann der Fall, wenn das System Az = y eine
Losung = € R™ besitzt.

Elementare Zeilenumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix (Al|y) entsprechen
Aquivalenzumformungen des Gleichungssystems . Es gilt daher

Ax =y & Ax =1y,

d.h. die Losungsmenge von Az = y stimmt mit der von Az = gy iiberein. Daraus lassen sich
nun sofort die restlichen Behauptungen ablesen. 0]

BE1spIEL 3.3.20. Wir wollen alle Losungen des linearen Gleichungssystems

T +Z2 +r3 = 3
I +2!E2 —|—4.§L’3 = 2 (90)
T +3$2 +9]33 = -1

bestimmen. Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir die Koeffizientenmatrix auf
reduzierte Zeilenstufenform:

11 113 11 113 11 1] 3
1 2 42 | ~1013-1]~101 3/ -1
1 3 9]—-1 0 2 8 —4 0 0 2|-2
11 11 3 1 1 0] 4 1 0 0] 2
~ 10 1 3—-1|~ [0 10 2 |~ {0102
0 0 1]—-1 0 0 1]—-1 0 0 1]—-1
Das Gleichungssystem besitzt daher die eindeutige Losung
T 2
T2 = 2
T3 -1
BEISPIEL 3.3.21. Wir wollen alle Losungen des linearen Gleichungssystems
T +Z2 +r3 = —2
Ty +2$2 +4JI3 = -3 (91)
T +3I2 +73§'3 = —4

bestimmen. Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir die Koeffizientenmatrix auf
reduzierte Zeilenstufenform:

1 1 1]-2 1 1 1]-2 1 1 1/-2 1 0 —=2/-1
1 2 4-3]~1013-1]~1013-1]~101 3]|-1
1 3 7/—4 0 2 6]-2 0 0 00 00 01]0

Daraus lesen wir eine spezielle Losung & sowie eine Basis b; fiir den Losungsraum des homo-
gene Systems ab, vgl. Satz [3.3.19¢



Die allgemeine Losung des Gleichungssystems ist daher

T —1 2
o |l=1-1|+s|-3], s € R.
I3 0 1

Bezeichnet L den Losungsraum des Systems , dann ist also

—1 2
¢»:R— L, o(s)=|-1]+s|-3].
0 1

eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums. Auch ein minimales Glei-
chungssystem fiir den Losungsraum lésst sich ablesen:

T —2.275 = —1
) —|—3$3 = -1

BEISPIEL 3.3.22. Wir wollen alle Losungen des linearen Gleichungssystems

1 +2x9 +3x3  +brs = 4
—I1 +3.CI?2 +3l‘3 +3$4 = -1 <92)
1 +T7x9 +17x3 +20x4 = 9
25(]1 —X2 —161’3 —17334 = 2
bestimmen. Durch Zeilenumformungen erhalten wir:
1 2 3 4 | 4 1 2 3 4 | 4
-1 3 3 3 |—1 — 0 5 6 703
17 17 2019 0 5 14 161 5
2 -1 =16 —17| 2 0 —5 —22 —25|—-6
1 2 3 4 14 1 2 3 4|4
- 05 6 713 — 05 6 73
0 0 8 9 | 2 0 0 8 9|2
0 0 —16 —18/ -3 0 0 0 0|1
Das Gleichungssystem besitzt daher keine Losung, vgl. Satz (3.3.19}
BEISPIEL 3.3.23. Wir wollen alle Losungen des linearen Gleichungssystems
or1 —dxry +10z3 +10xy, = -5
211 +8x3 +10xy = 12 (93)
2x7  +x9 +10x3 +13z4 = 19
3.%'1 —5$2 +2£C3 = —17
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bestimmen. Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir die Koeffizientenmatrix auf
reduzierte Zeilenstufenform:

5 =5 10 10| =5 1 -1 2 2| -1
2 0 &8 10| 12 0 2 4 6] 14
2 1 10 13| 19 0 3 6 9|21
3 =5 2 0|-17 0 -2 -4 —6|-14
1 -1 2 2|-1 1 0 4 5|6
W01237W01237
0 0 0 0O 0 0 0 00
0 0 0 0O 0 0 0 00

Daraus lesen wir eine spezielle Losung & sowie eine Basis by, by fiir den Losungsraum des
homogene Systems ab, vgl. Satz [3.3.19;

6 —4 -5
7 —2 -3
g - 0 3 bl — 1 ) 62 — 0
0 0 1

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems ist daher

1 6 —4 -5
| (7 9 -3
T3 1o + S1 1 + S9 0 , S1, 82 € R.
Ty 0 0 1

Bezeichnet L den Losungsraum des Systems , dann ist also

6 —4 -5
2 s1y |7 —2 -3
qb]R —)L, ¢( )— 0 + 51 1 + S9 0 s
0

eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums. Auch ein minimales Glei-
chungssystem fiir den Losungsraum lésst sich ablesen:

I —|—43L’3 +5I4 = 6
) —|—2[I)3 —|—3£L‘4 = 7

BEISPIEL 3.3.24. Wir wollen alle Losungen des Gleichungssystems

T +x9 +6$3 +4£B4 +3{L’6 = 5

r1 45y +10xy —4dzy —4xs —Tg = 9 (94)
2x17 +2x9 +12x3 +8xy +2x5 +122 = 12
—3x17 —3xy —18x3 —12x4 —+3x; = —12
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bestimmen. Mittels Zeilenumformungen bringen wir die Koeffizientenmatrix auf Zeilenstu-

fenform:

1

1

2
-3

1

5

2
-3

6
10
12

—18

4 0

—4 -4
8 2
—-12 3
A

3
-1
12

0

SO O
OO ==

)
9
12
—12

6

1
0
0

D

|
SESY S

OO O

wm o
—_

16 4 0 3|5
4 4 -8 —4 —4]4
00 0 2 6|2
00 0 3 9|3
315 116 4 0
1)1 01 1 -2 —1
3117 looo0o o 1
913 000 0 0

Wir sehen daher bereits, dass das Gleichungssystem losbar ist. Durch weitere Zeilenumfor-
mungen bringen wir die Koeffizientenmatrix auf reduzierte Zeilenstufenform:

OO O
OO ==

OO =D

4
-2
0
0

0
-1
1
0

3
-1
3
0

5
1
1
0

~

NNl

OO ==

4
-2
0
0

(el e

0 3|5 105 6 0
0 2|2 011 -20
1317 (ooo o 1
0 0/0 000 0 0

O W N
S = N W

Daraus lesen wir eine spezielle Losung £ sowie eine Basis by, by, b3 fiir den Losungsraums des
homogene System ab, vgl. Satz|3.3.19

3 -5 —6 -1
2 —1 2 —2
0 1 0 0
5 = 0 ’ bl = 0 ) bQ = 1 ) b3 = 0
1 0 0 -3
0 0 0 1

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems ist daher

T
T2
T3
Ty
Ts
Te

¢:R*— L,

SO = OO N

+ 51

¢

+ S

O = OO N W

—6

SO = O N
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—2

-9 —6 —1
—1 2 —2

1 0 0

0 + 59 1 + 53 0 )
0 0 -3

0 0 1



eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums. Auch ein minimales Glei-
chungssystem fiir den Losungsraum lésst sich ablesen:

I +5ZL‘3 —|-6[L‘4 +ZE6 = 3
i) +IL‘3 —2!134 +2I6 = 2
3 T5 +3$6 = 1

Wollen wir die Inverse einer Matrix A € R™*" berechnen, dann miissen wir also jene Ma-
trix X € R™™ bestimmen, fiir die AX = I, gilt. Dies kann als lineares Gleichungssystem mit
n? vielen Gleichungen in den n? vielen Eintragungen von X verstanden werden. Allerdings
zerféllt dieses Gleichungsystem in n unabhéngige Systeme, eines fiir jede Spalte von X, mit
je n Gleichungen in n Unbekannten,

x11 T12 Tin
Al @ | =e, Al ¢ | =€, ... Al @ | =e, (95)

Tnl Tno LTnn
Diese Systeme lassen sich bequem gleichzeitig mit folgendem Algorithmus l6sen:

SATZ 3.3.25 (Algorithmus zur Bestimmung der Inversen). Ist A € R"*" eine invertierbare
(n x n)-Matriz, dann kann die n x (2n)-Matriz (A|l,) durch elementare Zeilenumformungen
auf die Gestalt (I,,|X) gebracht werden und es gilt A" = X

BEWEIS. Die Matrix A kann durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilen-
stufenform gebracht werden, siche Satz Wegen der Invertierbarkeit von A ist rank(A) =
n, also muss die reduzierte Zeilenstufenform mit der Einheitsmatrix I,, iibereinstimmen. Wen-
den wir die selben Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix (A|I,) an, erhalten wir also
(A|L,) ~ (I,|X) fiir eine (n x n)-Matrix X. Nach Satz 16sen die Spalten von X die

Gleichungssysteme . Es gilt daher AX = I,,, also X = A~%. O
BEISPIEL 3.3.26. Wir wollen die Inverse der Matrix
1 -2 3
A=1-2 6 =3
-3 8 =3

bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

1 -2 3]|1 00 1 -2 3/1 00
2 6 -3/0 1 0]~{0 2 3210
—3 8 —=3/0 0 1 0 2 6[3 01
1—23100 1 -2 00 1 -1
~ [0 32 1 0]~ [0 2 o1 2 -1
0 31 -1 1 0 0 31 -1 1
100[1 3 -2 1001 3 -2
~ (0201 2 —1]~ (01012 1 -1/2
00 31 -1 1 00 1/1/3 —1/3 1/3

—_
>
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Die Inverse von A ist daher

1 3 —2 L (6 18 —12

At=112 1 -1/2|=213 6 -3
6

1/3 —-1/3 1/3 2 -2 2

BEISPIEL 3.3.27. Wir wollen untersuchen, ob die lineare Abbildung

X1 2£L'1 — X9
T —x1+ 219 — x
o: R* - RY, | 7] = 1 2 5,
I3 —ZT9 + 2.%’3 — T4
Ty —T3 + 214

invertierbar ist und gegebenenfalls ihre Umkehrabbildung bestimmen. Wir versuchen daher,
die Inverse der entsprechenden Matrix,

2 -1 0 O

-1 2 -1 0
A= 0O -1 2 -1}

0o 0 -1 2

zu bestimmen, siehe Proposition [3.1.26] und Bemerkung [3.1.30} Mittels Zeilenumformungen
erhalten wir:

2 -1 0 0|1 000 1 =2 1 0]0 =10 0
-1 2 -1 0/0100|_ [0 3 -2 0[1 2 00
0 -1 2 —1/0 0 1 0 0 -1 2 —1{0 0 1 0
0 0 -1 21000 1 00 -1 2(0 0 01
1 -2 1 o0lo -1 0 0 1 =2 1 0]o -1 0 0
o1t =2 1jo 0o —1o] fo 1 -2 10 0 -1 0
0 0 4 =31 2 3 0 00 1 -20 0 0 -1
0 0 -1 2/0 0 0 1 00 0 5|1 2 3 4
1 -2 1 0 0 =1 0 0
0 1 -2 0|-1/5 —2/5 —8/5 —4/5
1o o 1 ol2/5 4/5 6/5 3/5
0 0 0 1/1/5 2/5 3/5 4/5
1 -2 0 0|-2/5 —9/5 —6/5 —3/5
o 1 o035 65 455 2/
0 0 1025 4/5 6/5 3/5
0 0 0115 2/5 3/5 4/5
100 0/4/5 3/5 2/5 1/5
o 10035 6/5 4/5 2/5
00 1 0[2/5 4/5 6/5 3/5
000 1|1/5 2/5 3/5 4/5
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Somit ist A invertierbar mit inverser

4/5 3/5 2/5 1/5 4 3 2 1
A1 3/5 6/5 4/5 2/5 :1 3 6 4 2
2/5 4/5 6/5 3/5 512 4 6 3
1/5 2/5 3/5 4/5 1 2 3 4
Die Umkehrabbildung von ¢ ist daher
1 41 4 329 + 223 + 24

To . 1 3561 + 6$2 + 4:63 + 2I4
T3 o 5| 221 + 429 + 623 4+ 314
x4 x1 + 229 + 33 + 42y

9071: R4 — R4, 9071

3.4. Determinante und Eigenwerte.

DEFINITION 3.4.1. Unter der Determinante einer (3 x 3)-Matrix verstehen wir die Zahl

ailr aiz ais 11 a2 a3
det | ag1 a2 a3 | = |a21 a2 Qo3| := a11a22a33 + A12G23a31 + Q13021032
azyp azz Gas3 a3; aszz2 a33

— 011023032 — (12021033 — A13G2203] -
Diese Formel wird als Regel von Sarrus bezeichnet.

BEISPIEL 3.4.2.

1 11

det {1 2 4)=1-2-94+1-4-141-1-3-1-4-3-1-1-9-1-2-1=2
1 39
1 11

det |1 2 4| =1-2-741-4-14+1-1-3-1-4-3-1-1-7—-1-2-1=0
1 37

BEMERKUNG 3.4.3 (Entwicklung nach erster Zeile und Spalte). Die Regel von Sarrus
lasst sich auch wie folgt schreiben:

11 daiz2 A3
Q22 A23 21 3 Q21 Q22
det | ag1 a2 a3 | =an — Q12 + a3
32 Aa33 a31 31 Aa32
a31 dagzz G33
Q22 A23 Q12 Q13 Q12 Q13
= ayy — a1 + a3z .
32 Aa33 32 Aa33 Q22 Q23

BEMERKUNG 3.4.4 (Determinante von Dreiecksmatrizen). Fiir Dreiecksmatrizen gilt

apy a2 13 a; 0 0
det 0 929 Q93 = a11Q92033 = det 21 Q922 0
0 0 ass a3; asz2 a33

Insbesondere gilt fiir die Determinante der Einheitsmatrix:

1 00
det |0 1 0| =1.

001
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LEMMA 3.4.5 (Eigenschaften der Determinante).

(a) Die Determinante ist linear in jeder Spalte, d.h. es gilt

det(u + u', v, w) = det(u, v, w) + det(u', v, w), det(Au, v, w) = Adet(u, v, w),
det(u,v + v, w) = det(u, v, w) + det(u, v, w), det(u, v, w) = Adet(u, v, w),
det(u, v, w + w') = det(u, v, w) + det(u, v, w"), det(u, v, \w) = Adet(u, v, w).

fiir alle u,u',v,v",w,w' € R® und A € R. (Multilinearitt)
(b) Bei Vertauschung zweier Spalten dndert die Determinante das Vorzeichen, d.h.

—det(u, v, w) = det(v, u, w) = det(w, v, u) = det(u, w,v)

fiir alle fiir u,v,w € R®. (Schiefsymmetrie)

(c¢) Stimmen zwei Spalten einer Matriz iberein, dann verschwindet ihre Determinante.

(d) Bei Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte bleibt die Determi-
nante unverdndert.

(e) Die Determinante ist linear in jeder Zeile.

(f) Bei Vertauschung zweier Zeilen dndert die Determinante ihr Vorzeichen.

(g) Stimmen zwei Zeilen einer Matriz iberein dann verschwindet ihre Determinante.

(h) Bei Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile bleibt die Determinante
unverdndert.

(i) det(I3) = 1. (Normierung durch Einheitsmatriz)

(j) Ist 6 eine Abbildung, die jeder (3 x 3)-Matriz A eine Zahl 6(A) so zuordnet, dass (a) und
(b) erfiillt sind, dann gilt 5(A) = det(A)d(I3) fiir jede Matriz A € R3*3.

(k) Die Determinante ist durch die Eigenschaften (a), (b) und (i) eindeutig charakterisiert.

BEWwEIS. Die Eigenschaften in (a) und (b) folgen unmittelbar aus der Definition bzw.
der Formel in Bemerkung [3.4.3, Die Aussage in (c) folgt sofort aus (b). Die Eigenschaft (d)
ist eine Konsequenz von (a) und (c), denn

det(u, v + Au, w) = det(u, v, w) + Adet(u, u, w) = det(u, v, w),

und analog fiir andere Spalten. Die Eigenschaften (e) bis (h) lassen sich analog verifizieren.
Die Determinante der Einheitsmatrix haben wir bereits in Bemerkung berechnet.

Sei nun ¢ wie in (j). Wie zuvor folgt aus (b), dass § auch die Eigenschaft (c) besitzt. Wir
schreiben die Spalten einer Matrix mit Hilfe der Einheitsvektoren

aiq 3 a12 3 a3 3

21 :E @164, 22 ZE a;2€5, 23 :E Ag3Ck,

asy i=1 aszo j=1 ass k=1



und erhalten

aijp Qa2 a3

3 3 3
0 lax ax axp| =90 E aileiag aj2€jag ar3€k
i=1 j=1 k=1

a31 32 Q33

3 3 3
:E E §a¢1aj2ak3'5(€i,€j7€k)

i=1 j=1 k=1

= g A;1A520k3 * 5(61', €j, €k)

1<i,5,k<3
alle verschieden

= a11G422a33 * 5(61, €2, 63) + a21G32613 - 5(62, €3, 61) + a31a12623 - 5(63, €1, 62)
+ ar1a32a93 - 6(€1, €3, €2) + agaiaazs - 6(eq, €1, €3) + asiasnars - 6(es, ez, €1)
= ay1a22a33 - 0(e1, €2, €3) + ag1aseais - 0(e1, €2, €3) + agiai2ass - 0(e, €2, €3)
— A11a32G23 * 5(617 €2, 63) — (21012033 * (5(61, €2, 63) — (31022013 ° (5(61, €2, 63)
11 a1z A3
= det 921 Q922 Q923 (5([3)
a31 Aagzz a33

Dies zeigt (j). Die Aussage (k) folgt unmittelbar aus (j). O

BEMERKUNG 3.4.6 (Determinante und Volumen). Analog zum 2-dimensionalen Fall in
Bemerkung ist das orientierte Volumen eines von drei Vektoren u,v,w € R* aufge-
spannten Parallepipeds durch die Determinante det(u,v,w) gegeben. Um dies einzusehen,
bezeichne §(u, v, w) das orientierte Volumen dieses Parallelepipeds, d.h. des Parallelepipeds
mit den Eckpunkten 0, u,v,w,u 4+ v,u + w,v + w,u + v + w. Offensichtlich gilt §(I3) = 1,
denn der Einheitswiirfel hat Volumen 1. Eine einfache elementargeometrische Uberlegung
zeigt, dass 0(u,v,w) linear in den Spalten ist. Da wir das orientierte Volumen betrach-
ten, dndert 0(u, v, w) das Vorzeichen, wenn zwei der drei Vektoren vertauscht werden. Nach
Lemma [2.5.3|g) muss daher 6(u,v, w) = det(u,v,w) gelten, die Determinante det(u, v, w)
berechnet also das orientierte Volumen des von u, v, w aufgespannten Parallelepipeds.

BEMERKUNG 3.4.7 (Berechnung mittels Zeilenumformungen). Nach Lemma kann
die Determinante durch Zeilenumformungen bestimmt werden. Beispielsweise gilt

1 -2 3 1 -2 3 1 -2 3
det | =2 6 3] =det|0 2 3] =det|{0 2 3| =1-2-3=6,
-3 8 -3 0 2 6 0O 0 3

wobei wir im letzten Schritt Bemerkung [3.4.4] verwendet haben. Beim Vertauschen zweier
Zeilen und bei Multiplikation einzelner Zeilen miissen wir den Faktor verbuchen. Etwa gilt:

0 3 9 2 =2 4 1 -1 2 1 -1 2
det {2 -2 4 | =—-det|0 3 9] =-2det|0 3 9 |=-2det|0 3 9
3 -1 14 3 -1 14 3 -1 14 0 2 8
1 -1 2 1 -1 2
=—-2-3-det |0 1 3] =—-6-det|{0 1 3] =-6-2=-12.
0 2 8 0 0 2
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SATZ 3.4.8. Fliir je zwei Matrizen A, B € R33 gilt
det(AB) = det(A) det(B). (96)
Eine Matriz A € R3*3 ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0. In diesem Fall gilt
det(A™) = det(A4) 1.

BewEIs. Wir fixieren A und betrachten die Abbildung 4, die jeder (3 x 3)-Matrix B
die Zahl 6(B) := det(AB) zuordnet. Bezeichnen wir die Spalten von B mit B = (u,v,w),
dann ist AB = (Au, Av, Aw) und daher §(B) = det(AB) = det(Au, Av, Aw). Da die De-
terminante linear und schiefsymmetrisch in den Spalten ist, ist daher auch 6(B) linear und
schiefsymmetrisch in den Spalten von B. Mit Lemma [3.4.5]j) folgt 6(B) = det(B)d([3) und
daher det(AB) = det(B) det(A). Damit ist gezeigt. Ist A invertierbar, dann folgt daraus
1 =det(l3) = det(AA™!) = det(A) det(A™!), also det(A) # 0 und det(A™") = det(A)~.

Sei nun A nicht invertierbar. Nach Bemerkung [3.2.63] sind die Spalten von A linear
abhéngig. Es existiert daher eine Spalte, die sich als Linearkombination der anderen beiden
schreiben lisst. O.B.d.A. sei A von der Form A = (u, v, \u + pv) fiir u,v € R? und A\, u € R.
Es folgt det(A) = Adet(u, v, u)+pdet(u, v, v) = 0. Dies zeigt, dass A genau dann invertierbar
ist, wenn det(A) # 0 gilt. O

BEMERKUNG 3.4.9. Analog zu der Beschreibung von GL, in Bemerkung [3.1.31] erhalten
wir aus Satz folgende Beschreibung der allgemeinen linearen Gruppe durch eine (nicht
lineare) Ungleichung, siehe Bemerkung [3.1.29]

GL; :{A € R : det(A) # 0}.
Die Determinante schrinkt sich zu einem surjektiven Gruppenhomomorphismus,
det: GL3 — R\ {0},
ein, wobei R\ {0} mit der Multiplikation des Kérpers als (abelsche) Gruppe aufgefasst wird.

BEMERKUNG 3.4.10. Drei Vektoren u,v,w € R3 bilden genau dann eine Basis von R?
wenn det(u, v, w) # 0. Dies folgt aus Satz und Bemerkung |3.2.63

1 1 1
BEISPIEL 3.4.11. Die Vektoren | 1|, [ 2| und | 4| bilden eine Basis von R3, denn
1 3 9
111 1 1 1
det [1 2 4] =2 # 0. Die Vektoren | 1|, [2] und | 4| bilden keine Basis von R3?,
139 1 3 7
111
denn det |1 2 4] = 0. Die beiden Determinanten haben wir in Beispiel [3.4.2| berechnet.
1 37

Mit Hilfe von Determinanten lassen sich die Losungen eines eindeutig losbaren Glei-
chungssystems explizit angeben:

SATZ 3.4.12 (Cramer’sche Regel). Sei A € R3*® eine invertierbare Matriz und y € R3.
Dann besitzt das Gleichungssystem

Arx =y
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X

eine eindeutige Losung v € R3, und fiir die Komponenten von x = | xo | gilt
I3
det(y7 az, a?)) det(ab Y, a3) det(ala a2, y)
:El:—y xQZ—a m3:—7
det(A) det(A) det(A)

wobei A = (ay, ag, a3) die Spalten von A bezeichnen.

BEWEIS. Da A invertierbar ist, existiert ein eindeutiges * € R? mit Az = y. Fiir die
(3 x 3)-Matrix X' = (z, ez, e3) gilt det(X') = 21 und AX' = (Ax, Aey, Aes) = (y, az, az). Mit
(96)) erhalten wir

det(A)x; = det(A) det(X") = det(AX') = det(y, as, a3).

Division durch det(A) liefert die gewiinschte Formel fiir die erste Komponente x; der Losung.
Betrachten wir die (3 x 3)-Matrix X” = (e, z,e3), erhalten wir analog det(X"”) = o,
AX" = (Aey, z, Ae3) = (a1, y, as),

det(A)ze = det(A) det(X") = det(AX") = det(ay, y, a3),
und daher die Formel fir zo. Fiir X = (e, €9, x) schlieflich gilt det(X") = z3, AX"” =
(Aeq, Aes, Ax) = (a1, as,y),
det(A)zz = det(A) det(X") = det(AX") = det(ay, az,y),
und daher die Formel fir x;. O
BEISPIEL 3.4.13. Wir wollen das Gleichungssystem

1 +21’2 +5IL‘3 = 8
—2$1 +3£U2 —T3 = 5
35131 +x2 +x3 = 9

mit Hilfe der Cramer’schen Regel 16sen. Dazu berechnen wir folgende Determinanten:

1 2 5
det(A)=|-2 3 —-1|=3-6—-10—454+1+4=-53
3 1 1
8 2 5
det(ylaslaz) =15 3 —1/=24—-18+25—-135+8 —10 = —106
9 1 1
1 8 5
det(aq|ylaz) =1-2 5 —1|=5—-24—-90—-75+9+ 16 = —159
3 9 1
1 2 8
det(aq|asly) =1—2 3 5/ =27+30—-16—-72—-5+36=0
3 19
Nach Satz[3.4.12] gilt daher
1 —106 2
N 0 0
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Zum Vergleich wollen wir dasselbe Gleichungssystem nochmals mit dem Eliminationsverfah-
ren l6sen:

1 2 5|8 1 2 5 | 8
23 15| ~[0 7 9|2
3 1 119 0 -5 —14|-15
1 2 5| 8 12 5 |8
~|0 1 97| 3 |~[o01 97 |3
0 -5 —14|-15 0 0 —53/7]0
12 58 12 0]|8 10 0|2
|01 97/3|~[010[3]~[0710]|3
00 110 00 10 00 1[0

Wir erhalten so die selbe Losung .

_ BEMERKUNG 3.4.14. Fiir die Inverse einer invertierbaren (3 x 3)-Matrix erhalten wir
(Ubungen) aus der Cramer’schen Regel in Satz |3.4.12| folgende explizite Formel analog zu
der Formel fiir invertierbare (2 x 2)Matrizen in Bemerkung [3.1.31}

+ Q2 Gz3| |12 413 + aiz2 @13
1 a32 33 a3z Q33 Qoo Q23
i iz i 1 Q21 A23 11 A3 11 a3
a1 A2z a2 - det(A) laz ass * az as|  |ag ags
a3; asz2 a33
+ Q21 Q22|  |G11 Q12 + ai; Qa2
az1p ass a3y as2 Q21 A22
Damit erhalten wir etwa:
3 2 2 3 2 3
» a1l T2 1] T3 2
123 1 220 13 13 N
2 3 2 :——01+01—22:——214
02 1 7 T\1 —2
4 2 3 B 1 2 n 1 2
0 2 0 2 2 3

BEMERKUNG 3.4.15. Determinanten konnen fiir beliebig grofle quadratische Matrizen
definiert werden. Etwa kann eine zur Formel in Bemerkung |3.4.3| analoge Beziehung verwen-
det werden, um die Determinante einer (n x n)-Matrix rekursiv mit Hilfe der Determinanten
von (n — 1) x (n — 1)-Teilmatrizen zu definieren. Fiir (4 x 4)-Matrizen liefert dies:

aix Qa2 13 Qaiq
Q22 A23 (24 Q21 Qa23 Q24
det A21 Q22 Q23 Q24 |
€ = G171 (@32 A33 Q34| — A12 (@31 A33 A34
Gs1 sz dss (s Qg2 A43 Q44 Q41 Q43 Q44
Aq1 Q42 Q43 Q44
Q21 A2z (24 Q21 Ag2 (23
+ a13 |G31 G32 Q34| — Q14 |G31 Q32 G33
Q41 Q42 Q44 Q41 Q42 Q43
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Induktiv l4sst sich zeigen, dass die Determinante einer (n x n)-Matrix linear und schiefsym-
metrisch in den Spalten ist und fiir die Einheitsmatrix den Wert 1 liefert. Alle weiteren, oben
besprochenen Eigenschaften der Determinante bleiben fiir beliebig grofle Matrizen richtig.
Die Beweise waren so gewdhlt, dass sie sich in naheliegender Weise auf groflere Matrizen
verallgemeinern lassen. Insbesondere ist eine (n x n)-Matrix A genau dann invertierbar,
wenn det(A) # 0 gilt. Grofie Determinanten lassen sich mit Zeilenumformungen effizient
berechnen, vgl. Bemerkung |3.4.7]

DEFINITION 3.4.16 (Eigenwerte und Eigenvektoren). Sei ¢: R™ — R" eine lineare Ab-
bildung. Ein Skalar A € R wird Figenwert von ¢ genannt, falls ein Vektor v € R" existiert,
sodass v # 0 und

o(v) = Av.
In diesem Fall wird v als Eigenvektor zum Eigenwert A bezeichnet, und
Ey:={veR"| p(v) = v} = ker(p — \id)

wird der Figenraum zum Eigenwert \ genannt.

Unter den Eigenwerten, Eigenvektoren und Eigenrdumen einer quadratischen Matrix A €
R"*™ verstehen wir die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume der damit assoziierten
linearen Abbildung ¢4: R" — R™, p4(v) = Av. Ein Skalar A € R ist also genau dann
Eigenwert von A, wenn 0 # v € R™ mit Av = \v existiert. Der entsprechende Eigenraum
von Aist E) = {v € R": Av = A} = ker(A — A\,,).

BEMERKUNG 3.4.17. Beachte, dass Eigenrdume lineare Teilrdume von R"™ bilden. Auf die-
sen Teilrdume wirkt die lineare Abbildung (Matrix) einfach durch Multiplikation (Streckung)
mit dem entsprechenden Eigenwert.

PROPOSITION 3.4.18. Ein Skalar A € R ist genau dann Eigenwert einer quadaratischen
Matriz A € R™", wenn rank(A — AI,,) < n gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn

det(A — \I,,) = 0.
BeEwEIS. Fiir A € R gilt:
A ist Eigenwert von A < Jv € R" : Av = v, v # 0
< ker(A — \I,) # {0}
< dimker(A — A,,) >0
< rank(A — A,) <n
< A — M1, ist nicht invertierbar
& det(A—A,) =0

Dabei haben wir die Bemerkungen [3.2.59 und [3.2.63| sowie Satz bzw. Bemerkung [3.1.31
verwendet, sieche Bemerkung |3.4.15] O

DEFINITION 3.4.19 (Charakteristisches Polynom). Unter dem charakteristischen Poly-
nom einer quadratischen Matrix A € R™™ verstehen wir das Polynom det(A — A\1,,).

BEMERKUNG 3.4.20. Nach Proposition |3.4.18| sind die Eigenwerte einer Matrix gerade
die (reellen) Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms. Da das charakteristische Polynom

einer (n x n)-Matrix Grad n hat, kann diese Matrix hochstens n verschiedene Eigenwerte
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besitzen. In Lemma [3.4.26] unten werden wir einen anderen Beweis dieser Tatsache geben,
der ohne Determinante auskommt.

BEISPIEL 3.4.21. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

31
= (13)
bestimmen. Aus Proposition [3.4.18| erhalten wir folgende Gleichung fiir die Eigenwerte:
0 = det(A — \Ip) = det <31A 35) —(B-A2—1=(\=2)(\—4).

Die Matrix A hat daher genau zwei Eigenwerte, \; = 2 und A\ = 4. Fiir die zugehorigen
Eigenrdume erhalten wir

E\, =ker(A —2[,) = ker i span !
! 11 —1
E\, = ker(A — 41) = ker (_11 _11) = span (})

Beachte, dass (_11) , G) eine Basis aus Eigenvektoren bildet.

BEISPIEL 3.4.22. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

1 -2 =2
A=12 6 4
-1 -2 0

bestimmen. Da
1-N =2 =2
det(A— M) =det| 2 6-X 4
-1 -2 =

=(1—=XN)(6—XN)(=\)+84+8—2(6—X)+8(1—X\) -4\
=N+ -16)+12
=(2-M)’B-))

hat A genau zwei FEigenwerte, A\; = 2 und Ay = 3, siche Proposition [3.4.18| Fiir die zugehori-
gen Eigenrdume erhalten wir:

-1 -2 =2 2 2
E,, =ker(A—X\I3)=ker| 2 4 4 | =span —11,10
-1 -2 =2 0 -1
-2 =2 =2 1
E,, =ker(A—XI3) =ker | 2 3 4 = span | —2
-1 -2 =3 1
2 2 1
Beachte, dass | =1, O |, | —2 | eine Basis aus Eigenvektoren bildet.
0 -1 1
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BEISPIEL 3.4.23. Die Matrix

o O

A:

o O W
o or O
\]

hat genau drei Eigenwerte, namlich A\; = 3, Ay = 5 und A3 = 7. Fiir die Eigenrdume gilt
Es3 = span(ey), Es5 = span(es), E; = span(es).
Allgemeiner sind die Eigenwerte einer Diagonalmatrix gerade die (verschiedenen) Eintragun-
gen entlang der Diagonale. Die Eigenrdume werden von den entsprechenden Einheitsvektoren
aufgespannt.
BEISPIEL 3.4.24. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

51 0
A=1|0 5 1
0 05

bestimmen. Aus Proposition [3.4.18| erhalten wir folgende Gleichung fiir die Eigenwerte:

5—-2 1 0
O=det(A—Az)=det[ 0O 5-X 1 |=(5-N)>
0 0 5-2A

Die Matrix A hat also nur einen Eigenwerte, A\; = 5. Der zugehorige Eigenraum ist

010 1
E\, =ker(A—5l3) =ker |0 0 1| =span |0
000 0

Diesmal erhalten wir keine Basis aus Eigenvektoren.

BEISPIEL 3.4.25. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

0 —1
=17
bestimmen. Aus Proposition [3.4.18| erhalten wir folgende Gleichung fiir die Eigenwerte:

0 = det(A — \I5) = det (? j) =\ 41

Die Matrix A hat also keinen einzigen (reellen) Eigenwert.

LEMMA 3.4.26. Sei A € R™" eine quadratische Matrix, A1, ..., \, paarweise verschie-
dene FEigenwerte von A und vq,...,v, € R" entsprechende Eigenvektoren, d.h. v; # 0 und
Av; = N, fiirt = 1,... k. Dann sind die Vektoren vy, ...,v, linear unabhdngig in R™.

Insbesondere kann A hdchstens n verschiedene Eigenwerte besitzen.

BEwEIs. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k. Der Fall k = 1 ist trivial, denn

nach Voraussetzung gilt v; # 0. Fiir den Induktionsschritt diirfen wir daher vy, ..., v, als
linear unabhéngig voraussetzen. Seien nun uq, ..., ux € R so, dass
H1V1 + poVe + -+ fgp1 Vg1 + pgUp = 0. (98)

Wenden wir auf diese Gleichung A an, erhalten wir wegen Av; = \v;,

H1ALVL + flo AoV + -+ 1 Ag—1Vk—1 + pARVE = 0.
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Subtrahieren wir davon \i-mal die Gleichung folgt
(AL — A)vr + pa(Ao — Ap)va + -+ pp—1(Ap—1 — Ae)vp—1 = 0.

Da vy,...,v,_1 linear unabhéngig sind, muss also
,U/z()‘z_/\k>:0a izl,...,k—l,
gelten. Nach Voraussetzung sind die Eigenwerte Ay, ..., A\; paarweise verschieden, also \; —

A # 0, firi =1,... k — 1. Wir erhalten somit

#1=M2:"'=Mk;—1:0-
Mit folgt auch ppv, = 0 und da vy, # 0 schlielich py, = 0. Dies zeigt, dass die Vektoren
V1, ...,V linear unabhéangig sind. Mit Korollar [3.2.50| erhalten wir nun £ < n. ]

3.5. Isometrien der Ebene.

DEFINITION 3.5.1 (Isometrie). Unter einer Isometrie der Ebene verstehen wir eine ab-
standserhaltende Bijektion, d.h. eine Bijektion ¢: & — &£, sodass
p(A)p(B)| = [AB]
fiir je zwei Punkte A, B € £ gilt. Isometrien werden auch als Bewegungen bezeichnet.

BEMERKUNG 3.5.2 (Gruppe der Isometrien). Die identische Abbildung ist eine Isometrie.
Die Komposition zweier Isometrien ist eine Isometrie. Die Umkehrabbildung einer Isometrie
ist eine Isometrie. Die Menge aller Isometrien bildet daher eine Gruppe beziiglich der Kom-
position von Abbildungen.

BEMERKUNG 3.5.3 (Isometrien bewahren Winkel). Isometrien bilden Dreiecke auf kon-
gruente Dreiecke ab, d.h. fiir jede Isometrie ¢: & — &£ und jedes Dreieck ABC' in & sind
die Dreiecke ABC' und ¢(A)p(B)p(C) kongruent. Dies folgt aus Satz (SSS). Ins-
besondere sind die Winkel ZABC und Zg(A)p(B)p(C) kongruent. Isometrien sind daher
winkelerhaltende Abbildungen.

Wir fixieren ein kartesisches Koordinatensystem und verwenden die damit assoziierte Ko-
ordinatenabbildung, um die Ebene £ mit R? zu identifizieren. Nach Satz [2.3.46| entsprechen
die Isometrien genau den Abbildungen ¢: R? — R2?, die

lp(w) — ()] = [w =]
fiir alle v, w € R? erfiillen. Wir werden diese Abbildungen als Isometrien von R? bezeichnen.

LEMMA 3.5.4. Sei A € R**? und b € R%. Die Abbildung ¢: R* — R?, p(x) = Az +b, ist
genau dann eine Isometrie, wenn || Av|| = ||v]| fiir alle v € R? gilt.

BEWEIS. Da ¢(y) — ¢(z) = (Ay + b) — (Az +b) = Ay — Az = A(y — x) haben wir

lp(y) — (@) || = [[A(y — @)

fiir beliebige =,y € R% Wir sehen daher, dass die Abbildung ¢ genau dann eine Isometrie
ist, wenn ||A(y — )| = |ly — z|| fiir alle z,y € R? gilt. O

LEMMA 3.5.5 (Orthogonale Matrizen). Fiir eine Matriz A € R**? sind dquivalent:
(a) ||Av|| = ||v||, fiir alle v € R
(b) (Av, Aw) = (v,w), fiir alle v,w € R%.
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(¢) Die Spalten von A = (a1, az) bilden eine Orthonormalbasisﬂ von R%, d.h. es gilt {a;,a;) =
0;j fir alle 1 <i,j < 2. In anderen Worten: ||a1|| =1 = ||az|| und (a1, as) = 0.
(d) Die Matriz A ist von der Form

cosa —sina cosa  sina
A=1{". oder A=|".
sinoe  cosa sina —cos«
fiir einen Winkel «.

In diesem Fall gilt det(A) = +1 und A = (ZH 212> ist invertierbar mit orthogonaler
21 Q22
Inverser A= = (a11 a21).
aiz2 Q22
Beweis. Die Implikation (a)=-(b) folgt aus der Polarisierungsidentitét
1
(v, w) = 5 (lo+wl* = fJoll* = lwll®)
siche Bemerkung [2.3.42], denn
(Av, Aw) = (||AU + Aw|]* = [ Av[* — || Aw|*)
(A +w)[* = [ Av]|* — [ Aw|*)
(o +wl* = [lll* = [lw]?)
w).
Die Implikation (b)=-(a) ist trivial, denn aus (b) erhalten wir ||Av||? = (Av, Av) = (v,v) =
|v]|? und dann (a) durch Wurzelziehen. Die Implikation (b)=>(c) folgt durch Spezialisierung
auf Einheisvektoren, v = e¢; und w = e;, denn Ae; = a; und (e;, e;) = d;;. Die Implikation
(c)=(b) folgt aus der Linearitdt. Schreiben wir v = vie; + voes sowie w = wie; + woes mit
vy, Vg, w1, we € R so folgt:
(Av, Aw) = (A(vie1 + vees), A(wiey + waes))
= V1w <A61, A61> + V1w <A€1, A62> + vowq <A62, A€1> + U2w2<A62, A62>

= viwy (ar, a1) +v1ws (a1, a) +vawy (ag, ar) +vaws (az, as)
——

1
2
1
2
1
2
(v

=1 =0 =0 =1
= V1W1 + VaWa

= <U’w>

Nun zur Implikation (¢)=(d): Da [ja;|| = 1, existiert ein Winkel o mit a; = (Z?ﬁg) Aus

(a1, az) = 0 und ||az|| = 1 folgt dann ay = + (_czlsnaa) Die Implikation (d)=-(c) folgt aus
der Formel sin? o+ cos? a = 1, siehe Bemerkung [2.4.4] Die verbleibenden Behauptungen sind

nun offensichtlich. O

DEFINITION 3.5.6 (Orthogonale Matrizen). Eine Matrix A € R**? wird orthogonal ge-
nannt, falls (Av, Aw) = (v, w) fiir alle v, w € R? gilt.

2ISiche Bemerkung [3.5.8 unten.
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BEMERKUNG 3.5.7 (Gruppe der orthogonalen Matrizen). Die Einheitsmatrix I, ist or-
thogonal, denn (Iyv, lyw) = (v,w). Sind A und B zwei orthogonale (2 x 2)-Matrizen, dann
ist auch ihr Produkt AB orthogonal, denn (ABv, ABw) = (Bv, Bw) = (v,w). Nach Lem-
ma [3.5.9] sind orthogonale Matrizen invertierbar mit orthogonaler Inverser. Die Menge aller
orthogonalen (2 x 2)-Matrizen bildet daher ein Untergruppe von GLs, die als orthogonale
Gruppe bezeichnet und mit O notiert wird.

BEMERKUNG 3.5.8 (Orthonormalbasen). Unter einer Orthonormalbasis von R? verstehen
wir ein System von zwei Vektoren by, by € R?, sodass (b;,b;) = &, fir 1 < 4,57 < 2. In
anderen Worten, es soll |[b1]| = 1 = ||bs]| und (b1,bs) = 0 gelten. So ein System ist stets
linear unabhingig und bildet daher eine Basis von R2. Aus 0 = \;b; + Aaby folgt némlich

0 = (b1,0) = (b1, A\ib1 + Agby) = A1 (b1, b1) +A2 (b1, b02) = Ay,
=1 =0
und durch Paaren mit by erhalten wir analog A\ = 0. Jeder Vektor v € R? lisst sich daher
in der Form v = p1by + pobs schreiben, wobei puq, us € R. Fiir die Koeffizienten erhalten wir

(b1, v) = (b1, p1by + paba) = py (by, b1) +pi2 (b1, b2) = 11
=1 -0
und analog
(o, v) = (b2, p1by + piab2) = gy (ba, b1) 42 (b2, b2) = po.
~—— S~——

-0 -1
Die Darstellung eines Vektors v € R? in einer Orthonormalbasis b1, b, hat daher die Form:
v = <b1, U>b1 + <b2, U>b2. (99)

SATz 3.5.9. Jede Isometrie f: R? — R? ist von der Form f(v) = Av + b fiir eine
orthogonale (2 x 2)-Matriz A und einen Vektor b € R?. Umgekehrt ist jede Abbildung dieser
Form eine Isometrie.

BEWEIS. Wir haben bereits gezeigt, dass jede Abbildung der Form v — Av + b, mit A
orthogonal, eine Isometrie bildet, siehe Lemma [3.5.4) und [3.5.5]

Sei nun f: R?* — R? eine beliebige Isometrie. Wir setzen b := f(0) und ¢: R? — R?
p(v) := f(v) — b. Nach Voraussetzung an f gilt

lo(w) — p(0)| = w— o], fir alle v,w € R, (100)
denn [lp(w) = ()|l = [[f(w) = f(v)[| = [lw = v]|. Da ¢(0) =0, gilt daher auch
le()|| = |lv]l, fiir alle v € R?. (101)
Die Polarisierungsidentitdt in Bemerkung lasst sich in der Form
—2(v,w) = [lw —v||* = [|v]|* — [lw]]?,
schreiben, aus (100) und (101)) erhalten wir daher
(p(v), p(w)) = (v, w), fiir alle v, w € R?, (102)

denn —2{p(v), p(w)) = [lp(w) = @V)[I* = le@)I* — le(w)|* = [[w = v|]* —[jv]|* — [Jw]* =

—2(v,w) nach (102). Die beiden Vektoren a; := ¢(e;) und as := ¢(ey) bilden eine Orthonor-

malbasis von R?) denn mit (102)) erhalten wir (a;, a;) = (¢(e;), ¢(e;)) = {(e;, e;) = ;5. Nach
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Lemma ist A := (a1, az) eine orthogonale (2 x 2)-Matrix. Mit und ((102) folgt:

p(v) = (a1, p(v))ar + (ag, p(v))as
= (p(e1), p(v))ar + (p(e2), p(v))as
= (e1,v)a; + (€9, v)ay

= Av.
Somit hat f(v) = ¢(v) + b= Av + b die gewiinschte Form. O

KoOROLLAR 3.5.10. Isometrien bilden Geraden auf Geraden ab und bewahren das Teil-
verhdltnis.

Beweis. Nach Satz ist jede Isometrie von der Form f(v) = Av + b fiir eine (ortho-
gonale) Matrix A € R?*? und b € R2. Seien nun P, @, R drei verschiedene Punkte auf einer

Geraden mit Teilverhiltnis g—% = A. Nach Proposition [2.3.27 gilt @ — P = A(R — Q), also:

P(Q) — ¢(P) = (AQ +b) — (AP +b) = A(Q — P)
= M(R = Q) = M(AR+b) = (AQ + 1)) = A(¢(R) — ¢(Q)).

Dies zeigt, dass auch ¢(P), ¢(Q), ¢(R) auf einer Geraden liegen und iég%igg =\ O

BEMERKUNG 3.5.11 (Translationen). Fiir jedes b € R? ist die Abbildung 7,: R* —
R?, 7(x) := z + b, eine [sometrie, siche Satz Diese Isometrien werden Translationen
genannt. Beachte, 7,07y = T4, 70 = id und 7, * = 7, fiir je zwei b, b’ € R?. Sind P, Q € R?
dann existiert genau eine Translation, die P auf () abbildet, ndmlich 7, mit b = Q — P.

BEMERKUNG 3.5.12 (Rotationen). Fiir jeden Winkel v betrachten wir die Matrix
R, — (cgsa —sin a) .
sina  cosa
Die entsprechende lineare Abbildung p,: R* — R?, p,(v) := R,v, beschreibt eine Rotation
um den Winkel o mit Zentrum 0. Wegen der Linearitdt ist ndmlich p,(0) = 0, nach Lem-

ma [3.5.5 gilt weiters || R,v|| = |[v]| und eine einfache Rechung zeigt (v, Rov) = [|v||? cos a.
Fiir 0 # v € R? haben wir daher

(v, Ryv)
[v][[| Rav]|

= Cos q,

also schlieBen die Geraden ¢(0,v) und g(pa(0), pa(v)) = g(0, po(v)) den Winkel « ein, vgl.
Proposition Aus den Additionstheoremen der Winkelfunktionen erhalten wir

R R, — (Cos@ —sina\ [cosfS —sinf
o8~ \sina  cosa sinf cosf

und daher auch, siche Proposition [3.1.2§((c),

_ (cos(a+ ) —sin(a+pB)\ _
- (sin(a +03)  cos(a+ ) > = Hats

Pa+B = Pa © P8 = PB © Pa, po = id, pat = pa

Fiir b € R? ist Pab = ThO Pa OT, ! eine Drehung um den Winkel o mit Zentrum b.
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BEMERKUNG 3.5.13 (Spiegelungen). Fiir jeden Winkel o betrachten wir die Matrix

. 1 0 1 [cos2a  sin2«
S 1= Fa (0 —1) Ra' = (sin 200 — cos 2a) '
Die entsprechende lineare Abbildung o, : R? — R?, 0,(v) := S,v, beschreibt eine orthogona-

le Spiegelung an der Geraden mit Richtungsvektor Z?ﬁg durch den Ursprung. Fiir a = 0

ist dies offensichtlich, der allgemeine Fall folgt sofort aus der Relation o, = pao0p, ', die wir
aus dem ersten Ausdruck fiir S, erhalten. Die Vektoren b; := (C.OS a) und by 1= (_ Sl a)
sin a CoSs (v

bilden eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren der Matrix S, mit entsprechenden Eigen-
werten 1 und —1. Der Eigenraum zum Eigenwert 1, d.h. span(b,), bildet die Spiegelunge-
sachse, ihre Punkte bleiben unter o, unveréndert. Der Eigenraum zum Eigenwert —1, d.h.
span(by), steht normal auf die Spiegelungsachse und ist invariant unter o, fiir seine Punkte
v € span(by) gilt o,(v) = —v.

Aus 82 = I, und S, = R,SoR;" erhalten wir S2 = R,SoR,'R,SoR,' = R.SoSoR, =
R,R;' = I, und daher

04 00, = 1d sowie 0;1 = 0,.

Wegen SoRy' = RoSo haben wir auch S5S, = RgSoR;'RaSoRy' = RypSoSoR_sa =
RogR_5, = Rag_2, und daher

060 0a = P2(B~a)-
Jede Rotation mit Zentrum 0 ldsst sich daher (auf vielfiltige Weise) als Komposition von
zwei Spiegelungen schreiben, etwa

Pa = 02000 =00 0q/2 = 0aq/4°C0_q/4-
Fiir b € R? ist 04 := 00,07, ! eine orthogonale Spiegelung an der Geraden durch b mit

Richtungsvektor <ZQS a) .

ina
BEMERKUNG 3.5.14. Auch Translationen lassen sich als Komposition von Spiegelungen
schreiben. Sei dazu b € R? und « ein Winkel, sodass (Z?ﬁ g) normal auf b steht. Dann gilt

Sab = —b, also S,(z — Ab) = S,z + Ab und daher o, o 73;)1 = Typ © 0, fiir jedes A € R. Damit
. -1 ~1 —1_—1

erhalten wir oo \p© 0 up = TAp© 00 O Ty OTup 00O Tup = TAOTA 000006 0T ) T " = To(rx—p)b-

Insbesondere lasst sich 7, wie folgt als Komposition zweier Spiegelungen schreiben:

To = O0a,b/2°0a,0 = Oab O 0ab/2 = Oa,b/4 © Oa,—b/4-
BEMERKUNG 3.5.15. Jede Isometrie der Ebene lédsst sich als Komposition von Spiege-
lungen schreiben. Dies folgt aus Satz[3.5.9 und den vorangehenden Bemerkungen.

SATZ 3.5.16. Sind ABC und A’B'C’ zwei kongruente Dreiecke dann existiert genau einen
Isometrie o mit (A) = A", ¢(B) = B und ¢(C) = C".

BEWEISs. Es existiert eine Translation 7 mit 7(A) = A’. Weiters existiert eine Rotation p
mit Zentrum p(A’) = A’, die den Halbstrahl (A'7(B)> auf den Halbstrahl (A’B’> abbildet.
Da ||[7(B) — A'|| = ||[7(B) = 7(A)|| = ||B — A = ||B" — 4’|| folgt p(7(B)) = B’. Somit ist
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@ := por eine Isometrie mit (A) = A’ und ¢(B) = B’. Gegebenenfalls kénnen wir durch
Komposition mit der Spiegelung an der Achse g( A', B') dariiber hinaus erreichen, dass ¢(C)
und C” auf derselben Seite der Geraden g(A’, B') hegen Da die Dreiecke gp(A)cp(B Jo(C') und
A'B'C" kongruent sind, folgt schliefllich auch ¢(C') =

Seien nun ¢ und ¢ zwei Isometrien mit p(A) = A’ V(A), ¢(B) = B’ = ¢(B) und
o(C) = C" =Y(C). Dann ist f := ¢! o eine Isometrie, mit f(A) = A, f(B) = B und
f(C) = C’ Nach Satz [3.5.9| existieren R € R?*? und b € R2 sodass f(v) = Rv + b. Somit
f(w) — f(v) = (Rw+ b) (Rv +0b) = R(w —v) und 1nsbesondere R(B — A) = B — A sowie
R(C — A) = C — A. Da die Punkte A, B, C nicht auf einer Geraden liegen, sind B — A und
C — A linear unabhingig, bilden also eine Basis von R?. Da sich jeder Vektor v € R? als
Linearkombination von B — A und C' — A schreiben lisst, folgt Rv = v fiir alle v € R?. Wir
erhalten R = I, also f(v) = v +0b. Aus A = f(A) = A+ b folgt schlieBlich auch b = 0. Dies

zeigt f = id, und daher ¢ = 1. 0
LEMMA 3.5.17. Eine symmetrische Matriz A = (Z besitzt stets eine Orthonormal-
basis by, by aus Eigenvektoren. Es ist daher R := (by,by) eine orthogonale Matriz, fir die
A1 O
~1 _ (M
RAR = (O )\2) (103)

qilt, wober A\ und Xy die Figenwerte zu by und by bezeichnen. E
BEWEIS. Nach Proposition [3.4.18| gilt fiir die Eigenwerte A von A
0=det(A—As) = (a—N)(c—A) —b* =X = (a+c)\+ac — %

also
)= atec (a—c)?
2 4
Beachte, dass der Radikand nicht negativ ist. Der Radikant kann nur Null sein, wenn a = ¢
und b = 0 gilt, d.h. wenn A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. In diesem Fall ist jeder
Vektor Eigenvektor und daher jede Orthonormalbasis eine Basis aus Eigenvektoren.
O.B.d.A. sei der Radikant daher grofler als Null. Dann existiern zwei verschiedene reelle
Eigenwerte A; und Ay. Seien b; und by normierte Eigenvektoren, d.h. Ab; = A\by, Aby =
Aabo und ||b1]] = 1 = ||be||. Aus der Symmetrie von A folgt durch eine einfache Rechnung

(Av,w) = (v, Aw), fiir alle v, w € R?. Wir erhalten
)\1<b17b2> = <)\1blyb2> - <Abla b2> = <b17Ab2> - <b1a )\2b2> = )\2<b17b2>a

also (Mg — A1){b1,bs) = 0 und daher (by,by) = 0. Somit ist by, by eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von A. Nach Lemma ist die Matrix R := (by, bo) daher orthogonal. Nach
Konstruktion gilt also

+ b2,

A0 A0
AR = A(by, by) = (Aby, Aby) = (A1by, Aabs) = (b1, bs) (01 AQ) =R < 0 A2) :

also (103)). O

22Ersetzen wir gegebenenfalls by durch —bs, so kénnen wir dariiber hinaus det(R) = 1 erreichen, dann
ist R also eine Rotationsmatrix, siehe Lemmam
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DEFINITION 3.5.18 (Quadratische Funktionen). Unter einem quadratischen Polynom auf
R? verstehen wir eine Abbildung ¢: R? — R der Form

q<z) = ax® + 2bxy + cy* +dx +ey + f,

mit Koeffizienten a, b, c,d, e, f € R. Unter einer (degenerierten) Quadrik in R? verstehen wir
die Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms.

BEISPIEL 3.5.19. Kegelschnitte sind Quadriken:

T\ 2 A . .
<_> + (6) =1 Ellipse in Hauptlage, a,b > 0
a
T\ 2 Y\ 2 .
<_> — (5) =1 Hyperbel in Hauptlage, a,b > 0
a
2 = 2py Parabel in Hauptlage, p > 0

Auch degeneriertere Kurven treten als Quadriken auf:

¥ty =-1 keine Losung
2+ =0 nur ein Punkt
?— = zwei sich schneidene Geraden
z? = zwei parallele Geraden
=0 eine Gerade
0= ganze Ebene

Bei der Quadrik
2922 4 242y + 36y* + 10z — 120y = 55

ist zunéchst vollig unklar, um welchen Typ es sich handelt. Wir werden sie in Beispiel [3.5.21
unten diskutieren.

LEMMA 3.5.20. Zu jedem quadratischen Polynom
q=ar®+2bxy +cy’ +dv+ey+ f
/
existiert eine Rotationsmatriz R, sodass die Substittion (Z:) =R (g,) das Polynom auf

folgende Form ohne gemischte Terme bringt
q=d @)+ ) +da + ey + f
wobei o', U, d' ¢ € R und f' = f.
BEWEIS. Nach Lemma existiert eine Rotationsmatrix R mit

(ol ") r=r(5 2.
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Fiir den quadratischen Teil erhalten wir:

az® + bay + oy = <(§) , (b72 bf) @))
() 3 )G -0 )6 D)
_ <(fycj> | (%’ g) (zﬁ)> = (@) + ().

Da die Substitution den linearen Teil von g wieder auf einen linearen Ausdruck transformiert,

folgt das Lemma. O
BEISPIEL 3.5.21. Wir wollen folgende (Quadrik untersuchen:
2922 + 24zy + 36y + 102 — 120y = 55. (104)
Um die gemischten Terme zu elliminieren, gehen wir wie in Lemma vor und bestim-
29 12

men die Eigenwerte der Matrix die den quadratischen Termen entspricht. Nach

12 36) ’
Proposition [3.4.18| sind die Eigenwerte Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

o (29-X 12\
O—det( o 36_)\>—)\ — 65X -+ 900.

Durch Losen der quadratischen Gleichung erhalten wir die beiden Eigenwerte
A =45 und Ao = 20.

Wir bestimmen den Eigenraum zu A\ = 45:

29 — N 12 - —-16 12\ -4 3\ 3
ker( 12 36_)\1>—ker(12 _9)—ker(0 O)—Span(4>.

3
4

x 1 /3 —4\ (2 3" — 4y 42’ + 3y
= . =— = — 1
G)=5(1 3) () an o=,

in (104), erhalten wir nach einer Rechnung;
45(2") + 20(y')* — 902’ — 80y’ = 55
oder dquivalent, nach Division durch 5:
9(z')? +4(y)? — 182" — 16y = 11.
Durch ergénzen der Quadrate konnen wir auch den linearen Teil eliminieren:
9(x" —1)% +4(y — 2)* = 36.
Die Substitution (Translation)
=2 -1, y' =y -2 (106)
bringt die Quadrik daher in die Form

9(1_//)2 + 4(9”)2 =36
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oder dquivalent, nach Division durch 36:

(%)2 i (%) 1 (107)

Dies ist eine Ellipse in Hauptlage mit Halbachsen 2 und 3. Durch eine Bewegung, ndmlich die
Komposition der Rotation (105) mit der Translation , kann die urspriingliche Quadrik
auf diese Ellipse in Hauptlage abgebildet werden. Diese Transformation wird als Haupt-
achsentransformation bezeichnet. Bei der urspriingliche Quadrik handelt es sich daher

ebenfalls um eine Ellipse mit Halbachsen 2 und 3. Der Mittelpunkt von ((107)) ist M” = (8) )
Mit den Substitutionen (105]) und (110|) erhalten wir den Mittelpunkt der urspriinglichen El-
. . —1 . . . .

lipse in (104), M = ( 5 |- Die beiden Achsen der Ellipse (107)) sind durch z” = 0 bzw.

y” = 0 gegeben. Die Achsen der uspriinglichen Ellipse sind daher durch 3x + 4y = 5 bzw.
—4x + 3y = 10 beschrieben. Dabei haben wir die inverse Substitution zu (105]) verwendet,
sie ist durch die inverse Rotationsmatrix gegeben und lautet:

2\ 13 4\ (z ,  3r+4y ,  —4r+ 3y
OEDE) w -k e

Die Scheitel der Ellipse (107)) lauten

0 y 0 y 2 y -2
@) 5-(0) 50 =)

Fiir die Scheitel der urspriinglichen Ellipse erhalten wir

s=(i) == (k) s=(fE) ==

BEISPIEL 3.5.22. Wir wollen folgende Quadrik untersuchen:

ot

— 11922 + 240zy + 119y> — 572z — 494y = —338. (108)

Um die gemischten Terme zu elliminieren, gehen wir wie in Lemma|3.5.20[ vor und bestimmen
—119 120
120 119)°

Proposition [3.4.18| sind die Eigenwerte Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

B —119—X 120 \ _ s
O—det< 190 119_)\)—/\—28561.

die Eigenwerte der Matrix die den quadratischen Termen entspricht. Nach

Durch Losen der quadratischen Gleichung erhalten wir die beiden Eigenwerte
A =169 und A2 = —169.
Wir bestimmen den Eigenraum zu A\; = 169:

o (F119= A0 120 ) (=288 120 _, (12 =5\ _ 5
e 120 19—, ) " 120 —50) =%\ 0o o) =P\ 19/
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5 —12
125

x 1 /5 =12\ [« ba' — 12y 122" + 5y
= — . = — = — 1
<y> 13 (12 5 ) <y> d v 3 Y 3 (109

in (108)), erhalten wir nach einer Rechnung;:
169(2)? — 169(y/)? — 6762 + 338y’ = —338

Die diagonalisierende Rotationsmatrix ist daher R = % ( ) Substituieren wir

oder adquivalent, nach Division durch 169:
(@) = (y)? — 4o’ + 2y = —2.
Durch Ergédnzen der Quadrate kénnen wir auch den linearen Teil eliminieren:
(=2 = (y — 1) = 1.

Die Substitution (Translation)

7 =2 -2, y' =9y -1 (110)
bringt die Quadrik daher in die Form
(iL’//)2 _ (y//)2 = 1. (111)

Dies ist eine Hyperbel in Hauptlage. Durch eine Bewegung, ndmlich die Komposition der
Rotation (109)) mit der Translation (110]), kann die urspriingliche Quadrik auf diese Hyperbel
in Hauptlage abgebildet werden. Bei der urspriingliche Quadrik (108)) handelt es sich daher

ebenfalls um eine Hyperbel. Die Hyperbel (111)) hat Mittelpunkt M” = (8) Mit den Sub-
stitutionen (109)) und (110]) erhalten wir den Mittelpunkt M = ;92 //11 5) der urspriinglichen

Quadrik in (108). Die beiden Achsen von sind durch 2” = 0 bzw. y” = 0 gegeben. Mit
den Substitutionen und erhalten wir die Achsen der Hyperbel in , sie sind
durch bx+ 12y = 26 bzw. —122+ 5y = 13 gegeben. Dabei haben wir die inverse Substitution
von (|109) verwendet, sie ist durch die inverse Rotationsmatrix gegeben und lautet:

o\ _ 1 (5 12\ (x ih z,_5x+12y ,  —12x 4 5y
v ) 13\-12 5) \y o ~ 13 0 YT a3

Die beiden Scheitel der Hyperbel (111 sind S} = (é) und S} = (?) Fiir die beiden

Scheitel von ([108]) erhalten wir S; = ( 431/ /1133) und S; = 177//113

). Ebenso lassen sich die
Asymptoten und Brennpunkte der Hyperbel in bestimmen.
BEISPIEL 3.5.23. Wir wollen folgende Quadrik untersuchen:
2?4 2zy + 9 — 52 — T2y = —22. (112)
Um die gemischten Terme zu elliminieren, gehen wir wie in Lemma |3.5.20| vor und bestim-

men die Eigenwerte der Matrix G 1), die den quadratischen Termen entspricht. Nach
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Proposition [3.4.18| sind die Eigenwerte Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

(1A 1),
O-det(l 1_)\)_)\—2)\.

Losen der quadratischen Gleichung liefert die beiden Eigenwerte
/\1 =2 und )\2 = 0.

Wir bestimmen den Eigenraum zu A\; = 1:

11—\ 1 B -1 1\ -1 1\ 1
ker< 1 1_)\1>—ker(1 _1>—ker(0 O)-span(1>.
Die diagonalisierende Rotationsmatrix ist daher R

T 1 1 _1 x/ :U/ _ y/ :U/ + y/
- dh. = , - : 113
(y) ﬁ(l 1)(@/) vz YT )
in (112)), erhalten wir nach einer Rechnung:

2(2")* — 122 — 2y = —22

I
|H
7 N
—
~
wn
c
o
n
-+
=
£.
@
=
@
=
z
=

oder dquivalent
(z/)? — 62" —y' = —11.
Durch Ergénzen der Quadrate konnen wir einen linearen Term und die Konstante eliminieren:
(' =3 =9 —2.

Die Substitution (Translation)

" =2 -3, y'=y -2 (114)
bringt die Quadrik daher in die Form

(2")* = y". (115)

Dies ist eine Parabel in Hauptlage. Durch eine Bewegung, nédmlich die Komposition der
Rotation (113) mit der Translation ((114)), kann die urspriingliche Quadrik auf diese Parabel
in Hauptlage abgebildet werden. Bei der urspriingliche Quadrik (108)) handelt es sich daher
ebenfalls um eine Parabel. Wie zuvor, konnen der Scheitel, die Achse, die Leitlinie und der

Brennpunkt der urspriinglichen Parabel ({112]) sofort aus den entsprechenden Elementen der
Parabel in ((115)) mit Hilfe der Transformationen in (113]) und (114)) bestimmt werden.
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