
Publ. I.R. M.A. Strasbourg, 1992, 498/S-28
Actes 28e Seminaire Lotharingien, p. 115-122

Determinants de Hankel et theoreme de Sylvester
Christian Radoux, Universite de Mons

1. Un determinant de la forme

det(ct;^), j=i,..^
est dit "de HankeF'.

Outre 1'interet esthetique que presente souvent 1'etude de tels determinants, il con-
vient de noter qu'ils surgissent tres spontanement dans de nombreuses questions.
Par exemple [1] :
Soit la serie formelle

00

fW=^a^Xm ,
m=0

a coefficients a^ dans un champ K.
Pour que /(.Y) soit une fraction rationnelle, il faut et il suffit qu'il existe n tel que,
pour tout k assez grand,

det(afc+, +j)^^o, i,..., n = 0 .

2. Voici un autre exemple.
Dans [6], on demontre que, si la suite (Bn) des nombres de Bell, reduite modulo p
premier est de periode fcp maximum, cest. -a-dire de periode kp = ^-, alors il existe
a 1'interieur de cette periode

. une et une seule (p - l)-sequence nulle :

Bap = 5ap+l = .. . ̂  ^ap+p-2 ̂  0 (mod ?)

avec

p + (p - 2)^
dp =

p-1

. une et une seule p-sequence constante :

Bbp = -Bfep+i = . .. = Bbp+p-i ^ Cp (mod p)

avec

bp == fl. p + -p
^-1

(1)

(2)

(3)

(4)
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N.B. En fait, dans [5], J.W. Layman demontre que 1'existence et 1'unicite de la
(p - l)-sequence nulle est assuree meme si la periode n'est pas maximale.

Se pose done Ie probleme de la determination de Cp '=. Bbp.
/ B, \

B,i+1
et posonsAppelons Vi Ie vecteur colonne

\ Bi+p-i /

Dp,. =det(V,, y. +i,..., ^+p-i)

Sachant [2] que

Bn+p = B»+i + B» (mod p) ,

on voit tout de suite que

Dp,, +i = Dp,, (mod p) .

En d'a.utres termes Dp,, est independant de i :

V?', D^ = £»p (mod p)

Sachant. en outre [2] que

Bnp = Bn+i (mod p) ,

on peut recrire (3) comme suit :

B^-i)p = B^p = -.. = B(^+p_2)p = c, (mod p)
Soustrayons deux a deux les termes consecutifs, en utilisant a nouveau (6). II vient

B^_i)p+i=B^+i=.. -=5(,,^_3)p+i=0 (mod p) (11)
En reiterant. cette operation, on obtient :

B^-i)p+2=^+2^---^B(^-4)p+2=0 (mod p) (12)
et ainsi de suite.

En regardant Ie tableau ainsi engendre, on voit que la matrice M, d'element

Af,, j = B^-^p+z+p, (13)
(ou i, j = 0, 1,.. ., p- 1) verifie

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

M =

Cp Cp Cp
000

Cp Cp
0 *

000

0 0
0 *

(mod p) , (14)
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les + designaiit des elements inconnus, de sorte que

(^(6p-l)p, B^-i)p+i, . . . , B(fcp_i)p^2p_2) ^ (cp, 0,..., 0, Cp, 0,... , 0)
(p-i)fois (p-2)fois

(mod p).

Ainsi

(15)

Dp=D'p, (6p-l)p =

cp 0 0
000
000
000

0 0
0 c. 0

0 0
0 Cp
Cp 0

0 0
0 0

=(-l)^^(modp) (16)

et Ie theoreme de fermat donne finalement

^^Cp=(-l)£flDp (mod p)
Par ailleurs, grace a la remarque (8), nous pouvons ecrire :

Dp = Dpfl = det(B. +j).,^o, i,...,p-i

(17)

(18)

En resume, 1'evaluation de la p-sequence constante de nombres de Bell reduits mo-
dulo p mene "iiaturellement" au calcul du determinant de Hankel construit sur la
sequence initiale de ces nombres.

3. Deux techniques de calcul
Plusieurs auteurs ont evalue ce determinant.

(a) Methode de Philippe^elsarte [3]
Les nombres de Stirling de premiere espece s(k, i) sont definis, pour rappel,
par

^. (T, )=E^z)x1
>=b

(19)

(Leur matrice est inverse de celle des nombres de Stirling de seconde espece
S(k, i) : nombres d'equivalences a /' classes sur un ensemble de k elements. On

abiensur5fc= Z S(k, i}.)
Delsa.rte introduit les coefficients

Cn. =(-l)n^(-l)k(n^s(k^
k=t v n;

(20)

En particulier

C-n. n = 1 et Cn. i =0 si i > n
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II montre, au moyen de relations d'orthogonalite entre polynomes de Charlier,
que

Vt, j^ ", EE ̂c,, eB^ = ^.,, , (21)
fc=:0 <'=0

\ s\ i ~~
ou 6,. ) est Ie symbole de Kronecker : ^ ^ ^\ " -/- i

I, Sl I

Ceci peut encore s'ecrire sous forme matricielle

C^C» == dia,g(0! I! .. - (n-1)!) , (22)
ou Cn est la matrice (triangulaire) des Cij (avec ?, j = 0, 1,.. ., n - 1), Cn est
sa transposee et T>n est la matrice definie par (I>n)t, j = 5,+j (avec i, j =
0, 1,..., n-1).
Aiiisi

(det Cn)2(det Vn) = H k\
fc=0

Comme evidemment det Cn = 1, (23) se reduit a

det Pn - H k\

(23)

(24)
fc=0

Remarques :

. Les Cn,, sont tres lourds a, evaluer par leur seule definition. II vaut mieux
[8] les calculer par la recurrence

Cn+1,. = Cn,. -l - nC»_l,. - (n + l)Cn, i , (25)
amorcee par Cij = 1, C2, i = -1,  2, 2 = 1-

. Pour les specialistes de 1'analyse p-adique (revenir au paragraphe 1 de ce
texte, avec A' = Cp, complete de la cloture algebrique de Qp), la formule
(24) se traduit mentalement tout de suite par une valeur absolue p-adique
de 'Dn tres petite.. .

. Pour p premier, (24) donne [7]

(det. (5^),,, =o. i,..., p-i)2 = ^ LI (mod P) selon <lueP = { 1 
(mod 4)

(b) Methode de Philippe Flajolet [4]

Soit. f{z} = E Gn^" une serie (formelle) a coefficients On entiers.

Si /(;) aclmet Ie developpement (formel lui aussi) en fraction continue de
Jacob i-Stielt. jes

1
/(--) =

1 - CtQC -
"^

(26)
nz

1 - Q-iZ -
^

1 - a-iZ -
^
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a coefficients a,, 3, entiers, alors

det(o, +, ),^o, i,...,n=^i... A^ , (27)

ou 1 on a pose

Mn=^... ftn (28)

Flajolet montre ensuite (entre autres cas particuliers remarquables) que

si 1 on prend On = Bn , alors Qk= k+1 et /3k= k . (29)

Dans ce cas particulier, (28) coincide avec (24).

4. Le theoreme de Sylvester [1]
Une fa^on de formuler son enonce est la suivante.
Soit / une fonction (2n - 2) fois derivable.
Soit 1'operateur Z>n defini par

Alors

v-f-det(^f), ^..^

(Vn^f)(T>^f)=V, (V^f)

(30)

(31)

Rappelons par ailleurs la fonction generatrice "exponentielle" des nombres de Bell :

(32)
00 R. -^

(ez-l) _ V^ ljk^

k=0 n"

Appliquons done (31) a f(z) = e{ez~l\
Par une recurrence un peu lourde, mais sans probleme, on montre [7] que

Z>n£(es-l)=(n^!)e:i^2+ne;
. fc=0

(33)

Or, par la definition-meme de Z?n, et en se rappelant [2] que

Vn ^ 1, -^e(e*') - f^ 5(n, A:)e(fc^e2 ) ,
k=l

on trouve d'autre part

P^<-1) = e(-l>det(5^(z)),,, =o, i,...,n-i .

movennant

5o(~~)=l et Vm^l, S^(z)=^S(m, k)ekz
fc=l

(34)

(35)

(36)
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En comparant (35) et (33), puis en rempla^ant ez par z, on trouve

ou

det(5, +, (.~)),, ^o, i...., n = I n ̂ ! I ̂ -l-y-' ,
<fc=0

5o(.-)=l et Bn[=)=^S(n, k)zk .

(37)

(38)
fc=l

Comine on 1'a rappele a.u para. gra. phe 3. a), Ie ca.s particulier z = I restitue a nouveau
(24).

5. Autres applications clu theoreme de Sylvester [7], [9], [10]
Letheoreme de Sylvester presente 1'avanta. ge de permettre 1'utilisation de 1 arsenal
analytique, via 1 usage des fonctions generatrices.
C'est ainsi qu il produit des resultats coinme ceux qui suivent :

. Soit EQ = I, E! = 1, ^4 = 5, £'e = 61, £g = 1385,... la suite des nombres
d'Euler, engendree par

1 ^ E, kz2k
cos 2 ^ (2k)\

7T.
12 1<2)

Alors

det(£2, +2, )>,, =o, i,..., n = (11(2^)'
^. =0

(39)

2n
. Pour les nombres de Catalan Cn = --L on trouve

det(C, +, ),, =o, i,...,n=l . (40)

. Pour les coefficients binomiaux centra.ux &; = (^ ), on obtient

det(^),, =o, i,..., n-2" . (41)

. Pour Ie nombre In d'involutions sur un ensemble a n elements, il vient

det(/^),, ^o, i,...,. =infc!) . (42)
a-=o

. Pour les polynomes rfn(^) = E^=o(-l)A'i!2n-fc' on aboutit a

det(^, (. ))^o, i,.... n =(II^| ^n("+l) . (43)
<fc=0

Notons que dn = ^n(l) n'est autre que Ie nombre de derangements de n objets.
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. Pour les polynomes de Hermite Hn(x), on a

det(H^(^^^=(-2)n^^k\
k=0

Le cas particulier z = 0 est particulierement interessant :

HznW = (-1)^,(2")! et ^n+i(0)=0 .
6. Un dernier (pour 1'instant) point de vue

Dans une communication personnelle a 1'auteur [II], en date du 29 decembre 1991,
Volker Strehl developpe, a propos de la formule (43), differentes remarques dont il
montre qu'elles s'appliquent de fa^on tres generale et permettent d'eviter Ie recours
aux diverses techniques decrites ci-dessus.
En fait, en posant

e, ^) = (-. )fc4 (-^) ,
il commence par recrire (43) sous la. forme

det(e. +, ), ^o, i,..., n = | n^-i ,
\k=0

(44)

Pour prouver (44), il utilise des calculs de differences finies pour d'abord montrer
que, effectivement Ie preniier membre est constant. Un cas numerique particulier
bien connu lui permet ensuite de conclure.
En outre, Strehl met en evidence une propriete commune aux polynomes pn (z) "se

comportant bien . Cette propriete, qui s'avere essentielle dans sa demonstration, est
de verifier une equation du type ^pn (z) = npn_-i(z).
Pour terminer, Strehl donne une generalisation de (43) :

ou

det((x^^k^...., n=Tl3^}^ ,
j=Q

(.r), =x(x+l)(x+2)... (x+j+l) .

(45)

(46)

Ce type de generalisation, qui pourra. it aussi s'obtenir a partir du theoreme de
Sylvester (partir de ̂ f(z) a.u lieu de f(z}) est fort utile dans des questions comme
celles evoquees tres sommairement a.u para.graphe 1.
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