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Integrite de certains produits-quotients de factorielles

PAR

P. A. PICON

Dans ce qui suit, [x] designe la partie entiere du nombre reel x et {x} =x- [x] sa partie
fractionnaire. On notera Xj + ... +x^! pour (x^ + ... + x^)!

Theoreme. - ( [1] et [2] ). Soit une famille finie de formes lineaires u sur R" a

coefficients dans N ; alors A (X) = R u(X)!£u , e^=± 1 , est ender pour tout X de
N", si et seulement si B (X) = S eJu(X)] est positive ou nulle pour tout X de
[0, 1[" u {e^e^, ..., e^}, e^designant Ie k-ieme vecteur de la base canonique de R".
Corollaire.-

1. Si B (e^) = 0 pour tout k, A (X) est entier dans N" si et seulement si B(X) ̂  0
dans [0, l[n.

2. Si A(X) est entier dans N", alors A(X) 0 ̂ . ~B^ est aussi entier dans N".
k=l

Du 2. on deduit par exemple que Ie coefficient du binome x, +y est entier puisque
x + y! 1'est.

x! y!

Egalementque x! divise ̂  ^ ^ ̂ y!, 3yy, '^, y, et que Xi!k-2 ...... x, ! k-2 divise
kxi ! kxi -!

Ie nombre de Bourguet x, +.. +xjx, !. xj dont rintegrite est montree ou citee
dans [1].

On dira dans ce cas, que 1'on complete A(X) et si B(e^) = 0 pour tout k, que A et B
sont complets, pour signifier que A(X) n'est alors divisible par aucune x^!
Onpeut^facilement voir que, pour une fonction B complete, on a les'equivalences
B(X) ^0^ B(X) <§ ^ 0< B(X) < § ou § designe la difference entre lexnombre'de
factorielles du denominateur et du numerateur.

Dans tout ce qui suit, les quotients A et les fonctions B seront supposes complets.
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I - Considerons A(X) =
5x + y! 3y!

x + 2y! 2x + y! x!z' y!

B(X) = [5x + y] + [3y] - [x + 2y] - [2x + y]

=2x +y- {5x+y} - {3y} + {x + 2y} + {2x +y} .

cite ci-dessus. Dans [0, 1[^ ,

Comme B(X) est un entier, des que 2x +y ^ 1, B(X) est positif ou nul, car

{5x + y} + {3y} < 2. Pour 2x+ y < 1, B(X) = 4x + 2y- {5x + y} - {3y} + {x + 2y}
et de la meme fa^on, des que 4x + 2y > 1, B(X) ^ 0. II est clair d'autre part, que Ie
minimum de B(X) est atteint sur x+ 2y = 1, 2 ou sur 2x + y = 1,2.

(La fonction x -» [x] est continue a droite).

B(X) est done positive ou nulle dans [0, 1[2 puisqu'on vient de voir qu'elle 1'est pour
2x +y > 1 et pour x +2y^ 1 .

Le meme precede peut-etre applique pour montrer "sans calcul" 1'integrite de, par
2x! 4y! 4x + 2y!

'-, -T-~T^-. Q . . ' -- .
" x!2y!2x+y!'22(x+y)!

De plus, on utilise seulement, hors Ie fait que A(X) soit complet, Ie nombre de factorielles
du numerateur et non pas leur expression meme ; c'est-a-dire que 1'on montre en meme

temps 1'integrite des quotients correspondant aux partages en deux de
5x+4y : 3x + 2y! 2y! , 4x + y! x+3y! etc.

De fa9on plus generate on montre facilement par recurrence Ie resultat suivant:

Proposition. - u < v signifie u(e^) < v(e^) pour tout k.

Si, pour k= 1, ..., q, rv^^ VQ+ YI + ... + v^ ou VpCX) ̂ a^ x^ + ... +a^x^ alors
Ui(X)! ... u^i(X)!_ ___

est entier.

xi'al ... x^!an v^X)! ... Vq(X)!

Corollaire.-
Ui(X)! ... u^i(X)!

x! a(ixi!r... x, !r£x! 'll 2Sx! a2 ... qS
ou Ex =x^ + ... +x^, est entier si rk < r+a^ +2a^ + ... + (k- 1) a^^ ,
k=2, ..., q.

En particulier, , n. i , n-i v .., k-n+l est entier et on retrouve Ie resultat deXi!"-l... xJn-lSx!
Bourguet pour u^(X) = k x^ et k = n.
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Par exemple, les quotients suivants sont entiers :

6x! 13y! 19z!
x!2 y!4 z!6 x+2y+3z! x + 3y + 4z! 2x + 4y + 6z!

9x! lOy! lOz!
x!2 y!4 z!6 x+2y +3z! x +3y+z! + 2x + y! 3x!

15x! 15y! 15z!
!2y!2z!2 I x!32i x! 3l x!5l x!x!~ y

15x! 15y! 15z!
x!2 y!2 z!2 2l x!23E x! 4l x!

Ils restent entiers si on change les numerateurs sans augmenter Ie nombre des factorielles

et de maniere a ce que la somme des fonctions soit la meme.

m-Ti

II - On connait la formule S |x + ^1 = [mx] , pour x reel et m entier positif.
k=0k=0

On en deduit facilement une generalisadon

m-1

S |x + k^|=[mx]+
k=0 L m-

(m-l)(n-l)
2 (1)

pour m, n entiers positifs premiers entre eux.

Cette fonnule va nous permettre de faire des sommes de translatees de fonctions B.

Dans ce qui suit, P designe un ensemble fini d'entiers > 2 et premiers deux a deux et

P - 1 1'ensemble forme des nombres de P diminues chacun de 1. On note 7i(E) Ie
produit des nombres de 1'ensemble E en convenant que 7c((])) = 1.
On a alors la :

Proposition. - Les trois expressions suivantes sont entieres pour x^ Oety^ 0 ,
xCard P - Card E

-E ~ '~-J

1. n 7T(E)x!£E 7T(E)y!£E x+y!<p-1)
EC: p

2. ft 7i(E)(x+y)!8E 7i(E)x!'8Ey!-7I(p-l)
EC p
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iKP-1)
23. n 7i(E)x!£E 2x!

EC= P

(sauf si P est reduit a un seul nombre pair).

Preuve.-

1. On pose b(x, y) = [x +y]- [x] - [y] . Utilisant (1), on voit que :

S bfx +t, y+n^= (n-l)[x+y+l]-[nx]-[ny]+[x]+[y]
k=l

n n

qui est comprise entre 0 et n-1, ce qui entraine que :
b^(x, y) = [nx] + [ny] -(n- 1) [x +y]- [x] - [y]

est comprise entre 0 et n - 1 aussi. Cela montre 1. pour P = {n}.
Prenons P = {n, m} avec (n, m) = 1 et faisons

m-1

k=l
sbnfx +^, ' y+

m - k
m

quivaut, d'apres (1),

[mnx] + [mny] - [mx] - [my] - [nx] - [ny] + [x] + [y] -(m- l)(n- 1) [x +y]
et qui est evidemment positive. La recurrence sur Ie nombre d'elements de P est
immediate.

2. On commence par faire

n_l
b|x +

k=l

S bfx +^' y1 = ^n(x + y)^ - [x +y] - [nx] + M - (n - D [y] = ^ (x, y) ̂  0

c=l

m-1

On fait ensuite 2-'c fx +-, y^ et de fa^on analogue a 1., on obtient Ie resultat

annonce.

3. On fait y = x dans 1. et Ie carre d'un rationnel etant entier, ce rationnel est entier.

Par exemple, pour P = {2}, on obtient ^ +"vt^!' vt (Catalan) qui correspond a

1 -bfx + ^, y + ^] et que 1'on connait deja; puis

+v!2x !xv! correspondant a bj^x + ^, y^ qui semble-t-il n'etait pas connu.
Pour tous les deux, comme pour Ie bin6me, 5 = 1.
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Pour P = {3, 4}, on a :

12x! x! 12y! y!

3x! 4x! 3y! 4y! x + y!6 '

12x! x! 12y! y! 12z! z!

et

entiers.

3x! 4x! 3y! 4y! 3y! 4z! x+y!3 y + z!3 z+ x'.3

12(x + y)! x + y! 2x! 4x!

3(x + y)! 4(x + y)! 12x! + x! y!6

Pour P = {3, 4, 5} ,

60x! 3x! 4x! 5x!

20x! 15x! 12x! x! 2x!12
entier.
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