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Un ̂ -analogue des polynomes de Bessel
(r6sum )

Serge Dulucq 0

Abstract. The combinatorial model for the Bessel polynomials, introduced by Dulucq
and Favreau in [3], aUows us to defme the ̂ -Bessel polynomials. This model, based upon
weighted involutions, leads to a combinatorial mterpretation of the three-tenn recurrence
relation and to an explicit formula for the nth ̂ -Bessel polynomial.

1. Introduction

Les polynomes de Bessel, ainsi nomm^s compte-tenu de leur reladon avec les
fonctions_de Bessel, apparaissent comme soludon de f'equation differentielle du second
ordre [2, 7]

.
2^Z
'"d? +(2x+2)-^=n(n+l)y.

dx
(D

Cette famille de polynomes peut 6galement etre d^finie a partir de la rdcurrence b trois
termes

yn^(x)=(2n+l)xy^x)+y^(x) ,

yo(x)=l , y^(x)=l+x .
(2)

La valeur explicite de ces polynomes, en termes de la fonction hyperg6om6tnque 2^0- est

y, (x) = ^(-n, n+l;_, -x/2)

=£ (n+k)\ (x

^(n-k)W\2
(3)

Dans J3], nous avons propose un modele combinatoire pour cette famille de
polynomes. Ce modele nous a permis, non seulement de retrouver toutes lesTdeatit6s
classiques (rdcurrence ^ trois'termes (2), dquation diffdrentielle (l), ^quation~de
rdcurrence aux d6riv6es, identity exprimant la sdrie gdn^ratnce), mais dgalement dobtenir
une demonstration enti^rement cbmbinatoire de 1'orthogonalitd de cette famille de
polynomes.

Comme pour les polynomes de Hermite [1, 5, 6], ce modele combinatoire nous
Permet de ddfinir un ̂ -analogue des polynomes de Bessel. Nous montrons alors qu'ils
vdrifient une r^currence ̂  trois termes qui est un ̂ -analogue de (2) et nous obtenonsune
formule explicite pour Ie nieme polynome yn(x;q).
<*) Avec Ie soutien du P.R.C. Math6matiques et Infonnatique. E-mail dulucq@labri. greco-prog. fr
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2. Un modele combinatoire pour les ^-polynomes de Bessel

Soit ̂ )n 1'ensemble des involutions ayant exactement n orbites, ou Ie terme orbite
d6signe les cycles de longueur 1 ou 2 de 1'involution, c'est a dire \es points fixes ou les
aretes, et notons ̂  ̂  1'ensemble des involudons de ̂  ayant k aretes (O^c^t).

Etant donn^e une involudon a de ̂ n , nous d6fmissons sa valuation v(a) par

v(a)=xewq5w
ou

e(a) = nombre d'aretes de I'involution a

et, pour une arete a=(i, j),

et, pour un point fixef=(f),

.(a)= ^^(a) + ^s(f)
arStes a fixes f

s(a) = Card{k : i<k<j et a(fe) < ;'} ,

s(f)=Card{k : k<f et aW<f] .

Definition 2. 1 Les ̂ -analogues yn(x;q) des polynomes de Bessel sont d6fmis par

yn ^;q) = ^v(a)
ae0.

= £ £^(u)^
t=0 ue^ut

(4)

Theoreme 2.2 Les polynomes Yn(x;q) v^rifient la relation de r^currence ^ trois termes

f y^(x;g)=[2n+l\xy^x;g)+g21-ly^(x;q) ,
y^x;q)=l , y^x;q)=l+x .

(5)

_l-^n_,
1-^

Theoreme 2.3 Le polynome Yn(x;q) est donnd par la formule

ou ["]" = / =l+g+q +... +q est Ie ̂ -analogue usuel de I'ender n.
J? 1-^

n^ \ f{, + k

y^x^=^[^'k
k=o L"~

f":'1
W^. q^^k (6)

ou
K'

W. [n-k],l
est Ie q-analogue du coefficient binomial,

-Jg L--J^- L-- --J^

et [2^!! = [1]^[3] [5] ... [2^-1] est 1c q-analogue da nombre d'involutions
sans point fixe sur 2k points.
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