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NOUVELLES AVENTURES AU PAYS DES

Q-ANALOGUES (EQUATION DE YANG-BAXTER)

PAR

PIERRE CARTIER (*)

Introduction

La Mecanique Statistique des systemes atomiques (cristaux,... ) offre un
abondant reservoir de problemes combinatoires. La difficulte essentielle est Ie calcul

exact, ou asymptotique, des sommes compliquees qu'on appelle la fonction de
partition de Boltzmann et Gibbs. II y a peu de cas ou 1'on sache faire les calculs

complets ; voici deux cas notables :

- Ie modele d'lsing a deux dimensions (Onsager, 1940);

- 1c modele de la glace (Lieb, 1967).

Ces deux modeles se referent a des situations a deux dimensions.

Nous nous proposons, dans ces exposes, de donner une introduction aux

problemes combinatoires lies au modele de la glace. On y voit tout d'abord une

extension d deux dimensions du calcul matriciel. Ce demier est adapte par exemple a
1'etude des circuits electriques en serie

qui amene a 1'etude des puissances d'une matrice. Dans notre cas, on a deux types

de composition, horizontale et verticale, comme Ie suggerent les figures ci-dessous :

( ) Notes redigees par E. Roblet, elevc a 1'Ecole Normale Superieure de Paris, d'apres trois exposes
de P. Cartier au Scminaire Lolharingien de Combinatoire les 8, 9 et 10 mai 1989 a Bayreuth.
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Une telle interpretation graphique du calcul tensoriel a ete introduite par 1'imaginatif

Roger Penrose.

La methode de Lieb a ete simplifiee par Baxter [2] qui a realise 1'importance

de la relation, dite de Yang-Baxter, et qui s'ecrit

1, 2 2, 3 1, 2 ^ 2, 3 1, 2 2,3

C'est a cet endroit que s'insinue Ie q-calcul. Une solution elementaire de 1'equation
de Yang-Baxter est fournie par un operateur de symetrie T(l) : x®y -> y®x dans

un produit tensoriel V®V. Le modele de la glace suggere une deformation T(q) de

T(l) qui satisfait a 1'equation de Yang-Baxter. II s'agit de trouver les valeurs

propres d'un operateur R deduit de T(q) et operant dans I'espace tensoriel
VN = V®.. .®V (N facteurs). Comme V est ici de dimension 2, on peut chercher a

utiliser une q-deformation du calcul classique de Clebsch-Gordan.

Dans ces exposes, nous avons donne une idee des methodes de la Mecanique

Statistique, explicite les liens entre 1'equation de Yang-Baxter, 1'algebre de Hecke et

Ie groupe des tresses, et donne une introduction a la q-deformation du calcul

tensoriel. On verra en particulier apparaTtre de maniere naturelle les coefficients

q-binomiaux de Gauss, et une algebre de polynomes non commutatifs en deux

variables x, y telles que yx = qxy. Pour allerjusqu'a la solution du probleme de la

glace, il aurait fallu introduire les groupes quantiques, qui sont des q-deformations

des groupes de symetrie naturels.
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Nomiale Superieure, qui ont servi de cobayes pour la mise au point de ce cours.

Plus paniculierement, je remercie Emmanuel Roblet pour 1'intelligence et Ie soin

apportes a la redaction, la mise au point et la typographie de ces notes.



§1. Introduction a la mecanique statistique discrete

Les modeles discrets de la mecanique statistique etudient, en fonction de la

temperature, les configurations d'un systeme fini de "particules" (atomes,

molecules... ) existant dans differents etats. On s'interesse egalement au

comportement asymptotique de ces modeles, lorsque Ie nombre de "particules" tend

vers 1'infini, ou lorsque la temperature tend vers zero ou vers 1'infini. On utilisera
les notations et les definitions suivantes :

A est 1'ensemble des sites occupes par les atomes et, pour xeA, S^ est
1'ensemble des etats possibles de la particule placee en x.

0 = l^xeA^x designe 1'ensemble des configurations. Une configuration est

done une fonction (0 qui donne, pour chaque site x, 1'etat h^eS^ de la particule
en x.

H: Q. -^ [R est Ie hamiltonien du systeme ; cette fonction est deduite de

considerations physiques et H(co) represente 1'energie de la configuration co.
|j. o : ^!-^ R+ est la loi a priori; on n'impose pas la condidon de normalisation

S^cd)=L
coeQ

Plutot que la temperature T, on utilise la variable (3 = 1A.T ou k est la constante de
Boltzmann.

On note Z la fonction de partition du modele ; son calcul exact ou son

evaluation asymptotique est essentielle, car elle permet de calculer toutes les

grandeurs thermodynamiques usuelles :

Z(p)=Se-PH<">4<, (0))
coeD

On definit enfin la valeur moyenne thermique d'une foncdon A : Q ^[R par

<A>S^£A((0)  -»"'"> 4o«0).
coin

C'est en fait 1'integrale de la foncdon A sur Q. par rapport a la lot de probabilite |j.
definie par

^((0) =

.

-PH((O)
er'-4o(»)

Z((3)



et appelee loi canonique de Gibbs.

Etudions les limites de la valeur moyenne de A.

1) Dans Ie cas ou la temperature tend vers 1'infini, c'est-a-dire lorsque P tend

vers zero, on a :

^ A((ri) 4o(co)
<A)-»-CO^L

S^o(o))
men

La loi de probabilite des configurations a tres haute temperature est done de la forme
(J.oo(co) = Coo|^(a)) ou la constante Coo est choisie pour qu'on ait la normalisation

£^o^°o(")=L

2) Notons OQ le sous-ensemble de 0. constitue des configurations ou H est

minimal et remarquons que la valeur moyenne de A est invariante lorsqu'on ajoute a
H une constante ; on peut done supposer que min{H((o), coe^} = 0. L'ensemble
QO s'interprete physiquement comme 1'ensemble des etats stables a basse
temperature. On montre alors facilement que, dans Ie cas ou la temperature tend
vers zero par valeurs positives, c'est-a-dire pour p tendant vers 1'infini, on a:

<A> -^

^ A((O) ̂ o(co)
coeno

S^cri)
(oeno

Par consequent, laloi aT = 0 est la loi de probabilite induite sur 1'ensemble QQ des
etats d'energie minimale par un multiple convenable CoP. o de [IQ .

Le cas Ie plus frequent est celui ou la loi apriori est uniforme ; on peut alors se
ramener au cas ou \IQ (CD) = 1 pour tout co. Si 1'on note 1X1 Ie cardinal d'un ensemble
fini X, on a alors

M.oo(®) = l^l-1 pour la loi a haute temperature
p.o (coo) = lOol"1 Pour ̂ a 101 a l:)asse temperature

avec coe 0 et oioe ̂ o- L'expression de la fonction de partition se simplifie

Z(P)= ̂ e-
toeQ

-^H(o)



§2. Grandeurs thermodynamiques

L'energie libre F de Gibbs est donnee par Z((3) = e~PF(P) ce qui nous donne
F(|3)=(-l/(3)LogZ(p).

L'energie E est la valeur moyenne de H ; on demontre aisement les formules

suivantes :

E=<H)=-3(Logz ). F-T .
ap 3T .

Notons f la densite de [i par rapport a \ly. Suivant la definition de Kiihlback,

I'entropie S est donnee par :

S((3) = -k ̂  ̂ i(co) Log ̂  = -k ̂  ̂ (co) (f Log f)(co).
coeQ j^n(co) coe

Si la loi a priori [IQ est uniforme sur 0., les valeurs limites de S sont k Log 101

(resp. k Log \Q. o\) lorsque T tend vers 1'infini (resp. zero). On a les egalites
smvantes :

S»E^F=-ffi»|cp2^.
T 3T ap

§3. Le modele d'lsing a une dimension

a) Presentation.

II s agit d'une chaine A de N atomes identiques possedant chacun un moment

magnetique pouvant prendre deux orientations. On modelise 1'ensemble des etats

possibles d'un atome x par S^ = {-1, 1}, de sorte que 0 = {-1, 1 }N. Un element de

Q, est done un vecteur co = (o)i,. .., 0^) a N composantes egales a+1 ou a-1. La loi

apriori est uniforme et vaut 1.

+1

t
TT

+1 +1

^^_ _T T

fig. 1



On suppose que les atomes interagissent avec leur(s) plus proche(s) voisin(s),
ainsi qu'avec un champ magnetique exterieur. Le hamiltonien est donne par:

N_-I Ji
H(cri)=J^Cri^^+B^(ri;

i=l i=l

ou J et B sont des nombres reels, qui decrivent respectivement 1'intensite de
1'interaction entre deux plus proches voisins et 1'intensite du champ magnetique

exterieur.

Examinons, en 1'absence de champ magnetique (i. e. B = 0), les

configurations ou H est minimal ; elles dependent du signe de J.

1) Si J <0, Hest minimal lorsque les moments des atomes sont tous de meme
sens ; il y a deux configuradons possibles :

+1 +1 +

T T T T T TT 1 2 3

2 3
et

i J. J. J. ^4. ^
fig. 2.1

-1

fig. 2.2

C'est Ie modeleferromagnetique.

2) SiJ >0, H est minimal lorsque les moments des atomes sont altemes ; la
encore, on obtient deux configurations :

+1

T
+ 1 +1 +

T T T... T. T. T
. i2 3 i T-N"1' 2 ^3 1 ^'

:, -', --, -1 -1 -1 -I
fig. 3. 1 r1g. 3.2

N

C'est Ie modele antiferromagnetique.

Remarques. - 1) Dans Ie cas OM B = 0, Ie hamiltonien H est invariant par la
symetriew ->-w, onpeutdoncprevoir que IQo1 est pair.

2) On a lOol = 2 alors clue lnl = 2N, OM N est de I'ordre du nombre

d'Avogadro, c'est-d-dire 6xl026. Enparticulier, lorsque la temperature croit de 0
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d +00, 1'entropie s'accroit de k Log l^l/l^l, approximativement egal d kN Log 2. On
rappelle que, si N est Ie nombre d'Avogadro, kN est la constante R des gazparfaits
egale d 8,32x103 J/°K.

3) Si B n'est pas nul, ^g est modifie et en particulier, n'est plus
necessairement invariant par la symetrie Q -> -co : on dit qu'il y a brisure de

symetne.

b) Calcul de la fonction de partition ; conditions aux limites
cycliques.

La fa^on de mener les calculs - ici comme au paragraphe 4 - est la
suivante : on examine 1'interaction limitee d'un atome avec un atome voisin ainsi

qu'avec Ie champ magnetique. Le hamiltonien de cette interaction limitee peut
prendre quatre valeurs possibles suivant 1'etat de 1'atome considere et celui de son

voisin ; ces quatre valeurs sont les T^ definis ci-dessous : on pose u = e-PJ,

v = e-PB et T^= UOTVT (o et T varient dans {-1, 1}). On appelle matrice de
transfer! et on note T la matrice carree 2x2 dont les elements sont les T.

OT .

T=

fT. . T. . ^ f
1, 1 "1, -1

T . . T
L-1, 1 "_1, _1

uv u~ v-

u-lv uv'-1

On va s'attacher ensuite a determiner la fonction de partition (quandte globale)
grace a la matrice de transfer! (quantite locale). Pour pouvoir mener Ie calcul

jusqu au bout, on suppose que Ie N-ieme atome interagit avec Ie premier, c'est-a-
dire que la chame d'atomes est cyclique ; cette hypothese est physiquementjusdfiee
par la taille de N. Les expressions de H et de Z sont alors:

N

£
i=l

H((ri) - J ̂  Cri;CO^^ + B^ co; avec (0^^^ = ^
N

i=l

Z(P)= S U^^oul'onaposeU,
(OieTl, D '1""1 colt°N.l

T. .. T - ...T

(c^,..., co^e{-l, l}
N-l col(02'o)2co3""col^N.l'

La matrice U est une matrice 2x2 et 1'on constate que V^ est 1'element
d'indice or de la matrice TN. Nous avons done prouve Ie resultat suivant:

Theor^me 1.-La fonction de partition Z((3) est la trace de la matrice TN, c'est-d-
dire Z([3) = tr (TN).
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Ce precede de calcul de la fonction de partition s'appelle la methode de la
matrice de transfer!; elle s'applique en toute dimension, mais on ne sait terminer 1c

calcul exact qu'en dimension 1 et 2. Nous avons besoin ici du resultat suivant.

Theor^me [Perron-Frobenius]. - Soit T = (ty) une matrice reelle nxn avec ty > 0
quels que soient i et'}. La valeur propre complexe de T de plus grand module est
simple et strictement positive : ^ > l^l ^ ... > l^nl- De plus, il existe un vecteur

proprepour \^ dont toutes les coordonnees sont strictement positives.

Soient alors ̂  et ̂  les valeurs propres de T avec ^i > IXzl ; il existe une
matrice 2x2 inversible P telle que T = P-IDP done TN = P-lDNp avec

D=
(\ °}
0 ^

De 1'egalite des traces tr(AB) = tr(BA), on tire alors Z((3) = 'kv + 'k^i, done :

^-LogZ(p)^^Log^.

On peut aussi calculer ̂  = e-ly cosh((3B) + [e-2PJ sinh2((3B) + e2PJ]l/2et
exprimer ainsi, en fonction des parametres J et B et de la temperature T, les

quantites thennodynamiques par atome [2].

.'energie libre par atome : , lim ^- = -kT Log ?i, .
-^-Ko

. 'entropie par atome : Jim ^- = k Log X, + k ̂ - -^-..

N'-^'-KoN "V0̂ 1 
" 

?l,
E _kT" c'/ll

^'energie par atome : lim ^- =
n^--t<o N ^ ^T'

12



§4. Le modele d'lsing a deux dimensions

a) Presentation du probleme physique et du modele dual avec

conditions aux limites cycliques.

L'ensemble des sites A = {l,..., N+l}x{l,..., M+l) est un rectangle inclus
dans Ie reseau 22 et, pour tout xeA, 1'ensemble des etats est S^ = {-1, 1}.

L'ensemble des configurations est done Q = {-1, +1}A. On suppose comme

precedemment que les atomes interagissent uniquement avec leurs plus proches
voisins (1c champ magnetique exterieur est nul) ; Ie probleme physique se deroule
done sur un graphe G dont les sommets sont les atomes, dont les aretes

materialisent 1'existence d'une interaction entre deux atomes (c'est la valence des

chimistes), et dont les faces ( on parle aussi de plaquettes) sont les carres du reseau
22 (voir figure 4. 1). On note E 1'ensemble des aretes de G. La lot a priori est

uniforme et vaut 1. Le hamiltonien est donne par :

H(co) = J ̂  cd, cdy .
(x^feE

Remarque 2. - Une configuration co sur G est une application de I'ensemble A des

sommets de G dans {1, -1}; une telle configuration 0)etantdonnee, valuons chaque

arete a = {x,y} rfc G par 0^= co^cOy. Le hamiltonien ne depend que de I'ensemble
des valuations et on constate que Ie produit <s^<5^5^ vaut 1 si a, b, c, d sont les

quatre ar&tes d'une plaquette de G. Les valuations des aretes de G ne sont done pas
independantes.

Pour pouvoir calculer Z, nous aliens considerer Ie graphe G* dual de G

(figure 4. 2 ). Le graphe G* possede MN sommets situes aux centres des plaquettes
de G. II possede aussi (N+1)M aretes horizontales et N(M+1) aretes verticales; une

arete e de G* intersecte une et une seule arete a de G et on pose alors a^= a^: une
configuration sur G* sera done une application de 1'ensemble des aretes de G* dans
{-1, 1}. On designe par A* (resp. E*, Q* = {-1, 1 }E*) 1'ensemble des sommets

(resp. des aretes, des configurations) de G*.

13



M+ 1

M

Le graphe 6

fig. 4.1

1 12

M

Le graphe G*

(G est trace en traits fins)

fig. 42

On vient de definir une application ^i de-Q, dans Q* qui a une configuration

co = (ff»x)xeAfalt correspondre une configuration o = (Og)eeE*. Posons 0' = <I>(0);
on a alors Ie resultat suivant:

Lemme 3. - a) Un element 0'e W est dans Q' si et seulement si, pour tout sommet

ze A*, on a OgOfOgOh = 1 ou e, f,g,h wnr les quatre aretes de G* adjacentes d z.
b) Dans ce cas, o a deux antecedents par 0 ; si I'un est co = (cOx)xeA' I'ciutre

^r-0)=(-COx)xeA.

Preuve : a) Soit or un element de Q.* satisfaisant la condition a). Fixons la

valeur d'un des sommets de G en posant par exemple (0(i, i) = 1 ; on constate alors
qu'on peut definir de proche en proche un et un seul d) dans Q tel que Q((o) = a (on

peut commencer par calculer les valeurs necessaires de Ci)^^)'-' co(l, N+l) Puls on

14



calcule ensuite ligne a ligne les valeurs des OD(,J) en utilisant les conditions de
compatibilite du type Oe0f<7g0h= 1).

b) On construit de la meme fa^on Ie second antecedent CD' de a en commen^ant

par poser w\^i) = - 1, et on constate que 0)' est 1'oppose du vecteur CD construit
au a).

On a done remplace la condition sur les plaquettes de G donnee dans la

remarque 2 par une condition sur les sommets de G*, qui se traduit facilement dans

la matrice de transfer! (c/. plus bas). Pour remedier au fait que les seules
configurations autorisees sur G* sont celles de Q.', on utilise 1'artifice suivant: on

pose, lorsque oe Q*

H*(CT) = .

+°° si os ̂*\Q', de sorte que e~ PH*(0) - 0;
.^- ̂  S °e sl CTe ̂ ' (la seconde somme porte sur les aretes ee E*

adjacentes a z).zeA* e-

Poser H*(o) = +00 lorsque o est une configuration interdite signifie physiquement

qu'il faut une energie infinie pour 1'atteindre.

Le module avec conditions aux limites cycliques consiste a identifier, dans G,

d'une part les sommets de coordonnees (1, i) a ceux de coordonnees (M+l, i), et

d'autre part les sommets de coordonnees (j, 1) a ceux de coordonnees (j, N+l) pour

toutes les valeurs possibles de i et de j (c/. figure 5 pour 1'orientarion des
coordonnees). II revient au meme d'identifier, dans G*, les aretes libres

horizontales de meme ordonnee d'une part et les aretes libres verticales de meme
abscisse d'autre part. On modifie en consequence les definitions de Q et de Q,* et

on conserve dans les deux cas les memes expressions du hamiltonien.

->

M^
J fig. 5

Dans ce cas (et dans ce cas seulement), chaque arete ee E* est adjacente a
deux sommets de G* de sorte qu'elle intervient exactement deux fois dans

15



1'expression de H* ; alors, pour tout element co de Q, on a H*(<I>(co)) = H(0)). Le

lemme 3 permet alors de demontrer Ie resultat suivant:

Proposition 4. - Dans Ie modele d'lsing d deux dimensions avec conditions aux

limites cycliques, on a :

Z(p)^epH (TO)=2^e-PH*(o).
men oen*

b) Calcul de la fonction de partition avec conditions aux limites

cycliques et champ magnetique nul.

Nous utiliserons pour ce calcul Ie modele dual et 1'expression de Z(p) donnee

par la proposition 4. Comme au paragraphe precedent, on commence par calculer Ie

hamiltonien H* lorsque M = N = 1, c'est-a-dire lorsque G* est un graphe avec un

seul sommet entoure de quatre aretes (figure 6) : on obtient 16 valeurs possibles
dont certaines sont nulles.

y

a

f3
fig. 6

On definit comme au paragraphe precedent une matrice de transfert T de la
fa?on suivante : on pose u = e-P1/2 et, lorsque a, (3,y, 5 appartiennent a {-1, 1}

fo siapy5^1;
T°P =1 ua+p+7+6 siapy5=l.

Autrement dit, quand on donne T sous forme de tableau, on a

T =

u4 0 0 1
0110
0110

{ I 0 0 u~4)
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Conventions : dans tout ce paragraphe, les indices du bas (resp. du haut) sont
ceux de 1'espace vectoriel de depart (resp. d'amvee). On ecrit aussi + pour +1 et -
pour -1, et 1'on indexe les lignes et les colonnes de T dans 1'ordre ++, +-, -+
et--.

On attache a chaque arete de G* un espace vectoriel V = (C2, muni d'une base

(ei, e. i) ; si K est un nombre entier positif, on note V^ Ie produit tensoriel de K
copies de V et on munit Vp. de la base des tenseurs

e0t=e.
K

.a^..., a^=\®---®^ Pour ®z =(a^,..., a^)e{-l, l}-\

Ceci pennet de donner de la matrice de transfert 1'interpretation suivante : c'est la
matrice (dans les bases decrites ci-dessus) d'un operateur de \^ dans lui-meme, que
1'on notera encore T par abus de langage. Exprimons maintenant la fonction de
partition au moyen de T.

Premiere etape : fixons la valeur des aretes libres de G* comme indique sur
la figure 7, sans proceder tout de suite a leur identification par les conditions aux
limites cycliques. Si a = (a^..., a^), ? = (Pi,..., ^), y - (YI,..., YN),
S = (5i,..., 8^), on definit une fonction de partition partielle par:

^ s.
a p

,

-PH*(O)=?e

oti la sommation porte sur toutes les configurations a ayant a, P, y, 5 comme
valeurs des aretes libres (on a omis la variable P = 1/kT pour ne pas surcharger les
notadons). La propriete essentielle de ces foncrions est la suivante :

Lemme 5- Si M = M'+M" et si I'on a a - ( a', a") et S= (§', S") ou /a

longueur de a' (resp. de §'J est M' er celle de a" fre^. rfe §"^ ̂ r M", on a (voir
jzgure 7):

^!
a p ° s " ^,

A, e!-l, l|N

.

X S"

a" P

17



T, T,

CK,

ex.

0(,.M

X, X,

fig. 7

T.

X,

'M

PN

La demonstradon du lemme 5 decoule immediatement des definidons de H* et

des fonctions de partition partielles. En repetant ce precede, qui revient a "couper" Ie
graphe G* au niveau de chaque ligne horizontale, on obdent finalement:

ST \
a p = s ^ 51. zxl52. ... z ^ 5M»

alxl^ U2X2 '" " aM P

la somme ci-dessus portant sur tous les (M - l)-uplets (Xi,..., ^, ^-1) ou chaque 1,

parcourt {- 1, 1}N.
Nous aliens maintenant utiliser un intermediaire de calcul: 1'operateur R qui

va de V®VN dans VN®V (ces deux espaces sont isomorphes a VN+I) et dont la
matrice dans les bases (e^ ® ep) et (e^ ® eg) est la matrice des

^\
a P

z
(7,... ^) 5

" (P,..., PN)
(ay..., a^)£{-l. l)

N-l

Jlc^^2a3 ^N8
lap/a, P, -^^

La seconde egalitd figurant ci-dessus resulte des definitions. Les coefficients de la

matrice de R dans les bases canoniques sont les valeurs des foncdons de partition

partielles du graphe ci-dessous :

18



'1 '2 T.

(X

Pl h Pl
r'g.

Seconde etape : Ie calcul de R et la traduction calculatoire des conditions

aux limites cycliques.

Proposition 6. - On a :

R = T N, N+1 ̂ ,N-1, N ^1,2

ou les operateurs Ti-i+l sont definis sur V^ par

Ki^K-1 et Ti-i+l=(id^i-l®T®(id^K"1

Le contexte precise K; id, K = N+l.

Preuve: on a

<N+1^N-1, N ^1, 2,
'... T"-(e.. P, P,.... !>,)

Y, a,rN. N+1 ^2, 3^ ^ ^"^
=T"""-r"(, £^ ̂ T. ̂ ,.., p,.... ?,)

(y,, a^)e{-l. l)-

_N, N+l 3, 4
=T'""... T~' '( ^la2 ̂ 2a3

^ ^lap/a, P^,a^,.... P^
(.{^e{-l, l]" (^, a^)e{-l, l)-

£ Y ... V TYl.a2... TyN-lc;N TYN8-
(,,^,,, 12(,,, »^1.,, 12 ."(^l-,,, /up-'"Ia^. I'>"1>»^-^»

II suffit ensuite de reindexer la sommation.

Dans Ie modele avec conditions aux limites cycliques, les deux aretes
horizontales libres de la figure 8 sont identifiees. Soit alors U 1'operateur de V^
dans lui-meme dont la matrice dans la base (e?) a les elements suivants :
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u^. §/»u<
Nous allons calculer U en fonction de R ; introduisons pour cela la notion de

trace partielle. Si E, M, N sont des (C-espaces vectoriels de dimension finie, on sait

qu'il existe un isomorphisme 6 g de End(E) sur E*®E et un isomoq^hisme \)/ de

(M®N)* sur N*®M* (on note F* Ie dual de F). Notons c la contraction de

N*®M*®M®N dans N*®N par rapport a M*®M. Toutes ces applications sont

independantes du choix d'une base, ce qui nous permet de donner la definition
suivante:

Definition 7. - La trace partielle par rapport d M d'un endomorphisme A de M®N

est I'endomorphisme de N image de A par I'homomorphisme
(O^)"1 oc o(v®idM®N) 09M®N de End(M®N) dans End(N) ; on Ie note Tr^A.

On peut verifier que si ei,..., e est une base de M et si fi,..., fqest une base de N,
alors (les notations sont evidentes) :

(TrMA)(f, )=I;[S^|f,.
j=l \, k=l

On peut aussi verifier que si U (resp. V) est un endomorphisme de M (resp. N),
alors Tr^(U®V) = trCU). V ou tr designe la trace usuelle (on note comme d'habitude
U®V 1'endomorphisme de M®N qui transforme x®y en U(x)®V(y)).

Designons par y^ 1'operateur de V^®V dans V®V^ tel que y^ (x®v) = vgix
pour tout x e V^ et tout v eV. On a alors Ie resultat suivant:

Lemme 8. - L'operateur U vaut Tr^(y^ R).

Preuve: il s'agit d'un calcul court et sans difficulte.

II est maintenant possible d'exprimer la fonction de partition avec conditions

aux limites cycliques ; elle vaut:

Z(P)=2SU, 2U, 3... U,\\ ^2 'M

20



la somme ci-dessus portant sur tous les M-uplets (li, ..., 1^) ou chaque 1;
parcourt {- 1, 1 }N. Comme au paragraphe 3, on en deduit Ie resultat final :

TheorSme 9. - Lafonction de partition du modele d'lsing d deux dimensions avec
conditions aux limites cycliques est Z({3) = 2 tr (UM).

Ici U est un endomorphisme de VN, qui est un (C-espace vectoriel de

dimension 2N. Grace aux resultats intermediaires 6 et 8, on constate que les
elements de la matrice de U dans la base des (e^) sont tous positifs ; d'apres Ie
theoreme de Perron-Frobenius, la foncrion de partition est alors de la forme
suivante :

Z(P)=c^M+c^M+... +c^

ou les ^ sont des fonctions de p et les c; des constantes. On ne peut
malheureusement pas faire Ie calcul de la valeur limite de Z aussi facilement que
dans Ie cas du modele a une dimension, car il faut faire tendre Me/ N simultanement
vers +00 [2].

§5. Le modele de la glace

L'ensemble des sites est A* = {l,..., N}x{l,..., M} .et on reprend les
notations (G*, E*, Q,*) du paragraphe precedent pour designer 1c graphe induit par
A*. Chaque sommet est occupe par un atome d'oxygene 0, chaque arete porte un et
un seul atome d'hydrogene H qui est voisin d'un des deux atomes d'oxygene situes
aux extremites de 1'arete. On impose de plus que chaque atome d'oxyg^ne soil
entour^ dexactement deux atomes d'hydrogene, de sorte qu'on;a bien affaire a des
molecules d'eau : H^O. Ces molecules peuvent alors se presenter sous six
configurations possibles, qui sont dessinees ci-dessous.
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~<^~

^r-
0 : atome d'oxygene
0: atome d'hydrogene

fig. 9

Le fonnalisme utilise pour ce modele physique est Ie graphe G* dont les aretes sont
valuees par 1 ou -1 selon les regles suivantes :

0-QO ou arete valuee Oo-O ou : arete valuee -1

fig. 10

La strategic utilisee est alors la meme que celle du modele d'lsing a deux
dimensions : on est amene a considerer un espace vectoriel V de dimension 2 sur C,

de base (e+, e_), et une matrice de transfert T de \^ dans lui-meme. Les regles de
repartition des atomes d'hydrogene interdisent certaines configurations et, comme
au paragraphe precedent, imposent la nullite de certains elements de la matrice de
transfert. La valeur des six autres elements de T depend du hamiltonien considerc,

mats on connait leurs positions ; elles sont figurees ci-dessous par une etoile:

T=

( * 00 0}
0 * * 0
0 * * 0

\0 0 0 *}

Examinons les proprietes algebriques d'un tel operateur.

a) Notons H Ie sous-groupe de GL-^L) constitue des matrices diagonales ; H

agit sur V de fa^on canonique, puis sur V^ par h (x^ ®...® x^) = h(xi) ® ...® h(\N).

Lemme 10. - L'operateur T commute d I'action de H sur \^ et, pour tout element i

de {1,..., N-1), I'operateur Ti-i+l commute d I'action de H surV^.
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Les caracteres du groupe H sont les %§, ou § = (81, 82) parcourt 22, et sont

definis par:

t, 0} ^^5
0 tj-'l=t^2

On a alors la decomposition en somme directe suivante :

VN=,®2VN.5 ou VN, 5=^v£VNl vt£H Kv)=Xg(t)v}

Le lemme 10 nous assure que les operateurs Ti- i+l, done leur produit, laissent les
VN,5 stables; si un operateur U possede cette propriete (par exemple, un operateur
intervenant dans Ie calcul de la fonction de partition), on a:

tr(UM)=^tr(UMIV^, ).
5e2z

b) Etudions 1c cas ou

T = T(q) =

fl 0 0 0}
0 0 q 0
0 q 1-q2 0

^ 0 0 0 \ )

Si q = 1, T(l) est 1'operateur d'echange dans V2 : T(l)(x®y) = yox. Faisons agir Ie
groupe symetrique ^3 sur V3 par

o. (a, ® a^ ® a., ) =U^(a, ®a^®a,)=a, ®a, ®a. .
^ ~ ~2 " "3/ "(J-l(l) " "o-l(2) " uo-l(3)'

Alors 1'operateur T(1)'J s'identifie a U(;^) et, puisque 1'on a (i,j)2 = id et
(1,2)(2, 3)(1, 2) = (2, 3)(1, 2)(2, 3), on a les identites suivantes :

T(l)2=id^ et T(1)1'2T(1)2'3T(1)1'2=T(1)2'3T(1)1'2T(1)2'3.

La premiere egalite est equivalente a ( T(1)-I)(T(1) + I) =0, ou I designe 1'identite
de ¥3. On peut generaliser ces egalites au cas ou q est un nombre complexe
quelconque ; on obtient alors, par un simple calcul:
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1. 2_. . 2, 3_. . 1, 2 ", . 2, 3_, , 1. 2^, , 2,3
(T(q)-I)(T(q)+q2 I)=0 et T(qF~T(q)-"'T(q)"-=T(q)-" T(q)- T(q)

De plus, Ti-i+l et TJ-J+1 commutent lorsque li-jl > 2.

§6. L'equation de Yang-Baxter et 1'algebre de Hecke

Nous allons generaliser les resultats obtenus au paragraphe precedent: V sera
un espace vectoriel sur C de dimension n muni d'une base (e^..., e^); V^ designe

encore Ie produit tensoriel de N copies de V, muni de la base des
e; ; = ei®...®e^ ou (ii,... ^) parcourt {!,..., n}N, et T est un operateur
de ¥2 dans lui-meme. Enfin, Ti-i+l est 1'operateur de VN dans lui-meme
donne par I®i-l®T®I®N-i-1.

Definition 11. - L'equation de Yang-Baxter est I'equation

^1, 2 T-2, 37-1, 2= T2, 3 Tl, 2 T2, 3^

Un operateur T qui verifie cette equation sera appele operateur de Yang-Baxter.

On ne connaTt pas toutes les solutions de cette equation ; en revanche, guides

par les resultats du paragraphe precedent, nous pouvons enoncer Ie resultat suivant:

Theor^me 12.- Soient q un nombre complexe et T(q) I'operateur defini par
T(q)(e, i) = e;; pour tout i et, pour tous les couples (ij) verifiant i < j, T(q)(e, j) = qej,
et T(q)(eji) = qe, j 

+ (l-q2 )eji Alors T(q) e^r un operateur de Yang-Baxter et verifie

(T(q)-I)(T(q)+q2 l)=0.

La encore, la seule fa^on de demontrer ce resultat ainsi que 1c lemme suivant

est Ie calcul direct. On remarque cependant que lorsque q = 1, T(l) est 1'operateur

d'echange.

Lemme 13.- On fait I'hypothese q2 ^ -1. L'operateur T(q) est diagonalisable et

poss^de deux valeurs propres : \ et - q2.

La valeurpropre 1 est associee au sous-espace propre de dimension n(n+l)/2
dont une base est constituee des tenseurs e;, pour tout \ el qey + Cj, pour tous les
couples (i,j) tels que i < j.
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La valeur propre - q2 est associee au sous-espace propre de dimension

n(n-l)/2 dont une base est constituee des vecteurs Cy - qtypour tous les couples
(i,j) tels que i < ].

Lorsque q = 1, ce lemme enonce un resultat bien connu : V^est somme directe
des tenseurs symetriques et des tenseurs antisymetriques. Dans 1c cas ou q est
quelconque, et par analogie avec la situation ouq = 1, on notera Sq2(V) (resp.
Aq2(V)) Ie premier (resp. Ie second) sous-espace propre mentionne au lemme 13, et
ses elements seront appeles les tenseurs q-symetriques (resp. q-antisymetriques); Ie
paragraphe 8 leur est consacre.

Definition 14. - On designe par q un nombre complexe. L'alg^bre de Hecke ̂(f\)
est la d-algebre engendree par N-l indeterminees Tj, ..., T^. i soumises aux
relations suivantes :

(I)q : pour tout i, on a (T, - 1)(T, +q2) = 0;

(II) : si li-jl ̂ 2, on a T;Tj = TjT;;
(HI): si li-jl = I, on a T, TjT; = TjT;T.

On dispose de maniere evidente d'une representation de H^Cq) dans End(VN):
a T^, on fait correspondre Ti. i+l ou T est 1'operateur de Yang-Baxter T(q) considere
plus haut.

Rappelons Ie theoreme de Moore sur la presentation du groupe
symetrique S^ :

Theor^me de Moore (1897).-Pour i variant de \ d^-\, notons s; la transposition
(i, i+l). Alors les elements s^,..., s^^ et les relations suivantes constituent une
presentation de S^.'

(I) si l^i ^N-l, o/!as;2=l ;

(II) si li-jl ̂ 2, on a s, Sj = SjS, ,.
(Ill) si li-jl = I, on a s^SjS; = SjS;Sj.

Preuve : Les relations (I), (II) et (III) se verifient par un simple calcul. On sait

qu'une permutation admet une decomposition en produit de cycles disjoints de la
forme (ai... ap) ; on constate qu'un tel cycle est egal au produit des transpositions
(aia2)(a2a3)... (ap. iap) et qu'une transposition (ij) avec i <j est egale au produit
sisi+i-Sj-2sj-iSj-2-si+iSi, ce qui demontre que les s; engendrent 1^- Le lecteur est
renvoye a [4, note C] pour la fin de la preuve de ce theoreme.
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On peut ameliorer ce resultat en precisant Ie nombre minimum de
transpositions du type s; dont Ie produit est une permutation donnee et en etudiant
ces decompositions minimales. On dit qu'un couple (i,j) verifiant 1 <i<j <N est
une inversion de 0 e EN si °(i) > °CJ)'' on note Inv(°) 1'ensemble des inversions de
o et I(o) 1c nombre d'inversions de o.

Soient r un nombre entier superieur ou egal a 2 et soient (ii,..., ir) et (Ji>-Jr)

deux r-uplets de nombres entiers compris entre 1 et N-l. On dit qu'on passe du
premier r-uplet au second par une transformation de type (II) s'il existe un entier k
avec 1 < k ̂ r-1 verifiant les deux conditions suivantes :

l)sim {l,..., k-l} U {k+2,..., r}, on a im=Jm;

2) on a lik-ik+il > 2 ' ik= Jk+l et Jk = lk+l-

On dit qu'on passe du premier r-uplet au second par une transformation de type (III)
s'il existe un ender k avec 1 ^ k ̂ r-2 verifiant les deux conditions suivantes :

1) sime{l,..., k-l) U { k+3,..., r}, on ai^=jm;

2) on a ik = ik+2 et tik-ik+l1 = 1 ainsi clue lk = Jk+l et Jk = lk+l = Jk+2-
Enfin, on dit que les deux r-uplets (ii,..., ir) et (Ji,... Jr) sont equivalents si 1'on
passe du premier au second par une succession de transfomiations de type (H) ou de
type (III). On definit ainsi une relation d'equivalence sur 1'ensemble des r-uplets de
nombres entiers compris entre 1 etN-1. On a alors Ie resultat suivant:

TheorSme 15. - Soil o un element de IN '" alors .'

1) Si (i, i+l) est une inversion de o, on a I(os;) = I(o) - 1 ; sinon, on a

I(OSi)=I(0)+l.
2) La longueur de o, c'est-d-dire I'entier r minimum tel qu'il existe (ii,..., ir)

appartenant d {1,..., N-1 }r er verifiant o= s; .. s^, e^ ega/e d I(o). Une
decomposition o = s^... s; avec r minimal s'appelle une decomposition reduite.

3) Soit s; ... s; une decomposition reduite de o ; alors Sj ... s^ est une autre
decomposition reduite de o si, et seulement si (ii,..., ir) et (Ji,... Jr) sont equivalents.

Preuve : 1) Soientj et k deux entiers verifiant 1 ^j <i<i+l <k<N ; alors

(j, k) (resp. (j, i), 0,i+l), (i,k), (i+l, k)) est une inversion de o si et seulement si (j, k)
(resp. (j, i+l), Q''1)' (i+l. l<), (i, k)) est une inversion de os; : on etablit ainsi une
bijection de Inv(o)\{(i, i+l)} sur Inv(os;)\{(i, i+l)} ; il suffit ensuite de constater

que (i, i+l) est une inversion de o si et seulement si (i, i+l) n'est pas une inversion
de as,. On deduit de cette premiere partie que 1(8; ... s^) < r.
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2) L'inegalite r >. I(o) resulte de la premiere partie du theoreme. On raisonne

par recurrence sur I(o) pour prouver 1'autre inegalite. Le resultat est trivial si
I(o) =0 (a = id). Soit a une permutation differente de 1'identite et soit i 1'entier tel

que 0(1) <... < o(i) et o(i) > o(i+l). Alors p := 1(08, ) = I(o) - 1 et 1'hypothese de
recurrence assure 1'existence de (ii,..., ip) e {l,..., N-l}Pverifiant os, = s^... Sj ,
c'est-a-dire 0= s^... s^^avecip^=i.

3) On se donne une decomposition reduite s^... s; de CT. VU les relations (II) et

(Ill) dans Ie theoreme de Moore, il est evident que 1'equivalence des deux r-uplets
(ii,..., ir) et CJi,...,Ji.) implique 1'egalite des produits s,.... s, et s, ... s; .

1 V -'1 ^r

La reciproque est vraie dans Ie cadre plus general des groupes de Coxeter;
nous utiliserons sans demonstration une version de la condition d'echange : si
I(s;o) = I(o) - 1, il existe k e{l,..., r} tel que s;s^... Si, ^s^ ^... s; soit une

decomposition reduite de o [3, chap. 4, §1].

On raisonne par recurrence sur r ; 1'assertion est triviale pour r=0, 1 ou 2.
Supposons que Ie resultat soil demontre pour toute permutation de longueur < r-1
avec r > 3. Soient alors o et deux de ses decompositions reduites comme indique ci-
dessus ; si i^ =ji ou si i^ =jp c'est termine. Nous allons raisonner par 1'absurde en
supposant que (ii,... 4r) et Oi,...,Jr) ne sont pas equivalents.

a) Prouvons que s^s^... Si^ est une decomposition reduite de o et que
(Ji'ir"-'ir-i) et (ii. -'ir) "e sont pas equivalents. En effet, puisque 1(8, o) = I(o)-l,

la condition d'echange dit qu'il existe k e {l,..., r} tel que s^s^... s^ . s.. ... s, soit

une decomposition reduite de a ; puisque Sj Sj est une autre decomposition
reduite de o, 1'hypothese de recurrence implique que CJ2'---Jr) et (ii,..., ik_i,
ik+i,..., ir) sont equivalents, done que (ji,... jr) et (ji, ii,..., ̂ , i^i,..., ir) sont
equivalents. Si k etait different de r, 1c meme type de raisonnement prouverait que
(ii,..., ir) et (ji, ii,..., i^_i, ik+i,..., ii. ) sont equivalents. Par transitivite, (ii,..., i^) et
0"i,...,Ji.) seraient equivalents, ce qui contredit notre hypothese. On a done k = r et

Oi'ir-'ir-i)' equivalent a 0'i'---Jr)> "'est pas equivalent a (ii,..., ir).

b) On definit OQ = Sj ... s^, a^ = s; s; et, pour 1 <k ^ r,
°r+l-k= Si^s^... s^s^s^s^... s^ (produit de r termes) si r-k est pair, et
°r+l-k = sj, si, - siisjisiisi2-si|< (Pr0duit de r termes) si r-k est impair. En repetant
r-1 fois la demonstration du a), on montre que s^s^s^... s^ ̂ ^ et Sj s; Sj ... s^ ou;
sent des decompositions reduites de a, ce qui est faux si r > 4, et que les deux
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r-uplets (ii,ji, ii,... ) et QiJiJi,... ) ne sont pas equivalents, ce qui est faux pour

r = 3 en particulier ; cela acheve la demonstration.

L'equation de Yang-Baxter, jointe aux resultats que 1'on vient de prouver,

permet d'enoncer Ie resultat suivant :

Theor^me 16. - Soient T un operateur de Yang-Baxter et a un element de SN - Le

produit T^'^+l... Tir'[r+lrepresente Ie meme operateur pour toutes les

decompositions reduites s^... Si de a ; on Ie note T °.

De plus , on a les regles suivantes : T° TT = TOT si I((?T) = !((?) + I(T) et
Tos, = T° Ti. i+l si o(i) < o(i+l).

Preuve : compte tenu du theoreme 15, 1'existence de T0 revient a prouver

1'egalite
Ti1. i1+l...Tlr. ir+l =TJ1. J1+l...TJr. Jr+l

lorsque les r-uplets (ii,..., ir) et CJi,... Jr) sont equivalents. II suffit de Ie faire
lorsque 1'on passe du premier au second par une transfonnation de type (II) ou (III).

Les details sont les memes que dans la demonstration de la proposition 18, b).

Les regles de calcul s'etablissent au moyen des remarques suivantes :
- notons s- ... s- et Sj ... Sj des decompositions reduites de CT et T respecdvement ;
alors OT admet la decomposition reduite s^ ... s;Sj ... Sj lorsque 1'on a

I(OT) = 1(0) + I(T) ;
- de meme, si s^... s; est une decomposition reduite de o et o(i) < o(i+l), on a

I(os;) = I(o) + 1 et 1'on applique Ie premier cas a T = s;.

On voit facilement que 1'application de S^ da.ns GL(VN) qui a o fait

correspondre T°, definie dans Ie theoreme 16, n'est pas un homomorphisme en

general: par exemple, un operateur T de Yang-Baxter ne verifie pas necessairement
T2 = 1 alors que s-2 = 1. Nous allons voir dans Ie paragraphe suivant que ceci

constitue en fait Ie principal obstacle et nous allons introduire un groupe qui admet

une representation naturelle a 1'aide des operateurs de Yang-Baxter.
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§7. Le groupe des tresses

Une representation graphique possible de la permutation o = (12)(345) dans Ie

groupe £5 (donnee ici sous forme de produit de cycles a supports disjoints), est la

suivante:

1 2345

On constate qu'on peut donner une interpretation graphique du produit des
permutations; par exemple, si p = (2)( 1543), pc? est obtenue en "attachant" p
au-dessous de o.

a

2345

2345

12345

flg. 12

kj pCT

2345

Les dessins ci-dessus sont plans : la fa^on dont les aretes se croisent n'a aucune

importance. Une tresse (figure 13. 1) sera au contraire representee par un entrelac de

N cordes joignant N points a N autres points, deux cordes pouvant se croiser de

deux fa^ons differentes. On compose les tresses de la meme fa^on que les
permutations. On notera b; la tresse de la figure 13. 2.

1 2 1 i+1

2 3
fiq. 13.

1 !+'

fig. 13.2
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Donnons maintenant une definition rigoureuse par generateurs et reladons du groupe

des tresses d'ordre N, note B^.

Definition 17. - Le groupe B^admet la presentation donnee par les generateurs

bi,..., bN-i, et les relations :

(II)b^=b^si\i-]\^2;
(HI)b^b;=b^si\i-]\=l.

Comme Ie suggerent la representation graphique des tresses et Ie theoreme de

Moore, il y a un epimorphisme de B^ dans S^ defini en "oubliant" la fa^on dont les

cordes se croisent. Plus precisement, on a Ie resultat suivant :

Proposition 18. - a) II existe un unique homomorphisme p de B^ dans S^ defini

par p(b, ) = s;; de plus p est surjectif.

b) Si <3 est un element de XN st si s^... s; est une decomposition reduite de (5,

la tresse b, ...b^ ne depend pas de la decomposition choisie et on la note r(o).
c) L'application r ainsi definie est une section de p : on a par = id^ .

Preuve : Ie groupe BN est defini par une presentation. II en resulte que, pour

tout groupe G et toute famille d'elements ti, ..., t^-1 de G, il existe un

homomorphisme (]) : BN-> G transformant bi en ti, ..., b^-1 en t^^ si, et
seulement si, les relations suivantes sont satisfaites :

(II)c on a t, tj =tj ti pour li -jl > 2;
(III)G on a t, tj t, = tj t; tj pour li -jl = 1.

L'homomorphisme <]) est surjectif si, et seulement si, t^, ...,, tN_i engendrent Ie

groupe G.

Ces conditions sont satisfaites dans Ie cas G = EN' ti= si (volr le theoreme de
Moore). L'assertion a) resulte de la.

Pour prouver b), il suffit (d'apres Ie theoreme 15) de verifier qu'on a
b^... b^ = bj ... bj^ lorsque 1'on passe du r-uplet (ii,..., ir) au r-uplet Oi,..., jr) par
une transformation de type (II) ou (III). Or cela resulte des relations (II) et (III)

respectivement satisfaites par les generateurs b^,..., 5^-1 de B^.

Soient o un element de Z^ et si, -si "ne decomposition reduite de a Par

definition, r transforme o= s; ... s, en b, b, et p transforme b, ... b; en
si-"-SL = °' ^ou C).
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On peut maintenant preciser Ie theoreme 16.

TMor^me 19. - Soient V un espace vectoriel et T un operateur de Yang-Baxter
dans V2 = V®V.

a) // existe un homomorphisme p de Bjsj dans GL(VN ) (oil V^ est Ie produit
tensoriel de N copies de V) caracterise par la relation

p(bi ) = Ti-i+l pour 1 <i < N-l.

b) L'operateur T° defini dans Ie theoreme 16 est aussi donnepar
T°-p(r(o)) pour ce^.

ou r est {'application de Z^ dans B^ definie dans la proposition 18.

Preuve : L'assertion a) se demontre comme la proposition 18, a). II suffit
d'etablir les relations

(II)T r' i+i TJ. j+l = TJ. J+l Ti. i+l si li-jl ^2 ;
(III)T Ti-i+l TJ. J+l Ti- i+l = TJ- J+l Ti- i+l TJ- J+l si li-jl = 1.

La relation (II)-r est immediate, car les operateurs Ti-i+l et TJ-J+1 sent appliques a

des couples (i, i+1) et (j, j+1) sans terme commun de facteurs du produit tensoriel
VN. La relation (III)^ se ramene immediatement a 1'equation de Yang-Baxter.

Prouvons b). Pour toute permutation oe EN> posons T° = p(r(o)). Si s^... s,

est une decomposition reduite de o, on a r(o) = b, ^ ... b; , d'ou

T" =Til. il+l...Tir. i^+l.

II en resulte bien que 1c produit au second membre est Ie meme pour toutes les
decompositions reduites s; ... s, de o.

§8. Les tenseurs q-symetriques

a) Definition des tenseurs q-symetriques.

On reprend les notations du paragraphe 5, c'est-a-dire que 1'on a
V = Ce+ ® Ce_ et T = T(q). On a defini Ie sous-espace Sq2 des 2-tenseurs
q-symetriques ; plus generalement, on pose 0^= SqN= {t eVj^ I Ti. i+l(t) = t pour
tout i = 1, ..., N-l}. Les elements de D^ sont appeles les N-tenseurs

q-symetriques : ils sont les q-analogues des tenseurs symetriques habituels (voir la
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remarque 21). On definit aussi Ie sous-espace des N-tenseurs q-antisymetriques
AqN={teVNlTi.i+l(t)=-q2 tpourtouti= 1, ..., N-1).

Proposition 20. - L'espace ON est de dimension N+l et admet la base

(UQ, ..., UN), OU

I(a),"p=£qwea
a

et ou la sommation porte sur les elements de {+, -}N contenant pfois + et N-p

fois - ; enfin, I(a) est Ie nombre defois ou + precede - dans ice..

Exemples : N = 2et UQ = e__;

Ui=e_++qe+_;

U2=e++.

N=3 etuo=e___;

ui=e__^+qe_^_+q2 e^__;

U2=e_+++qe+_++q2 e^^_;

U3 = e+ + +.

N =4etuo = e____;

ui=e___++qe__+_+q2 e_^__+q3 e^___;

U2=e__+++qe_+_++q2e+__++q3 e+_+_+q2 e_ ++-

+q4e ++--

U3=e_++++qe+_+^+q^^_^+q^++_;

U4=^++++-

Remarque 21. - La somme des coefficients dans u est egale au coefficient
q-binomial de Gauss

N1
p.

ce qui justifie I'appellation de "q-analogues des tenseurs symetriques" pour les
elements de DN.

Demontrons la proposition 20 : 1) Notons V^p Ie sous-espace vectoriel de V^
engendre par les e^ ou a contient p fois + et N-p fois -. On constate que

VN°peovH,
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et que chaque Ti-i+l laisse stable tous les ¥^.0 ; par suite, on a :
N

DN-,®o(DNnvN,p)-

2) Examinons tout d'abord Ie cas N = 2. Vu la forme de la matrice T = T(q),
1'equation

T = S ^a, Pe<x. p]= S /a, pea,|
(a, P)e(+, -) (a, p) e(+, -}'

est equivalente au systeme suivant :

qt-+=t^_

qt+_+(l^l2)t_^=t_^

qui est lui-meme equivalent a qt_+ = t+_. On en deduit immediatement la base de ©2
mentionnee dans la proposition 20.

3) Cas general : cherchons une base de DN f-1 VN,p . Le 2) nous dit qu'un
element de V^ qui s'ecrit

{a ea
ae{+, -}N

appartient a ON si et seulement s'il verifie

t(a,, .... a,_,, +, -, a,^,..., ̂ ) = qt(a,, ..., a,_,, -, +. a^, ..., a^)

pour tout i = 1, ..., N-l et pour tout a. On en deduit qu'un element de VN^
appartient a D^ si et seulement s'il verifie t^ = ql(a)t(. _^ ^ .. ^ ^ ^ ^ pour tout a
contenant p fois + et N-p fois -. Par consequent, DN H V^p est de dimension 1 et
est engendre par Up.

b) Polynomes tordus.

Elude ducasq=\ : rappelons la structure de 1'algebre symetrique de V
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SymV-^sV

Le produit sur Sym V est la multiplication symetrisee, definie de la fa^on suivante :
si u appartient a SNV et si v appartient a SMV, on pose

u.v = >^Uo(u®v)

ou la somme est etendue a toutes les permutadons de S^^ qui sont croissantes sur
{1,..., N} et sur {N+1,..., N+M}. L'operateur Up a etc defini au paragraphe 5 pour
Ie cas N = 3. En general, on a Uo(ai ® ... ® a^) = ao-\i) ® ... ® a^-^L) pour toute

permutation o dans S^- Le Produit u. v est un element de SN+MV et avec ces
notations, les elements Up de la proposition 20, dans Ie cas q= 1, sont egaux a
(e+)P. (e_)N-P. Cette multiplication est associative, commutative et SymV est
isomorphe a 1'algebre C[e+,e_] des polynomes en e+ et e_.

Cas general: lorsque q est quelconque, on va munir

N,
sym, v=^s;-v=^^

d'une structure d'algebre associative qu'on appelle Valg^bre q-symetrique de V. Si
u appardent a SqNV et si v appardent a SqMV, on pose

u'v=? ,

2 [NM-I(o)] ^oT"(u<8v)

ou la somme est etendue a toutes les permutations de EN+M qui sont croissantes sur

{1,..., N} et sur {N+1,..., N+M} ; rappelons que I(o) designe Ie nombre
d'inversions de o et que T° a ete defini au theoreme 16.

Exemples :N =M= 1 et e_. e+ = q2e_ + 
+ T(e_ +)

=qe+_+e_+

=ui

avec les notations de la proposition 20 ;

e+. e_ =q2e+_+T(e+_)

=q2e+_+qe_+

=qui.
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Proposition 22. - L'alg^bre Sym V est isomorphe d la ̂ -alg^bre engendree par

deux generateurs e_^ et e. verifiant la relation e_^e_ = qe_e+.

C'est en ce sens que 1'on peut parler de polynomes "tordus". Dans cette

algebre, on a une q-formule du binome, a savoir :

^N_ ^ ^~\ ^p^N-p
(e^+ej" = ^ [p| e'e'; ".

p^O L ' "q

Noter que 1'algebre q-symetrique n'est pas commutative si q ^ 1.

c) La decomposition de Clebsch-Gordan.

Nous allons enoncer les resultats essentiels dans Ie cas q = 1. On salt que SNV
est engendre par les elements a®N ou a parcourt V ; ceci va nous permettre de defmir

de fa^on invariante (i.e. sans fixer de base de V) un isomorphisme.

Theor^me 23 [Clebsch-Gordan]. - L'application suivante est un isomorphisme :

s"v^Nv^N>|s-v^(^)6
,-^8N^f'N)(, M-^8(,. b)8p

g)p

p=0

Mais ici V est de dimension 2, done A^ V est de dimension 1 et finalement, on a un

isomorphisme :

.
M. . 

" 
^N.. 

min (MI N) ^M+N-2p.
S1VIV®S"V= ©" S"""t'V.

p=0

Dans Ie cas ou q est quelconque, on a un resultat analogue. Posons

<'<a;i2)°n£-i
T=T q^ - 1

On a alors, de maniere generate :

UP=77^^
(^)N'p(e, )p

<l)(p;qz)(t)(N-p;q")
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Theoreme 24. - II existe un isomorphisme :

min(M, N)

DM®DN= peo DM.N-2p

En particulier, on dispose de la r^gle de branchement:

D10DM=DM. l©DM-r

On en deduit la decomposition de V^= Di®...®JDi:

VI=DI;
V2=D2® Do;

V3=03 © 2Dietc ...

Pour une etude detaillee des resultats decrits dans ce paragraphe, nous renvoyonsIe
lecteuraJIMBO[6].
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