Nochmals Gleichheitstests
von
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Abstract:

Procedures testing n-tuples for equal entries are called equality tests. The average case
complexity is determined explicitly for various equality tests and asymptotic formulas are
given.

A, B, C seien Mengen, dabei 4 geordnet und 0 enthaltend, und es sei
At ={a€ Ad]a>0}

und
CP={f|f:B—C}

sowie IN = Z% und
n={zeN|z<n} (n € IN).

In Programmen muf gelegentlich gepriift werden, ob eine Liste - etwa der Lange n(€ IV) -
gleiche Eintrége - etwa Zahlen aus m mit m € IV - enthalt [3]. Dies luft auf die Frage nach
der Injektivitdt von ¢t aus m2 hinaus; Algorithmen, die diese Frage beantworten, nennen
wir Gleichheitstests.

Im folgenden werden einige Ergebnisse zur Komplexitat solcher Tests ohne Beweise ange-
geben, die den Rahmen dieser Zusammenfassung sprengen wiirden und anderenorts darge-
stellt werden sollen [2]. — Da die expliziten Formeln fiir die Durchschnittskomplexitat von
Gleichheitstests i.a. schon relativ kompliziert sind und sich schwer miteinander vergleichen
lassen, werden die Komplexititen jeweils auch asymptotisch beschrieben.

Fur den Trivialfall m < n liefert das Schubfachprinzip sofort die Nichtinjektivitat fiir jedes
t(€ m2); dennoch werden die Verfahren auch fiir m < n untersucht.

I. Vergleichsalgorithmen

Von den insgesamt (7 )! Gleichheitstests, die auf direkten Vergleichen beruhen, betrachten
wir hier lediglich zwei: V arbeitet mittels ,, Vorwartsvergleichen®, indem fiir v = 1,2, .- -
oyn =1 jeweils #(v) mit ¢(v + 1),¢(v 4 2),---,#(n) verglichen und bei ¢(v) = #(v + p)
fir p € n — v abgebrochen wird, wahrend W ,,Ruckwartsvergleiche“ benutzt, also fiir
v =2,3,--,n jeweils t(v) mit t(v — 1),#(v — 2),---, (1) vergleicht bis zum Abbruch bei
tv)=tv—p) (pev—1).

¥
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7ur Definition der mittleren Komplexitat von V, i.e. Zahl der Vergleiche, sel
Ve | T — INg fiir m,n € IN sowie fir n > 1 weiter v o(t) die Zahl der notwendigen
Vergleiche, um mittels V das kleinste j aus n mit

3k € n\j : t(5) = t()

zu finden, falls ein solches j existiert, und v, o(t) = () andernfalls; schliefllich se1
Um.n = (t — 0). Damit ist

Vian =m ™" Z Byl L) (m,n € IN)
tem™
die Durchschnittskomplezitit von V.
In deutlicher Verallgemeinerung von (3], Satz 1, S. 143, erhalt man

Satz 1:
Fir m,n € IN gilt

a) Vinn =m — R n mit

( m-—n +ng_,/)n—'/
m' v=1

(m —n)! m—v) ) >
Bypn = —=* 4 m-4 o fur m{ }n
| Sty <
— (m—u)!
‘n—l oY
i — : B
1=R1_—:R2>R3>...>ell ,
lim Rn = -1 =0,581976--- .
n—od
c) I q€]0,2[ Am<ni = Vin —m € 0(2),
II. ce R" A m—cn?€0(n) =>Vm,n—c(1—e“3"2)n2€0(n),
III. q €]2,00[ A m = nf :>Vm,n_('2‘)€0(llmi)_

Wy und Wi, o seien fiir W ganz analog zu vUm n und Vp, , fir V definiert. Bereits bel
m = n = 4 differieren die mittleren Komplexitaten von V und W, und zwar um mehr als

1,46%:
Wia = 10 = 315625 < 3,203125 = 52 = Via.

Allgemeineres iiber diese Abweichung liefert zusammen mit Satz 1 der
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Satz 2:
Fir m,n € IV gilt:

n

a) Wiy = m"n(z_lm'ZV(l/2 + 1)(T)vtm™Y 4 ( 7 ol 3 ) — 7= (n® 1)

2m
v=1

fir m < n speziell

— m! . m#*
VVm,n—m‘f‘l—QmmZ ,u!
#=0
BIL g El0,2] Am < nl = Wnn = m+ 4/mT € 0((in m)?),
L. c€R" A m—cn?€0(n) = Wmn—c(l—e )2 e0(n),
III. ¢ €]2,00[ A m > n? = Wnn—(3)€0(2).

Die Beweise der in den Sitzen 1 und 2 vorgestellten Resultate sind linglich; sie benutzen
u.a. Rekursionsformeln fiir Binomialsummen der Form

D R(IkIm™ ¢ (n,pe Ny, m € R).
k=0

und deren asymptotisches Verhalten [1].

Die Frage nach dem ,,besten und »,schlechtesten® Vergleichsalgorithmus, d.h. nach dem
mit der kleinsten und gréfiten Durchschnittskomplexitit, ist offen; ebenso steht eine Klas-
sifizierung aller Vergleichstests noch aus.

II. Lineare Tests

Nattrlich gibt es auch Gleichheitstests, bei denen das zu testende n-tupel ¢ nur einmal
linear durchwandert werden muf, etwa indem man die Glieder von ¢ als Indizes fiir ein
Boolesches Feld B der Linge m benutzt, dessen Komponenten zunéchst alle auf | false®
gesetzt sind [3], Def. 38, S. 147; fiir v = 1,2,---,n wird nun B[t(v)] auf ,,true* gesetzt, es
sel denn B[t(v)] = true, in welchem Falle abgebrochen wird. Es handelt sich also i. .
um ein ,,Hashen ohne Speichern®. - Solche Tests mogen linear heiflen.

Um ihre Komplexitit zu beschreiben, sei lmpn: m2— IN mit
Lo n(t) = n+1, falls ¢ injektiv ist
YT Imin{ven|3per—1: t(u) =t(v)}, sonst

fur ¢+ € m2; dann ist

Lo =m™™ 3" Iy a(t)

tem=>

die dazugehérige Durchs chnittskomplexitit.
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Mit ahnlichen Methoden wie bei den Sétzen 1 und 2 1afit sich zeigen

Satz 3:
Fur m,n € IN gilt:
e Zm—pr I <
a) Ly g =0l ":0 fur m }n
n mtV -
") )
b)I. minm<n? = L.n — /Mm% € 0((In m)?),
1

II. ce RY A m—-cn?€l(n) = Lm,n - n/e_gzéd;c € 0(1),
0
III. ¢ €]2,00[ A m 2 nf = Lo —(n+1) €0(Z).

Hierbei ist die Zeit zur Anlage des Feldes und der zeitliche Aufwand zum Aufsuchen der
einzelnen Komponenten noch nicht beriicksichtigt, so daf3 die Frage bleibt, welches Ver-
fahren ,,in praxi® das beste sei, zumal ja auch noch andere Tests existieren.
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