
RESIDUS QUADRATIQUES ET NOMBRE DE CLASSES

par

Dominique DUMONT

RESUME. - Soit p un nombre premier = 3 (mod 4). Une formule classique
de Dirichlet relie 1'excedent deg residus sur les non residus dans I'intervalle
[1, l-^-] au nombre de classes /i(-p). C'est encore un probleme ouvert que de
donner de ce resul'tat une preuv« directe et non analytique. Nous proposons ici
un expose detaille et elementaire du sujet, ainsi qu'une preuve analytique ou la

.theorie des series divergentes s'introduit na'turellement.

1.- Un probleine pose par Jacobl

Soil p un nombre premier. Les entiers n compris entre 1 et p- 1 se
repartissent en (p - 1)/2 residus quadratiques et (p - 1)/2 non residus.
On obtient chaque residu une fois et une seule en reduisant modulo p les
carres 12, 22, 32,..., ((p - 1)/2)2.

En effet si x2 et y2 sont deux elements de cette liste, ils sont distincts

car x -y = (x- y}(x + y) ne peut etre multiple de p, en outre les autres
elements non nuls de Z/pZ sont -1, -2,.. . , -(p - 1)/2 qui redonnent
les memes carres. II est clair que les residus forment un sous-groupe
niultiplicatif de (Z/pZ)* (Ie produit de deux residus est un residu, 1'lnverse
d un residu egalement).

Dans tout notre expose on suppose p = 3 (mod 4). De ce fait, 1 eiitier
p - 1 = -1 n est jarnais residu. Car si cela etait, 1 involutlon n i-^ -n
decomposerait 1'ensemble des residus en paires, ce qui est absurde puisque
leur nombre (p - 1)/2 est impair. On a au contraire

7Z residu -n = p - n non residu.

Si n est residu, on ecrit \'(n) = +1 et sinon .\(n) = -1. La lettre \' designe
done Ie caractere de Legendre modulo p, nous preferons cette notation au

symbole de Legendre ( - ). Voici ce que donne la repartition entre residus

et non residus pour les premieres valeurs de p :

residus , 12 4
non residus : 356

p=7

residus
non residus

345 9
678 10

p=ll
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residus : 1 456 7 9 11 16 17
non restdus : 2 3 8 10 12 13 14 15 18

p= 19

res. .-1234689 12 13 16 18
non res. : 5 7 10 11 14 15 17 19 20 21 22

p=23

Considerons a present les sommes partielles h^ de la serie de terme
general ^(n) :

^n=x(l)+X-(2)+... 4-x(") ("^1),

" est unou 1'on convient que ho == 0. Le graphe de la fonction n f-^ h,
chemln fait de pas montants de +1 ou descendants de -1. L'entier hn est
la hauteur du chemin au point d'abscisse n et represente 1 excedent des
residus sur les non residus dans 1'intervalle [l, nj. Le chemin part de la
hauteur /IQ = 0 pour revenir a la hauteur /ip_i = Get il est symetrique
par rapport a la verticale en (p - 1)/2 puisque ^(p - n) = -^(n). Posons

H = /l(^-l)/2

et appelons H la hauteur centrale du chemin. II est clair que c'est un
entier impair puisqu'on parvient a cette hauteur au bout d un nombre
impair de pas ((p- 1)/2). Jacobi a observe et conjecture que cette hauteur
centrale est toujours positive. Rappelons qu'une preuve simple et directe
(non analytique) de ce resultat reste un probleme ouvert.

II est assez naturel d'introduire egalement la hauteur moyenne h du
chemin, definie par

h= -(ho + hi +... +^p-i)

et de se demander si elle est egalement positive. Nous aliens voir que cela
revient au meme car les deux hauteurs sont liees par les relations :

Si p=3 (mod 8), H = 3h
Si p = 7 (mod 8), H = h.
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H=h=1

P=7

H=3

h=1

p=11

H=3

H=h=3

p=23

Chemin des residus pour quelques valeurs de p,
de hauteur centrale H et de hauteur moyenne h.
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En efFet,

D'autre part,

p^EE^-)
n=l fe=l

p-1

= Y^ "x(p -n)
n=l

p-1

= -^"x(")
n=l

(p-l)/2

= - ^ (nx(n) + (P - n)x(P - n))
n=l

(p-l)/2

ph=pH -2 Y^ nx{n)
n=l

ph=-Y^ (nx(") + (P - n)x(P - "))
npajr

=pE/^n)-2Enx^
npair npur

(p-l)/2 (P-D/2

=p ^ X(2m)-2 ^ 2mx(2m)
n=l "=1

(P-l)/2

p^==px(2)^-4x(2) ^ "X(")
n=l

(1)

(2)

En multipliant 1'identite (1) par 2, 1'ldentite (2) par -x(2), et en ajoutant
les deux on trouve :

H={2-xW)h.

Pour calculer x(2) on peut utiliser un resultat de Zolotareff [C] selon lequel
~(n} est la signature de la permutation de (Z/pZ^ definie par x ^^x.

Or'k mot'"2460 -". (p- 1)135 .̂ .. (p - 2) possede 1+2+3+ - . . +{p - 1)/2 =

32 - 1)/8 inverslons, nombre qui est impair si p = 3 (mod 8) et Palrsl
p^ 7 '(mod~8). D'ou'x(2) - -1 ek H ^ 3h dans Ie premier cas, x(2) = 1
et H = h dans Ie second cas. _ ...

La hauteur moyenne nous conduit a donner une formulation sir
d'une deuxieme conjecture posee par Jacob! (sous une forme un peu
differente) et demontree par Dirichlet [D]:
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la hauteur moyenne h est egale au nombre de classes h{-p).
II nous faut done a present definir ce que 1'on entend par Ie nombre de

classes h(-p').

2.- Le nombre de classes h(-p)

Nous considerons 1'ensemble Q{-p) des formes quadratiques

q(x, y) = ax2 + bxy + cy2

ou les coefficients a, 6, c sont des entiers tels que

52 - 4ac = -p, a > 0, c > 0.

Pour en faire la collection, il suffit de choisir un entier impair arbitraire
comme valeur de b, puis pour chaque choix de b de trouver tous les couples
(a, c) tels que b2 + p = 4ac. On obtient ainsi un ensemble infini de formes
quadratiques.

Une autre maniere d'engendrer un nombre infini de ces formes consiste
^ partir de Fune d'elle et a operer des changements de variables tels que
t: (~. a;'. y^) ^ (a''a: + V^ qui envoie aa-2 + 6.r?/ + cy2 sur az-2 + (2a + 6).cy +
(a+ b+ c)y2, ou s : (x, y) ^ {y, -x\ qui envoie ax2 + bxy + cy2 sur

ex2 - bxy + ay2. Or ces transformations preservent Ie discriminant, elles

sont done internes a Q(-p), et il en va de meme de toute composee de s
et de t. La transformation *, de matrice (^ ;) et la transformation 5, de
matrice (_"^ 1J, engendrent Ie groupe S L'i(l'jforme de toutes les matrices
a coefficients entiers (^ ̂ ) verifiant a6-/3j = 1 (matrices unimodulaires.)
Nous dirons que deux formes quadratiques sont equivalentes si elles se
correspondent par un changement de variables unimodulaire (a-, ?/) ^
(aa-+/9y, 7a'+<?y).

L'ensemble quotient de Q(-p~) par cette relation d'equivalence s'appelle
1'ensemble des classes de formes quadratiques. Nous aliens voir que cet
ensemble est de cardinal fini, et son cardinal est precisement ce ou'on note
h{-p).

En selectionnant un representant dans chaque classe, nous parviendrons
b une vision plus concrete de cet ensemble et a une methode de calcul tres
simple de h(-p).

A cet efFet nous notons que Ie polynome q{x, 1) = ax2 + bx -\- c
poss^de deux racines imaginaires conjuguees dont 1'une, a savoir z =
(-6+z^)/2a, appartient au demi-plan de Poincare S) forme des nombres
complexes de partie imaginaire > 0. Cette racine caracterise d'ailleurs la
forme quadratique, car a, b, c sont premiers entre eux (A = -p). Or Ie
changement de variable t correspond sur Ie polynome a x ^ x+1, done

55



sur cette raclne a la translation T : z >-> z-l. De meme la transformation

s correspond a 1'inversion-symetrie S : z ^->- (-l/z). Le groupe modulaire
est Ie groupe engendre par les homographies T et 5'. L'ensemble quotient
de f) par 1'action de ce groupe est represente par Ie domaine fondamental

D={z^fi; \z\^l et -^Re(^)<^}.
Nous admettrons les proprietes suivantes du domaine fondamental (pour
une demonstration, voir par exemple [Sl] p. 127-131) :

(1) tout element de f) est equivalent a un element de D
(ii) si deux elements de D sont equivalents, ou blen ils sont sur les deux

demi-droites verticales Re(^) = ±^ et se correspondent par T, ou
bien ils sont sur Ie cercle trigonometrique \z\ = 1 et se correspondent
par S (dans les deux cas ils sont symetriques par rapport a 1 axe
des y)

(iii) 1'homographie 2 i-> -?' == {az + /3)/(7-z + S) qui envoie un element
z de f) sur son equivalent z' dans D est unique pourvu que z' ^ i
et que z' ̂  j; la matrice (° ^) qui lui correspond dans SL-i(l. ~) est
done unique au signe pres.

A quelle condition sur a, &, c Ie polynome aa-2 + bx + c possede-t-11
une racine dans Ie domaine fondamental ? Puisque Re(z) = (-^)/2<3 et
12 12 = zz = c/a, 11 est clair que la condition cherchee est

\b\^a< c.

Les deux premieres proprietes du domaine fondamental se retraduisent en
(i) toute forme quadratique est equivalente a une forme telle que

\b\< a <: c (on trouvera un algorithme explicite dans [0]);
(ii) si deux formes verifiant \b\ <, a <c sont equivalentes, alors ou

bien \b\ = a et elles se correspondent par <, ou bien a = c et elles se
correspondent par s, dans les deux cas ces deux formes sont ax2 +bxy-{-cy
et ax - bxy + cy .

Nous sommes ainsi conduits a adopter la definition suivante : une forme
quadratique ax -\-bxy + cy est dite reduite si |b| < a ^ c, avec la condition
que si 1'une de ces inegalites est une egalite, alors b doit etre positif (b peut
etre negatif si les deux inegalites sent strictes).

En fait, comme nous n'etudions dans Ie cadre de cet article que les
formes de discriminant A = -p avec p premier > 7, Ie seul cas d egalite
qui se presente entre |&], a, c, est celui ou 1'on prend a=6= 1 et ou 1'on
obtient la forme x2 + xtj +(p -{- 1)/4, appelee la forme reduite principale.

II resulte des proprietes (i) et (ii) enoncees ci-dessus q.ue chaque classe
de formes quadratiques de discriminant -p contient une unique forme
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r^duite. Le nombre des formes reduites est fini, car

p =4ac- 62 ̂  4a2 - a2 = 3a2, done \b\ ^ a ^ V/(p/3).

L'entier /z(-p) n'est autre que Ie nombre de ces formes reduites, et pour
ca:!culer n su5-tde dresser leur Hste : on cholsit d'abord b (impair

et. inferieur a v^/3))' puis on cherche les couples (a, c) tels que ac =
(62 +p)/4 et |&| < a < c (sauf Ie cas d'egalite de la forme principale). Voir
a ce sujet Ie tableau des formes reduites ci-dessous.

p=7 |6|=1
P=ll \b\=l
P=19 \b\=l
P =23 \b\=l

\b\=l
|5|=1

P = 59 |&| = 1
\b\=l
l&l-l
H=3

p = 347 \b\ = 1
\b\=l
\b\=l
|6|=3
|&|=5
\b\=7
\b\=7
\b\=9

ac

ac

ac

ac

ac

ac

ac

ac

ac

ac

ac

ac

ac

ac

ac

ac

CtC

ac

= 9

=3
=5
=6
=6
=6
=15
=15
=15
= 17
=87
=87
=87
=89

93 "
99
99
107

x1 +a;y+2y
XL +a-y+3y
x" + xy + 5y'
x2 + xy + 6y2
1xl +a;y+3y2
22. 2 

-xy+ 3y2
a-2 +a-y + 15y2
3x2 +xy+ 5y2
3x2 -xy+ 5y2
pas de solution
x2 +xy+ 87y2
3x2 +xy+ 29y2
3x2 -xy+ 29y2
pas de solution
pas de solution
9x2 +7xy+lly2
9x2 -Jxy+lly2
pas de solution

^(-7) = 1
A(-ll)=l
ft(-19)=l

/i(-23)=3

/t(-59)=3

,^(-347) = 5

Formes reduites pour diverges valeurs de p

La troisieme propriete du domaine fondamental se traduit comme suit :
(iii) Toute forme quadratique q{x, y) de discriminant -p est equivalente
a un^ unique forme reduite g, (a-, y), et la matrice (a ̂ ) appartenant a
SL^l) qui fait passer de q a q, est unique au signe pres.

Avant d'aborder la demonstration de 1'egalite de h(-p) avec la hau-
teur moyenne h, nous ferons une courte digression sur Ie nombre de
representations d'un entier en sommes de trois carres.

3.- Sonimes de trois carres

Rappelons que comme tout carre est = 0, 1, ou 4 (mod 8), un nombre
congru h 7 (mod 8) ne peut etre somme de trois carres, et si un nombre
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congru a 3 (mod 8) est somme de trols carres ceux-ci sont impairs. Gauss
a demontre que tout nombre congru a 3 (mod 8) est effectivement somme
de trois carres Impairs (1 enonce equivalent toiit nombre est somme de trozs
nombres triangulaires etait deja conjecture par Fermat). On trouvera une
preuve algebrique de ce theoreme dans [Sl], et une preuve par les q-series
dans [A . Gauss a egalement denomibre les representations :

Theoreme. Soit n un entier nature! tel que n = 3 (mod 8) (n -^ 3). Le
nombre rs(n) de triplets ordonnes d'entiers impairs naturels [x, y, z) tels
que x2 +y2 +z2 =n est egal a 3A(-n)

Exemples : 11 =9+1+1
19=9+9+1
59 = 49+94- 1
59 = 25+25+ 9

347 =289+49+1
347 = 225 +121+1

(3 representations)
(3 representations)
(6 representations)
(3 representations)
(6 representations)
(6 representations)

r-3(ll)=3
r-3(19)=3

r3(59)=9

347 = 169 +169+9 (3 representations) r3(347) = 15

Des variantes de ce theoreme existent ou, suivant Kronecker, on introduit
Ie nombre H(-n) des formes ax + bxy + cy telles que \b\ < 2a ̂  2c, ou
encore telles que b> 0, b < 2a, b < 2c. Dans Ie premier cas, on elargit Ie
domaine fondamental a tout 1'exterieur du cercle trigonometrique dans la
bande [Re(2-)| ^ 1, dans Ie second cas a 1'exterieur du cercle de diametre
[-1, 0] dans la bande -1< Re(2") < 0. II est facile de voir que chacun
de ces deux domaines est la reunion de trois domaines congrus a D, par
consequent on a dans les deux cas ff(-n) = 3/i(-n), et Ie theoreme s ecrit
simplement rs(n) = if (-n). Une preuve de ce theoreme, redigee dans un
langage elementaire, se trouve dans [W]. D'autre part une consequence de
ce theoreme et de 1'egalite h = h(-p) est I'egalite entre la hauteur centrale
H et Ie nombre r^^p) d'es quo p = 3 (mod 8). On ne connait pas de preuve
directe de ce resultat.

4.- La serie divergente Tcx
z-^1 x(")

Nous aliens voir que la hauteur moyenne h du chemln des residus peut,
en plusieurs sens que nous allons preciser, etre consideree comme la somme
de la serie divergente ^iX(")-

Rappelons que la fonction ^ se prolonge a 1'ensemble des entiers
naturels par periodicite de periode p, en convenant que x(p) = 0- De
ce fait la suite des sommes partielles hn = x(l) + x(2) + . .. + x(n) est
egalement periodique de periode p (car hp = 0). Or il est clair que toute
suite periodique converge au sens de Cesaro vers la moyenne de ses valeurs
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sur une p^riode, en 1'occurrence hn converge en moyennes de Cesaro vers
h :

Urn h, +h, +... +h^^
n-i-oo n

(C)

Des resultats classiques sur la, sommabilite des series divergentes permet-
tent d'en deduire les limites suivantes :

lim ̂ ^(n)xn = /i
n=l

00

lim X(n)
3-^0+

=h
n:

n(l - q}qn
lim_^^n)'^_^ =h

n=l

2g"
,
umE^)i^=^

n=l

(A)

w

w

w

La sommabilite d'Abel (A) est plus puissante que (C) d'apres un theoreme
classique du a Frobenius, ou d'apres un theoreme moins connu [H2] mais
un peu plus general de Hardy qui montre aussi que (L') resulte de (C)
(La Preuve de Hardy est elementaire, et utilise essentiellement Ie fait que
les differences premieres et secondes des fonctions /n(a-) = a-", ou des
fonctions /n(a-) = 2.r"/(l + a:"), sont positives au voisinage de 1). La
sommabilite de Lambert (L) est egalement plus puissante que (C')'[H1]
(mais moins que (A), tandis que (£') n'est pas comparable a (A)), enfin la
sommabilite (D) est plus puissante que (C) sur les series dont les sommes
partielles sont bornees, ce qui est Ie cas ici.

Pour demontrer 1'egalite h == /i(-p), il suffit done de demontrer que
1'une de ces Umites est aussi egale a h(-p). C'est cette methode que nous
utiliserons, en choisissant la sommabilite (L'\ ou la variable est notee g
car c'est la notation habituelle pour les series de Lambert. Nous verrons
que cette serie est liee au probleme combinatoire du denombrement des
representations de 1'entier n par les formes de discriminant -p.

5.- Representations de n par les formes de discriminant -p
Soit n un entier naturel et q{x, y) = ax2 + bxy + cy2 une forme

quadratique de discriminant -p. Une solution de 1'equation

n = ax2 + bxy + cy2 avec (a;, y) 6Z x Z

s'appelle une representation de I'entier n par laforme q. Si n est represente
par q il 1'est aussi par t out e forme equivalent e a g et reciproquement,
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puisque la matrice (a ^) et son inverse sont toutes deux a coefficients en-
tiers. Les formes appartenant a une meme classe d'equivalence representent
done les memes entlers, et on ne restreint pas la generalite du probleme
en ne considerant que les representations par les formes redultes. Et ant
donnes un entier n et une forme reduite ^;, deux questions naturelles
se posent : Ie probleme d existence dune representation de n par ^i,
et en cas de reponse affirmative Ie probleme de determiner Ie nombre
J?(n, <?, ) de couples (x, y} qui definlssent des representations de n par g,.
Schematiquement on peut dire qu'on salt resoudre Ie premier probleme
mais pas Ie second. En revanche on sait calculer Ie nombre total de
representations de n par 1'ensemble des formes reduites, c'est-a-dire Ie
nombre

>=h(-p)

R{n)= ^ R(n, q, ).
1=1

Le resultat est d'une remarquable simplicite. Nous demontrerons Ie
theoreme suivant (on peut 1'attribuer sans doute a Gauss, mais il ne sera
enonce sous cette forme que par Dirichlet) :

Theoreme. Soit p un nombre premier = 3 (mod 4), p ^ 3, et ^ Ie
caractere de Legendre (mod p). Le norabre tofaJ de representations d'un
entier n par Ie systeme dos formes reduites de discriminant -p est donne
par :

R{n)=2^xW.
d\n

Exemples :p = 7, n = 4, il n'y a qu'une forme reduite, et on
trouve facilement que 1'equation 4: = x2 +xy+ 2y2 possede 6 solutions,
qui sont (2, 0), (-2, 0), (1, 1), (-!, -!), (-2, 1), (2, -1), or on a bien
2a/(l)+^(2)+^(4))=6.

p== 23, n =6, 1'equation 6 == a;2 + xy+6y2 possede 4 solutions : (0, 1),
(0, -1), (-1, 1), (1, -1), 1'equation 6=2x2+xy+ 3y2 possede 2 solutions

(1, 1), (-l, -l), et la troisieme equation egalement 2 solutions, d'ou en
tout 8 solutions, or 2(^(1) + ^(2) + ^(3) + ^(6)) = 8.

Les paragraphes 6 et 7 sont consacres a la demonstration de ce
theoreme selon une methode classique directement inspiree des travaux
de Gauss ([G][L]). Les paragraphes 8 et 9 font ensuite une traduction
analytique du theoreme via les series de Lambert et les fonctions theta.

6.- Denoinbrement des representations priniitives

Examinons comment collectionner des entiers representes par une
forme reduite donnee qi[x^y} = a,.r2 + &i.ry + Ciy2. II est clair que a;

fait partie de ces entiers (on fait a; = lety = 0), de meme que
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les premiers coefficients de toutes les formes equivalentes a q,. Plus
pr(^cis6ment si q(x, y) == ax2 + bxy + cy2 est equivalente a g,, il existe

une matrice unimodulaire (° ^) telle que g(a-, y) == g, (Q;.c + fty^x + <?y),
d'ou a = 9(1, 0) = ^(a, 7). Notons que a; et 7 sont premiers entre eux, car
a8 - ^ = 1. On dit alors que g, (o!, 7) est une representation primitive de
a par qi. Nous aliens voir qu'on obtient ainsi tous les entiers qui possedent
une representation primitive par 9,. En globalisant a 1'ensemble des formes
reduites, on a Ie theoreme de denombrement suivant :

Th^or^me [Gaussj. Soit un nombre premier p = 3 (mod 4), p ^ 3, et
soit n un entier > 1. Alors les definitions suivantes du nombre r(n) son*
equivalentes :

(a) r(n) est Ie nombre total de representations primitives de n, c'est-a-dire
de triplets (<?,, a', 7) tels que n = g;(a, 7), ou q, est une forme reduite,
et Q/, 7 son t deux entiers relatifs premiers entre eux

(b) 7-(7z) est Ie nombre de tonnes quadratiques q(x, y) = ax2 + bxy + cy2
telles que a = n, -In < b < 2n, et b2 - 4ac = -p

(c) r(n) est Ie nombre de solutions x dans (Z/4nZ) cfe 1'equation x2 = -p.
Precisons d'abord que deux entiers relatifs a et 7 sont dits premiers

entre eux s'il existe (3 et S tels que a6-^ = 1. Done, 1 et 0 par exemple
sont premiers entre eux. D'autre part, on considere dans Ie denombrement
les representations n == qi(a^) et n = qi(-a, -j) comme distinctes, on
dit qu'elles sont associees.

Partons de deux representations primitives associees : n == g, (o', 7) =
9, (-a, -7). D'apres Ie theoreme de Bezout, il existe /3 et ^ tels que
a8-^ = 1. Posons q{x, y) == qi(ax+f3y, -rx+6y). II est clair que Ie premier
coefficient de la forme q n'est autre que n, puisque g(l, 0) = q^a, ^).
Comme il existe une infinite de choix de (f3, S), il existe line infinite de
formes q repondant a la question. Montrons cependant qu'il en existe une
et une seule dont Ie deuxieme coefficient b verifie 0 <b <2n-l. Pour cela
nous devons comparer b a b', deuxieme coefficient d'une forme q' obtenue
a 1'aide d'un autre choix (^', <^'). Or nous savons que ces choix distincts
de coefBcients de Bezout sont lies par les relations suivantes :

f3-f3'=ka, 6-S'= k-f,

ou k est un entier relatif arbitraire. On a done successivement :

q{x, y~) = a,{ax + /9y)2 + 6, (a2- + ^y)(7a- + 6y) + £, (72- + <$y)2
b = 2a. a/3 + &;(a^ + ^) + 2c;7<?
&/ = 2a, a/?' + &, (a^ + /3^) + 2c, 7<$'

b-b' = 2a, ka2 + 2bika-/ + 2c, A-72
b-b' = 2kn.
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II existe done une valeur et une seule de k pour laquelle 1 <b <, 2n- 1
(car b -^ 0). La valeur de 6 etant determinee, celle de c est tiree de
1'equation b2 - 4nc = -p. Nous avons done definl une application qul
a une paire de representations primitives associees de n fait correspondre
une forme q de discriminant -p telle que a==netl<b<2n-\. Get te
application est surjective puisque toute forme q est equivalente a une forme
reduite g;, et elle est injective d'apres la propriete (iii) des formes reduites
(unicite de q, et unicite de la matrice unimodulaire au signe pres). Les
deux ensembles sont done en bljection, et on double Ie cardinal de chacun
d'eux en considerant d'un cote Ie nombre de representations primitives de
n, de 1'autre en adjoignant les formes ou b est change en -b, c'est-a-dire
en transformant 1'inegalite en -2n < b < 2n. En resume, b satisfait

A2 = -p + 4nc et -2n < & < 2n.

II est clair que 1'application b <-^ x qui a b associe sa classe x dans 1'anneau
Z/4?iZ est une bijection sur 1'ensemble des solutions de a-2 = -p (mod 4n),
car la connaissance de x determine celle de 6, et par suite celle de la forme
q. Ceci acheve la demonstration du theoreme.

A present nous allons calculer ce nombre 7'(n) en fonction du caractere
de Legendre ̂  modulo p.

Theorenie. Sous Jes memes hypotheses que Ie theoreme precedent, on a :
- si p divise n, r(n) = 0
- si p2 ne divise pas n, r(n) est donne par la formule :

2r(") = n (i+x(^)).
q premier |n

Nous aliens d'abord montrer que ri(n) = ^(n) est une fonction
multiplicative de n, puis 1'evaluer sur les composantes primaires de n.

Or on sait classiquement que Ie nombre /)(n) de solutions dune
equation x^ = a dans 1'anneau Z/nZ est une fonction multiplicative de n,
c est-a-dire que si m et n sont premiers entre eux on a p(mn) = p(^m)p(n).
Cela resulte du theoreme dit des restes chinois qui construit une bijection
entre les solutions 2 de I'equation dans Z/mnZ et les couples (a', y), ou x
et y sent respectivement des solutions dans 7. 1 ml. et Z/nZ.

Nous designons done par p(n) Ie nombre de solutions de

x2 s -p (mod n) (a; 6 Z/nZ),

et commen^ons par evaluer /)(4), , 9(8), /?(16) etc.
Les solutions de 1 equation ne peuvent provenir que de congruences x

irnpaires, or il est facile de verifier que les carres impairs sont congrus a 1
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(mod 4), a 1 (mod 8), a 1 et 9 (mod 16), a 1, 9, 17 et 25 (mod 32) etc.
Par suite on a toujours :

,9(4) = 2.
En revanche :

p = 7 (mod 8) ̂  -p= 1 (mod 8) ̂  p(8) = ^(16) = /?(32) = ... = 4,

p = 3 (mod 8) ̂  -p= 5 (mod 8) =^ p(8) = /?(16) = /?(32) = ... ^= 0.

D'apres la definition (c) du theoreme precedent, on a ri(n) == ^(4n).
Montrons a present que r-i est multiplicative. Soient m et n premiers entre
eux. L'un des deux au mains est impair, par exemple m, de ce fait 4 est
premier avec m, et m est premier avec 4n. D'ou successivement,

ri(inn) = -p(4mn)

= ^P(m)/?(4n)
=/9(m)ri(n)

= 3P(4)/?(m)ri(n)

= ^P(4m)ri(n)
= ri(m)ri(n).

A present nous allons etablir que si q est un nombre premier distinct de
p, alors ri(g/;) = 1 + ^(^), ou ̂  ^ 1.

Examinons separement Ie cas q = 2. D'apres Ie calcul ci-dessus,

p = 7 (mod 8) =, n(2fc) = ^p(2k+2) == 2,
p=3 (mod 8) ^i(2fe) = ^(2W) = 0,

d'ou, d'apres ce que nous avons vu au paragraphe 1, ri(2<:) == 1 + ^(2).
Soit a present q un nombre premier impair {q -^ p). On a done ri(g^) =

p{qk). Montrons d'abord que p(q') = 1 + ^(^j. Or 1'equation a-2 = -p
(mod q} a des solutions si et seulement si -p est residu quadratique
(mod g), et 11 y a alors deux solutions opposees XQ et -XQ. Or d'apres la
loi de reciprocite quadratique,

'=l(mod4)-(?)=(f)=(^=^
'=3<mod4'-(f)=-(^=a)=^.

63



done Ie nombre de solution est bien egal a 1 + x{(l)-
Considerons maintenant les solutions de 1'equation a-2 = -p (mod qk).

Elles fournissent des solutions de 1'equation avec k = 1 par reduction
(mod q). Done si ^(q) = -1, 11 n'y a pas de solution. Supposons au
contraire que ^(^) = 1, c'est-a-dire que -p soit residu modulo q. Nous
allons montrer que 1'equation possede alors deux solutions. Les solutions
x, si elles existent, sont a rechercher dans 1'ensemble $ des elements de
1'anneau ~i/qkJ. qui sont premiers avec (7, ensemble qui a pour cardinal
qk -qk~1. Designons par ̂ + Ie sous-ensemble de <? constitue des elements
qui, lorsqu'on les reduit (mod q), donnent des residus quadratiques
(mod q). Le cardinal de $+ est ^(qk - q ). D'autre part 1'application
x >-> x2 envoie $ dans $+. Si nous demontrons que tout element de ^+
possede au plus deux antecedents par cette application, il est clair que nous
aurons prouve a la fois la surjectivite de cette application, et Ie fait que tout
element de $+, en particulier -p, possede exactement deux antecedents,
ce que nous voulions demontrer. Soient done x et y deux elements de $
tels que a-2 = y2 (mod qk). L'entier qk divise x2 -y2 = (x- y)(x + y),
et en fait q divise 1'un ou 1'autre des facteurs, car sinon q diviserait les
deux facteurs, done leur somme 2.r, done a-, ce qui est absurde. Done x et
y sont egaux ou opposes dans 1'anneau, ce qu'il fallait demontrer.

II ne reste plus qu'a envisager Ie cas ou g == p. II est clair que
ri(p) == p(p) == 1 + x(p) = 1» car 1'equation a;2 = -p^ 0 (mod p) a
une solution unique. En revanche, s\ k >^ 2, ri(p*) = p(.Pk) = Oi car
1'equation x2 =. -p (mod p ) n'a pas de solution (une solution x serait
multiple de p, done x2 serait multiple de p2 ce qui est absurde). Ceci acheve

la demonstration du theoreme.

7.- Denombrement des representations quelconques

Nous sommes a present en mesure d'achever la demonstration de
1'identite

(1) 7?(n)=2^^) (">!)
d\n

Notons d'abord que la formule demontree pour r(n) s'ecrit de fa^on tres
similaire, puisqu'en developpant Ie produit on obtient, pourvu que p ne
divise pas n,

r(n)=2^. v(/)
/|n

ou la somine s'etend aux diviseurs / qui sont sans facteurs carres (produits
de nombres premiers distincts).
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Soit n un entier > 1 et n= q, (x, y) une representation de cet entier,
non necessairement primitive, par une forme reduite g,. Si d est Ie pgcd de
x et de y, il est clair que d2 divise n, et que n/ri2 = q, (x/d, y/d~) est une
representation primitive de n/d2. Reciproquement a toute representation
primitive de nfdr correspond une unique representation de n. D'ou la
formule suivante, ou la somme est efFectuee sur les diviseurs carres de n :

(2) ^(n)=^r(n/J2) (n ̂  1)
d2\n

Nous supposerons d'abord qiie p2 ne divise pas n, done aucun de ses

diviseurs. Cela se reecrit

RW=^2 ^ x(/)
rf2|n /|(n/d2)

=^Z^f)
d2|n/d2|n

=2^x(.)

car tout entier (en 1'occurrence tout diviseur e de n) s'ecrit d'une maniere
et d une seule comme Ie produit d'un carre et d'lin nombre sans facteur
carre.

II nous reste a demontrer que la formule (1) est encore valide quand p2
divise n. Alors n s'ecrit n = p2 n', ou p2 ne divise pas n' et k ^ 1. Montrons

sur la formule (2) que J?(n) = R(n'). Tout diviseur carre d2 de n s'ecrit
d2 = p2 'rf'2, ou p ne divise pas d'. Par suite, n/cP = p2 k-2l{n'/d'2). Pour

tout diviseur carre d2 tel que / < A-, on aura r{n/d2) = 0. Dans 1'identite
(2) on peut done restreindre la somme aux d2 pour lesquels / = k, d'ou
R{n) = R(n). Or la formule (1) est valide pour n/, et il est clair sur cette
formule qu'on peut restreindre la sommation aux diviseurs d de n' non
multiple de p (pour les autres, \(d) = 0). Dans ces conditions cette meme
formule appliquee a n donne Ie meme resultat, elle est done valide pour n.

8.- Serie theta associee

Pour traduire la relation obtenue entre fonctions arithmetiques multi-
plicatives en termes de series generatrices, on a Ie choix entre les series de
Dirichlet et les g-series. C'est ce second point de vue que nous adopterons.
Dans la suite, q designe selon Ie contexte soit une variable formelle, soit un
nombre reel tel que \q\ < 1 (et non une forme quadratique, non plus qu'un
nombre premier comme dans Ie paragraphe 6... ). A toute forme reduite
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a;a; + bixy + c, y2 on associe la serie-double

^>(g)= Y, ^a, m2+6, mn+c, n^
(m, n) Zx2

En sommant sur toutes les formes reduites on introduit done la serie

generatrice du nombre R(n) :

z=h(-p)

0(9)= ^ ^(<Z)
1=1

QW=h{-p)+^R{^n
n>l

Q{q)^h(-p)+2^x{n}-^-^,
n>l

la derniere identlte n'etant que la traduction a 1'aide d'une serie de
Lambert de la relation entre les fonctions arithmetiques J? et ^.

Exemples avec p= 7 etp=23 :

.

m2+mn+2n2
. 
9^-A- 4. 

q2 
- 

q3 
^ 

q' -...}
, r_^' i-^ i_^ ' i_(,4s. 'm

(m, n)6ZxZ

.

m2+mn+6n2 i o/. 2m'2+mn+3n2

(m, n) 2'x2

9, 92 . 93 , 94 95 , 96
=3+^T-g+T±7 F-g? r-7~T-7 T-7

On notera que dans Ie cas p= 23 on a ^2(9) = ^s(9) puisqu'on passe
de la deuxieme forme 2m2 + mn + 3m2 a la troisieme 2m2 - mn + 3m

en changeant (m, n) en (-m, n). Au sujet de cet exemple, signalons une
identite dans Ie genre de celles qu'alignait Ramanujan dans ses papiers
([R , p. 353-357), mats dont la demonstration ([S2]) sort des Umites de
notre article :

^(9)-^(9)=2gII(l-g")(l-g 23n>

n>l

Pour faire apparaitre la serie de Lambert tordue du precede de somma-
bilite (L'), nous observons que

2qn 2qn 4g 2n

l+qn l-qn l-q2 rt
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d ou 1'on tire immediatement :

E X^T^n = /l(-p) + 0(9) - 20(92)-
n>l

Pour demontrer 1'egalite h = /i(-p), nous sommes done ramenes a
demontrer que limy^-(Q(q) - 2Q(q2 )) == 0, et pour cela il nous faut

^tudier Ie developpement asymptotique de 0(g) au voisinage de 1.

9.- Preuve de 1'egalite h = h(-p}

Nous allons d'abord obtenir sans difficulte 1'eqmvalent :

0(9) 27rh(-p) 1
V^ 1-?

(9-. 1-).

Ce resultat s'obtient par un raisonnement geometrique, en notant que
pour chaque forme reduite, 1'ellipse a;a;2 + bixy + c, y2 < 1 a pour aire

27r/\/P, par suite 1'ellipse homothetique a, x2 + bixy + ay2 ^ n a pour
aire Imr/^/p, d'ou, en comptant les points a coordonnees entieres dans les
h(-p) ellipses, 1'equivalent

R{1) + R(2) + ... + R(n) 2n7T/i(-p)
v^

Mais cela signifie que la suite R(n) tend en moyennes de Cesaro vers
27r^(-p)/v/p, d'ou Ie resultat d'apres 1'implication (C) =?> (A) signalee au
paragraphe 4.

Pour obtenir Ie resultat escompte cela s'avere insuffisant, nous avons
besoin du terme suivant du developpement asymptotique, que nous obtien-
drons en ayant recours a I'equation fonctionnelle de la fonction 0, laquelle
s'obtient classiquement en utilisant la formule sommatoire de Poisson a
deux dimensions. Posons

27T<

VP
27T

Vpt

01:1 t est done reel > 0. Si 1'on definit la fonction i9 par ̂ (t) = Q[q\
Fequation fonctionnelle s'ecrit simplement t9(<) = (l/<)i9(l/<), d'ou pour
la fonction Q :

QW^^WQ(9')-
Or quand q -^ 1~, alors < -^ 0+, par suite q' -> 0+, et Ie developpement
asymptotique de 6(9 ) commence simplement par :

Q(q) = h(-p) + 2q' + o{q}.
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Or on a :
47T2 1

g'=e P log(l/9)

d'ou q = o((l - q~)n~) pour tout n ^ 1, et done aussi :

©(9)= 27Th{-p) 1

v^ log(l/g)
+o(l-9)",

et il est maintenant clair que ©($) - 20(92) = o(l), ce qui acheve la
demonstration de 1'egalite h = h(-p).

Une autre consequence da developpement asymptotique de 0 est Ie
resultat suivant :

^E^T^=. Mm-5<l-^=^-
n>l

Or cela signifie que la serie ^ x{n)/n est sommable au sens de Lambert
(L), avec pour somme Ie second membre. Or cette serie est convergente,
car plus generalement la serie de Dirichlet L{s) = '^x{n)/ns converge
dans Ie demi-plan Re(s) > 0 du seul fait que les sommes partielles hn sont
bornees. Le precede de Lambert etant regulier, on a done :

X(n) ^ 7T/i(-p)
~rT~=~^~n>l

Exemples (p= 7 etp =23) :

1+1-1+1_1-1+1+1-1+1_1-^+
2 3 ' 4 5 6 '8 ' 9 10 ' 11 12 13
1. 1. 1 1. 1 1. 1. 1 1. 1,1

. +2+3+4-5+6-7+8+9-TO+H+T2+'

7T

'7T
37T

V23

Remarque : On peut repartir en gros les demonstrations habituelles de
la positivite de la hauteur H en deux categories, selon qu'elles font ou
non appel explicitement au nombre de classes h(-p) (cf. [B], [M] etc... ).
On peut neanmoins noter que dans les deux cas elles utllisent comme
etape essentielle Ie calcul des sommes des series ci-dessus (et Ie fait que
ces sommes sont positives). Dans notre presentation Ie point essentiel est
1'identite Z-(O) = /i = h(-p), et non pas £(1) = ^h(-p)/^/p. II est vrai que
ces deux identites sont Ie reflet 1'une de 1 autre par 1 equation fonctionnelle
de la fonction L.
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10.- Autres dlscriminants

La theorie de la reduction des formes quadratiques ne se llmite nulle-
ment a des discriminants A = -d, ouc? est un nombre premier congru
a 3 (mod 4)et au mains egal a 7 (cf. [L][0]). Nous nous bornerons ici a
signaler les identites qu'on trouve dans les deux cas particuliers les plus
importants : A=-4et A= -3 :

s_'
(m, n) Z xZ

(m, n)6Z xZ

2+"2 = i + 4f-9- - -q- + -9- - -A- - . . .'1
. 1-^ l_g3 . l_g5 1_^7

^+mn^ ̂  i ^ g^_J_ _ _^_ ̂  _^_ _ _^_ ^q ' =^\T~q~T~^+~\~^~T~^

La premiere de ces deux identites est Ie celebre theoreme de Jacob! sur
Ie nombre de representations d'un entier comme somme de deux carres.
Dans la seconde identite, Ie caractere est Ie caractere de Legendre modulo
3. Les coefficients 4 et 6 qui apparaissent en facteurs expriment Ie fait que
les formes quadratiques a-2 + y2 et x2 + xy + y2 ont respectivement 4 et

6 automorphismes. Par suite toute forme quadratique de discriminant -4
(resp. -3) s'envoie sur la premiere (resp. la seconde) a 1'aide de 4 (resp.
6) changements de variables unimodulaires, au lieu de 2 comme pour les
formes de discriminant -p que nous avons considere dans cet article.
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