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Introduction

Sous Ie nom generique de statistiques mahoniennes, on regroupe un
certain nombre de statistiques d'ordre definies sur des ensembles de
inots de longueur n. Citons, entre autres, Ie nombre d'inversions des
permutations, leur indice majeur ou majeur-inverse, les memes statistiques
sur les mots ecrits avec les lettres {0, 1}. On peut, par ailleurs, imposer
des contraintes sur la forme ("up-down sequence") des permutations. Un
resultat celebre de Foata et Schiitzenberger F-S etablit dans ce cas
1 equidistribution du nombre d'inversions et de 1'indice majeur-inverse.
On peut alors se ramener a 1'etude de 1'indice majeur d'un tableau de
Young, ce qui permet d'utiliser tout 1'arsenal de 1'algebre classique. Une
telle approche a ete utilisee notamment dans [D2, D-F1, D-F2, D-F3,
D-F4].

Le but de cet article est d'etablir une propriete d'equirepartition des
tableaux de Young de forme donnee relativement a la valeur iTiodulo n de
leur indice majeur. On en deduit ensuite la meme propriete pour toutes les
statistiques des perinutations, alnsi que de nombreux resultats analogues.

On obtient aussi la decomposition explicite de la representation du
groupe symetrique sur 1'algebre de Lie Ubre assodee a la partition n. Ce
resultat, du a Kraskiewicz et Weyman [K-W], est cite par Reutenauer [R].

Les outils mis en oeuvre sont, d'une part Ie lien entre certains caracteres
du groupe symetrique et I'indice majeur des tableaux de Young, d'autre
part un lemme de nature arithmetique.

Avec Ie soutien du P. R. C. Math. -Info.
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1. Lemme arithmetique

Soit n un entier strictement posltif. Notons $n(?) Ie n-ieme polynome
cyclotomique ($i(g) = 1 - g, $2(9) = 1 +^,... ). Nous aurons besoin des
sommes de Ramanujan Cn(m) = Y^(i, n)=i Ct m5 ou C designe une racine

primitive n-ieme de 1'unite (c/. [H-W]). On peut assez facilement trouver
la valeur explicite des sommes de Ramanujan en termes de fonction de
Mobius ̂ (n) et de fonction indicatrice d'Euler y(n). Plus precisement, on
a Ie resultat suivant, du a Holder.

LEMME 1. 1 [H-W, p. 238]. - Posons (m, n) =S et n = 6N ; alors

Cn(m) =
^(^M")

v>m '

En particulier, si (mi, n) = (m2, n), alors Cn(mi) = Cn(m2).

Soit maintenant un polynome P(q~) = S^o<fc<n-i a^9 a coefficients
entiers. Suivant en cela la terminologie de Cohen [C], nous dirons que
les coefficients de P(^), et par abus, P(q) lui-meme, sont pairs modulo n
lorsque, pour tous k et I compris entre 0 et n- 1, 1'egalite (fc, n) = (l, n)
implique 1 egalite des coefficients a;;; = a/.

Les fonctions paires modulo n ont ete etudiees par Cohen, qui a
naontre qu'elles comcident avec les combinaisons lineaires de sommes de
Ramanujan. Ces dernieres avaient ete utilisees en particulier par Nicol et
Vandiver [N-V] pour denombrer certaines configurations combinatoires.

PROPOSITION 1. 2. - Soit P(q) un polynome a coefficients entiers de
degre inferieur an. II y a equivalence entre les deux proprietes suivantes :

(i) Pour tout entier d diviseur de n, Ie residu rd de P(q) modulo $d($)
est un entier;

(ii) Le polynome P(g) est pair modulo n.
On a, de plus,

Gfc=-^rdCrf(fc) et re=^an/dCd(n/6}.
d\n d\n

Demonstration de la proposition 1. 2. - Les polynomes satisfaisant (i)
et ceux satisfaisant (ii) forment clairement des Z-modules de meme dimen-
sion, egale au nombre de diviseurs de n. Pour demontrer 1 equivalence de
ces proprietes, il suffit done de montrer que 1'une implique 1'autre.

Supposons la propriete (ii) satisfaite ; en d'autres termes, si (fc, n) = n/c?,
alors afc = a^/d- Pour montrer la propriete (i), il siiffit de voir que lorsque q
est egal a une raclne primitive 6-ieme de 1'unite quelconque, S\n, la valeur
prise par P(g) est bien un nombre r^ ne dependant que de 6. Les racines
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primitives 6-iemes sont les ^l, (i, n) = n/^, pour lesquelles on a :

P(C)= E a^8fc'
0<fc<n-l

=E»"/< E c-t.
d\n (k, n)=n/d

On peut ecrire k = k ^ ou(fc , d) = 1 ; de plus, si ̂  est une racine priniitive
n-ieme, alors ^"/d est une racine primitive c?-ieme. On a done :

w)=Ea»/< E c't'°/'.
d\n (fc', d)=l

=^an/rfCd(z),
d|n

=^an/dCd(n/<5).
d\n

On obtient bien la propriete (i) et la valeur annoncee de r<$.
Reciproquement, (i) implique (ii). Pour verifier que les Q(; s'expriment

en fonction des r^ comme indique, on peut utiliser une formule d'inversion
de Cohen [C, theoreme 2]. Pour rester autonome, nous allons en fait etablir
directement cette formule d'inversion dans notre cas particulier.

Supposons satisfaite la propriete (i). Soient C0, ̂ 1,.. ., ̂ "~1 les n racines
n-iemes de 1'unite. Les racines primitives d-'iemes sont done les Cfc, (fc, n) =
n/d. Puisque P(^) = r^ (mod ^^(g)), on a, pour tout k tel que (fc, n) =
n/c?, 1'egalite P(CA') = ^d- Puisque nous connaissons la valeur de P(q) en
n points distincts, nous pouvons appliquer la formule d interpolation de
Lagrange :

^)= E p(on^-^.
0<i<n-l J^-z

= E win
0<;<n-l J^i

,
(C2 -CJ)'

( "-'?-C"-l+J)
(1 _ ^n-i+J) .

= E win
0<!<n-l j^o

(Cn-l9 - CJ)
(i-CJ) '

Le polynome dont les racines sent les (3 j ^0 et ant ̂ o<(;<n-i 9 > on
a done :

p^)==^ E p(^') E c("-l)fc^,
0<2<n-l 0<fc<n-l

qui, en regroupant les indices i selon la valeur n/d de (z, n) et en rempla§ant
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P(Cl ) par r^, permet d ecrire

pw^E ra ^
n

d\n (i, n)=n/d0<k<, n--l

^ c(n-i)V,

=^S ''£-.. £, <".
0<fc<n-l d\n (i, n)=n/d

=^ E 9fcErdcd(fc)-
0$fc<n-l d\n

On obtient bien la valeur annoncee pour Ie coefficient afc.
Ceci acheve la demonstration de la proposition 1. 2.

2. Caracteres et congruences

Pour tout ce qui concerne les definitions et proprietes generates des
fonctions symetriques, Ie lecteur est renvoye a [M]. On sait que les
fonctions sommes de puissances p\, ou \ est une partition, forment
une Q-base de 1'espace vectoriel des fonctions symetriques. Par ailleurs,
a toute representation du groupe symetrique est associee une fonction
symetrique. C'est ainsi que les fonctions de Schur S\ sont associees aux
representations irreductibles lorsque A est une partition (ou une forme
principale). Les fonctions de Schur constituent une Z-base de 1'espace
vectoriel des fonctions symetriques. Plus precisement, si on note X\(/J')
la valeur en ̂  du caractere irreductible du groupe symetrique associe a A,
on a les decompositions :

S>=Y^ -X\(^P(
T^

P^=^X\^)SX,

ou z^ est 1'entier egal a 1^12^12 .. . ^i!^2'. . . lorsque p. est la partition
constituee de /xi parts egales a 1, de ̂ 2 parts egales a 2, ...

Etant donne un tableau de Young standard T de forme \ et d'ordre
n, notons recT 1'ensemble des entiers i, 1 <i <n- 1 tels que i +1 se
trouve a gauche (au sens large) de i dans T (reculs de T), et imaj T la
somme des entiers i G recT (indice majeur-inverse de T). En particulier,
si la forme A est un ruban (c/. [D2]), Ie tableau T pent etre considere
comme une permutation dont la forme est donnee par A, et la statistique
ainsi definie sur T coincide avec 1'indice majeur-inverse. Notons (q1, q)n =
(1 -^)(1 -^2). . . (! - g") la g-factorielle.

Le rapport entre fonctions de Schur et statistiques mahoniennes est, en
siibstance, contenu dans Ie lemme ci-dessous (c/. D-F1]).
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LEMME 2. 1. - La fonction generatrice de la statistique imaj sur les
tableaux standard de forme X est donnee par :

E^majT=^^)»^(1^^2'---)'
T

ou la somme est etendue a tons les tableaux standard de forme \.

Soit P\(q) = ^o<fc<n-i ak(^)Q Ie polynome dont Ie coefficient afe(A)
est Ie nombre de tableaux T de forme A tels que imaj T = k (mod n).
Nous pouvons maintenant enoncer Ie resultat principal de cet article.

TH^OREME 2. 2. - Pour une forme \ donnee d'ordre n, la valeur
de G^(A) ne depend que du phis grand commun diviseur (^, n). Plus
preczsement,

afc(A)=lE^(dn/d)cd(fc)-
"^

Demonstration du theoreme 2. 2. - Soit d\n; puisque \-qn est di visible
par ̂ d(q), Ie reste modulo ^^(9) de P\(q) et celui de la serie generatrice
de imaj sur les tableaux de forme A sont egaux. En vertu du lemme 2. 1,
il est egal au reste de (q, q')nS\(l, q, q2,. .. ) modulo $d(^).

On peut alors utiliser 1'ecriture de S\ comme combinaison lineaire de
sommes de puissances. On obtient :

(9, <?)n5-, (l, g, g2,... )=^i^(A)^(g),

ou

^(Q)=(g, ?)np^(l, 9, g2,... ).
On voit facilement que

(l-?)(l-92)---(l-9n^
TM =

(l-q)^{l-q2 )^---(l-qn y-'

Les seuls facteurs de 1'expression precedente sont des polynomes cyclo-
tomiques. On trouve sans grande difficulte Ie reste modulo un polynome
cyclotomique quelconque (cf. [Dl, D2, D-F4]). Id, seul nous interesse Ie
reste modulo ^d(g), pour lequel nous allons redonner Ie resultat. La mul-
tiplicite de $d(g) dans T^q) vaut

n

Puisque

n

^ -(^rf+^2rf+---+^n).

=//! +2^2 + ... + n/^n > d(/J. d +A<2d + ... + fUn),
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il s'ensuit que T^^q) est divisible par $d(g), sauf si p, = dn/d. Dans ce
dernier cas

(l-g)... (l-qd)(l-gd+l)... (l-92d)---(l-^)
^/"W) = - ----- . ^_^n/d -----,

et la substitution a q d'une quelconque racine primitive d-ieWiC de 1'unite
dans 1'expression precedente donne

T^n^(q) = dn/d(n/d)\ = z^/« (mod $d(g)).
Par consequent, on a la congruence:

(9, q)nS^ q, q\... )= Xx{dnld} (mod ^(g)).
La condition (i) de la proposition 1. 2 est ainsi satisfaite pour Ie polynome
P\(q) et Ie theoreme 2. 2 est demontre.

3. Consequences combinatoires

Le theoreme 2.2 s'applique a toutes les formes A, y compris les rubans,
comme mentionne plus haut. Les tableaux de Young de forme ruban sent
exactement les permutations dont la forme est donnee par Ie ruban. Par
combinaison lineaire des fonctions de Schur de formes ruban, on obtient les
permutations dont la forme est sujette a des conditions. C'est precisement
sur ces ensembles de pernautations que Foata et Schutzenberger [F-S] ont
montre 1 equidistribution du nombre d inversions et de 1 indice majeur-
inverse. On deduit done du theoreme 2.2 Ie resultat suivant.

PROPOSITION 3. 1. - Le nombre de permutations de [l, n] sujettes a
des conditions sur leur forme et dont Ie nombre d'inversions est congru a
k modulo n ne depend que du plus grand commun diviseur (k, n).

On peut en deduire des resultats analogues pour toutes les suites ana-
logues aux suites classiques de nombres etudlees dans [D2] : permutations
alternantes, permutations euleriennes, derangements, . ..

Nous avons etudie, a la suite de Gessel [D-W], les fonctions symetriques
associees aux mots de Lyndon d un type donne. On en deduit, de maniere
tout-a-fait analogue au lemme 3. 2, 1 existence de fonctions symetriques
L\ de degre n telles que la fonction generatrice de la statistique imaj
etendue aux permutations dont la structure cyclique est de type \ est
egale a (g, $)n-£'A(l, $, 92, . . . ). En decomposant les fonctions L\ en sommes
de fonctions de Schur, et en appliquant Ie theoreme 2. 2 a chacune des
fonctions de Schur, on obtient Ie resultat suivant.

PROPOSITION 3. 2. - Le nombre de permutations de [l, n] dont la
structure cyclique est de type X et dont I indice majeur-inverse est congru
d k modulo n ne depend que du plus grand commun diviseur de k et de n.

32



Un cas particulier digne d'interet est celui ou Ie type est reduit a une
seule part n. Les permutations sous-jacentes sont done les permutations
cy cliques. Dans ce cas la fonction Ln somme des poids des mots de
Lyndon de longueur n, peut etre evaluee par Ie theoreme de Polya :

L"==^^^Pnd .
d\n

Ecrivons maintenant la decomposition des sommes de puissances comme
sommes de fonctions de Schur :

Ln=^y^wx^d)s,,
n z-^ z-^'

d\n \

=E(^E^)^(^))s.,
T lld|n

=^ai(A)^.
\

La derniere expression de Ln resulte du theoreme 2.2 et de la remarque
du lemme 1. 1 que Crf(l) == /J. (d'). On en deduit la decomposition suivante,
obtenue par d'autres moyens par Kraskiewicz et Weyman [K-W].

PROPOSITION 3.3. - La multiplicite de S\ dans Ln est egale au
nombre de tableaux de Young de forme \ dont I'indice majeur-inverse est
congru a 1 modulo n.

Ce resultat, comme 1'indique Reutenauer [R], a d'autres consequences.
En efFet, partons de 1'identite de la proposition precedente :

Ln=J^a,(\)S^.

Utilisant les techniques et les notations de [D-W], on peut ecrire

^=EG i(A)E E w(6)''? ^
T s±iecT

ou la seconde somme est etendue aux tableaux standard T de forme \. On
peut recrire

Ln= E EW (5)A^
Ec[l, n-l] s±E

ou A est Ie nombre de couples de tableaux standard (E7, V~) d'ordre n, de
meme forme, ou imaj U =1 (mod n) et rec T = E.

La construction de Robinson-Schensted-Schutzenberger etablit precise-
ment une bijection entre les couples ((7, V) de tableaux de Young de meme
forme et les permutations a. De plus, I'ensemble des reculs de V est egal
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a 1'ensemble des reculs de a et 1'ensemble des reculs de V a celui des

descentes de o. Par consequent, AE est aussi Ie nombre de permutations
de a de [l, n] dont 1'ensemble des descentes est E et telles que imaj (T- est
congru a 1 module n.

D'un autre cote,

z»= E E^)^,
EC[l, n-l] sJ-fi

ou CE est Ie nombre de permutations circulaires de [l, n] dont 1'ensemble
des descentes est E (c/. [D-W]). II s'ensuit, par identification (en fait en
resolvant un systeme triangulaire) 1'egalite AE = C . Utillsant encore Ie
resultat de Foata et Schutzenberger, on a etabli la proposition suivante,
due a Reutenauer [R].

PROPOSITION 3. 4. - Soil £ C [l, n- 1]. Les ensembles suivants ont
meme cardinal :

(i) Les permutations circulaires dont I ensemble des descentes est E ;
(ii) Les permutations dont I'ensemble des descentes est E et dont I'indice

majeur-inverse est congru a 1 modulo n;
(iii) Les permutations dont I'ensemble des descentes est E et dont Ie

nombre d inversions est congru a 1 modulo n.

Dans un autre ordre d'idees, mentionnons pour finir que la proposi-
tion 1.2 s'applique aussl aux polynomes gaussiens, ou g-binomiaux. Nous
avons etabli, dans [Dl] la congruence suivante : sin = ka+r et m== kb+s
sont les divisions respectives des entiers n et m par k, alors,

n

m
(mod $fc).

Lorsque k divise n, Ie polynome [^j vaut 0 ou 1 selon que k ne divise pas
ou divise m. Dans tous les cas, Ie second membre de la congruence est
un entier. Compte tenu des interpretations combinatoires des polynomes
gaussiens, dues a MacMahon, on a pour les statistiques mahoniennes sur
les mots un resultat analogue au theoreme 2. 2.

PROPOSITION 3. 5. - Le nombre de mots contenant m fois la lettre 0 et
n-mfois la lettre 1 dont Ie nombre d'inversions (ou, de fagon equivalente,
I'indice majeur) est congru a k modulo n ne depend que du plus grand
commun diviseur (fc, n).
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