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Introduction

Sous le nom générique de statistiques mahoniennes, on regroupe un
certain nombre de statistiques d’ordre définies sur des ensembles de
mots de longueur n. Citons, entre autres, le nombre d’inversions des
permutations, leur indice majeur ou maj eur-inverse, les mémes statistiques
sur les mots écrits avec les lettres {0,1}. On peut, par ailleurs, imposer
des contraintes sur la forme (“up-down sequence”) des permutations. Un
résultat célebre de Foata et Schiitzenberger [F-S] établit dans ce cas
'équidistribution du nombre d’inversions et de Dindice majeur-inverse.
On peut alors se ramener & 1’étude de 'indice majeur d’un tableau de
Young, ce qui permet d'utiliser tout I'arsenal de Palgebre classique. Une
telle approche a été utilisée notamment dans [D2, D-F1, D-F2, D-F3,
D-F4].

Le but de cet article est d’établir une propriété d’équirépartition des
tableaux de Young de forme donnée relativement 4 la valeur modulo n de
leur indice majeur. On en déduit ensuite la méme propriété pour toutes les
statistiques des permutations, ainsi que de nombreux résultats analogues.

On obtient aussi la décomposition explicite de la représentation du
groupe symétrique sur ’algebre de Lie libre associée a la partition n. Ce
résultat, da a Kraskiewicz et Weyman [K-W], est cité par Reutenauer [R].

Les outils mis en ceuvre sont, d’une part le lien entre certains caracteres
du groupe symétrique et 'indice majeur des tableaux de Young, d’autre
part un lemme de nature arithmétique.
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1. Lemme arithmétique

Soit n un entier strictement positif. Notons ®,(q) le n-ieme polynome
cyclotomique (®1(g) =1-4¢, ®2(¢) =1+g,...). Nous aurons besoin des
sommes de Ramanujan ca(m) = E(i,n):l ¢i™, ou ( désigne une racine
primitive n-iéme de I'unité (cf. [H-W]). On peut assez facilement trouver
la valeur explicite des sommes de Ramanujan en termes de fonction de
Mébius p(n) et de fonction indicatrice d’Euler ¢(n). Plus précisément, on
a le résultat suivant, di a Holder.

LEMME 1.1 [H-W, p. 238]. — Posons (m,n) =96 et n= 6N ; alors
p(N)e(n)
cn(m) = —F——=—.
(m) == o(0)

En particulier, s1 (my1,n) = (mg,n), alors cn(my) = cn(ma2).

Soit maintenant un polynéme P(q) = Y o<k<n—1 arq® & coefficients
entiers. Suivant en cela la terminologie de Cohen [C], nous dirons que
les coefficients de P(g), et par abus, P(gq) lui-méme, sont pairs modulo n
lorsque, pour tous k et ! compris entre 0 et n —1, égalité (k,n) = (I,n)
implique I’égalité des coefficients ax = a;.

Les fonctions paires modulo n ont été étudiées par Cohen, qui a
montré qu’elles coincident avec les combinaisons linéaires de sommes de
Ramanujan. Ces dernieres avaient &té utilisées en particulier par Nicol et
Vandiver [N-V] pour dénombrer certaines configurations combinatoires.

PROPOSITION 1.2. — Soit P(q) un polynome i coefficients entiers de
degré inférieur an. Il y a équivalence entre les deus propriétés suivantes :
(i) Pour tout entier d diviseur de n, le résidu ra de P(q) modulo ®4(q)
est un entier;
(i) Le polynome P(q) est pair modulo n.
On a, de plus,

1
ar = —7; Z rdcd(k) et rs = Z an/dcd(n/(s)'

d|n d|n

Démonstration de la proposition 1.2. — Les polynoémes satisfaisant (1)
et ceux satisfaisant (ii) forment clairement des Z-modules de méme dimen-
sion, égale au nombre de diviseurs de n. Pour démontrer ’équivalence de
ces propriétés, il suffit donc de montrer que I'une implique I'autre.

Supposons la propriété (i1) satisfaite; en d’autres termes, si (k,n) =n/d,
alors ay = a,/q. Pour montrer la propriété (i), il suffit de voir que lorsque ¢
est égal & une racine primitive -ieme de 'unité quelconque, é|n, la valeur
prise par P(q) est bien un nombre 75 ne dépendant que de 6. Les racines
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primitives é-iémes sont les (¢, (1,m) =n/é, pour lesquelles on a :

P((t) — Z akcik’

0<k<n—1
=2 anja 3 "
d|n (k,n)=n/d

On peut écrire k = k'Z ol (k',d) = 1; de plus, si ¢ est une racine primitive
n-iéme, alors (/% est une racine primitive d-itme. On a donc :

P(Cz) - Z n/a Z Cik'n/d’

dn (k' ,d)=1

=Y ansaca(i),

dln

= Z ansaca(n/o).

d|n

On obtient bien la propriété (1) et la valeur annoncée de r.

Réciproquement, (i) implique (ii). Pour vérifier que les ay s’expriment
en fonction des r; comme indiqué, on peut utiliser une formule d’inversion
de Cohen [C, théoréme 2]. Pour rester autonome, nous allons en fait établir
directement cette formule d’inversion dans notre cas particulier.

Supposons satisfaite la propriété (1). Soient ¢°,¢Y, ... (" ! les n racines
n-iemes de 'unité. Les racines primitives d-iémes sont donc les ¥, (, n.j =
n/d. Puisque P(q) =ry (mod ®4(g)), on a, pour tout k tel que (k,n) =
n/d, I'égalité P(¢¥) =ry. Puisque nous connaissons la valeur de P(q) en
n points distincts, nous pouvons appliquer la formule d’interpolation de
Lagrange :

i (q—Cj)

Blgy= PCH ] o=,

W= & "O—g
_ ; (S taar)
_Osg_l P(C )Jl;[l (1 _ Cn—i+j) 3

_ a7 7 e~ )
= Y P(g)HW.

0<i<n—1 J#0

Le polynome dont les racines sont les ¢7, j #0 étant ZOSkSn—l ¢*, on

a donc :
P(q) o % Z P(Cz) Z C(n—i)qu’

0<i<n—1 0<k<n—1

qui, en regroupant les indices 7 selon la valeur n /d de (i,n) et en remplacant
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P((?) par rq, permet d’écrire

P(q)= % Z Td z Z C(n—i)qu,

d|n (i,n)=n/d0<k<n—1

Ly dyn Yot

0<k<n-1 d|n (i,n)=n/d

Z qk E raca(k).

0<k<n—1 d|n

Il
S|~

On obtient bien la valeur annoncée pour le coefficient ay.
Ceci acheve la démonstration de la proposition 1.2.

2. Caracteres et congruences

Pour tout ce qui concerne les définitions et propriétés générales des
fonctions symétriques, le lecteur est renvoyé a [M]. On sait que les
fonctions sommes de puissances pai, ol \ est une partition, forment
une Q-base de I'espace vectoriel des fonctions symétriques. Par ailleurs,
A toute représentation du groupe symétrique est associée une fonction
symétrique. C’est ainsi que les fonctions de Schur Sy sont associées aux
représentations irréductibles lorsque A est une partition (ou une forme
principale). Les fonctions de Schur constituent une Z-base de I’espace
vectoriel des fonctions symétriques. Plus précisément, si on note x A(p)
la valeur en p du caractere irréductible du groupe symétrique associé a A,
on a les décompositions :

1
Sx= Z ‘z‘XX(N)pIM

W e
pu=y_ xalm)Sx
)
ol z, est l'entier égal y 1282 pylpo!l. .. lorsque p est la partition

con/stituée de py parts égales a 1, de pg parts égales a 2, ...

Etant donné un tableau de Young standard T de forme X et d’ordre
n, notons recT I'ensemble des entiers ¢, 1 <i<n—1 tels que ¢ + 1 se
trouve & gauche (au sens large) de 1 dans T (reculs de T'), et imaj T la
somme des entiers i € recT (indice majeur-inverse de T'). En particulier,
si 1a forme A est un ruban (cf. [D2]), le tableau T peut étre considéré
comme une permutation dont la forme est donnée par ), et la statistique
ainsi définie sur T coincide avec l'indice majeur-inverse. Notons (¢, ¢)n =
1-¢)(1—¢*)---(1- q") la g-factorielle.

Le rapport entre fonctions de Schur et statistiques mahoniennes est, en
substance, contenu dans le lemme ci-dessous (cf. [D-F1]).
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LEMME 2.1. — La fonction génératrice de la statistique imaj sur les
tableauz standard de forme \ est donnée par :

Y @™ =(g,9)a5(1, 0,6 . .),
T

ot la somme est étendue a tous les tableauz standard de forme M.

Soit Py(¢) = Y o<k<n—1 @%(A)g* le polynéme dont le coefficient ar(A)
est le nombre de tableaux 7' de forme ) tels que imajT =k (mod n).
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cet article.

THEOREME 2.2. —  Pour une forme X donnée d’ordre n, la valeur
de ax(A) ne dépend que du plus grand commun diviseur (k,n). Plus
précisément,

(V) =~ 3 xa(@yca(k).
d|n

Démonstration du théoréme 2.2. — Soit d|n; puisque 1—¢" est divisible
par ®,4(q), le reste modulo ®4(q) de Py(q) et celui de la série génératrice
de imaj sur les tableaux de forme A sont égaux. En vertu du lemme 2.1,
il est égal au reste de (4,9)n5x(1,4,4%,...) modulo D4(q).

On peut alors utiliser Pécriture de S A comme combinaison linéaire de
sommes de puissances. On obtient :

(6,952 (1,0,¢%,...)= > zlxp(/\)Tu(q),

w

Tﬂ(q) = (Qa Q)nPﬂ(lv q, q2a s )

On voit facilement que

(I1-g)(1-¢*)---(1-¢q")
(L=g)ri(1—g?)rz---(1—qr)mn’

Les seuls facteurs de I’expression précédente sont des polynémes cyclo-
tomiques. On trouve sans grande difficulté le reste modulo un polynome
cyclotomique quelconque (¢f. [D1, D2, D-F4]). Ici, seul nous intéresse le
reste modulo ®,4(q), pour lequel nous allons redonner le résultat. La mul-
tiplicité de ®4(q) dans T,(q) vaut

Tu(q) =

n
7~ (Hatpaa+ -+ pn).
Puisque

n=pnt2pe A npn > d(pa+ p2g 4+ pn),
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il s’ensuit que T,(q) est divisible par ®4(q), sauf si p = d*/?. Dans ce
dernier cas,

(1—q)(1—g)1—g") - (1-g") - (1-4")
(1—qn/ ’

et la substitution & ¢ d'une quelconque racine primitive d-ieme de lunité

dans 1'expression précédente donne

Typnya(q) = d™4(n/d)! = zgnsa  (mod Ra(q))-
Par conséquent, on a la congruence :
(0, )nSA(1,0, 2%, - ) = xa(d™?)  (mod a(9))-

La condition (i) de la proposition 1.2 est ainsi satisfaite pour le polynome
Py(q) et le théoreme 2.2 est démontré.

Td"/d(Q) =

3. Conséquences combinatoires

Le théoreme 2.2 s’applique & toutes les formes ), y compris les rubans,
comme mentionné plus haut. Les tableaux de Young de forme ruban sont
exactement les permutations dont la forme est donnée par le ruban. Par
combinaison linéaire des fonctions de Schur de formes ruban, on obtient les
permutations dont la forme est sujette a des conditions. C’est précisément
sur ces ensembles de permutations que Foata et Schiitzenberger [F—S] ont
montré 1’équidistribution du nombre d’inversions et de I'indice majeur-
inverse. On déduit donc du théoreme 2.2 le résultat suivant.

PROPOSITION 3.1. — Le nombre de permutations de [1,n] sujettes a
des conditions sur leur forme et dont le nombre d’inversions est congru @
% modulo n ne dépend que du plus grand commun diviseur (k,n).

On peut en déduire des résultats analogues pour toutes les suites ana-
logues aux suites classiques de nombres étudiées dans [D2] : permutations
alternantes, permutations eulériennes, dérangements, ...

Nous avons étudié, & la suite de Gessel [D-W], les fonctions symeétriques
associées aux mots de Lyndon d'un type donné. On en déduit, de maniere
tout-a-fait analogue au lemme 3.2, existence de fonctions symétriques
Ly de degré n telles que la fonction génératrice de la statistique imaj
étendue aux permutations dont la structure cyclique est de type A est
égale a (g, ¢)nLa(1, 4, ¢%,...). En décomposant les fonctions Ly en sommes
de fonctions de Schur, et en appliquant le théoreme 2.2 & chacune des
fonctions de Schur, on obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 3.2. — Le mombre de permutations de [1,n] dont la
structure cyclique est de type A et dont lindice majeur-inverse est congru
& k modulo n ne dépend que du plus grand commun diviseur de k et de n.
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Un cas particulier digne d’intérét est celui ou le type est réduit a une
seule part n. Les permutations sous-jacentes sont donc les permutations
cycliques. Dans ce cas, la fonction L,, somme des poids des mots de
Lyndon de longueur n, peut étre évaluée par le théoréme de Pdlya :

1 n/d
Ln==%" u(dp;/".
d|n

Ecrivons maintenant la décomposition des sommes de puissances comme
sommes de fonctions de Schur :

Ln == 303 uldpn(@/4)s,,

dln A

=3 wda(d)s,,
pY

d|n
=Y " ai1(N)Sh.
A

La derniére expression de L, résulte du théoreme 2.2 et de la remarque
du lemme 1.1 que ca(1) = p(d). On en déduit la décomposition suivante,
obtenue par d’autres moyens par Kraskiewicz et Weyman [K-W].

PRroPOSITION 3.3. — [aq multiplicité de Sy dans L, est égale au
nombre de tableauz de Young de forme )\ dont Uindice majeur-inverse est
congru a 1 modulo n.

Ce résultat, comme I'indique Reutenauer [R], a d’autres conséquences.
En effet, partons de I'identité de la proposition précédente :

Lo =" ai())Sa.
A
Utilisant les techniques et les notations de [D-W], on peut écrire
Li=) a(N)Y > w(s),
A T slrecT

ou la seconde somme est étendue aux tableaux standard 7" de forme ). On

peut récrire
Ly= ) ) w(s)AP,

EC[1,n—1] sLE

ott AF est le nombre de couples de tableaux standard (U, V) d’ordre n, de
meéme forme, ot imaj U = 1 (mod n) et recT = E.

La construction de Robinson-Schensted-Schiitzenberger établit précisé-
ment une bijection entre les couples (U, V) de tableaux de Young de méme
forme et les permutations o. De plus, I’ensemble des reculs de U est égal
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3 Densemble des reculs de o et ’ensemble des reculs de V a celui des
descentes de o. Par conséquent, AE est aussi le nombre de permutations
de o de [1,n] dont Pensemble des descentes est E et telles que imaj o est
congru & 1 modulo n.

D’un autre coté,

Ln= 3, 3 w(s)CF,

EC[l,n—1] s1lE

ot1 CF est le nombre de permutations circulaires de [1,n] dont I’ensemble
des descentes est E (cf. [D-W]). II g'ensuit, par identification (en fait en
résolvant un systeme triangulaire) légalité AF = CF. Utilisant encore le
résultat de Foata et Schiltzenberger, on a établi la proposition suivante,
due A Reutenauer [R].

PROPOSITION 3.4. — Soit EC[l,n— 1). Les ensembles sutvants ont
méme cardinal :
(i) Les permutations circulaires dont Uensemble des descentes est E;
(ii) Les permutations dont Uensemble des descentes est E et dont lindice
majeur-inverse est congru a 1 modulo n;
(iii) Les permutations dont Uensemble des descentes est E et dont le
nombre d’inversions est congru @ 1 modulo n.

Dans un autre ordre d’idées, mentionnons pour finir que la proposi-
tion 1.2 s’applique aussi aux polynémes gaussiens, ou ¢-binomiaux. Nous
avons établi, dans [D1] la congruence suivante : sin = ka+r et m=kb+s
sont les divisions respectives des entiers n et m par k, alors,

= e

Lorsque k divise n, le polynoéme [:] vaut 0 ou 1 selon que k ne divise pas
ou divise m. Dans tous les cas, le second membre de la congruence est
un entier. Compte tenu des interprétations combinatoires des polynomes
gaussiens, dues a MacMahon, on a pour les statistiques mahoniennes sur
les mots un résultat analogue au théoreme 2.2.

PROPOSITION 3.5. — Le nombre de mots contenant m fois la lettre O et
n—m fois la lettre 1 dont le nombre d’inversions (ou, de fagon équivalente,
Uindice majeur) est congru d k modulo n ne dépend que du plus grand
commun diviseur (k,n).
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