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Die Menge der Untergruppen einer Gruppe G bilden bekanntlich einen
Verband, den wir im folgenden mit A(G) bezeichnen wollen. Fur eine end-
liche auflosbare Gruppe G wird in dieser Note ein Weg aufgezeigt, um die
Mobiuszahl ^(A((?)) aus der genauen Kenntnis der Hauptfaktoren von G
zu bestimraen. Beweise sollen hier nicht gegeben werden. Die von uns be-
stimmte Formel fur /i(A(G1 )) stellt eine gewisse Prazisierung der Formel von

Kratzer und Thevenaz [4] dar, die ein einfaches Korollar unserer Formel ist.

1 Das Poset der Konjugationsklassen

Im ersten Schritt werden wir zeigen, dafi es genugt statt der Untergruppen
H < G die Konjugationsklassen der Untergruppen zu betrachten.

Definition 1. 1 Sei G eine Gruppe.

. [H] :={.H9 \ g G G} bezeichnet die Konjugationsklasse der Unter-
gruppe B.
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. F[G) bezeichnet das Poset der KonjugationsMassen [H} von Unter-
gruppen H < G. Die partielle Ordnung ist definiert durch

[H] ^ [H'} :^ 3 5 £ G : Hg <H'.

Fiir eine beliebige Gruppe G ist r(G) im allgemeinen kein Verband. Set
zum Beispiel G = Ag, dann existiert der Schnitt von [A^] und [Sy} in r(G')
nicht. 1st G jedoch endlich auflosbar, so 1st uns kein Gegenbeispiel be-
kannt. Sei im folgenden G iminer elne endliche und aufltosbare Gruppe.
Mit /i(F(G)) bezeichnen wir im folgenden die Mobiuszahl des Posets r(G').
Uberraschend ist nun folgende Beziehung zwischen /^(A(G1 )) und /i(F(G)).

Formel 1. 2 (Hawkes, T., et al., [3])

^(A(G))=|G/|. ^(r(G))

2 C-Gruppen im Verband der Untergrup-
pen

In diesem Schrltt soil nun gezeigt werden, dafi es geniigt, sich bei der
Bestimmung von {i{T(G)) auf Konjugationsklassen van Untergruppen zu
beschranken, fur die das Intervall [H, 0]:= {H \ H <, U <G} komple-
mentar 1st, das heifit \/ U ^ [H, G]3U' ^ [H, G] rmtU F}U' = H und
< U, V >= G.

Definition 2. 1 Eine Untergruppe H <^ G heifit C-Gruppe, falls das Inter-
vail [H, G] komplementdr ist.

Eine andere mehr gruppentheoretische Definition von C-Gruppen gibt
der folgende Satz. Dazu sei ab jetzt Ti:l= No < ... < Nk = G eine feste
Hauptreihe und J = {1,. .., fc} die Indexmenge der Hauptfaktoren Ni/N^-i
van G.

Satz 2. 2 (Hauck, P., Kurzweil, H., f5 j)

1. Eine Untergruppe H ^ G von G ist genau dann eine C-Gruppe, wenn
es eine Indexmenge J Q I und Komplemente Mi der Hauptfaktoren
Ni/N, ^ gibt, so daft H = ^jM,.
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2. 1st H = n.»6j Mj wle unter 1., so deckt H jeden ffauptfaktor mit j -^ J
und meidet jeden anderen. Insbesondere ist J durch H bestimmt.

Mit A(G') := { [Jf] | 5' C-Gruppe oder H = 1 } bezeichnen wir das
Poset der Konjugationsklassen der G-Gruppen in G. Unser Ziel 1st es nun
die Mobiuszahl von A(G') mit der van T(G) in Beziehung zu setzen und
A(G*) als Poset direkt zu zerlegen.

3 Die ^-Krone in G

Fur die Untersuchung von A(G) naussen wir die Hauptfaktoren von G nach
ihren G-Modultypen trennen.

Definition 3.1 . n(G') bezeichnet die Menge der G-M'odultypen von
Hauptfaktoren von G.

. Jy C J bezeichnet die M. enge der Indizes i der Hauptfaktoren N1 N,^
von Typ w £ H(G).

® Filr eine C-Gruppe H = Hj ejM? m ^er Darstellung von Satz 2.2

bezeichnet w(H") := Hj gjnJ^ -^i einen w-Anteil van G, fur u> G ^(G).

. Sei C^ = Co{u>) der Zentralisator von w in G. Sei 1^ C 1^ die Menge
der Indizes von Hauptfaktoren 7V, /-^i-i vo'm Typ ui die komplemen-
tiert sind und ist Mi ein Komplement. Wenn wir R^ := C^F\C\i^c M'i
setzen, dann heifit C^jR^, die uf-Krone von G und Sy(G) bezeichnet
den Verband der G - Untermoduln von C^/R^.

Die folgenden Aussagen zeigen nun, wie A(G) in Tellverbande zerlegt
werden kann, die den Hauptfaktortypen w £ ^(G) entsprechen.

Lemma 3. 2 (Gaschutz, W., Satz 3. 2, 3. 3 [2]) Sei N ein Normalteikr von
G mit C^ > N > R^, so ist C^/R^, ein direktes Produkt von G-Moduln
vom Type u;, und alle Komplemente von C^/N in G sind konjugiert.

Korollar 3. 3 1st H ^ G eine C-Gruppe, so ist der u-Anteil von H bis auf
Konjugation bestimmt.

Lemma 3.4 Zwei C-Gruppen H und H sind genau dann konjugiert, wenn
ihre w-Anteile konjugiert sind.
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4 Die Zerlegung von A(Gf)

Mit den im vorigen Abschnitt vorgestellten Hilfsmitteln ist es nun moglich
die gewiinschte Formel herzuleiten. Mafigebendes Hilfsmittel stellt dabei
der folgende Satz dar.

Satz 4. 1 1st £== {[Mi], ... , [Mfc]} eine M^enge von Konjugationsklassen von
maximalen Untergruppen, so sind die maximalen Elemente von { C\i=i M^
M' G [M»] } konjugierte C-Gruppen.

Dies zeigt die Wohldefiniertheit der folgenden Abbildung.

Korollar 4. 2 1st fur eine Untergruppe H von G, C(H) die Menge der
minimalen C-Gruppen U > H, dann ist die Abbildung

r(G')
[U] fur U G C{H) H -^ 1

^ 1 [1] H=l

ein Abschlupo peratorundr^G)OA(G). Insbesondere gilt ii(T(G)) == /^(A(G')).

1st 1 keine C-Gruppe, so hat A(G') -{[!]} ein. kleinstes Element. Eg gilt
also folgendes Korollar.

Korollar 4.3 1st ein Hauptfaktor von G nicht komplementiert, so gilt

^A((?)) = ^(F(G)) =/. (A(G)) = 0.

Sei daher G im folgenden eine endliche aufiosbare Gruppe, in der alle
Hauptfaktoren komplementiert sind.

Definition 4.4

A^(G') :={ F) M; | JCJy unrf M, komplementiert Ni/Ni_i }
J^J

Aus Satz 4. 1 folgt nun die Surjektivitat der Abbildung im folgenden
Lemma.
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Lemma 4. 5 Die Abbildung

, :. A, (G)
w

S. (G)
c^, n H/R^

ist ein Verbandsisomorphismus. Insbesondere //(Au(G')) == /^(Su(G')).

Lemma 3. 5 und Satz 4. 1 geben nun die gewunschte Zerlegung von A(G).

Lemma 4.6

A(G) = x, en(G)A, (G)

Insbesondere gilt /x(A(G)) == H^n(G)A^(G).

Die beiden vorhergehenden Lemmata haben unser Problem nun auf die
Bestimmung von /z(Sa, (G!)) reduziert. Ein allgemeiner Satz von K. Morita
[1] liefert nun folgendes Korollar.

Korollar 4. 7 Sei w e O(G') em 2Fp^ Vektorraum, und sei die w-Krone
C^jR^ ein direktes Produkt von k^, M'oduln vom Typ w. In diesem Fall ist
Su(G') isomorph zum Verband der Untervektorrdume eines fcy dimensiona-

len Vektorraums ilber JFp^ . Insbesondere

k.

^(S4G))-(-l)fcw. p. v ' /.

Nun sind wir in der Lage die Formel fur /x(A(G)) anzugeben.

Formel 4. 8 Sei k = Ea>6n(G)^" ^le Lange einer Hauptreihe von G, dann
gilt

fc.

^A(G)) = (-l)fe . |G"| . n p^2 ].
uen(G')

Beachtet man nun, dafi fur exzentrische Hauptfaktoren Ni/Ni_i die
Lange der Konjugationsklassen von Komplementen gleich der Ordnung des
Hauptfaktors 1st, so erhalt man das Ergebnis von Kratzer und Thevenaz
[4].
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Korollar 4. 9 (Kratzer, C., Thevenaz, J., Theorem 2. 6, [4]) Seimi die An-
zahl der Komplemente des Hauptfaktors Ni/Ni^ in G, dann gilt

/. (A(G-))=(-l)fc. nm.
i=l
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