
Publ. I.R. M.A. Strasbourg, 1990, '113/S-21
Actes 21 Scminaire Lotharingicn, p. 120-12(i

KONSTRUCTION AUFLOSBARER FAST-BLOCKPLANE

MIT HILFE EINES COMPUTERS

UTE VOGEL

Im Jahre 1968 wurde tm Bulletin de I'Associatlon des Professeurs de

Mathematlques Nr. 260. 1968, S. 32 das folgende Problem gestellt :

24 Tellnehmer etner Tagung m6chten 8 Tage lang zusammen an Ttschen fUr

)e 4 Personen zu Mittag esaen.

Kann man elnen Sltzplan so aufstelten, daB jede Person mit jeder anderen

wenlgstens elnmal zusammen am Mtttagstlsch sitzt ?

Dleses Sitzplan-Problem fUhrt auf den Begriff des Fast-Blockplanes, elner Inzl-
denzstruktur, die von G. Pfckert und K. E. WoIff In den Arbelten [Pic. 70] bzw.

[Wol. 73] deflnlert und untersucht warden 1st.

Im folgenden wird eine Elgenschaft der Parallellsmen von Fast-Blockpltnen

hergeleitet, die bel der Konstruktlon auflSsbarer Fast-Blockpl&ne mit Hilfe el-
nes Backtracking-Algorithmus die Laufzeit erheblteh herabsenkt .

Sel 3!SW, 3B. I) eln Inzldenzstruktur (Vna5'0). Dte betrachteten Inzldenz-

strukturen 3 seten steta endlteK d. h. ea gelte vo|y|<N and b^iaieN. wobel

N dte Menge der positlven ganzen Zahlen bezelchnet.

FUr Pc » set

(P) * {C<» I V P<P : pIC }
und [P]*1(P)1 die Verblndungszahl von P. Analog sel fUr Bc»

(B)<. {p«»l VC<B: pIC}
and [B]*1(B)| die Schnlttzuhl von B.

FUr die Menge {p,,... pnlc^ schrelbt man atatt ({p,,... p^}) auch elnfach (pi. -. Pn)
und entsprechend fUr dte Verbindungazahl [pi,.., pn], analog fUr {C,..., C }c3& .

Set 3«(V. 35. I> »In< Inzldenzstruktur. Eln Pwsllellsmus von PP, %. I) 1st elne

Aqulvalenzrelatlon lc^xSB. die dem Tarallelenaxlom'

Vp<v ve<a 3iC<»: pic A .CIB

genUgt. Die Aqulvalenzklaasen helBen Pi^allelenscharen. Inzldenzstnikturen, die
elnen Parallellsmua bealtzen. werden utfl6sbw genannt.
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FAST-BLOCKPLANE

Eine taktische KonHguration ist eine Inzidenzstruktur (y, %, I), fiir die gilt:

3 k, reN V p (P : [p]'r A V B   % : [B]=k .

Im Falle r = k nennt man die taktische Konfiguration symmetrisch ( STK ).

Eine taktische Konflguratlon 3=(^>, %, I) heiBt zerlegbar. wenn eine Aquivalenz-

relation ~; ^>x^ existiert, die eine Zerlegung der Punktmenge in m>1 Klassen

van Je n > 1 Elementen derart induziert, daB

3\i, X2 NovP. qeV:(P~qA P*qa» Cp. q] = ^i)

A ( p 4-q ^ [p. q] = Xg)

gilt.

Nach [Pic, 70] und [Wol. 73] wlrd eine taktische Konfiguration, die den Bedin-

gungen

(FBD Vp. q e V = [p. q] 2 1

und (FB2) r-(k-1)=v

geniigt, als Fast-Blockplan bezeichnet. FUr Fast-Blockplane gelten die folgen-

den Parameterbedingungen (vgL [Wol, 73] 1. 3) :

(1) V p^y 3ip <p\{p}: [p.p]=2 .

(2) V p. p. qeV: p*q * p A [p. p]=2 =. [p.q] = 1 .

(3) V 8,Ce»: B*C >» [B,C]^2 .

(1) und (2) zufolge slnd Fast-Blockpiane mit v>2 zerlegbare taktische Konflgu-

ratlonen mit X^2. Xg=1, m=^- and n=2. Da zwei Punkte elnes BIockplanes
stets dieselbe Verblndungszahl besltzen, stellen Fast-BlockplS^ie i. a. keine
Blockpl^ne dar.

1st der Fast-Blockplan (V. aS. I) auflftsbar und bezeichnet s die Anzahl der Bl6k-

ke einer Parallelenschar, so gilt offenbar v=s-k.
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Sei ̂  = ((P. %, I) ein auflosbarer Fast-Blockplan mit v>2. Dann existieren minde-
stens zwel Paralellenscharen SyS^iV derart, daB fUr je zwei Bocke B,C dleser
Parallelenscharen [B, C]s1 gilt (vgl. [Vog, 89](2. 19)).

FUr elnen Fast-Blockplan g=(V. », I). dessen Blockmenge » zwei disjunkte

Tellmengen S^. Sg mit den Elgenschaften

., U. (B)=V. IS, l=s fUrie{1, 2} und VB^S^ . B^eSg : [Bi. Bg] s1
. 33l

enthalt. wlrd die Inzidenzstruktur W, S^S2. l|y. s,. s, ) als Startkonfiguratioa
3a van ̂  bezeichnet.

Eine Startkonflguratlon elnes Fast-Blockplanes stellt elne taktlsche Konfigura-
tion mtt r°2 dar. 1st der Fast-Blockplan g aun6sbar und gilt v>2, so kftnnen

stets zwel Parallelenscharen als S, und Sg gewahlt werden.

Der realislerte Algorithmus erweitert elne gegebene Startkonfiguration durch
sukzessive Konstruktion wetterer Parallelenscharen zu einem aufl6sbaren

Fast-Blockplan. Urn zu den vorgegebenen Parametern alle aufl6sbaren Fast-
BlockplSne zu konstruieren. muB das Verfahren auf alle m6glichen Startkonn-
gurationen dieses Fast-Blockplanes angesetzt werden. Zur Bestlmmung der
Startkonngurationen betrachtet man symmetrische taktlsche Konfigurationen,
denn jede Startkonnguratlon Sg'W. S^Sg. Igjs,, s,) eines Fast-Block planes
^'(V. a. Ig) deflnlert dureh S^tSi. Sg. I) mit

8, 1 Bg ^ (B^ntBg) *0 fUr Bi<Si und B^cS^

eine symmetrische taktlsche Konnguratlon mit v'»b'» |S^| und r'»k'=k.

Umgekehrt erhalt man aua jeder symmetrlschen taktischen Konfiguratlon 3'W. ». I)
mit den Parametern |y| -s und [p]-k fllr p c^ durch

V*I. ». *»"» sowle I-* {((x. y). z) | x»z v y. z } c ». ><».

elne auHOsbare taktische Konnguratlon (V'. »'. I') mltv-'s-k. k-'k, r--2und

den belden Parallelenacharen S^V, Sg«».
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FAST-BLOCKI'LANE

AuBerdem liefert eine STK 3=((D. ». {) mlttels pICB ^ -i(pIB) wieder eine STK
3^= (^>,%, I ) mit den Parametern v^'v und k = v - k.

Belsplel : Transformation einer Startkonfiguration in die STK 3 und 3C

Ai

^"^
^j ( B^_^
1,d. ^ d, c^b, -b,

\ Ag BZ
Al,0^

A^08l

.
0'̂

A?B3

STK3=(V.». I)
v= b= s°4,

k=r°kg=3

Startkonflguration 3g= (Vy aSy e)
eines Fast-BlockpIanes ^

mit 1^=3. rg=6 und s^-4.

V3'{a,. b,.c,.d, | i<{1^^.^}}. »=S,
si ' ^v*2'^^. bs.by}. {c^ Cs. ^}. ^^^} »=S2

3 {.. A1' A2'A3> A<<-}... A, I Bj^ (A, ) n (Bj) * 0 A, 1^ B, ^ ^(A, I B?
Sg ° {{aL,.b, ,Ci}. {a2 ,bg .̂ }, (a3 .c^ .dg}. ̂ 3 .Cg .dg}}

= { B,. B^. 83. 8^ }
», 'S, uS2.

STK 3C=(^. ^, I^)
v, 'b, ^.
kc=rc'1.

v^v
as. 's

Im folgenden werden taktlsche Konngurationen (V, », I). In denen elne Punkt-

menge Vc» existiert so. daB (».. »; D mit »-*pUy. (p) sowle I^l|y, y etae
taktlsche Konflguration darstellt. reduzibel genannt, anderenfalls irreduzlbel.

Die in elner reduziblen taktischen Konnguration enthaltenen irreduziblen takti-
schen Konflgurationen nennt man Tellkonflgurationen.
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U. VOGEI.

Belsplel :

a\.

.:<'

Die symmetrische taktische Konfiguration

3 =({1. 2. 3. 4, 5}.
{«12}. 1). ({1^}^). ({3.4. }.1). ({3^}. 1). ({4^}, 1})}.D

mit pKB,n) ^ pc 8

1st reduzibel und zerfdllt in die zwei Tellkonfigurationen

mit ^={1. 2} and ^={3. 4. ^}.

Kennt man die Anzahl (;(v,k) der Irreduziblen STK mit den Parametern v und k,

die nlcht zuelnander Isomorph slnd. so kann nach Satz 2. 10 aus [Vog. 89] die
Anzahlo(v, k)aller unterelnander nichtlsomorphen STK berechnet werden.

FUr k=1 1st lediglich die STK mit v'b=1 Irreduzibel. und es gilt i:(v. 1)=0 fUr v>1,

woraus man o(v. 1)=1 fUr v s 1, d. h. es existiert stets -bis auf Isomorphie- nur eine

STK mit k= 1 und vsl.

Im Fall k=2 1st jede irreduziblen STK mit v^ 2 Punkten Isomorph zu der STK
3l(v)= (V. ». I) mit ^-^

v ^ {pl,... p^}.
»^ {{{Pi. p,. l}ti;;1.... v-1}}u{{pi. p^)}
and I ^e.

Insbesondere 1st also (;(v2)= 1 fUr v 2:2.

0-1

K(v)
. -»

Belaptelc :

D MOglkAc SUrtkonflgunttonan etnea Fut-Blockplanea gmltl(-3undr-6

8 besltzt (FB2) zufolge v3 6-(3-1) »12 Punkte. Jede Parallelenschar besteht

daher aus s" ̂  -4 BlOcken.

Eine Startkonflguratlon von g deftniert somlt elne STK 3 mit ^ Punkten and

k - 3. Aus dleser gewlnnt man wte oben angegeben dte STK 3C nalt v » 4. und
k-1. Wegen o(v.1)«1 fUr v^1 1st 3C elndeutlg bestlnunt. also auch die Start-
konflguratlon 3. Dlese Startkonflguration kann durch Konstruktlon welterer

Parallelenscharen nlcht zu elnem Fut-Blockplan erweitert werden. Somlt

kann keln auflOsbarer Fast-Blockplan nalt k-3 and r-4 exlstleren.
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FAST-BI.OCKI>I,ANE

2) Startkonflguntionen eines Faat-Blockplanes g mit k- » und r« 8

Ein Fast-Blockplan mit diesen Parametern beschreibt das eingangs erwahnte
Sitzplan-Problem. Wegen v=24 besteht jede Parallelenschar aus s =6 Blok-

ken. Aus einer Startkonflguration van g erhalt man daher eine STK 3 mit
6Punkten und k=4. Der Ubergang zur STK 3C llefert die Parameter v_=6
und k^'2. Damit kann die Anzahl der nichtlsomorphen dieser STK mit Hllfe
van o(62)°1- berechnet werden.

^ ^ 3! 3;

10;
, <r>.
.0. ><^><

Die STK 3^ fUhrt z. B. zu der folgenden Startkonftguratlon:

.I

A

Somit exlstieren fUr den Fast-Blockplan ^ lediglteh vier Startkonnguratlo-
nen. Ob elne dleser StartkonflguraUonen zum Fast-BIockplan g erweltert
werden kann, konnte aufgrund der hohen Zeltbedarfs des verwendeten Back-
tracking-Algorithmus noch nteht festgestellt werden.
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