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Partitionsregulire Gleichungssysteme

Hanno Lefmann*

Im Zusammenhang mit Untersuchungen zu Fermats Vermutung iiber die Lésbar-
keit der Gleichung z” + 3™ = 2™ hat Schur 1916 den folgenden Satz bewiesen:

Theorem A [Sch 16] Sei § eine positive ganze Zahl. Dann gibt es zu jeder
Firbung A:IN — {0,1,...,6 — 1} der positiven ganzen Zahlen mat § wvielen
Farben Zahlen z,y,z € IN mit z +y = z, die beziglich der Firbung A alle die
gleiche Farbe haben, das heifit A(z) = A(y) = A(z).

Van der Waerden untersuchte arithmetische Progressionen, und er bewies fiir
diese den folgenden Partitionssatz:

Theorem B [vdW 27] Sei § eine positive ganze Zahl. Dann gibt es zu jeder
Firbung A:IN — {0,1,...,6—1} arithmetische Progressionen a, a+d,...,a+kd
von beliebiger endlicher Linge mit A(a) = A(a+d) = ... = A(a + kd).

Brauer bemerkte hierzu in [Br 28], daB man erreichen kann, dafl die Differenz
der arithmetischen Progression a + Ad , A = 0,1,...,k , gleichgefdrbt mit al-
len Termen der arithmetischen Progression ist. Nun lassen sich arithmetische
Progressionen mit (k+1) Termen und ihren Differenzen durch das lineare Glei-
chungssystem < z;41 —a; = 2o !t = 1,2,...,k > beschreiben. Das Resultat
von Brauer besagt damit, dafl zu jeder Farbung der positiven ganzen Zahlen mit
endlich vielen Farben eine monochromatische Lésung dieses Gleichungssystems
existiert.

In diesem Zusammenhang stellte sich Rado die Frage, ob es noch andere Glei-
chungssysteme gibt, die bei einer beliebigen Farbung der Menge der positiven
ganzen Zahlen mit endlich vielen Farben monochromatisch erfiillbar sind. Glei-
chungssysteme mit dieser Eigenschaft nennt man partitionsreguldr.

Rado gelang in seiner Arbeit [Ra 33] eine Charakterisierung der partitionsre-
guliren linearen Systeme iiber die Existenz bestimmter linearer Abhéangigkeiten
der Spaltenvektoren der zugehérigen Koeffizientenmatrix:

Definition FEine Matriz A € Z"** mit ganzzahligen Eintrigen und mit den
Spaltenvektoren ag,ai,...,aw-1 hat die Spalteneigenschaft genau, wenn es eine
Partition {0,1,...,w—1} =I, UL U... UL, der Menge der Spaltenindizes von
A gibt, so daf folgende Bedingungen erfillt sind:
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(i) Ya=0
’LGIO

(i) fir j =1,2,...,m ist die Summe 2ier, @i eine rationale Linearkombination
von friheren Spaltenvektoren ay mit k € LuLu...u L

Theorem C [Ra 33] Sei A € Z*** eine Matriz. Dann sind dquivalent:

(i) Das System Ax = 0 ist partitionsrequldr.
(ii) Die Matriz A hat die Spalteneigenschaft.

Rados Theorem beinhaltet damit insbesondere die Sitze von Schur und van der
Waerden. Dariiberhinaus hat die dem System < Yierwi =z ' 1 C{0,1,...,m},
I # 0 > zugrundeliegende Matrix die Spalteneigenschaft, wie leicht einzusehen
ist. Dieses liefert den folgenden Summensatz:

Korollar [Ra 33, Fo 71, Sa 69] Seien §, m positive ganze Zahlen. Dann gibt es
zu jeder Farbung A:IN —s {0,1,...,6 — 1} positive ganze Zahlen Loy Lis:sey T,
so dafl alle deren nichtleere Summen (ohne Wiederholung) die gleiche Farbe
beziiglich A haben.

Wihrend Rado die partitionsreguldren linearen Gleichungssysteme durch eine
Eigenschaft ihrer Matrizen charakterisierte, wihlte Deuber in [De 73 Jeinen ande-
ren Weg. Er charakterisierte derartige Systeme durch ihre Lésungsmengen. Dazu
fihrte er das Konzept der (m,p,c)-Mengen ein:

Definition Sei ¢ eine positive ganze Zahl und seien m,p nichinegative ganze
Zahlen. Eine Teilmenge M C IN ist eine (m,p,c)-Menge genau, wenn positive
ganze Zahlen zy,zq,...,z,, ezistieren, so daf gilt:

M:{C.’Ei-f- Z AJ.’I}J'OSZST)’Z, —pS/\jSp, 7:,)\_7' EZ}
j=it1
Eine (m,p,c)-Menge mit Generatoren Lo, L1, ... ,Z., besteht also aus allen Ele-

menten, die in der folgenden Liste auftreten:

cro + My 4+ Aoy + ... + Nz,
ez 4+ AZo + oo+ A,
ety + ...+ Az,

CT,y,

mit —p < \; < p, NEXL,j=1,2,...,m.
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Fiir diese (m,p,c)-Mengen zeigte Deuber den folgenden Partitionssatz:

Theorem D [De 73 ] Seien §,m,p,c positive ganze Zahlen. Dann ezxistieren
positive ganze Zahlen n,q,d , so daf fir jede (n,q,d)-Menge N gilt:

Zu jeder Fiarbung A: N — {0,1,...,8 —1} ezistiert eine (m,p,c)-Menge M C
N , die monochromatisch beziglich A gefarbt ist.

Diese (m,p,c)-Mengen erweisen sich als sehr niitzlich bei der Analyse der parti-
tionsregularen linearen Gleichungssysteme, da sie deren Loésungen approximieren
und somit folgende Charakterisierung erméglichen:

Theorem E [De 73 ] Sei A € Z°*¥ eine Matriz. Dann sind dquivalent:

(i) Das System Ax = O ist partitionsreguldr.
(ii) Die Matriz A hat die Spalteneigenschaft.

(iii) Es ezistieren positive ganze Zahlen m,p,c so, dap jede (m,p,c)-Menge eine
Lésung des Systems Ax = 0 enthdlt.

Theorem E zeigt, dal (m,p,c)-Mengen die Lésungen von partitionsreguldren
homogenen linearen Gleichungssystemen umschliessen. Deuber bewies in [De
73] mit diesem Konzept insbesondere eine Vermutung von Rado iiber regulire
Mengen.

Dariiberhinaus gehen (m,p,c)-Mengen an zentraler Stelle ein bei der Analyse
unendlicher partitionsregulirer linearer Gleichungssysteme (vgl. [DH 88]), bei
der kanonischen Situation - Farbungen der positiven ganzen Zahlen mit beliebig
vielen Farben (vgl. [Le 86]) - sowie bei den im folgenden néher zu betrachtenden
nichtlinearen Systemen. Fiir weitere Entwicklungen, die von Rados Arbeit [Ra
33] ausgingen, wird auf [De 89] verwiesen.

Wihrend die endlichen partitionsreguliren linearen Systeme charakterisiert
sind, ist iiber partitionsregulire nichtlineare Systeme wenig bekannt. So fragten
Erdés und Graham in [EG 80], ob iiberhaupt ein reziprokes Schur Analogon gelte,
das heifit, ob die Gleichung _13_+;11_ = -l— partitionsregulir ist. Es 1Bt sich nun zeigen,
daB diese Gleichung partitionsreguldr ist. Allgemein gilt sogar, dafl derartige
partitionsregulire Systeme wiederum durch die Spalteneigenschaft charakterisiert

sind:

Theorem F [Le 89 ] Sei A € Z*** eine Matriz. Dann sind dquivalent:
(i) Das System A(zg',27,.. ., x511)t = 0 ist partitionsreguldr.

(ii) Die Matriz A hat die Spalteneigenschaft.

Nach dem Satz von Brauer [Br 28] ist das lineare Gleichungssystem < z;y; —
z; =20 !1,2,...,k >, welches arithmetische Progressionen mit ihren Differenzen
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beschreibt, partitionsregulir. Es folgt somit mit Theorem F, daB auch das System
-"3_'1+_1 - zi = ml—o 1i=1,2,..., k> partitionsreguldr ist und damit erhilt man:
Korollar [Le 89 ] Sei § eine positive ganze Zahl und sei IN~! — {1,%,3,...}
die Menge der reziproken positiver ganzer Zahlen.
Dann gibt es zu jeder Féirbung A:IN7! — {0,1,...,6 — 1} arithmetische
Progressionen a,a +d, ... ya+kd in IN7! yon beliebiger endlicher Lénge, so dafs
gilt Aa) = A(d) = A(a+ Ad) fir X =1,2,... k.

Theorem F 14Bt sich verallgemeinern auf Gleichungssysteme, bei denen die
Exponenten der Variablen z; die Kehrwerte von 0 verschiedener ganzer Zahlen
sind:

Theorem G [Le 89 ]: Sei k€ Z \ {0} und sei A € Z“ eine Matrie. Dann

sind dquivalent:

A 1
(1) Das System Az, zf, ...,z )t =0 ist partitionsregulir.

(i) Die Matriz A hat die Spalteneigenschaft.

Mit Theorem G folgt insbesondere, daf die Gleichung z% + y* = 2% fir k €
Z \ {0} partitionsregulr ist, da nach dem Satz von Schur die Matrix (1,1,-1)
partitionsregulir ist.

In Theorem G haben in den betrachteten Gleichungssystemen alle Variablen
den gleichen Exponenten, und diese Systeme sind somit homogen, i.e. jedes
ganzzahlige Vielfache einer Lésung ist wieder eine Lésung. Im inhomogenen Fall,
wenn verschiedene Exponenten der Variablen auftreten, werden die partitionsre-
guldren Systeme nicht durch die Spalteneigenschaft allein charakterisiert, sondern
es kommt eine zusitzliche Eigenschaft hinzu:

Theorem H [Le 89] Seien £, positive ganze Zahlen und seien A € Z*** ynd
B € ZL**" Matrizen. Dann sind dquivalent:

FREY 1 1 _1 -1
(i) Das System A(zf, Tl ey 1) + By Lys L, ... yYw'1)t = 0 ist partitions-
reguldr.

(i) Es ezistiert eine positive ganze Zahl a € IN mit
A(at, ... ,a%)t +B(a71,... ,a 1)t =0
oder
beide Matrizen A und B haben die Spalteneigenschaft.
Fir Systeme A(zk 2, ..., zk_ )t = 0 mit ganzzahligen Exponenten k, wobei

k #0,1,—1, ist hinsichtlich Partitionsregularitit wenig bekannt. Die partitions-
reguldren Systeme kénnen nicht durch dje Spalteneigenschaft, wie sie bei linearen
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Systemen auftritt, charakterisiert werden. Ubertrigt man nimlich den Begriff
der Partitionsregularitit in naheliegender Weise auf Farbungen der reellen Zahlen
(vgl. [Ra 43]), so 1aBt sich zeigen, daB die Gleichung z° + y® = z® in der Menge
IR* \ {0} partitionsreguldr ist, jedoch nicht in IN , da ja bekanntermaflen diese
Gleichung nicht einmal in IN 16sbar ist. Ebenso ist die Gleichung z% +y? = 2% in
R* \ {0} partitionsreguldr. Andererseits ist jedoch nicht bekannt, ob diese auch
in IN partitionsreguldr ist. Natiirlich lassen sich verschiedene in IN partitionsre-
gulire quadratische Gleichungen 3 7., a;z? = 0 leicht angeben, etwa solche, die
mit hinreichend langen arithmetischen Progressionen a + Ad und dem c-fachen
ihrer Differenz cd 16sbar sind. Eine Charakterisierung der partitionsregularen
Gleichungen ist zwar fiir IR bekannt, jedoch nicht fiir IN.
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