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Le denombrement

de structures asymetriques'
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RESUME - Nous introduisons une serie indicatrice d'asymetrie FF- = Fi,'(xi, x-2,...)
permettant de denombrer les structures asymetriques appartenant a une espece F
arbitraire. Tout comme la serie indicatrice des cycles Zp, la serie Yp commute aux
operations de somme "+", de produit ".", de substitution "o" et de derivation " ".
Cependant, Fp est independante de Zy.

ABSTRACT - We introduce an asymmetry indicatrix series Fp- = FF(.ci,.C2, . . . ) en-
abling one to enumerate the asymmetric structures belonging to an arbitrary species
F. As for the cycle indicatrix series Zp, the series fp commutes with the opera-
tions of sum "+", product ".", substitution "o", and derivation "'". However, Fp is
independent of 'Zp-

1 Introduction.

Le but du present travail est de classifier et denombrer les structures discretes asymetriques,
c'est-a-dire, les structures combinatoires dont Ie groupe d'automorphismes est reduit a la
permutation identite de 1'ensemble sous-jacent. Utilisons Ie langage de la theorie des
especes de structures [2] (voir aussi [9]) et posons la definition generate suivante

DEFINITION 1 Soit F une espece de structures et soit s une F-structure sur un ensemble
fini U (i.e. s   F[U}). On dit que 5 est asymetrique ssi stab(5) = {idu}- En d autres
termes:

Vcr   ©[/: F[<7](^) =5 => <7 = idt/

ou F[cr}: F[U} -+ F[U} designe Ie morphisme de transport des F-structures sur U, Ie long
de la permutation a

La totalite des ̂ -structures asymetriques constitue une sous-especes F de F.

*Le present travail constitue une version condensee sans demonstration de mon expose au 21e Seminaire
Lotharingien de Combinatoire (Thurnau, 1989). Un texte plus complet, incluant en outre tous les details
des demonstrations ainsi que des exemples supplementaires paraitra ailleurs [8].
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DEFINITION ̂  a) Soit F une espece de structures. La partie plate de F est la sous-
espece F CF definie, pour tout ensemble fini U, par

F[U] ={se F[U] | s est asymetrique}

et dont tous les transports F[a]:F[U] -^ F[V] sont donnes par les restrictions des
transports F[a]: F[U] ̂  F[V} (ou a:U -. V est une bijection arbitraire entre en-
sembles finis).

b) On dit que I'espece F est plate ssi T = F.

Designons respectivement par X, E, L, C et S I'espece des singletons, des ensembles,
des ordres lineaires, des cycles orientes et des permutations. On verifie facilement que

X=X, E=l+X, Z=L, ~C=X, ~5=1+X

ou 1 =x est respece de I'ensemble vide (i. e. 1[U] = {£7} si [7=0 et 1[U] == 0si £/^ 0).
En particiiller, les especes X et L sont plates.

Un exemple plus elabore est fourni par 1'espece A= X . E(A) des arborescences. En
dressant la liste des types d'isomorphie des arborescences sur n ^ 5 points on obtient les
premiers termes de la decomposition atomique de cette especes [7] (voir aussi [6]):

A=X+X2+(X3+ XE,) + (2X4 + X2E^ + XE^
+(3X5 + 3X3E, + X2E^ +X-{E, o X2) + XE,) +...

oil Ek est 1'espece des ensembles de cardinalite k. Cette decomposition atomique peut
auss s'obtenir par des procedes combinatoires iteratifs [5]. Un examen detaille montre que
la decomposition atomique de la sous-espece A C A est donnee par la serie

A=X+X2+X3+2X4+3XS+---^ N[[X]}.

En fait Harary et Prins [1] ont montre que

A=A(X)=^a^"=X. n(l+X
n^l k>\

kyk

ce qui permet de calculer reciu-sivement les coefficients Gn 6 N
Plus generalement, nous nous proposons de calculer F lorsque 1'espece F est donnee

implicitement par une equation combinatoire, ou encore sous la forme d'une decomposition
atomique [11] (voir aussi [6] et [10])

F=a+bX+cX2+dE^+ eX3+ fXE^ + ...
6 N[[X, £2, ̂ 3, C'3, E^E^E, o ^2,... ]] = N(^)

oil A est la liste denombrable de toutes les especes atomiques.
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2 Serie indicatrice d'asymetrie.

La principale difRculte dans 1c calcul de ~F pour une espece arbitraire F provlent du fait
que 1'operation F *-*F ne cominute pas aux operations combinatoires usuelles de la theorie
des especes (sauf la somme et Ie produit).

THEOREME 3 L'operation F >-> F definit un homomorphisme surjectif (projection)

N[[A}} - N[[X]]
donne par F = somme des termes de la forme fn Xndans la decomposition atomique de F.

Les egalites et inclusions combinatoires suivantes sont satisfaites

ft;FT^="F+^, T~G=T-'G, J=T.

(ii) TToT =GoFDTo^.

(iii) F7 D P.

Ces inclusions sont strides en general.

Pour verifier que les inegalites (ii) et (iii) sont strictes en general, il sufRt de prendre
les cas particuliers

G=E^, F =X-{-X2 pour (ii); F = E-i pour (iii).

Afin de pallier a la difficulte liee a la non-commutation de F' i-> F devant les operations
combinatoires "o" et "/", nous introduisons un nouvel outil: la serie indicatrice d asymetrie
Fp = r^(a-i, 3-2, . .. ) d'une espece F. Cette serie a ime infinite de variables joue dans Ie
contexte des structures asymetriques, un role analogue a celiii que la serie indicatrice des
cycles Zp = Z^(a'i, a'2i . . . ) Joue dans Ie contexte du denombrement des types d'isomorphie
de structures (theorie de Polya). Avant de definir la serie Tp remarquons d'abord que
I'operation F ^-> F peut etre definie dans Ie contexte des especes "multisortes F =
F(Ti, T2,... ) definies sur des ensembles comportant plusieurs sortes Ti, Ta, ... de points.
Les transports de structures doivent preserver les sortes [2]. On verifie que

F = la somme des monomes de laforme Cn^na,... ??11^12 . . . dans la decomposition atomique
multisorte de F.

DEFINITION 4 Soit F == F(X) une espece (unisorte) et soit Ti, Tz, ... une suite denom-
brable de sortes de singletons. La serie indicatrice d'asymetrie de F est 1 unique serie

r^=r^(. Fi,.r2,... ) Q[[a;i,.r2,... ]]

definie par la relation

F(Ti + T2 + ... ) = r^(Ti +T2 +.. -, 'T,2 +T22 +...,... ).

En d'autres termes, Ty exprime la fonction symetrique F(Ti +T2 + .. . ) dans la base des
sommes de puissances pn (T\ ^T'i,...} = T^ +T^ + ..., n >^1.
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La proposition suivante resume les proprietes fondamentales satisfaites par les series
FF.

PROPOSITION 5 Soient G = G(X) et F = F{X) deux especes de structures, F(0) = 0. La
partie plate G o F de I'espece G o F est donnee par la formule

r^F = ro(F(X), F(X2), F(X3),.. . ),

Ie membre de droite etant interprete en tant que Q-espece (i. e. Q-combinaison lineaire
d'especes). De plus, I'operation F i-> Ff commute aux operations combinatoires + , . ,
"o " et "' ":

FF+G =FF + re. r'F.c = FF . FG, FGOF = FG 0 ^F, ^F' = ^T-fF

ou FQ o Fp designe la substitution plethystique de la serie FF' dans la serie FQ.

Avant de passer aux applications, il est interessant de noter que la serie Fp est inde-
pendante de la serie indicatrice des cycles Zp- au sens suivant:

YF n'est pas fonction de Zf seulement.

En efFet, prenons les deux especes non-isomorphes

F=2Es+X3 et G=2X-E^C^.

On verifie que Zp = ZG tandis que F^- 7^ FG.

3 Quelques applications.

3. 1 A partir de la definition de Fp il est possible de demontrer que pour les especes X, E,
L, C ei S mentionnees plus haut on a les formules explicites

Fx =3-1,

FL=

TE = CXp(^ -^2 + ... + (-l)"-l^.Cn +...),

l-a-i
, r^E^iog 1

n>l n 1-Xn'
Fs=

1 - a~2

I-.TI'

3. 2 En invoquant la proposition 5 ainsi que 1'inversion de Mobius, on en deduit les resultats
siiivants concernant la partie plate de diverses sortes d'assemblees de structures (ainsi que
des especes decrivant les membres de ces assemblees):

a) Assemblees asymetriques:

G==EoF =>

^(X) = exp(F{X) - ^F(X2) + JF(X3) - ...)

F(X) = A(X) + A(X2) + A(X4) + ...

'-\ogG(Xk)ouA(X)=^^)logG(X^
k>\
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b) Assemblees circulaires asymetriques:

G=CoF =» {
vw=^^T-Fm
FW=l-exp[-^^Xk)]

c) Assemblees permutees asymetriques:

G=SoF ^
, _1-^2)
1= l-F(X)

F(X) = 1 - =̂ (X)Z?(X2)^(^4)

II est interessant de noter la grande simplicite des deiix demieres egalites. Comme
exemple d'application considerons les especes End (des endofonctions) et A (des arbores-
cences). Puisque End = .S'0 A, on en tire immediatement les relations remarquables
suivantes entre les parties plates End et A:

= l-A(X) et ( ) = ~ ^n3(X)'En3(X2)£n3(X4) . . .
3.3 La proposition 5 peut aussi etre utilisee pour determiner explicitenaent T^^ et F^^
pour les especes AR et AR des arborescences et des arbres Jl-enrichis au sens de [4]. II
suffit pour cela d'appliquer 1'operateur r aux deux membres des egalites combinatoires
suivantes et d'lnvoquer, de fa^on analogue a [5], I'inverslon oo-dimensionnelle de Good:

AH=X-R(AH) et AR=X-R{AR, )+E, {AH. )-A],,.

La deuxieme de ces formules constitue une extension au cas R enrichi, d'line formule
analogue A = A + E^A) - A2 due a P. Leroux [12] qui relie les especes A ek A des
arborescences et arbres ordinaires (i. e. JE'-enrichis).

3. 4 Dans Ie cas des especes moleculaires [10, 11] M = Xn/H, H < ©n, n fixe, on peut
montrer que FM est Ie polynome en xi, x^, ..., x^ obtenu comine suit

M(ri +T2+---)=rM(Ti+T2+---,Ti2+T22+---,..., 7T+'ZT+---)

ou la fonctlon symetrique AJ(Ti +T^+ . . . ) est donnee explicitement, en fonction des sous-
groupes J? ^ ©n, par la formule

ou

M(Ti+r2 +... )= E ^,^,, (jy)7rl 7?2
"l+n2+---=n

C^^,.. (H) = #{T^n^... \Gn/H | (T^T-1) n ©",,",,. = {id}}.
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La notation r^K\G/H signifiant que r parcourt un systeme de representants des classes
bilaterales KrH de G. Ce demier resultat peut etre obtenu directement en travaillant a
1'interieur de la theorie des especes ou encore, en adaptant au present contexte certains
theoremes generaux concernant des actions de groupes (voir, par exemple A. Kerber [3])
3. 5 Le tableau siiivant, obtenu avec la collaboration de J. Labelle, donne Ie polynome F^
pour toutes les especes atomiques A vivant sur les cardinalites n < 4. La notation utilisee
pour les especes atomiques est celle de [10] et [11].

POLYNOME INDICATEUR D'ASYMETRIE
des especes atomiques portees par n <, 4 points

A F(xi, x-i, X3,...)

n= I a-i

n=2

n=3

n=3

n=4

n=4

n=4

n=4

n=4

n=4

^

^3

Cs

E,

^

E-ioE-2

)ic
4

C4

E^oX2

2^ - 2X2

g^-^i^+g^

3a:r - r3

1 -4 1_2_ , 1_ _ , 1_. 2 1
^^ - ^^2 + g.ria-3 + g^ - ^4
2 -4 1 _ " 1 _. 2 , 1
^-ix^-ri+^
1-4 1_2_ 1_2 , 1.
g^ - ^ - ^l + ^4
1_4 3_2 , 1.
4-ri ~~ 4a;2 + ga'4

4xl ~ 4a'2
1

4'
1

r-4 - -t-r2
2xi ~ 2X~2
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