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ZUR ABZAHLUNG PERIODISCHER WORTE
VON

ANDREAS DRESS unp CHRISTIAN SIEBENEICHER!

ABSTRACT. — We show that the basic bijection ¥ of a diagram which has been introduced
in [DS3] (see also [DS2]) to unify the known combinatorial proofs of the so called cyclotomic
identity (cf. [DSI,MRI,MR2,VW]) and which provides moreover a setting for bijections
concerning primitive necklaces, defined and studied by VIENNOT [V], bE BRULN and
KLARNER [dBK], and GESsEL [DW), may be viewed as a special instance of a more general
bijection defined for arbitrary cyclic sets. Indeed, if this more general bijection is applied
to the cyclic set P(A) of periodic functions on the integers with values in the set A, one
gets the bijection discussed in [DS2,DS3).

Eine Beobachtung iiber Bijektionen

Daf8 zwischen zwei Mengen mit offensichtlich gleicher Kardinalitit nicht
immer nur eine wohlbestimmte kanonische Bijektion zu existieren braucht,
fiihrt das wohlbekannte Beispiel eines affinen Raumes A und des zugehdérige
Vektorraum T(A) der Translationen auf A deutlich vor Augen. Es gibt
keine kanonische Bijektion zwischen T(A) und A. Zwar liefert nach Aus-
wahl eines Basispunktes a € A die Abbildung z — a+ z eine Bijektion von
T(A) auf A, aber diese Abbildung ist natiirlich nicht kanonisch, sondern
héngt von der Auswahl von g ab. Oder, anders gesagt, sie ist nur dann ka-
nonisch, wenn a € 4 ein in irgendeiner Weise ausgezeichneter Punkt ist. Zu
einer unabhéngig von Jeder solchen Auszeichnung stets kanonischen Bijek-
tion kommt man bekanntlich jedoch, sozusagen auf einer hoheren Ebene,
zwischen den Mengen A x T(A) und A x A unter Benutzung der Ope-
ration von T(A) auf A: durch dje Bijektion (a,z) ~— (a,a + z) werden
die durch Auswahl eines Nullpunktes definierten unkanonischen Bijektio-
nen T(A) — A in gewisser Weise alle in dem folgenden kommutativen
Diagramm kanonisch zusammengefaft:

"Universitit Bielefeld, Fakultat fiir Mathematik, Postfach 8640, D 4800 Bielefeld 1.
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A. DRESS AND CII. SIEBENEICHER

A xT(A) AXxA Wir bezeichnen hier und im folgenden die

kanonischen Projektionen von dem Produkt

pr\ /’Tl zweier Mengen auf den ersten bzw. den zwei-
ten Faktor (und auch deren Einschrankung auf

A irgendeine Teilmenge des Produktes) mit pry

bzw. mit pra.
Allgemeiner hat man fiir jede Gruppe G und jeden Raum X, auf dem G
transitiv und treu operiert (also, mit anderen Worten, fiir jeden prinzipal
homogenen Raum X zur Gruppe G) ein analoges kommutatives Diagramm,
in welchem die durch die Auswahl eines Elementes z aus X definierten nicht
kanonischen Bijektionen g + z - g von G auf X kanonisch zusammengefafit

werden:

(z,9) — (2,2-9)
XxG XxX

PT\ /)7‘1
X

Ist insbesondere E eine Menge und ist E! die Gruppe der Permutationen
von E, dann liefert die Operation von E! auf der Menge B(E, F) der Bi-
jektionen von E auf eine mit E gleichméchtige Menge F hierfiir ein héufig
betrachtetes Beispiel.

Dieses Beispiel kann in der folgenden Weise verallgemeinert werden:
Sind E,, E,, ..., E, und F gleichméchtige, endliche Mengen, dann ist klar,
daB auch die Mengen []; B(E;, Ei+1) und [I; B(E;, F') gleichméchtig sind.
Eine kanonische Bijektion ist auch hier nicht méglich, jedoch hat man wie-
derum kanonische Bijektionen auf hoherem Niveau, zwischen []; B(E:, F)x

I1; B(E:, Eiy1) und [1; B(E, F)x[I; B(E;, F) (iber [I; B(E;, F)), die durch

(((toi); (ai))imodr =2 ((Soi); (‘Pi+l °ai))imodr
((‘pt)a ((p:—-}}l °T£))imodr (—i(((p,), (Ti))imodr
definiert sind

E1 El
AON gl
E = F E E _?2’ F ‘B_ E
: oy, 5 2 R B
UN‘*"T /33 o3| 73

Ej E3
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ABZAHLUNG PERIODISCHER WORTE

und die das folgende kommutative Diagramm etablieren:

[IB(&,F) x [IB(E: Eity) [IB(&:;, F) x [IB(E;, F)

pry pry

ni B(El'rF)

Hat man eine Familie ausgezeichneter Bijektionen wi : E; = F, sind
beispielsweise simtliche Mengen linear geordnet, so hat man natiirlich auch
eine kanonische Bijektion Y I, B(E;, E;},) — [1; B(E;, F). Wir werden
spéter hierauf zuriickkommen,

Eine Anwendung auf zyklische Mengen
Die kanonische Bijektion
H B(E,,F) X H B(E,', EH-I) — HB(E,, F) X H B(E,', F)

kann in der Sprache der zyklischen Mengen auf folgende einfache, aber
liberraschend folgenreiche Weise interpretiert werden:

Sei X eine Menge, sei a eine auf X wirkenden Permutation? und sei
S(X):={u: X - N | 2 zex U(T) < 0o} das in [DS1] betrachtete frei von
X erzeugte kommutative Monoid, kurz die symmetrische Algebra von X,
die aus allen auf X definierten Funktionen mit Werten in No:={0,1,2,...}
und endlichem Tréger supp(u) == {z € X | u(z) # 0} besteht. Der Shift—
Operator von X induziert durch « - 4 := uoa~! einen Shift-Operator auf
S(X), der auch S(X) zu einer zyklischen Menge macht. Fiir u € S(X) sei®
[u] :={(z,i) |z € X, ie [4(z)]} C X x Ny. Die Menge [u] ist genau dann
invariant unter dem naheliegenden Shift-Operator auf X x Ny, wenn u
eine shift-invariante Funktion auf X jst. Die Menge der shift-invarianten
Elemente von S(X) sei mit 3(X) bezeichnet.

Fir jede endliche Menge F und jede Abbildung 7 : E — X ist die Funk-
tion #7 : X — Ny, die definiert ist durch z — #r~1(z), ein Element von
S(X). Dieses Element ist genau dann invariant unter dem Shift-Operator
(und liegt dann in (X)), wenn iiber jeder Bahn von X sdémtliche Fasern von
7 gleichviel Elemente haben. Bezeichnet man die Menge derjenigen Abbil-
dungen 7 von E nach X , fir welche #x shift—invariant ist, mit X(&) dann
liefert die Zuordnung 7 + #*r eine kanonische Abbildung # : X&) _, 5(x s

2Wir wollen dann X eine zyklische Menge mit Shift-Operator a nennen.
3Fiir jede natiirliche Zahl n setzen wir [n] :={1,...,n}.
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Seien nun fiir festes 7 : E — X aus X®) mit
Tx.(E):={0 € E!|me0 = aom}
die Menge der mit 7 vertraglichen Shift-Operatoren o : E = E und mit
sxx(E) := {8 € B(E, [#]) | pry 0@ = ).

die Menge der Bijektionen zwischen E und [#7] iiber X bezeichnet.

Besteht 7(E) = supp(*7) aus einer einzigen Bahn des Shift-Operators
«, wihlt man ein beliebiges Element z € n(E), bezeichnet man die Fasern
von 7 iiber der Bahn z,a - z,...,a""! - z von z mit Ey, B, ..., E, und setzt
man F = [*7(z)), so definiert

Txx(E) = [] B(Ei, Eiv1)

=1

o~ (olg,,o|Es---»0lE.)

(was wegen o(E;) = o(n~}(a*"-z)) = 77}(a* - 2) = E;4, wohldefiniert ist!)
und .
SX',,(E) :’ H B(E.', F)
=1
- (P"2°(I)|E“P7'2°¢|Eg, e »P"‘2°¢|Er)
kanonische Bijektionen, die folglich eine kanonische Bijektion

sxx(E) X Tx x(E) sxx(E) x sX,,r(E)

Pfl\ /"‘1
sx,x(E)
{iber den jeweiligen Projektionen auf den ersten Faktor induzieren.
Diese Bijektion laBt sich sogar fiir ganz beliebiges 7 auch ohne Bezug auf
die obige einfithrende Diskussion direkt durch Betrachten der umkehrbar

eindeutigen Korrespondenz

(®,0) & (8,8) <= &|r-1(c) = Blr-1(az) °Olr-1(2)
| fir alle z € X

etablieren.

Durch Einachrinkung dieser Korrespondenz auf die Fasern (jeweils
beziiglich der Abbildung pry) iiber einem beliebigen Element ® € sx «(E)
erhalt man folglich auch (von der Auswahl von @ abhingige) Bijektio-
nen ¢ : Tx+(E) = sx«(E). Fir den Fall, da8 E linear geordnet ist

SV}
[S]
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(insbesondere also im Falle £ = [n]), gibt es in sx, genau ein Element
®, : E 5 [#7], dessen Einschrankung auf jede der Fasern von 7 monoton
wiéchst. In dieser Situation hat man deshalb sogar eine kanonische Bijektion

t/), : Tx,,(E) FH Sx,,(E).
Definiert man schlielich fiir jede endliche Menge E die Mengen

Ix(E):={(o,7) |0 € E!, 7 € XB moo = aer} C E! x X&)

bzw.

$x(E) == {(u,®) | u € 5(X),® € B(E, [u))},

dann sind die Mengen Txx(E) baw. sx.(E) gerade die Fasern der
Projektions-Abbildung pr, Tx(E) = X©® bzw. der Abbildung
t:sx(E) — X&) die definiert ist durch (4,8) — pryo® und deren Kom-
Position mit der Abbildung #* : X(® _ 3(X) gleich der Projektion
pr1: sx(E) — s(X) ist. Die obige Korrespondenz liefert also eine kano-
nische und iiber der jeweiligen Projektion auf den ersten Faktor fasertreue
Bijektion der Faserprodukte

sx(E) x Tx(E) sx(E) x sx(E)
X(®) X(®)

sx(E)

Sie induziert durch Einschrinkung auf das Bild eines (beliebigen) Schnit-
tes p : X(B) sx(E) fir die Abbildung ¢ : sx(E) = X® eine (von p
abhéngige) Bijektion ), : Tx(E) — sx(E). Falls die Menge F linear geord-
net ist, existiert wiederum ein kanonischer Schnitt

A% X8 sx(E) 7 (*x,8,)
so da8 in diesem Falle auch eine kanonische Bijektion
¥ : Tx(E) S sx(E)

existiert.

BEMERKUNG

Fir den Fall, da8 die Menge E linear geordnet ist, liefert die Komposition
des Schnittes p% : X(8) _, $x(£) mit dem Inversen der kanonischen Bj-
jektion 9% : Tx(E) — 3x(E) einen kanonischen Schnitt fiir dje Abbildung
prz2 : Tx(E) - X&) In dem Bild (0x, ™) von 7 unter diesem Schnitt, ist
ox diejenige der Gleichung mo0 = qor gentigende Permutation von E, die
auf den Fasern von 7 monoton wiichst.
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Der Spezialfall der Menge der periodischen Funktionen

Ist speziell X = P(A), gleich der zyklischen Menge der auf Z definierten
periodischen Funktionen® mit Werten in der Menge A (cf. [DS3]), dann hat
man zusétzlich zu den vielen von der Auswahl eines Schnittes p : X () —
sx(E) abhéngigen (unkanonischen) Bijektionen Tp(4)(E) — 8p(4)(E) noch
eine kanonische Bijektion w : E! x AF — Tp(4)(E). Sie ist wie folgt defi-
niert: fiir jedes Element (o, f) € E! x AF und jedes ¢ € E wird durch die
Zuordnung i — f(o'(¢)) eine periodische Punktion ff : Z — A definiert.
Die Zuordnung € — f¢ ist mit 0 und dem Shift-Operator a vertriglich
(d.h., esist féo0 = aof¢), und sie definiert daher eine dquivariante Abbil-
dung 7, : (E,0) — (P(A), a). Durch die Zuordnung

(‘77 f) — (0, Wa,f)
wird daher eine natiirliche Abbildung
w: E!x AE — TP(A)(E)

definiert, die leicht als Bijektion zu erkennen ist: ihre Umkehrabbildung ist
durch

(o,m) — (0,evem)

gegeben, wobei ev : P(A) — A durch die Zuordnung g +— ¢(0) definiert ist.
Abstrakt gesehen resultieren diese Bijektionen aus der Tatsache, da8 der
Funktor A — P(A) von der Kategorie der Mengen in die Kategorie der
zyklischen Mengen links-adjungiert zum Vergififunktor ist, wobei die Eva-
luationsabbildung ev eine der beiden Adjunktionsabbildungen ist und die
Zuordnung f — 7, die andere Adjunktionsabbildung definiert.

Auf der Menge E!x A® hat man eine Reihe weiterer kanonisch definierter
Abbildungen. :

o Die Projektion pry: E!' x AF — AF

o Die Abbildung r:E!x AZ = P(A)E)  (a,f) > 7,y
Fiir sie gilt r = pryow.

o Die Abbildung gq: E! x AF — s(P(A))  (0,f) usy,
wobei (cf. [DS2,DS3])  u,s(9):=#{c € E| f¢ = g} = #m,,4(9)
ist. Fiir diese Abbildung gilt daher ¢ = #or.

1Der Shift-Operator a : P(A) — P(A) ist definiert durch (a - g)(i) := g(i + 1) fiir alle
g € P(4)
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Dariiber hinaus induziert die Komposition mit der Evaluation
ev : P(A) — A eine kanonische Abbildung ev* : P(4)E) - AE. Rir die
Komposition von e»* mit der Abbildung ¢ : sp4)(E) = P(A)®) gilt.
ev”ot (u, ®) = ev*(pr, °o®) = evopr;od.
Die Komposition ev®ot jst daher gleich der in [DS2,DS3] definierten
Abbildung® p : sp4)(E) — AE. Ferner sieht man unmittelbar, daB die zu
dem Element (o, f) € E! x AF gehdrige Abbildung ev* or(o, f) = ev*(m, ) :
E — A in folgender Weise wirkt: ¢ ro f5(0) = f(¢), und dies bedeutet,
dal ev®or = pr, ist.
Schlieflich hat man noch eine natiirliche Abbildung (cf. [DS3))
6:3(P(A)) — S(A) 6(u)(a) = Z u(yg),
9(0)=a
und eine analog zur Abbildung # : P(4)&) _, S(P(A)) definierte Abbildung
* . AF S(A). Es ist klar, daB fiir jedes Element 7 ¢ P(A)E) gilt: §(*7r) =
#(evor). Dies bedeutet aber, da die Kompositionen bopry : P(A)B) -
S(A) und #op: P(4)(®) _, S(A) tibereinstimmen.

Wir fassen nun alle diese Daten in dem folgenden kommutativen Dja-
gramm zusammen. In ihm sind, bis auf die von der Auswahl eines ¢-

Schnittes p : X&) _, sx(E) abhingende Bijektion 1, : Tpa)(E) —
8p(a)(E), samtliche Abbildungen kanonisch:

E!'x AE

pr) r w r q

. 7
AE < pgyE) P2 Toa)(E) ﬂ.p(A)(B) —— 8(P(4))

RN

spa)(E) 5

S(A4)

Ist E = [n], dann hat man, wie wir gesehen haben, einen kanonischen ¢—
Schnitt p} := il P(A)RI $P(4)([n]) und folglich auch eine kanonische
Bijektion 7% := ¢£?(]A) : Tp(a)(E) — sp(a)(E). Setzt man nun

SPA) = {u € s(P() |ful = 3 u(g) =n},
, 9EP(A)

*Man beachte, da8 dort die Menge sp(4)(E) mit SA(E) bezeichnet wurde.
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und entsprechend S™"(A) := {v € S(A) | |[v| := L,esav(a) = n}, dann
geht unser Diagramm in das folgende Diagramm iiber, in welchem nun-
mehr samtliche Pfeile kanonisch und surjektiv und die senkrechten Pfeile
Bijektionen sind:

[n]! x A"
pra r w r
a2 p(ayd FE T ([a)) EEep(ayted £ Zan(P(4))
P t va t Py
# sp(4)([n]) §
S(A)

In diesem Diagramm erkennt man in dem dicker ausgezogenen Rhom-
bus das in [DS2,DS3] etablierte Viereck, und aus einem Vergleich mit der
dort gegebenen Definition fiir die Abbildung ¥ geht unmittelbar hervor,
daB diese mit der Komposition %% ow tlibereinstimmt. Ferner lassen sich die
dort gezogenen Folgerungen aus dem vervollstéi.ndjgten Diagramm beson-
ders bequem ablesen:

1. Hat die Menge A die Kardinalitét ¢, dann gilt:

nl-g" = #[n]! x A" = #Tp4)([n]) = #sp)([n))
= Y #pril(w)
u€s™(P(A))
= Z n!
u€sn(P(A))
= n!l-#s"(P(A))

und es folgt

q" = #s"(P(4))
2. Ist v € S"(A), dann ist die Anzahl der Elemente f € A", fiir die ¥ f = v
ist, bekanntlich gleich dem (in [DS2, DS3] mit ((v)) bezeichneten) Mul-

tinomialkoeffizienten (:) = B o= n——— Folglich ist die Anzahl der

v! e (a)!
(u,®) € sp(a)([n]), die durch die Komposition # op auf v abgebildet wer-
den, gleich der Anzahl der (o,7) € Tp(4)([n]), die durch # oev®opr; auf v

abgebildet werden, also gleich n!- (:) Andererseits ist diese Anzahl wegen
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der Kommutativitit des unteren Vierecks in unserem Diagramm aber auch
die Anzahl der Urbilder von v unter §opr), und da alle Fasern der Projek-
tion pry : sp4y([n]) — s"(P(A)) die gleiche Kardinalitit n! haben, folgt,
da8 die Menge 671(v) genau (:) Elemente hat. Fiir diese Menge gilt aber

57(v) = {ues"(P(4))]6(u) =)

= {u€s"(P(A)) | > u(g) = v(a) fiir alle a € A}

9(0)=a

I

Definiert man also fiir jede Bahn T (unter dem Shift—-Operator a) in P(A)
und jedes a € A die Zahlen

A6, T) = #{g€T|4(0)=a)

= Z 1
9€T
9(0)=a

und setzt u(T) gleich dem gemeinsamen Wert von u auf allen Elementen
der Bahn T C P(A), dann erhilt man

6'v) = {ue S"(P(A) | 3 A(a, T) w(T)=v(a) firalleac A}
TCP(A)
= {u€s™(P(A)|A u= v}.

Wegen #6-1(v) = (;‘) ergibt sich hieraus also unmittelbar die Aussage von

Theorem 1 aus [DS2], daB die Anzahl der ganzzahligen, nicht negativen

Lésungen der linearen diophantischen Gleichung A -y = v gerade gleich
o) ist.

3. Ist die Menge A linear geordnet, beispielsweise A = N — 112 0.}
dann tragen auch die Mengen A" und P(A) kanonische lineare Ordnungen.
Auf der Menge A" ist es die lexikographische Ordnung, auf der Menge P(A)
ist es die folgendermaBen definierte lineare Ordnung: Es gilt ¢ < ¢’ genau
dann, wenn es ein k € Np gibt, so da

ev(af.g) < ev(a* - ¢')
(@™ g) = ev(at1.g)

ev(a-g) = ev(a-g)
ev(g) = ev(g’)

gilt.
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Betrachtet man P(A) mit dieser Ordnung, dann gibt es zu jedem
u € s"(P(A)) genau eine monotone Abbildung 7, : [n] — P(A), fur die
#7, = u ist. Die Zuordnung u — 7, definiert also einen kanonischen Schnitt
A : s*(P(A)) — P(A)I) fir die Abbildung # : P(A)") — sn(P(A)). Die
Komposition p%e) : s"(P(4)) — sp)([n]) von A mit dem am Ende des
letzten Paragraphen definierten t-Schnitt pj : P(A)") — sp4([n]) lie-
fert daher einen Schnitt fiir die Komposition ¥ ot. Komponiert mit dem
Inversen von 97 definiert dieser eine kanonische, eineindeutige Korrespon-
denz zwischen den Elementen von s"(P(A)) und der Menge derjenigen Ele-
mente (o,7) € Tp(a)([n]), fiir die die Abbildung = : [n] = P(A) monoton
wichst und die Permutation o auf den Konstanz-Intervallen von « (d.h.
den Fasern von 7) ebenfalls monoton wichst. Da die Evaluationsabbildung
ev : P(A) — A gleichfalls monoton wéchst, ist die Komposition f := ever
fiir jedes Element (o, ) der beschriebenen Menge, ebenso wie die Funktion
x monoton wachsend. Es zeigt sich, da die Permutation o sogar auf den
Fasern der Funktion f monoton wéchst. Sind némlich e und ¢ Elemente
von [n] mit e < € , f(e) = f(€') aber m(¢e) < 7(¢'), dann gilt aufgrund der
Definition der Ordnung in P(A) auch a - m(e) < a - (€’). Weil 7 aquivari-
ant ist, folgt hieraus m(o(¢)) < n(o(¢')), und da 7 monoton wachst, folgt
hieraus o(¢) < o(¢€'). Insgesamt erhélt man damit die folgende Aussage (cf.
[DW]):
GESSEL’s LEMMA
Ist die Menge A linear geordnet, dann definiert der g—Schnitt

(% ow) Lo X : s7(P(A)) — [n]! x ATD

eine Bijektion von s"(P(A)) auf die Menge derjenigen Elemente (o, f) €
[n])! x A®D, fiir die die Funktion f monoton wachst und die Permutation o
auf den Fasern von f ebenfalls.

Genauso einfach 148t sich im Falle eines linear geordneten A die von
pE BRUUN und KLARNER definierte Bijektion A® = s"P(A) (cf. [dBK])
durch die Konstruktion geeigneter Schnitte in dem obigen Diagramm her-
leiten (cf. [DS3)).

Zyklische Mengen und Funktoren

Aus unserer Diskussion folgt weiterhin, da8 die Kardinalitdten der Werte
der Funktoren
E — Tx(E)

und -

Er— Sx(E),

28
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die auf der Kategorie der enlichen Mengen (mit den Bijektionen als
Morphismen) definiert sind, ibereinstimmen, d.h. da8 fiir Jede endliche
Menge E

#Tx(E) = #sx(E)
gilt. Als unmittelbare Konsequenz der Definitionen ergeben sich dariiber
hinaus die folgenden funktoriellen Bijektionen:

Txur (B) = [ ] Tx(F) x Iy (E\F)
FCE

und

SXuy(E) & U Sx(F) X 8y(E \ F)
FCE

Mit der von JoyvaL vorgeschlagenen Definition des Produktes solcher Funk-
toren (cf. [J]) hat man also

Txuy 2Tx - Ty und Sxuy = sx - sy.

Ist daher X ] axC(k) die kanonische Zerlegeung der zyklischen Menge
X in Bahnen, wobej C(k) den Zyklus der Linge k bezeichnet und a; die

dann hat man die kanonischen Zerlegungen
Tx(B) = [[(Tow(E))™

und
$x(E) = [[(scu(E))™.

Fir die Kardinalititen der Werte des Funktor Sc(k) ergibt sich unmittelbar
aus der Definition (siche auch [DS1)):

falls  k ein Teiler von #FE ist
sonst

#sou)(E) = { (()#E)!

Man erhalt somit fiir die von J OYAL in [J] fir Funktoren F der obigen Art
definierte Kardinalitit

#F =5 4R () &

im Falle F = TC(k) und F = SC'(I:) die Reihe

oo . tl:-!' 1
#Tcw = #scw = D (k- 1)’@ ==&

1=0
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Fir die Kardinalitdt der zu einer beliebigen zyklischen Menge gehori-
gen Funktoren ergibt sich dann wegen der leicht zu verifizierenden Formel
#(Fy - F;) = #F) - #F, die folgende Identitat von Potenzreihen:

#Tx = #ox = 11 (1—1ti>aj'

J=1

Ist insbesondere X = P(A) und enthdlt die Menge A gerade ¢ Elemente,
dann liefert die kanonische Zyklenzerlegung

P(4) =Y M(q,5)C(5)

3=1

von P(A), in welcher die Koeflizienten M(q,j) gerade die durch Mdobius
Inversion berechenbaren und im Kontext der zyklotomischen Identitat dis-

kutierten (cf. [MR1,MR2,DS1]) Gréfien
) 1 o i
M(q,5) = =Y u(i)g"
J 4

bezeichnen, zusammen mit der aus unserem Diagramm folgenden Tatsache,
da8 #s"(P(A)) = ¢" ist, die folgende Identitat von Potenzreihen

b

1 —ﬁ< 1 )M(q.j)
l—qt—j=1 1-t

also gerade die zyklotomische Identitét.
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