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ZUR ABZAHLUNG PERIODISCHER WORTE

VON

ANDREAS DRESS UND CHRISTIAN SIEBENEICHER1

ABSTRACT. - We show that the basic bijection >f/ of a diagram which has been introduced
in [DS3] (see also [DS2]) to unify the known combinatorial proofe of the so called cycloiomic
identity (cf. [DS1,MR1,MR2,VW]) and which provides moreover a setting for bijections
concerning primitive necklaces, defined and studied by VIENNOT [V], DE BRUUN and
KLARNER [dBK], and GESSEL [DW], may be viewed as a special instance of a more general
bijection defined for arbitrary cychc sets. Indeed, if this more general bijection is applied
to the cyclic set P(A) of periodic functions on the integers with values in the set A, one
gels the bijection discussed in [DS2, DS3j.

Eine Beobachtung iiber Bijektionen

Dafi zwischen zwei Mengen mit ofFensichtlich gleicher Kardinalitat nicht
immer nur eine wohlbestimmte kanonische Bijektion zu existieren braucht,
fuhrt das wohlbekannte Beispiel eines affinen Raumes A und des zugehorige
Vektorraum T(A) der Translationen auf A deutlich vor Augen. Es gibt
keine kanonische Bijektion zwischen T(A) and A. Zwar liefert nach Aus-
wahl eines Basispunktes a   A die Abbildung x ^-^ a+x eine Bijektion von
T(A) auf A, aber diese Abbildung ist naturlich nicht kanonisch, sondern
hangt van der Auswahl von a ab. Oder, anders gesagt, sie ist nur dann ka-
nonisch, wenn a 6 A ein in irgendeiner Weise ausgezeichneter Punkt ist. Zu
einer unabhangig van jeder solchen Auszeichnung stets kanonischen Bijek-
tion kommt man bekanntlich jedoch, sozusagen auf einer hoheren Ebene,
zwischen den Mengen A x T{A) and A x A unter Benutzung der Ope-
ration von T(A) auf A: durch die Bijektion (a, a;) >-> (a, a + x) werden
die durch Auswahl eines Nullpunktes definierten unkanonischen Bijektio-
nen T(A) -^ A in gewisser Weise alle in dem folgenden kommutativen
Diagramm kanonisch zusammengefaBt:
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A. DRESS AND CII. SIEBENEICIIER

A x T(A)

pri

AxA

'pri

Wir bezcichnen Uer and im folgenden die
kanonischen Projektionen von dem Produlct
zweier Mengen aiif den ersten bzw. den zwei-
ten Faktor (und auch deren Einschrankung auf
irgendeine TeUmenge des Produktes) mit pri
bzw. mit pri.

Allgemeiner hat man fur jede Gruppe G und jeden Raum X, auf dem G
transitiv und treu operiert (also, mit anderen Worten, fur jeden prinzipal
homogenen Raum X zur Gruppe G) ein analoges kommutatives Diagramm,
in welchem die durch die Auswahl eines Elementes x aus X definierten nicht
kanonischen Bijektionen g ^ x-g von G auf X kanonisch zusammengefaBt
werden:

(x, g) .-
XxG

(x^-9)
-XxX

PT\ 'prz

1st insbesondere E eine Menge und ist E\ die Gruppe der Permutationen
von E, dann liefert die Operation von E\ auf der Menge B(£, F) der Bi-
jektionen von E auf eine mit E gleichmachtige Menge F hierfiir ein haufig
betrachtetes Beispiel.

Dieses Beispiel kann in der folgenden Weise verallgemeinert werden:
Sind ̂ i, £2,..., E, und F gleichmachtige, endllche Mengen, dann ist klar,
daB auch die Mengen n. B(£;,, £.+i) und n. B(£., F) gleichmachtig sind.
Eine kanonische Bijektion ist auch hier nicht moglich, jedoch hat man wie-
derum kanonische Bijektionen auf hoherem Niveau, zwischen 0. B(£,, F} x
n. B(£., £.+i) und n. B(£., F) x n, B(£., F) (uber n. B(£;., F)), die durch

((y. );(cr. )). modr >-» ((^. );(^. +1 o<7. )). modr

((</'<); (y>+ll OT. )). modr <-(((^. ); (T. )). modr

definiert sind

CTI

E,

^ <74

E2 -^F w. £4
CT2\f3 t /^3

^3

Ei

^i||V5i
V2. ^ T4

£2==^ F ^== £4
^-i+^4

V3\\T3

E3
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ABZAHLUNG PERIODISCHER WORTE

und die das folgende kommutative Diagramm etablieren:

nB (£., F)xHB (£;,, £, +i )<===== flB (£,, F)xnB (£., F)

n. B(£,, F)

Hat man eine Fajnilie av.sgezeichneier Bijektionen y?, : £', -> F, sind
beispielsweise samtliche Mengen linear geordnet, so hat man naturlich auch
eine kanonische Bijektion ^ : n, B(£;, JEI;+i) -> n, B(J5,, F). Wir werden

spater hierauf zuruckkommen.

Eine Anwendung auf zyklische Mengen

Die kanonische Bijektion

H B(£., F) x H B(£., £;,+i) -. H B(E,, F) x H B(£., F)
» > It

kann in der Sprache der zyklischen Mengen auf folgende einfache, aber
uberraschend folgenreiche Weise interpretiert werden:

Sei X eine Menge, sei a eine auf X wirkenden Permutation2 und sei
S(X) := {u:Jf -» No ) E^g^ u(a;) < 00} das in [DSl] betrachtete frei von
X erzeugte kommutative Monoid, kurz die symmetrische Algebra von X,
die aus alien auf X definierten Funktionen mit Werten in No := {0, 1, 2,...}
and endlichem Trager supp(u) := {a;  X | u{x) ̂  0} besteht. Der Shift-
Operator van X induziert durch a . u := uoa-l einen Shift-Operator auf
S(X), der auch S{X) zu einer zykUschen Menge macht. Fur u   S(X) sei3
[u] := {{x, i) |a:  X, i 6 [u{x)}} C X x No. Die Menge [u] ist genau dann
invariant unter dem naheliegenden Shift-Operator auf X x No, wenn u
eine shift-invariante Rinktion auf X ist. Die Menge der shift-invarianten
Elemente von S(X) sei mit s(X) bezeichnet.

Fur jede endliche Menge E und jede Abbildung TT :E -> X }st die Fuiik-
tion #TT : X - > No, die definiert ist durch x i-» ̂ 7r-l(a;), ein Element von
S'(A'). Dieses Element ist genau dann invariant unter dem Shift-Operator
(und liegt daim in s(X)), wenn uberjeder Bahn von X samtliche Fasem van
TT gleichviel Elemente haben. Bezeichnet man die Menge derjemgen Abbil-
dungen TT van E nach JY", fur welche *7T shift-invariant ist, mit X^E\ dann
liefert die Zuordnung TT i-+ *7r eine kanonische Abbildung * : X('E'> -> s(X).

2Wir wollen dann X eine zyklische Menge mit Shift-Operator a nennen.
3Fiir jede natiirliche Zahl n setzen wir [n] := {1,,. ., n}.
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Seien nun fur festes ?r : £-> X aus X(£) mit

TX^{E) :== {<7   £! I Wo<7 = QOTT}

die Menge der mit TT vertraglichen Shift-Operatoren a :E -* E und mit

.^(E) := {$   B(£, M) I pno$ = ^}.

die Menge der Bijektionen zwischen E und [*7r] uber X bezeichnet.
Besteht v(E) = supp(*n) aus einer einzigen Bahn des Shift-Operators

a, wahlt man ein beliebiges Element x 6 7r(J5), bezeichnet man die Fasem
von TT uber der Bahn z, a . z,..., a1'-1 . a; von a; mit Ei, ^,..., Er und setzt

man F = [*w(. c)], so definiert

T^(^)^nB (£., JE;.+0
1=1

0>-* {o\E^O\E^^--^\Er}

(was wegen <7(£. ) = <7(x-l(a-1 -a:)) = 7T-I(at-3;) = jB.+i wohldefiniert ist!)
und

^.xw-^ n B(£., F)
1=1

$^ (pr2°$|£i, pr2o$|^,..., pr2o$|^)
kanonische Bijektionen, die folglich eine kanonische Bijektion

sx.n(E} x Tx. ^E) -^x,, (E) x sxAE)
pn\ /pr\

^, x(£)
uber den jeweiligen Projektionen auf den ersten Faktor induzieren.

Diese Bijektion lafit sich sogar fur ganz beliebiges v auch ohne Bezug auf
die obige einfuhrende Diskussion direkt durch Betrachten der umkehrbar
eindeutigen Korrespondenz

($, a) <-. ($, $') ^ |x-'(r)=^l»-'(a. c)°^|x-l(«)

fur alle x G. X

etablieren.

Durch Einachrankung dieser Korrespondenz auf die Fasem (jeweils
bezuglich der Abbildung pri) liber einem beliebigen Element $ 6 SX,^(E)
erhalt man folglich auch (von der Auswahl van $ abhangige) Bijektio-
nen ^» : Tx, ^E) -» SX, ^E}. Fiir den Fall, dafi E linear geordnet ist
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(insbesondere also im Falle E = (nj), gibt es in 3x^ genau ein Element
$» : £ -=+ [^TTJ, dessen Einschrankung aufjede der F^sern von TT monoton
wachst. In dieser Situation hat man deshalb sogar eine kanonische Bijektion
^ : TxAE) - ^,x(£').

Definiert man schliefilich fur jede endliche Menge E die Mengen

Tx(E) := {^, TT) \ a e E\, veXE!, va=aon]cE\xX(E)

bzw.

sx{E) := {(u, $) | u 6 3(X), $ 6 B(£;, [u])},
dann sind die Mengen Tx,v(E) bzw. SJ(^{E) gerade die Fasem der
Projektions-Abbildung pr-i : Tx(E) -^ X{E^ bzw. der Abbildung
( : S)((E) -» X(-E\ die definiert ist durch (u, $) .-> prj o$ imd deren Kom-
position mit der Abbildung * : X(E) -> s(X) gleich der Projektion
pri : SJ((E) -> s(X) ist. Die obige Korrespondenz liefert also eine kano-
nische und iiber der jeweiligen Projektion auf den ersten Faktor fasertreue
Bijektion der Faseq?rodukte

sx(E) x Tx(E)
.

A-(S)
-3x(E)xsx(E)

'x(»)

'x(E)

Sie induziert durch Einschrankung auf das Bild eines (beliebigen) Schnit-
tes p : X(E^ -^ sx[E} fur die Abbildiing ( : sx{E} -» X^ eine (voa p
abhangige) Bijektion \l>p : Tx(E) -> sx{E). Falls die Menge E linear geord-
net 1st, existiert wiederum ein kanonischer Sdmitt

.£ ; y(E)Px 3x{E] 7T-» (*7T, $,)

so dafi in diesem Falle auch eine kanonische Bijektion

^ : Tx{E) ̂  sx(E)
existiert.

BEMERKUNG

Fur den Fall, dafi die Menge E linear geordnet ist, liefert die Komposition
des Schnittes p^ : X(-E) -* SJ[{E) init dem Inversen der kanonischen Bi-
jektion t/>f : Tx{E} -^ sx(E) einen kanonischen Schnitt fur die Abbildung
pr2 : Tx(E) -> X{E^. In dem Bild (^, ?r) van TT unter diesem Schnitt, ist
<7x diejenige der Gleichung TTOCT = Q'OTT genugende Permutation von E, die
auf den Fasem van TT monoton wachst.
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Der Spezialfall der Menge der periodischen Funktionen

1st speziell X = P(A), gleich der zyklischen Menge der auf Z definierten
periodischen Funktionen* cait Werten in der Menge A (cf. [DS3]), dann hat
man zusatzlich zu den vielen von der Auswahl eines Schnittes p '. X( ' -»
sx(E) abhangigen (unkanonischen) Bijektionen T/»(A)(J?) -> SP(A)(. E) noch
eine kanonische Bijektion u/ : E\x AE - > TP(A)(E). Sie ist wie folgt defi-
niert: fur jedes Element (a, /) e E\ x AE und jedes e e. E wird diirch die
Zuordnung » ^ /((r'(c)) eine periodische Punktion /^ : Z ->A definiert.
Die Zuordnung c i-> /^ ist mit a und dem Shift-Operator CK vertraglich
(d. h., es 1st /^ °<7 = Q°/^), und sie definiert dtther eine aquivariante Abbil-
dung -Kaj '. {E, <r} - > (P(A), a). Durch die Zuordnung

(<7, /)i-»(cr, 7r<, j)

wird daher eine natiirliche Abbildung

u:E\xAE-^ TP(A)(E)

defmiert, die leicht als Bijektion zu erkennen ist: ihre Umkehrabbildung ist
durch

(cr, w) i-> ((7, evo7r)

gegeben, wobei ev : P(A) -> A durch die Zuordnung g >-> 51(0) definiert ist.

Abstrakt gesehen resultieren diese Bijektionen aus der Tatsache, dafi der
Funktor A h-+ P(A) von der Kategorie der Meiigen in die Kategorie der
zyklischen Mengen links-adjungiert zum Vergififunktor 1st, wobei die Eva-
luationsabbildung ev eine der beiden Adjunktionsabbildimgen ist und die
Zuordnung / i-> TT(, J die andere Adjunktionsabbildung definiert.

Auf der Menge E\ x AE hat man eine Reibe weiterer kanonisch definierter
Abbildungen.

. Die Projektion pr; : E\ x AE -^ AE

. Die Abbildung r :E\x AE ̂  P(A)^ (a, /) ̂  ^j.
Fur sie gilt r = pr^ °a>.

. Die Abbildung q: E\x AE -^ s(P{A)) (<7, /) ^ u.., /,

wobei (cf. [DS2,DS3]) u^{g) := ̂ {c  £| /;=</}= *^A9)
1st. Fur diese Abbilduiig gilt daher q=* or.

4Der'Shift-Operator a : P(A) -* P(A) ist definiert durch (a . g)(i) := ff(i + 1) fur aUe
9 6 P(A)
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Dariiber hinaus induziert die Komposition mit der Evaluation
ev : P(A) -> A eine kanonische Abbildung eu* : P(A)(£) -» A£. Fur die
Komposition van ev* mit der Abbildung t: SP(A){E) -» P{A)^ gilt:

ev* of (u, $) == ev*(pri o$) = eu oprj o$.

Die Komposition ev* at ist daher gleich der in [DS2, DS3] definierten
Abbildung5 p : SP(^)(E) -> AE. Ferner sieht man unmittelbar, dafi die zu

dem Element (cr, f) ̂  E\x AB gehorige Abbildung eu* or(<7, /) = ev*(7r^j) :
E -* Am folgender Weise wirkt: c >-* /^(O) = /(c), und dies bedeutet,
dafi ev* or = pr-i ist.

Schliefllich hat man noch eine naturliche Abbilduiig (cf. [DS3])

8: s{P{A}) -. S{A} 6{u}{a} = ^ u^
, (0)=a

und eine analog zur Abbildung * : P{A)(B) -> s(P(A)) definierte Abbildung
* : A£ -» S(A). Es ist klar, daB furjedes Element TT   P(A}^ gilt: <$(#7r) =
#(eu°7r). Dies bedeutet aber, da& die Kompositionen fopri : P(A)^ ^ ->
5(A) und * op : P(A)(£) -^ 5'(A) (ibereinstimmen.

Wir fassen nun alle diese Daten in dem folgenden koinmutativen Dia-
gramm zusammen. In ihm sind, bis aiif die von der Auswahl eines t-
Schnittes p : X^ -» &x{E} abhangende Bijektion ^ : TP(^)(^) -^
.SP(A)(-K)» samtliche Abbildungen kanonisch:

E\xAE

s(P(A))P(A)(£) pr,Tp^(E) -r-i-^p^(B)

5(A)

1st E = [n], dann hat man, wie wir gesehen haben, einen kanonischen t-
Schnitt /?^ := P^A) '. -P(-A)^ -> 5P(A)(["]) und folglich auch eine kanonische
Bijektion ̂  := ̂ ^ : TP(A){E) -> SP(A){E}- Set?t man nun

.n(P(A)) .. = {u   .(P(A)) j |u| := I: u(5)=n},
fl P(A)

5Man beachte, daB dort die Menge SP(^)(E) mit SA(E) bezeichnet wurde.
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und entsprechend 5n(A) :== {v   5(A) | |v| := Eag^ u(a) = n}, dann
geht unser Diagramm in das folgende Diagramm uber, in welchem nun-
mehr samtliche Pfeile kanonisch und surjektiv und die senkrechten Pfeile
Bijektionen sind:

[n]! x A"

p'-l.

-evf
- P(A)(M) ^pr3- Tp(^)([n]) -pr2_^^)(M) JL^,n(P(A))

l^s x^-^^^yr^

<P(A)(M) / 6

5(A)

In diesem Diagramm erkennt man in dem dicker ausgezogenen Rhom-
bus das in [DS2, DS3] etablierte Viereck, und aus einem Vergleich mit der
dort gegebenen Definition fur die Abbildung ^ geht unmittelbar hervor,
dafi diese mit der Komposition ip^ou} ubereinstimmt. Ferner lassen sich die
dort gezogenen Folgerungen aus dem vervollstandigten Diagramm beson-
ders bequem ablesen:

1. Hat die Menge A die Kajdinalitat q, dann gilt:

n!. gn #[n]! x AM = #Tp^)([n]) = ^P(A)(["])
E ^ri-l(u)

uesn(P(A)}

E ".
u6. "(P(A))

= n!. ^"(P(A))

und es folgt
qn = ^n(P(A))

2. 1st u   5n(A), dann ist die Anzahl der Elemente /  A", fur die */ = v
ist, bekanntlich gleich dem (in [DS2,DS3] mit (((/)) bezeichneten) Mul-
tinomialkoeiRzienten (n^ := ̂  := fy n!u(a)!- Folglich ist die Anzahl der
(u, $) 6 sp(A)([n}), die durch die Komposition ^ op auf u abgebildet wer-
den, gleich der Anzahl der (<7, 7r) 6 TP(A)(["])» die durch ̂ oev'opr; auf v
abgebildet werden, also gleich n\ . (n]. Andererseits ist diese Anzahl wegen
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der Kommutativitat des unteren Vierecks in unserem Diagramm aber auch
die Anzahl der Urbilder von v unter 5°pri, und da alle Fasem der Projek-
tion pri : sp(A)([n\) -> 5n(P(A)) die gleiche Kardinalitat n! haben, folgt,
dafi die Menge ^- (v) genau (n) Elemente hat. Fur diese Menge gilt aber

5-1M = {u   .n(P(A)) | ̂ >(u) = t;}
== {u65"(P(A))| ^ u(ff)=y(a) furalleaeA}

5(0)=o

DejRniert man also fur jede Bahn T (unter dem Shift-Operator a) in P(A)
und jedes a   A die Zahlen

A(a, T) := ^ T|5(0)=a}
E 1
9^-T

g(0)=a

und setzt u(T) gleich dem gememsamen Wert van u auf alien Elementen
der Bahn T C P{A\ dann erhalt man

<!>-l(u) = {u sn(P(A))| ^ A(a, T). u(T)=u(a) fur aUea   A}
TCP(A)

= {u sn(P(A))|A. u=y}.

Wegen ^^-l(u) = (") ergibt sich hieraus also umnittelbar die Aussage von
Theorem 1 aus [DS2], da£ die Anzahl der ganzzahligen, nicht negativen
Losungen der linearen diophantischen Gleichung A- u = u gerade gleich
(:) _ist

3. 1st die Menge A linear geordnet, beispielsweise A=N={1, 2,... },
dann tragen auch die Mengen A" und P(A) kanonische lineare Ordnungen.
Auf der Menge A" 1st es die lexikographische Ordnung, auf der Menge P(A)
ist es die folgendermaSen definierte lineare Ordnung: Es gilt g < g' genau
darm, wenn es ein fc   No gibt, so dafi

ev{ak . g) < ev(oik . g'}
ev{ak-l-g) = ev(ak-1 . g')

ev(ot-g) = ev(a-g')

ev{g) = ev{g1}

gilt.
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Betrachtet man P(A) mit dieser Ordnung, dann gibt es zu jedem
u   5n(P(A)) genau eine monotone Abbildung TT,, : ["] -» P(A)' fuli die

*TT^=U 1st. Die Zuordnung u .-> TT.. definiert also einen kanonischen Schnitt
A :^n(P(A)) -. P(A)""" far die Abbildung * : P(A)"nD -^ ̂ n(P(A)). Die
Komposition ^°A : "5n(P(A)) ^ 5p(A)([n]) von A mitdem am Ende des
letzten Paragraphen definierten t-Schnitt ^ : P(A)<M) -^ 5p(A)([n]) lie-
fert daher einen Schnitt fur die Komposition * »t. Komponiert mit dem
Inversen von ̂  definiert dieser eine kanonische, eineindeutige Korrespon-
denz zwischen den Elementen van 5"(P(A)) und der Menge derjenigen Ele-
mente (<7, 7r)   TP(A)(["I), ̂  die die Abbildung TT : [n] -» -P(A) monoton
wachst und die Permutation a auf den X'on^anz-JntervaJ/en von TT (d. h.
den Fasem van 7r) ebenfalls monoton wachst. Da die Evaluationsabbildung
ev : P(A) -» A gleichfalls monoton wachst, ist die Komposition j . = CUOTT
far jedes Element (<7, TT) der beschriebenen Menge, ebenso wie die Funktion
TT monoton wachsend. Es zeigt sich, da6 die Permutation a sogar auf den
Fasem der Rinktion / monoton wachst. Sind namlich £ und f' Elemente
van [n] mit c< e/ , /(c) = /(c') aber ̂ (c) < 7r(6'), daim gilt aufgnmd der
Definition der Ordnung in P(A) auch a . n(e) < a . 7T(c/). Weil TT aquivari-
ant ist, folgt hieraus v{a(e)} < n(ff(e1 )), mid da TT monoton wachst, folgt

hieraus (r(e) < a{e'). Insgesamt erhalt man damit die folgende Aussage (cf.
[DW]): :
GESSEL'S LEMMA
1st die Menge A linear geordnet, dann definiert der g-Schnitt

W ̂ )-1 °A : 5n(P(A)) -. [n]! x A"n"
eine Bijektion van 5n(P(A)) auf die Menge derjenigen Elemente (a, /)  
[nj! x A(lnl), fur die die Funktion / monoton wachst und die Permutation a
auf den Fasem von / ebenfalls.

Genauso einfach lafit sich im Falle eines linear geordneten A die von
DE BRUIJN und KLARNER definierte Bijektion A" ̂  5tlP(A) (cf. [dBK])
diirch die Konstruktion geeigneter Schnitte in dem obigen Diagramm her-
leiten (cf. [DS3]-).

Zyklische Mengen und Funktoren

Aus unserer Diskiission folgt weiterhin, dafi die Kardinalitaten der Werte
der Funktoren

E ^ Tx{E)

und
E ^ sx{E),
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die auf der Kategorie der enlichen Mengen (mit den Bijektionen als
Morphismen) definiert sind, ubereinstimmen, d.h. da6 fur jede endliche
Menge E

^Tx{E} = #sxW
gilt. Als unmittelbare Konsequenz der Definitionen ergeben sich daruber
hinaus die folgenden funktoriellen Bijektionen:

und

Txuv{E)^ liTx{F)xTy{E\F)
FCJB

SX^{E)^ [J sx{F}xsY{E\F}.
FCE

Mit der von JOYAL vorgeschlagenen Definition des Produktes solcher Funk-
toren (cf. [J]) hat man also

TXUY ^TX-TY und sxuY ^SX-SY.

1st daher X ^ [^ a, kC(k) die kajionische Zerlegeung der zyklischen Menge
X in Bahnen, wobei C{k} den Zyklus der Lange k bezeichfiet and a^ die
Vielfachheit dngibt, mit der dieser in der Zyklenzerlegung von X vorkommt,
dann hat man die kanonischen Zerlegungen

und

WE) ̂  n(2cw(£))a*

s^E)^^scw{E)^.
Fur die Kardinalitaten der Werte des Funktor sc(k) ergibt sich unmittelbar
aus der Definition (siehe auch [DSl]):

(^JS)i falls k ein Teller van ^E ist
^cwW = \ o7r~/- 

;^

Man erhalt somit fur die von JOYAL in [J] fiir Funktoren F der obigen Art
definierte Kardinalitat

#F := ̂  #F([n])
n=0

("

n!

im Falle F = Tc(k) und F = 5c(fc) die Reihe

tk-1
#Tcw = ^scw = D^ . o'^== r^-
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Fur die Kardinalitat der zu einer beliebigen zyklischen Menge gehori-
gen Funktoren ergibt sich dann wegen der leicht zu verifizierenden Formel
^Fi . F-i) = ^Fi . #Fi die folgende Identitat von Potenzreihen:

^S. / 1 \al
#^=#^=n(^j)'.

]=l

1st insbesondere X = P(A) and enthalt die Menge A gerade q Elemente,
daim liefert die kanonische Zyklenzerlegung

P{A)=^M{qJ)C{j)
J=l

van P(A), in welcher die Koeffizienten M{q, j) gerade die durch Mobius
Inversion berechenbaren und im Kontext der zyklotomischen Ideniitat dis-
kutierten (cf. [MR1, MR2, DS1]) Grofien

M{qj)=^^j)q}/d
J ^jj

bezeichnen, zusammen mit der aus unserem Diagramm folgenden Tatsache,
dafi ^5"(P(A)) = g" 1st, die folgende Identitat von Potenzreihen

1 ^ M(, j)J-=ffr-j-
1-qt ~ ^\\l-t^

also gerade die zyklotoinische Identitat.
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