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Decomposition arborescente de Mario Ouellette
pour les especes de structures

Pierre Bouchard* et Mario Ouellette

Yeong-Nan Yeh proved the semiring (with respect to sum and product) of (iso-
morphism classes of) species to be factorial, more precisely isomorphic to the
semi-ring of formal power series N[A<] where M is the monoid (for . ) of iso-
morphism classes of molecular species (fyehj). This amounts to saying that
each species is uniquely a sum of products of atomic species. Studying also
the behavior of the composition of species, Mario Ouellette ([Oue]) showed that
each species has a unique decomposition as a composition of a primitive species
and a molecular species: this leads to a unique "arborescent" decomposition for
species. In this talk, we give a detailed demonstration of the lemma which is at
the heart of his proof and a sketch his proof.

1. Rappels sur lea espcce* de structures.

Definition 1. 1 Une espcce de structures est une regle qui, a chaque ensemble fini U associe un
aut" ensemble fini G[U] et a chaque bijection ft:U -^V associe une autre bijection <7[^]:G[(7] -»
G[V] (appclee transport des structures Ie long de 0) et ce, de fa<on coherente, c'est-a-dire:

G[lu] = left/]
G[ao/?]=G[a]oG[/?].

En d'autres mots, <7 est un foncteur de la categorie Ensf dea ensembles finis et bijections dans la
categorie des ensembles finis. Les elements de G[l/] sont appeles structures d'espece G sur U.

Definition 1. 2 Soil Guneespece de structures et «, ( deux structures d'espece G sw U (c-a-d.
deux elements de G[U]). Allors, s e ( sont dites isomorphes s'il esiste une bijection a-. U -. U
(c-a-d. une permutation de U) tclle que

GW(,) = (,

Ie type de a est la classe d'isomorphie de s dans G[U].
Exemple. Si U a quatre elements, et si A est I'espece "arbres", alors il y a 16 structures

d'arbre sur U mais seulement deux types d'arbre.

Definition 1.3 Soient G e H deux especes. Un isomorphisme de G sur H est une famille >; =
(lv)ue\Ensfl de bijections

riu:G[U]-^H[U]

qui satisfont la regle de coherence suivante: pour chaque bijection /:(/-» V, on a

H[f]oiu=riv°G[f},

c-a-d.. Ie diagramme
G[U] ^ H[U]

I cm [mf}
G[V] ^- H[V]

est commutatif. En d'autres mots, r]:G-' H est un isomorfisme de foncteurs.

A 1'avenir, par "G = //" (quand G, <i H denotent des especes), on signifiera G est isomorphe
& tl .

* qui a presente Ie resultat au seminaire lotharingien.. .et est seul responsable du litre.
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Definition 1.4 La somme des especes C e H est 1'espece definie sur les ensembles finis par

(C+H)[U]=G[U]+H[U]

ou ''+" a droite veul dire reunion disjointe, et, sur les bijections f:U -^V par

ls}=iG WS}' s[t6G[ul
(s> = { //t/l(<), si < 6 ff[y].

La somme admet un neutre: I'espece 0 definie par

0[U] = 0

Reinarquc. On definit de fa(on semblable la gomme d'une suite (possibleinent infinie) d'especes.
Par exemple, loute espcce G est somme infinie <7= (7o+ G'i + ... ou

GJC/l=-fG ^- »>^d(U)=n
nl ' l0 sinon.

Definition 1. 5 Le produit des especes G e H est I'espece definie par

(G . H)[U] ={(V, W, s, i}-. yc(f. W^U\V, te G[V], t 6 HlW] ]

e, pour J-. U-^Ve. (V, W, s, l}   (G . H)[U}, par

(G . H){f](V. W,,, () = (f(V), f(W), G[f]W. G[f}(l)}.
Le produit admet un neutre, 1'espece 1 definie par

i^}={{0} SL(/_=e>
0 sinon

DiSfinition 1.6 La composition des especes F et G oil F[0} = 0 est 1'espece definie par

(FoG)[{;] = {(P, a, (A), ep) .. P est partition de U, a 6 ^[P], (Vi/ £ P, A   G[t/])}

et, pour f-. U-Vet (P, ft, (^)^/. ) 6 (FoG)[U], par

(FoG)[/]=({/(i/)^6P), F(/](a), (^)^,)
oil

P'={/(>/) ̂  P),
f_. P^PI:v^!{v),

^ = ^//-(p)p/-«. )).
/, :»/-</(</): u^/(u).

La composition admet un neutre, 1'espece A definie par

XW=(W "Card((/)=l
0 sinon.

Proposition 1.7. La somme et /e produit d'especes sont des operations commutatives et asso-
ciatives, la, composition est associative, les especes 0, 1 et A' sont respectjvemcnt neutfe pour la
somme, Ie produit et la composition.

Remarqi ie. Le produit d'especes etant commutatifet associatif, on peut, etant donnee une famille

(D,)^l, en definir Ie produit par

(II Bz}[U\ = { (Ui, s, )^, : Les Ui sont disjoints de reunion U, (V«-   /)(^, 6 5, [{/, ])}
. E/

{YtB, )[f]((U,, s, )^, ) = (/W), 5, [/t/, ](<, )). g/

<e/

OU/y. :y, -/((/. ): U^/(").
On dira qu'une espece G ^ 0 vit sur line seule cardinalite s'il existc un n 6 N tel que

C&sd(U) / n .<==> G'[(7] = 0. L'entier n sera appele Ie degre de 1'cspcce G et note |G'|.
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Definition 1. 9 Une espece M est moleculaire si

M^O
(M=A+B)^(A=Oou B=0).

Une espece moleculaire vit done sur une seule cardinalite n. En fait dire que M est moleculaire
de degre n revient a dire que 1'action de 6n sur M[2J: (<r, <) .-> M(<r](s) est transitive.
Ddfinition 1. 10 Une espece A est atoroiqucsi

A est moleculaire

A^\
A= B. C=». (5 = 1 ou C= 1).

Definition 1.11 Une espece P est primitive si

P est atomique

Pi-x
P=BoC=>(B=X ouC=X).

Notations. Soil U un ensemble fini. On notera t/! 1'ensemble des permutations de U. Pour un
sous-groupe H dc U\, on notera

1'espece definie sur un ensemble fini V par

V

^

u\

ouB\j(U, V)={f:f:U
bijection g-. V -»W par

^[V]={fH:feBv(U, V)}

V est une bijection. } et fH = {foh: he H], et definie sur une

V,
H W:fH^(gof)H.

Loreye (/=[2]={l... r»}, on ecrit aussi XnlH pour designer U\/H.
Etant donnee une espece A/, un ensemble fini U et une structure s d'espece M sw U, on

notera aut(s) I'ensemble {f GUI: M[f](s) = < }. C'est I'ensemble des automorphismes de ».
St U 2 Wet /:(/-> y est une bijection telle que f[W)=W, on notera fw la bijection de

^ -* W'-w .-» /("'). Par contre, si g:W -' W est une bijection, la notation gu designeia, la
bijection

gu-. U^U-. u^^W. siugW
u sinon.

Definition 1. 12 Si H et K sont des sous-groupes de U\ et V\ respectivement, on dira que H el
K sent conjugues s'\\ existe une bijection f:U -^V telle que K = foHof-1 = { fhf-1 -. he H}.
Proposition 1. 13. 5oient U et V des ensembles Rnis de meme caidin&lite et H et K des sow-
poupes de U\ et V! respecdwment. Les especes U\IH et V'. /K sont isomorphes si et seulement
sj If et K sont conjugues. De fa;on precise, si

{/!
H

v\
'K

est un isomorpAisme d'especes et f est tel que ffy^K) = fH, alors K = foH o /-'. Recipro-
quement, si K = fo H of-1, alors /a famille des ffw definie pa/ ffw(gH) = 9<>f~lH est un
isomorphisme d'espcces

o=(Ow}w^En. f\-^-^-

Proposition 1. 14. Caractcrisntion des especcs mol^culaires. Soil U un ensemble fini et H
un sous-^roupe de U\ L'espece U\/H est nwleciilaire. /?e'ciproquemen(, toute espece moleculaire
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M de degre n est isomorphe a 1'espece U\/ H si U est de cardinslite n et s'il existc une structure
<   M[U] telle quc H = aut(s).

Proposition 1. 15. Le produit d'une famille Rnie d'especes moleculaires est moleculaire. La
famille 6 = (. ffv)ve\Enifl deRnie par

n^i^^
ou / pcolonge les /"

(V., f, H.)-^fH.

^=Off. ={OA. :Vi6/, /i. ^, },
.e/ >£/

fJa composition ne dependant pas de I'ordre des termes, les h, ay&nt des supports disjoiats) et les
Ui sont disjoints de reunion U, est un isomorphisme d'especes.

Proposition 1. 16. SoJt M one espece moleculairc, I un ensemble fini et A, dea especes telles quo
M = n,g; A,. Soft U un ensemble Rni et s = (U,, <, ), g/ 6 M((7]. Aiors

V/   aut(s), V.   /, V(y, ) = Ui et (fu. )y 6 aut(<)

V» /, aut(<, )={/u. :/6aut(<)}.

En particulier, un facteur A, est ca/acte'rise, a isomorp/iisme prte, par /a donnee de aut(a) et de
U, (csrAi^W./wt(s,)).

Proposition 1. 17. La composition de deux especes molecul&ires est moleculaire. De plus, si A
et B sont mo/c'cu/ajres, U est un ensemble ffni e( s   (.4 o B][U].

<=(n, a, (^)^)
A/ors,

V/ aut(<), V»en, /(ir) a

e( si, pour f   aut(t) on note f la permutation de II induite par f, a/ors

V/ £ aut(<), 7 6 aut(<»)

V/   aut(»), Vx   n, /(») ='=>(/, 6 aut(A) et (/. )y 6 aut(»))
aut(a)={7:/6aut(<)}

VT   0, aut(f?. ) ={/, :/  aut(f) et /(ar) = » }.

En p&rticulier, A est determinee a isomorphisme pres par la donnee de aut(<) et de D e( fl est
determinee a isomorphjsme pres par /a donnee de aut(a) et d'un elment v de II.

Thdoreme 1.18. Critfere de Ych. Soit M une espece mo/e'cu/ai're. Si s   M[U] et V C U soat
tels que

V/ 6 aut(<), /(V) = V

V/ aut(<), '(/v)y6aut(<),
a/ors, on a un isomorp/ii'sme d'especes

V_>. (U\V}[
~^~H"~~K~

avec

H =aiit(A)t, = {/v :/  aut(s))

A' = aut(s)y^ = { fu\v .. ! 6 aut(<) }
Ow(t) =(f{V), }(U\V), }vHJu\vK}, ouf-. U-^W est telle gue M[f](s) = (.

Theoreme 1. 19. Th^orcme de Yeh. Les classes d'isomorphie d'especes formeat un semi-
anneau isomorpde a N[A<] s: NI^<,],g^ ou M est Ie nwnolde (pour . ) des classes d'isomorphie
d'especes moleculaires et ̂ 4 e5t I'ensemble des classes d'isomorphie d'especes atomiques.
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2. Le lcmme fondamental.

Dans cette section, nous aliens enoncer, illustrer et enfin demontrer Ie lemroe que Ouellette utilise
par la suite pour demontrer les lois de simplification pour les especes moleculaires.

Ces lois de simplification permettent ensuite de voir que si J est une espece atomique, J .^ X,
alors il exisle une espece P et une espece Af, uniques a isomorphisme pres, telles que

J ^FoM

P est primitive

M est, moleculaire.

En decomposant a son tour M en produit d'especes atomiques (Th. 1. 18) et en appliquant
de nouveau Ie precede a celles qui ne sont pas isomorphes a X, on obtient ainsi la "decomposition
arborescente" mentionnee en titre.

Voyons tout de suite I'enonce du lemme fondamental suivi d'un exemple.

Leinme 2. 1. Soient A, B, C, D des especes moleculaires et 6 un isomorphisme

AoB-CoZ),

et soicnt

B=^[B.
ie/

0= HO*
tCA-

Jes decompositions de B et D en especes atomiques. Soit U ua esnsemble Rni tel que
(A o B)[U] 5^ 0 ̂  (Co D)[{/]. Soit < 6 (.4 o B)[(/]. Posons

, =(n, a, ((^., ^. ),, /)^)

^(. )=(n', 7, ((^, ^), ^), ^. ).
Posons de plus, pour cJiaque choix de»  H et i£ /;

n'.. = (x'nir. : »'6 n' ec r'nir, / 0}

et pour c/iaque c/ioi'x deT'6 IT' et i  K:

H^ = {xnir» :T n et ynx-t j>t0}.

Supposons enfin qu'i/ exi'ste au moins un choix de (»', )r, t, )r')6 7 xl] x /< x II' te/ que T, n y^ yt 0
et^i. v[.
Alors one et une seule des proprietes suivantes est veeiRee

a. Pour (out c/)o;x de (i, T, I:, )r')  / x (I x /\ x H' tel que iT. n^ y' 0 e( T, 9' T^, on a

n',, C H' et Card (0,. ) > 2.

En d'autres roots, chaque T, est reunion d'au moins deu.Y elements de 11'.

t». Pour tout choix de (i, IT, k, ir')e^x Fix /\ x H' tel que x. niTt ^ 0et T, ^ w'^, on a

n, ^ C n et Card (R, J > 2.

En c/'autres mots, chaque ̂  est reunion d'au moi'ns deux elements de II.
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Un exemplc. Soient
X 1'espece Singleton

X2
£'3 s ^- 1'espece Ensemble a deu.< elements et

'2

/Y3
Cs^- 1'espece Cycle de longueur 3.

0
-^7

^<

^ u 0

^S)

v
\^

^ 0
^b^^=A;J^A

u

A=Ef
B=Ca Ef(C3^(C3-E,))

AiB

C= Eio(X . Cs)
D=d-Et

CoD

La figure AoB represente une des 26987494074303548957539873849344000000000 A oB structures
< sur 1'ensemble U des 40 points noirs. La partition II est formee des deux colonnes, sur 1'ensemble
desquelles il y a la structure d'ensemble a deux elements et sur 1'ensemble des points de chacune
desquelles il y a une B structure. Pour chaque colonne T  H, ily a trois 'T, " (Card(7) = 3). Pour
fixer lcs idees, posons 0 = {*,, x<i} (pour gauche, droite) et / = {A, m, A} (pour haut, milieu,
bas).

La figure C o D represente \& C o D structure 6v(s) sur U. La partition d' est formee des
huit colonnes sur 1'ensemble desquelles il y a une structure d'espece E^o(X- Cz) et sur les points
de chacune desquelles il y a une Cy . Ey structure. Pour chaque colonne x/ 6 II , il y a deux '»»"
(Card(/<) = 2). Comme ci-dessus, posons 11' = { T;,. . ., »g } (les colonnes de gauche a droite) et
K = {h, b] (haut, has).

Conformement au lemme (cas "a."), on voit que chaque ''T, " qui n'est pas egal a un "y^"
(en 1'occurcnce (v, )^ et (fd)i,) est reunion d'au moins deux (ici exactement trois) elements de II'.
Ainsi (x, )^ = T^U ̂ 3 U x^. Un coup d'oeil a la figure nous montre I'isomorphisme naturel 9.
prcuve du Lcmme 2. 1 Si "a." est verifiee, alors

tZ?t$|S, |>2. |D|>|£>|.

De meme, si "b. " esl verifiee, on a |D| > |B| ce qui montre que les deux conditions ne peuvent
etre verifiees en mcme temps.

Supposons les deux conditions fausses. Soient (t, )r, t, ff')   /x 11 x K x II' tel que r, nr^ ^0
et », ^ Tf
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La negation de "a. entraine

(3.E)(3c')(r 6f'   n'el T^ », et x, n»/' 9' 0) ou »' = T, (1).

En effet distinguons deux cas.
Dans lecas T' g T,, on a (3x)(x e. T' et z ( T, ) et on conclut (1) en posant v' = T'.
Dans Ie cas T' C »,, si T' = »; il est clair qu'on a (1). Sinon T' -f. »,, done

Card (n,. ) >2.

et comme "a. " n'est pas verifiee, on doit done avoir

n'., g n'.

II y a done un i^   II' tel que i^ni r, / 0 et i^nir, ^ II'. II ne reste plus qu'a prendre x 6 i/'\i/nT,.
De fa^on semblable, la negation de "b. " entraine

(3y)(3v)(y £t/ 6 H ety^ ̂  et )rtnl/ /0) °" )r= )rt (2)

Le cas H' = », ne peut se produire car alors D = B, (prop. 1. 16, 1. 17 et fait que aut(<) =
aut(^t/(s)) est atomique et done D= £>» etr/= r^ = sri contredisant 1'hypothese. De meme, Ie
cas T= T^ "e Peut se produire.

Par (I) on a done

(3z)(3i/')(z Ci/'6 O'et r ^ x, et IT, nt/' / 0).

Choisissons un /   /< tel que y, n^ ?t 0. Soil a' = », n t^.
Soil g 6aut(^,, ). Alors

gu   aut(s)

9u(x) =x
guW = </'
9u(^'i) = "'i
ffu(*-<) = T.

gu(u)=3[/(T, ni/i') =w
(9u). ; 6 aut(i/;)

car z £ x, et gu est 1'identite hors de IT,

car gu preserve n' et z £ gu(v') D i/

prop. 1;16

car (gu), ^ = g

vu que gu('/) = i/>
I

((W),;)  aut(i) prop. 1. 16 et 1. 17
(((?t/),,-)) = (^),. 6 aut(A. ) prop. 1. 16 et 1. 17

Par Ie critere de Yeh, 1'atomicite de B, est contredite si u ^ »,. Done a» = T, C i^. Comme
T, nT^ ^0, on ai^= ^t et T< c )rt-

En raisonnant de fa^on analogue a partir de 1'equation (2), on arrive a T^ C x, ce qui donne
finalement T, = Tt, une contradiction a 1'hypothese T, ^ Tf
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3. Lois de glmplication et d^composition arborescente.

Dans cette section, nous ferons un expose sonunaire des resultats conduisant a la decomposition
arborescente.

Proposition 3. 1. Si A est one espece atonuque et H et N sont des especes telles que A= HoN,
aJors H est atomique et N est moleculaire.

La demonstration est immediate.

Prosposition 3. 2. Loi de simplification a gauche. Si A, B etC sont des especes moleculaires
telles que Ao5 s AoC, alors B^C.

On decompoee 5 et C en produits d'especes atomiques. L'observation des cardinalites nous
conduit a montrer que, avec les notations du lemme fondam^ntal, chaque "ir, " est un "«^" et que
chaque "B," est un "Ci," en vertu des prop. 1. 16 et 1. 17.

Propositiou 3.3. Loi de simplification a droite. 5i A, B et C sont des especes moleculaires
tetles que AoC-^ BoC, ajors A^B.

Celte fois-ci, on montre d'abord Ie cas C = X" et on montre ensuite, par recurrence sur Ie
degre n de C que ce cas implique Ie cas general.

Pour \ecss C = X", avec les notations du lenune fondamental, "les T, et les »^ sont de
cardinalite I". On prend f   (AoXn)[U\ et on etudie une relation d'equivalence sur 1'ensemble
0 des orbites de 1'action de aut(s) sur U, deux orbites etant equivalentes s'il existe un element <
du centralisateur de aut(<) dans U\ qui les transpose et laisse fixes les autres orbites. On est ainsi
amenes a construire deux sous-groupes conjugues H et K de U\, tels que A =; U\/H et B ^ (/!//<
el on applique la proposition 1. 13.

Proposition 3.4. Ddcomposition arborescente. Si J est uno espece stomique, J ^ X, slors
i/ cxiste one espece P et line espece M, uniques a isomorp/ii'smc pres, telles que

J -:PoM

P est primitive

M est molecul&ire.

En decomposant a son tour Af en produit d'especes atomiques (Th. 1. 18) et en app/jguant de
nouveau /e precede a ce//es qui ne sont pas isomorphes a X, on obtient ainsi une "decomposition
arborescente" de J.

II est facile de voir par recurrence I'existence de P et M. Quant a I'unicite, elle se demonstre
en utilisant la recurence et les lois de simplification.

Les especes Et et Cy sont primitives. Dans 1'exemple de la section precedente, il est alors
facile de voir la decomposition arborescente, c'est

£30(C-3. £2. (C30(C3. £, ))).

4. Conclusion

Les preuves fournies ou esquissees dans cet expose sont des adaptations de cedes que Mario Ouel-
lette a fournies dans son memoire de maitrise.

Mentionnons toutefois qu'il existe une autre demonstration independente des lois de simpli-
fication pour les especes moleculaires due a Andre Longtin ([Lon]) et faisant intervenir la theorie
des groupes. On remarquera que Ouellette aussi, dans sa preuve de la simplification a droite utili5e
ctes techniques de groupes.
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