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In den Arbeiten [1] [2] [3] wird die Eigenschaft einer Gruppe untersucht Faktoren emes Produkts ohne
Vertn derung des Produktwertes zu permutierea. Die Betrachtung ist auch fur unendliche Gruppen sinnvoll,

jedoch solkn im folgenden nur endliche Gruppen untersucht werden. Eine Gruppe sei daher im weiteren immer
endlich. Man definiert :

Definition : 1st G eine Gmppe und n   N.

1. G besitzt die Eigenschaft P(n) genau dann, wena fur alle .ci, ..., a:^ 6 G ein id^ o-   5n existiert rmt

X^---Xn= T<7(1) . ...C<7(n)-

2. Fur eine Gruppe G sei P(G) wie folgt definiert P{G) ..=. n falls G P(n) aber nicht P(n - 1) besitzt.

Die Definition van P(G) 1st sinnvoll, da eine Gruppe G nie P(l) besitzt und aus P(n) schon P(n + 1) folgt,
auBerdem gilt :

Bemerkung 1: 1st G eine endUche Gruppe uad n = |G| > 2, so gilt P(G) $n - 1.^
Bewek: Ohne Einschrankung kaan ein n - 1 Tupel von Elementen aus G gewahlt _werden, m dem kein

Element inehrfachauftritt. Weiter kanu auch die 1 ausgeschlossen werden, da sie jedes Element zentralisiert.
Damit-gibte7genau ein solchea n -1 Tupel von Elementen. 1st nunjc embellebiges Element aus G, w mduz^rt
x einen"mneren Automorphismus von G und es gilt (G-{l})rl = (<?-{!}). Also induziert x, eine Permutation
der Elemente van G - {1} und

a;i2:2.e3 . - . a'n-l =x^lx^1 ... ^l-i2;i.

Damit folgt fur a^ = j mit x^ = x, (i = 1,... , n -2) and cr(n - 1) = 1 die Behauptung. .

Jedoch wird im allgemeinen P(G) < n - 1 gelten. Es ist aber nicht trivial fur eine gegebene Gruppe G P(G)
zu berechnen. Einige Hilfmittel Uefern folgende Satze.

Satz 2 [2, (3. 2)]: 1st G eine Gruppe und H eine Untergruppe, so gilt P(G) <: \G: H\P{H).
Satz 3 [2, (3. 3)]: 1st G eine Gruppe, so gilt P(G) <, \G'\ + 1.
Satz 4 [3]: 1st G eine nkhtabelsche Gruppe, so gilt P(G) = 3 <^- |G'| = 2.
Bemerkung 5: Sind d und GS Gruppen, sog gilt P(GX x G^) ̂  mai{P(Gi), P(G2)} 1st eine der Gruppen

abelsch, so gilt sogar Gleichheit.

Insbesoadere folgt aus P(G) = 3, daB G nUpotent ist. Nach Bermerkung 4 sind daher Gruppen G mit
P(G) = Sdirekte Produkte emer 2-Gruppen d mit P(Gi)) = 3 und emer abekchen Gruppe Gs.

Bemerkung 6: P(D4) = P(Qs) = 3. _. _. ", _, " , .,. r., ^-^ ^^.
BeweLs: Beide Gruppen sin'd n'icht kommutativ, also P(D^, P(Qs) > 2 und es gUt D'^Q's S ^2.

folgt die Behauptung aus Satz 4. .
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Bemerkimg 7: P(Qz») = -P(^>n+i) = -P(-Ds) = 4furn ̂  3.
Bewels: AUe auftretendeii Gruppen besitzen emen zyklischen Normalteiler vom Index 2 und [G'| > 3. Damit

folgt die Behauptimg aus den Satzen 3 und 4. .

Fiir den FaU \G\ == 12 wird die Argumentation explizit ausgefuhrt.
Bemerkung 8: 1st G eine nicht abekche Gruppe del Ordnung 12, so gilt P(G) = 4.
Beweis:

D4: Folgt aus Bemerkung 7.

At: A} ist aicht nilpotent und damit P(A4) ̂  4. Geschicktes Rechnen mit den nicht trivialea Viertupeto von
Elementen aus A4 zeigt dann P(A4) = 4.

T: Wiederum ist T =< x, y\x3 = y2, r!/ = r~l > nicht ulpotent. Jedoch besitzt T emen abelschen Normal-

teller N S Ze vom Index 2. Somit folgt die Behauptung aus den Satzen 3 und 4. .

Im. folgenden werden die Gruppen der Oidnung 16 gelistest, die nicht isomorph zur Dieder- oder veraUge-
meiaerten Quaternionengruppe sind und aur eine triviale Zerlegung in ein direktes Produkt erlauben.

[j Erzeuger und Relationen ZIGI_ 7-nichtP(P(G)-l)^
<x, y\xj i 

= zyxy3 = 1 >

<x, y\x't=y'i=x"x=l>
< x, y\x4 = y4 = (xyY = x-ly = 1 >

< z, y, z|z2 =y-i = z2 = I, xyz = yza: = zzy >

|G'| = 2
\G'\ = 2
\G'\ =2
|G'1=2

nicht abekch
nicht abelsch

nicht abelsch

nicht abelsch

Beinerkung 9: 1st G eine nicht abelsche Gruppe der Ordaung 2 - p2, fur eine ungerade Piimzahl p, so gilt
P(G) = 4.

Beweis: Nach deni Satz von Sylow besitzt G eme iiormale Untergruppe Sylp der Ordnung p2, diese ist

notweadigerweise abelsch. 1st \G'\ = 2, so ist auch die 2-Sylowgruppe voa G normal und damit ware G abelsch.
Da aber P(Sylp) = 2 und |G : Sylp\ = 2 folgt damit die Behauptung aus dea Satzen 3 und 4. .

Nun smd alle Gruppen bis zur Ordnung 19 behandelt. Fiir die noch nicht untersuchten Gruppen der Oidnung
20 ergibt sich folgende Liste.

y Erzeuger und Relationen | P(G) | nicht P(P(G) - 1) ||
_A/Z(1'5I
< x, y\x'3 == yi = {xyY >

Computertest
Z-io o G

nicht nilpotent
aicht nilpotent

Interessant sind nun die Gruppen der Oidnung 24, die Resultate fur die noch zu betrachtenden Falle smd in
der folgendea Liste zusammengefaBt.

Erzeuger und Relationen ~P(GY nicht P{P(G) - l7
< z, y\xi=^=JxyY=SX ~lyY = 1 > Zi-s<G nicht nilpotent

<a;, yt^=y^= (.c_y)^_> '12 nicht nllpotent
<x, y[xo_=y£ ==(xyY > Z\-i < G nicht nilpotent

SL(2, 3) Computertest X1:={0 I j'z2:={2 1 )'

-. :=[;?')-(;;;)
54 Computertest Tl = (132), 3:2 = (1342), Z3 = (34),

a:4 =(123), a:5 =(1324)

Die aufgefiihrten Elemente siud dabei Tupel, die keme Permutatioa erlauben, die das Produkt invariant laBt.
Fiir Gruppen der Ordnung p", gilt folgende Aussage.
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Bemerkung 10: 1st p eine ungerade PriinzaU and G eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung p", so gilt
< p"~2 +1.

'Bewels : Sei A(Jfc) die Anzahl der Untergruppen von G der Ordnungpi. Nach dem verallgememerten Satz

vonSylow[4]gUtA(fc)=T(modp). Nun opener t G auf den Untergruppen del'°rdnunS P und damk/01^
aus der Bahnformel die Existenz einer normaleii Untergruppe der Ordnung p*. Damit folgt IG'| <, p"-i and
damit die Behauptung aus Satz 4. H

Insbesondere gilt P(G) < p+ 1 fur |G| = p3. Eme Analyse der Gruppen der nicht abekchen Gruppen der

Ordnung 27 zeigt P(G) == 4.

Unter den 51 Gruppen der Ordnung 32 befinden sich bekanntUch sieben abelschen Gruppen, 17 Gruppen
haben eme Z^ als Kommutatorgruppe; also P(G) = 3, 22 Gruppen besitzen eine abelsche Untergruppe vom
Index 2. also P(G) = 4, die restUche 5 Gruppen kann man der folgenden Liste eatnehmen.

Erzeueer und Relationen ^P(G) I nicht P~[P(G) - 1)
< v, w, x, y, z\v'2 = y, w2 =x2 =y2 = z'^ =1,

(w, v) = x, (x, v) = z, {y, w) = z >
Computertest Lr' = V4

< v, w, x, y, z\v2 = y, y2 = z, w2 = x2 =

= z2 = 1, (w, v) == a;, (x, v) = z, (y, w) = z >
Computertest Lr' S 1/4

< v, w, x, y, z\v2 =y, w2 = 2, y2 = z,

r2 =: z2 = 1, (w, v) = x, (x, v) = z, (y, w) = z >

Computertest Lr' = ^4

< D, w, .c, y, 2|y-i = z, V' = w2 =x2 = z-: =1,
(w, v} = y, (x, v) = z, (y, u) = z, (y, i") = 2 >

Connputertest Lr = ^14

< v, w, x, y, z\w'2 = z, y2 = z, v'2 =x'^ =

== z2 = 1, fw, v) = y, (z, v) = z, (y, v) = 2, (y, u>) = z >
Computertest Cr' =

Eiae indiesem Zusammenhang besonders interessante Gruppe ist die As als ̂eiste^ nicht abekche emfa^he
Gmppe.ANach'ememSatz"m~[3ri s°tP(A5) > 4, da alle Gruppender mit P(G) = 4,auflosbar, smd- satz, 3^iefer;
akû kere'Absch'atzung~JedoA nur-P(A5/)^ P(^s) . |As :'b, \ = 4. 5 = 20. Mit Hilfe des Computers laBt sich

fur n = 7 noch relativ schnell ein Gegenbeispiel bestimmen :

Xi = (15432), a;; = (13425), 2:3 = (123), 2:4 = (135),

0:5 = (12435), ̂  = (12345), a-7 = (13)(25).
Eine Uberprufung van P(As) = 8 konnte nocht nicht abgeschlossen werden, da die Komplexitat der Frage
entweder einetheoretischeLSsung oder-zumindest emen verbesserten Alogrithmus erfordert.
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