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SULLA PROPRIETA' DI PERMUTABFLITA'
NEI GRUPPI E NEI SEMIGRUPPI

G. PIRILLO

Riassunto. In questa nota sono presentate alcune osservazioni su
recenti risultati sui gruppi e sui semigruppi permutabili ed in
particolare sulla soluzione di un problema proposto da Curzio.

Sia S un semigruppo ed n un intero (n>2). Si dice che S ha la
proprieta Pn se per ogni xi,..., Xn  S esiste una permutazione c
di[l,..., n}, o^id, tale che

Xl ...Xn=Xcy(l)-XCT(n).

Si dice che S ha la proprieta P se esiste un intero n tale che S
ha la proprieta Pn.

*

Si dice che S ha la proprieta P^ se per ogni xi,...,Xn  S esistono
due pennutazioni c e T di{l,..., n}, o^t, tali che

Xo(i)...Xo(n)=XT(i)...Xz(n).

Si dice che S ha la proprieta P* se esiste un intero n tale che S
*

ha la proprieta P^.
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lim k(n)
n->oo n ~ u"

Sia nS2 e k(n) [risp k (n)] il piu piccolo intero tale che ogni

gruppo di ordiDe,^n,, lia^propneta pk(n), fruP?q]pk*.^-jj|;j-'
Si ha ovviamente. ::r. :^"'.i. -"; >'-:'^ ," ^.^.^.. -) 15^

k*(n)^k(n)<n.

Mentre e facile vedere che esiste ed e zero il

Urn k*(n)
n-»eo n

il cordspondente problema per la funzione k, posto da Curzio in [I],
e stato solo recentemente nsolto; vale infatti (si veda [7]):

7? ,. ;'i-j', \i:;-'. i.^;;, ;" 5';.. !, -., ";i.(;J, ':. o/. ;''.i:i:i y^O: KiO., ' ^^i-L''P ~i'fi' .. l?. i':'..;'';;^J.^
. :idfi'. !yftf. i-;i':, -c ^. :'i.;^(''''nt; n.. ;^ ., ' rqqs ?7., {y<. ^.. "'i. 'sn i'jc'?, !;';,'

. o. :.... -. ̂  . --.. iq .m., ^q^^^^^[c. . 1!.. ̂ ^^
n-^°o n

Ci preme sottolineare che la "chiave" della soluzione del
problema appena citato si trova essenzialmente in un risultato di
G.A. MUler [6].

II fatto poi che -~^~-~ = ~~~ per ogni primo p ha fornito
j.rtv '.)0?1',.< ?^ ^Sl.^'o) .:t^JI7^ ^jfj . H 2.^ f<c^?ijT.f-i:n"T^^ ,i'm ^ -G.^3

unutilissimainformazibnea priori", . clie inanca' nel 7caso del
c conispcmdeirt6'; prolblema per f^s&migrup^i;''-' i- a .s:'sj:'<IO:;i

srio 6l£j , lv:^o . irj :.,... J;;'t)

Infatti se con h(n) ^ndicliiampi, il, ;piu piccolo intero tale che

ogni semigruppo di ordine n ha la . proprieta Ph(.n), abbiamo h(n)> 2
?:' ~??a s!''. fr-'^'.^t,. . }<:; '. i8. t::. i: ^& 

^ ;i:;'5^o'o;?r"r :>; eai'. bi b ooxfc [2

per ogni n^2. Ma c'e di piu. Infatti h(n+x)^h(n) per pgm-. c^ppia n:; x

;; di^iinten p^ositiyi, ^3.2 (se S e iini ;}semi. gruppo^di^OTjdiiie;', n, s^ ne puo

facilmente costruire iino^^di-; pr^jjie , n-{:Xv yContenente^TnSr; ;c:Qme

sottosemigruppo).
. (tr;;';:... ' . "f'>T-''---^!.::^.'!--.. -.;..'';?.;.-

7 sna -;lj?< ;i o'm. r7.
' 

a.; ,i:;'3^?:5 c;c' A''':[ ijs. ^-joxi' £i i?d ^ 31^' .:3;ji'/ i8

l.Y 5'?^r?q"07rT .U fi.;:i
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2. Permutabilita e risolubilita.

I risultad gia in letteratura sui gruppi avonti la proprieta P

suggeriscono la seguente domanda: qual'e il piu grande intero n tale
che se un gruppo G ha la proprieta Pn allora G e risolubile?

Questo problema e strettamente connesso con quello del
calcolo del piu piccolo intero k tale che AS (il gruppo alterno su 5
oggetti) ha la proprieta Pk.

Fino ad oggi questi problemi sono senza risposta e si dispone

solo di una Umitazione superiore assai grossolana: il piu grande

intero n tale che Pn assicura la risolubilita e al piu 19. Infatti AS ha

la proprieta P20 (A4 ha la proprieta ?4 ed ha indice 5 in As).

3. Permutabilita e proprieta combinatorie delle parole.

Un primo esempio di semigruppo infinito, finitamente

generate, periodico con la proprieta P* e stato data da Restivo in [9],
usando Ie proprieta dei fattori speciali della parola di Fibonacci; un

altro esempio e stato fornito da de Luca e Varricchio in [2], usando

Ie proprieta dei fattori speciali della parola di Thue.
Dividendo i fattori della parola di Thue in due classi, queUi con

"eccesso sinistro ambiguo" e quelli con "eccesso sinistro unico (si

veda [8]), si puo dimostrare ctie questa parola non contiene fattori

del tipo fff (e nemmeno del tipo avava). L'assenza di questo tipo di
fatten nella parola di Thue era gia nota, ma la dimostrazione di [8]  

piu semplice di quelle gia apparse in letteratura.
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Infine, partendo da una opportuna parola infinita su due

letters e distinguendo fra fattori con "eccesso sinistro ambiguo" e

con "eccesso sinistro unico", si puo costruire (si vedano [4] e [5])

un semigruppo infinite, finitamente generate periodico con la
*

proprieta P^ .

4. Prodotto diretto.

Uno dei problemi piu impegnativi sui semigruppi aventi la

proprieta P sembra essere il seguente: dati due semigruppi S e T

aventi la proprieta P, il prodotto diretto SxT ha anch'esso la

proprieta P?

Per ora si hanno solo risposte parziali a questa domanda. Ad

esempio, come conseguenza di un risultato di [3], si ha che se S e un

semigruppo con la proprieta P eT e un semigruppo finito allora

anche SxT ha la proprieta P.
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