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RAMANUJANS TAU-FUNKTION

VON

ANDREAS GUTHMANN

1. Definition und Berechnung
Ramanujans Fuaktion T: N-^ Z ist definiert durch

00

E
n=l

r(n)xn=x^[(l-xn)2^ \x\<l,
n=l

also r(l) = 1, r(2) = -24, r(3) = 252 usw.
Zunachst wird man sich iiberlegen, wie man r am besten berechnet, denn das direkte
Ausmultiplizieren des unendlichen Produktes bzw. eines endlicheu Teilproduktes davon
scheint nicht sehr geschickt zu sein.
Wir setzen

00

A(.. ):=^II(1-^)24, \x\<l.

Logarithmische Differentiation gibt

.
' 1 °°

^)^-24S
oder

x^'{x)

1=1

00

nx
mn-l

n,m=:l

x^'{x) ^ ^^
^=l-24^a, (n). -,

wo

^i(")=Ed-
d\n

Koeffizientenvergleich liefert dann

n-l

(n - l)r(n) - -24 ̂  T(j)<Ti(n -J-) , n> 2.
J=l

Bezeichnen wir mit W(n} die Anzahl der arithmetischen Operationen, die notig sind, urn
r(n) zu berechnen, so ist fur diese Methode offenbar

W{n} = 0(n2-5) ,

da alle r(j") fur j < n bekannt sein miissen und o-i(j) fiir j" < n in 0(n°-5) Schritten
berechnet. werden kann. Man kann sich die Arbeit etwas erleichtem, wenn man die Multi-
plikativitat von r benutzt. Sie wurde voa Ramanujan vermutet und zuerst von MordeU[l3]
bewiesen. Es gilt also

r(mn) = r(m)r(n) falls (m, n) = 1.
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(m, n) bezeichnet hier wie liblich den grofiten gemeinsamen Teiler von m und n. Daher
genugt es, r(p") fiir Primzahlen p und aaturliche Zahleu n zu berechnen. Eine effektivere
Methode erhalt man mit Hilfe des Jacobi-Produktes

n(l-.n)3=^(-l)n(2n+l)^
"+r

n=l n=l

Wie eben folgt[l6]

[6"1

(n - l)r(n) = ^ (-1)^(2^ 4. l)[n - I - 9'"<"^]r(n - lm<"^-ll),
m=l

wo &n == i(V/8n+T - 1). Hier 1st die Anzahl der Summanden O(y^), d.h. W[n} =
0(n1-5) ohne Benutzung der Multiplikativitat. Zieht man einige nichttriviale Tatsachen
aus der Theorie der Modulfunktiouen heran, so findet man noch eine dritte Moglichkeit
zur Berechnung von r(n), die auf einer von Petersson[l4] stammenden expliziten Formel
beruht. Fiir Zm(z) > 0 schreiben wir

A(z)=^r(n)e27rlnz.
n=l

A ist eine Spitzenform vom Gewicht 12 zur Modulgruppe, d. h.

A(^)s;("+<i>'2A(2'- [ac bl)esL2W-
Bekanntlich[l, 10] bildet die Menge S^ dieser Spitzenformea einen C-Vektorraum der Di-
mension 1. Man zeigt nun leicht, dafi die Poincarereihe *

G"(z):=^ E E'7^^. (c. d)=l. T2= az +b

2 ^-^ ^ (cz+d)12
:=-oo d=:-oo

cz+d'

ebeufalls ein nichttriviales Element von 5i2 ist. Also gibt es ein a £C mit

A =aGi2.

Andererseits fand Petersson 1932[l4] fiir die Koeffizienten c(n) iu der Fourierentwicklung

Gi2(-. )=^c(n)e2-
n=l

Wir benutzen hier das Symbol ^ um eine eingeschrankte Summation anzudeuten.
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eine Darstellung

.

-Jll-/_\ c , Q_V^-^("'s) r /47T-^/n
n-Tc(n) = 5in +2-T> ̂  "v"''l'Jii(^-^)

9 9q=l

mit der Besselfunktion

w=^-^.
und den Kloostermansummen

q

5(n, g) = ^' ea;p ( ̂ ("/i + h'} ) , (/i, g) =1 , /i/i/ = l(g).
h=l v q

Es gilt also
n~2r(n) = ac(n)

- a6^ + 2^a ̂  5i^)J^(4^v/n/g).
g=l

Fiir z -^ 0 1st nun Jii(z) = 0(2n), so dafi zur Berechnuug von n-n/2r(n) etwa 0(v/")
Terme geniigen. Die Kloostermansummen 5(n, g) konnen in 0(gl+£) and die Besselfunk-
tion Jii{z) far z > 0 in 0(1) Schritten berechnet werden. Insgesamt kann also n~ll/2r(7z)
mit etwa 0(^; <^gl+£) = 0(nl+ff) arithmetischen Operationen bei fester Genauigkeit
berechnet werden. Dies kann fur manche Zwecke(vgl. (4)) ausreichead sein. Die Berech-
nung voa T mit diesem Verfahren ist ebenfalls moglich, aber ein wenig aufwendiger, da Jii
mit von n abhangiger Genauigkeit berechnet werden mufi. Aufierdem mufi man ungefahr
nll/l° Terme der unendlichen Reihe berucksichtigen.

2.Abschatzungen fiir |r(n)|

Eine weitere Vermutung van Ramanujan war die Abschatzung

|T(p)l ^ 2p2, p Primzahl,

die viele Untersuchungen veranlafite. Ramanujan selbst[16] bewies r(n) = 0(n7) und kurz
danach zeigte Hardy[7] r(n) = 0(n6). Dieses Ergebnis wurde im Laufe der Zeit verbessert
und immer wieder war dazu eine neue Idee erforderlich. So fand Kloosterman 1927[ll] mit
Hilfe der Kreismethode

r(n)=0(n6-^),
Rankin 1939[l7] mit der Raukin-Selberg-Konvolution

r(n)=0(n6-^)
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und Well 1948[2l] mit seiner Abschatzung ftir die Kloostermansummen(die wiederum aus
seinem Beweis der Riemannschen Vermutung fiir Kurven uber endlichen Korpern folgt)

r(n) = 0(n6-?+e) , £ > 0.

SchUefilich konnte Deligne im Jahre 1974[3] die ursprungliche Vermutung von Ramanujan
beweisen, d.h. es gilt

r(p) = 2p2 cos0p, p Primzahl, 0p reeU.

Daraus und aus der Multiplikativitat von r folgt

|r(n)|$n^d(rz),

wobei d(n) die Anzahl der Teller von n bedeutet. Wir schreiben

r*(n) =n-^r(n),

so dafi also

|r*(n)| < d{n)
fiir natiirliche Zahlen n ist.

S.Dirichletreihen

lu elner Reihe von Arbeiten[8, 9, 10] fand Hecke eine weitreichende Verallgemeinerung der
Zetafunktion. Er zeigte namlich, dafi die aus den Fourierkoeffizienten der Spitzenform

/(z) = ^ a(n)e27rl- , Jm(z) > 0z^i
n=l

gebildete Dirichletreihe

y(3) = S a(")"-3 , 5=o-+zt , <r> o-o ,
n=l

eine ahnliche Funktionalgleichung wie die Zetafunktion erfiillt. In unserem Fall

a(n) = r(n) , y(s) = ^(s) == ̂  r(n)nz-i
n=l

gilt folgendes:
Die Reihe fiir y?^ konvergiert absolut furo-> ̂  = ^ und definiert man die Funktion R
durch

R{S) = (27T)-T(, )^(, ),
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so lafit sich

i)R zu einer ganzen Funktion der Ordnung 1 fortsetzen
und es gilt die

ii)Funktionalgleichung R(s)=R(l2-s).
Interessant sind bei Dirichletreihen immer die Nullstellen. Da R ganz ist und die Gamma-
funktion Pole an den nichtpositiven ganzen Zahlen hat, folgt

y>^(-m) =0 , m G Nc ,

und das sind die trivialen Nullstellen. Da r multiplikativ 1st, hat y;^. eine Darstellung als
Eulerprodukt

v^=I[{1-TWP~3+P11~2S}~1 , pprim, a>a^

und folglich ist y^s) ^ 0 falls a- > o-a. Aus der Funktionalgleichung ii) folgt danix auch
<p-r(s} / 0 falls cr< 12- ̂  = u, d. h. alle weiteren(nichttrivialen) Nullstellen liegen im
kritischen Streifen

11 /--^ 13
- < 0- < -.
2 -" - 2 '

Aus ii) und dem Hadamardschen Produkt[2] erglbt sich, daB y^ im kritischen Streifen
unendlich viele Nullstellen hat, die keinen endlichen Haufungspunkt haben, also diskret
liegen.
Wir interessieren uns fur die asymptotische Verteilung der nichttrivialen Nullstellen, also
fur

N{T) := ^p £ C|0 $ Jm(p) <T , ̂  < Ee(p) < ^, y, (p) = 0^
mit T -r oo. Dabei werden alle Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit gezahlt, solche
auf den Ordinaten 0 and T mit dem Gewicht j. Wegen <p-r{s') = y^'s} durfen wir uns auf
das Gebiet Im(, s) = t>Q beschranken. Nach dem Vorgange von Littlewood[l2] definieren
wir eine Funktion S folgendermafien:
Fur <T > ^ ist yr {s) ̂  0 and wir setzen

logyr (5) :=log]y^(s)| +zarg^-(s) , -TT < argy^(s) < TT.

1st nun cr < ]f und t nicht Ordinate einer Nullstelle, so definieren wir argyT -(cr + it)
durch stetige Fortsetzung entlang der Geraden mit Imaginarteil = t, ausgehend van einem
SQ = O-Q + it mit o-o > ^- Wir setzen dann

S{t):=^^gip^6+it}.
7T

1st t Ordinate einer Nullstelle, so sei

5(t) = - Umj5(t + e) + S^t - e)} .
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Anwendyn g des Argumentprinzips, d.h. Integration van ^ iiber das Rechteck mit den

Ecken ̂  - a, f + a, ^ + a+ iT, ^ -a+^T, wo a> 0, "T > 0, gibt

N{T) = ^Jm log F(6 + zT) - ^ log 2^ + 5(T)
=^nogr-^iog27r+l^--K9(iogr), T-^oo,

TT ~ TT

da, wie wir spater sehen weirden.,

(1)

(2)

5(r)=o(iogT), r->oo

gUt. Die Bedeutung der Konstanten ^ wird ebenfalls bald klar werden.
Man sieht also, dafi y»^ viele NuUstellen im kritischen Streifen hat. Aus der Funktional-
gleichung ii) folgt, dafi sie symmetrisch zur Geraden o- = 6 liegen und die Riemannsche
Vermutung fiir tpr besagt eben

Re{p} = 6 falls p eine nichttriviale Nullstelle von ip^ ist.

Es ist kaum notwendig, darauf hinzuweisen, dafi auch hier wie im Fall der Zetafunktion
bisher weder ein Beweis noch ein Gegenbeispiel gefunden wurde.
Wie findet man nun NullsteUen aufder kritischen Geraden o- = 6? Die Funktionalgleichung
von R impliziert

^)=(2. )2-12r(^^(12-.)
^.

und setzen wir s = 6 + it, so folgt

^(6 + it) = (2^2tt^^^(6 - it) = e-2It3^(6 - it)
r(6+zt)'

mit der reellen Funktion

Also 1st

t9 = i9(f) = Jm log F(6 + it] - t log 27T.

Z{t) := e^^{6 + it) = e-^vr {6 - it} = ~Z^t)

(3)

eine reelle Funktion der reellen Variablen t und man findet Nullstellen von if ̂ auf der
kritischen Geraden durch Vorzeichenwechsel von Z\

Wie berechnet man also Z? Wir definieren die unvoUstandige Gammafunktiou durch

00

F(a, x) - / e-tta-ldt , Re{a) > 0 , I?e(a:) > 0
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und die normierte unvollstandige Gammafunktion

^-^
so dafi also

<3(a, 0)=l , Q(a, oo)=0

ist. Zunachst zeigt man, dafi R im weseutlichen die Mellintransformation van A ist, d. h.
es gilt

00

R(s) = / ^{x)x'-ldx , <r> (T, ,
0

wobei hier Ao(-c) = ^ r(n)e-2'rnz = A(zz) gesetzt wurde. Wie ublich wird das Integral
bei a; = 1 aufgespalten und die Funktionalgleichung von AQ angewandt. Nach einigen
Umformungen folgt dann

Z{t) = 2Re <j etl? ̂  r(n)n-fl-it<5(6 + if, 27rne^) \ ,

wobei ̂ mit |^| < -I noch geeignet gewahlt werdea kann. Eutscheidend ist uun, dafi Q(a, x}
fiir a -> cx3 efFektiv berechnet werden kann, falls > := ̂  reell und positiv ist. Wir benutzen
dafiir eine asymptotische Entwicklung von Q(a, z) fiir a -^ oo, die gleichmafiig in x gilt
und die im einfachsten Fall von N. M:.Temme[l9, 6] stammt. Man beachte, dafi ein ahnliches
Verfahren zur Berechnung von y?,. bei Ferguson et al. [4] wegen numerischer Instabilitaten
nicht den gewunschten Erfolg hat. Die Bedingung A > 0 ist bei uns aquivalent zu

27rne^
6 + it

> 0 , d. h. ip = arg(6 + it) ,

so dafi ^~ . j: flirt -+ +00. Wir setzen also A(n) := , ^"/i und verwenden aufierdem r*
statt r und haben dann

Z(f)=2^<je i^r*(n)n-i-itQ(s, A(n)5)^ , s =6+it , t>0. (4)

Diese Formel hat sich in den Anwendungen gut bewahrt. Fur Q{s, \s) konnen explizite
Abschatzungen angegeben werden [5] und doppeltlange Arithmetik ist in den meisten
Fallen (zumindest, wenn t nicht zu grofi ist, etwa t < 5000) nicht erforderiich.

4. Das Gramsche Gesetz und Turings Methode

In der Reihe in (4) betrachten wir den Term mit n == 1. 1st t grofi, so ist A(l)
klein and Q(s, \s) liegt nahe bei 1, so dafi

|6+»t|

Z{t) w 2Recos^{t) + 2Re <j e^ J^T'{n}n-^-ltQ(s, \{n}s)
n=2
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1st. Nun treten in dieser unendlichen Summe nur noch ozillierende Terme auf, die von
".-2- , " ^ 2, stammen und bei deren Summation man einige Ausloschung erwarten
kann. An den Extremstellen von cosi9(f), d. h. an den Punkten

mit i?(ty) = vv i/6 Z

(i9(t) ist streng monoton steigend fiir t ^ 0) wird also oft das Vorzeichen van Z gleich dem
von COST? sein. Die ty heifien Grampunkte and das Gramsche Gesetz

sgn{Z(t^) = sgncos^t^} = (-1)"

besagt gerade, dafi zwischen zwei Grampunkten eine Nullstelle ungerader Ordnung von Z
liegt. Numerische Untersuchungen ergeben, dafi das Gramsche Gesetz haufig erfiillt ist.
Die erste Ausnahme findet man bei v = 103 mit Z{t^Qs) = 0. 46 und bis tiooo = 811. 45
gibt es insgesamt 37 Abweichungen. Damit hat man eine Methode, eine untere Schranke
fiir die Anzahl der Nullstellen in einem Intervall [0, T] zu finden. Man berechne dazu im
voraus die Grampunkte t^ in [0, T] und dann Z(t^). 1st das Gramsche Gesetz einmal nicht
erfullt(man kann zeigen, dafi es unendlich viele Ausnahmen gibt, aber wie gesagt, sind
diese verhaltnismafiig selten), kann mau versuchen Z an anderen geeigneten Punkten zu
berechnen, um etwa "iiberzahlige" oder "fehlende" Nullstellen zu lokalisieren. Wir konnen
hier aber aicht aaher darauf eingehen.
Angenommen, im Intervall [0, T] seien k NuUstellen gefunden. Wie kann man sicher sein,
daB alle gefundeu warden? 1st aamlich Ar(T) = k, so liegen alle Nullstelleu p von (pr mit

0 ^ Iin[p) < T auf der kritischen Geraden und die Riemannsche Vermutung ist fur [0, T]
verifiziert.

Eine elegante Methode dieses Problem zu losen stammt von Turing [20]. Sie beruht auf
einer Abschatzung von Littlewood [12] fur

5i(T):= / S{t}dt , T>0 .

Littlewood zeigte(fur die Zetafunktion, aber der Beweis laBt sich ebenso aufy,. iibertragen)

5i(T)=0(logT) , T-. OO

und man erkennt nun auch den Sinn der Konstanten u in (2). Die 0-Konstante kann
explizit berechnet werden und man erhalt [5]

|5i(Ti)-5i(T)| <0. 141ogTi+5. 67 , 1 <T < Ti. (5)

Nun set Z{T) ̂  0 , N{T) =k+S m\t S >0 ganz. Wir mochten 5=0 zeigeu. Sei Ti > T
und im Intervall [T, Ti] berechne man Nullstellen

T < 7,<+i < ... < 7fe+p < TI PZ> 1.
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Dann 1st ofFenbar

N{-fk+, +0)>N{T)+j^k+j+S , l^j^p.

Daraus folgt nach kurzer Rechnung

Ti
^N{t)dt > (k +S)(T, -T)+pT, -f^^+,. (6)

J=l

Nach (1) und (3) ist

also

S{t)=N{t)-^(t) ,
7T

Ti Ti Ti

S{t)dt= [ N(t)dt-^ f ̂ {t}dt (7)

Das erste Integral auf der rechten Seite wird mit (6) nach unten abgeschatzt und das
zweite kann z.B. mit Stirlings Formel beUebig genau berechnet werden. Jedenfalls erhalt
man eine untere Schranke fiir 5i(Ti) - 5i(T). Durch geeignete Wahl von Ti kann mau
versuchen, eiaen Widerspruch zu (5) zu finden, falls S >1 ist. In diesem Fall ist <5 = 0 und
die memannsche Vermutung fur [0, T] bewiesen. Erhalt man keinen Widerspruch, so lafit
sich nichts aussagen; man versucht es dann am besten mit neuen Parametem T und Ti.
Wir geben ein Beispiel fur die Anwendung dieser Methode. Im Ordinatenintervall 0 < t <
50 findet mau 20 Nullstellen, beginnend mit 71 = 9. 2. Wir wahlen also T = 50, Ti = 70
and finden p = 14 Nullstellen in [T. Ti] mit

14

^ 720+j = 844. 5 .
J=l

Mit (6) und (7) findet man dann

Ti

S^t}dt ̂  0. 39 + 20S

und die Annahme S > 1 fuhrt mit (5) sofort zu einem Widerspruch. Also ist 6 = 0 und
alle NuUstellen p van <p- mit 0 <, Im{p) <, 50 liegen auf der kritischen Geraden. Wir
bemerken noch, dafi wir hier eine Variante von Turings Methode angegeben haben, urn
eiuige Flexibilitat bei den Anwendungen zu gewahrleisten. Das ursprungliche Verfahren
von Turing lafit sich naturiich auch ohne weiteres ubertragen.
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5. Verallgeineinerungen
Die Ausfuhrungen der Abschnitte 3 und 4 lassen sich unschwer aufeine allgemeinere Klasse
D von Dirichletreihen ubertragen [5]. Sei

00

y(3) = S a(n)n~a , s = er+it ,
n=l

eine Dirichletreihe, die folgenden Bedingungen genugt:
i) Die Reihe fur y konvergiert absolut fur o- > o-a.
ii)Es gibt Konstanten A > 0, B > Q, I > 0, so daft die durch

fl<-)=(2?) ^rf^A^(.)
definierte Funktion R sick zu einer in C holomorphen Funktion der Ordnung
1 fortsetzen Idfit.

iii)R erfullt die Funktionalgleichung

R^^^R{r--3)

mit 7 6 C, |7| = 1, r > 0.

Wir erhalten hier(mit 7 = e'5, -TT < S < v)

.)(t)=-i41 0^+/ml^r^^^5).
und

Z{t)=et^y^+it)
ist eine reelle Funktion der reellen Variablen t and es gilt fur ̂  C C, |^| = 1, Re{^ > 0

ZW=2Re\ e"C> ̂  a(n)n-i-(?(^ + i + .^, 2'r?!() ̂  .
n=l

Wir geben einige Beispiele fur Funktionen aus D.

1. Set x : (Z/nZ)* -» C ein primitiver Chajakter mod fc > 3; die entsprechende I-Funktion
00

L(3, x)=Y, x{n)n~s , <r > 1 ,
n=l

ist dann in D mit den Parametern o-a = 1, I = 2k, A == ̂ [1 - ^(-1)], -5=2, r = 1, 7 =
fc-l/2T(x), wobei wie ublich r(^) die zu ̂  gehorende Gaufische Summe

27TZ.
^)=E^m)^m'^=exp(^).

m=l
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ist.

2'sei.'0':T ̂ z_  CIJm(2) > °} die hyperbolische Ebene, G = 52/2(Z) die Modulgruppe
und f :H -r C. eine Spitzenform vom Gewicht k, d. h.

a)/ ist analytisch.

az+6,
&)/(

cz +d )=(cz+rf)fe/(z), falh (^ ^ &

n=l

c)/ hat eine Fourierentwicklung /(z) = ^ a{n)e2mnz.

Sei k gerade. Die Dirichletreihe

00

v{s} =Sa(n)n-A
^-^
n=l

hat dann die Parameter[l, 10] o-a=^+l, A=0, 5= 1, Z= 1, 7 = {-l)h^, r = k.
Besouders interessant ist der Fall, dafi y? Eigenfunktion der Heckealgebra ist(das triift z.B.
fur fc = 12zu, woa =r 1st). Die Funktion a ist dann multiplikativ und nach Deligne[3]
gilt

la(?)l <: 2p~2- , p prim,

so dafi sich ̂ (s) wieder efFektiv berechnen lafit. Der C-Vektorraum Sk der Spitzeuformea
hat die Dimension K = [&/12] wenn k = 2(12) und K = [k/12\ + 1 wenn k ^ 2(12).
Bezuglich des Peterssonschen Skalarproduktes hat Sk eine Orthonormalbasis y?i,...,^
aus Eigenfunktionen der Heckealgebra[l, 15]. 1st

00

^. (.2:)=E^(n)e2""z> i<j<^
n=l

so ist
ft

r^(n):=^a, (n)
J=l

eine ganze Zahl und kann etwa mit der Selbergschen Spurformel[l8, 22] effektiv berechnet
werden. Man vergleiche dazu auch die Arbeit von Ferguson et al. [4]. Mit geeigaeten
Modifikationen lassen sich diese Ergebnisse auch auf Kongruenzuntergruppen ausdehnen.
S.Sei g > 3, ^ ein primitiver Charakter mod q und /(z) = 'E^=i a(n)e27ri"z wieder eine
Spitzenform aus 5j., die Eigenfunktion der Heckealgebra i5t. Dann ist, wie Hecke[l0] zeigte
auch

00

y(5) = ^X(")a(")"~"
n=l

aus D mit den Paramtern cr^ = {k + 1)/2, A=0, B=l, /=g, r= A:, 7 =
?c(-l)(-l);c/29-l/2T(x), wobei r(^) wieder die zu ̂  gehorende Gaufische Summe ist.
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4. SchlieflUch set G(A) fiirO < A < 2dievon den beiden Matrizen

(; ̂ )uad (
erzeugte Untergruppe von SLi('R'). G(A) heifit Heckegruppe und fur A = 2cosr, g £
N> 9 > 3, gibt es automorphe Funktionen wie im Fall der Modulgruppe fur die g = 3
ist[10]. Sei f :H ̂ C eine Spitzenform vom Gewicht k mr G(A):

f^)=e(cz+d1tf(z1-{ac ye GW, kl=i

und , (2) = ^ a(n)e27rin2/A. Die Dirichletreihe hat dann die Parameter[10] Z= A, A =
Q, B =l, r =k. Abgesehen von deu Fallen g = 3, 4, 6 sind aber die G(A) mcht arithmetisch
und schone Eigenschaften der Fourierkoeffizienten uicht zu erwarten.

5. Zu guter Letzt geben wir ein Beispiel far eine Dirichletreihe, bei der die memaunsche
Vermutung falsch ist und damit schliefit sich der Kreis. Es sei wieder

00

A(z) = ^ T(n)e2"Tlz , Jm(z) > 0.
n=l

Mit A ist auch A2 eine Spitzeaform zur Modulgruppe, jedoch vom Gewicht 24. Naturiich
1st A2 keine Eigenfunktion der Heckeoperatoren und die Fourierkoeffizienten r^ in der
Entwicklung

00

A2(z)=^r(2)(n)e2wi"
n=2

sind auch nicht multiplikativ. Die Dirichletreihe

^)=^;r(2)(n)n-
n=2

ist in D und lafit sich mit den angegebeneu Methoden berechnen. Der KoefSzient T(2)(l)
verschwindet aber, so dafi das Gramsche Gesetz nicht gelten kann. In der Tat zeigt eine
Rechnung, dafi e^y{l2+it) = Z{t} im Intervall 0 <t < 100 nur 40 Nullstellen, beginnend
mit 71 = 14. 6 hat, wahrend in diesem Intervall die Grampunkte ti = 4. 9 bis Tgo = 98.0
liegen. Die "fehlenden" 20 Nullstellen liegen also nicht aufder kritischen Geraden, d. h. die
Riemannsche Vermutung gilt nicht fur y. Ein ahnliches Verhalten ist auch von gewissen
Epsteinschen Zetafunktionen bekannt.

Diese Untersuchungen deuten darauf hin, dafi fiir die Richtigkeit der Riemannschen Ver-
mutung nicht nur die Funktionalgleichung von y   D, sondern auch die Multiplikativitat
von a, d. h. die Existenz eines Eulerproduktes fiir y ausschlaggebend ist.
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