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Uber Abzahlprobleme van unabhangigen Teilmengen

in Baumen

Michael Drmota (Wien)

Es bezeichne F eine Familie van Wurzelbaumen und y_ die Anzahl
n

der Baume dieser Familie mit n Knoten. F heiGt einfach erzeugt,

falls die erzeugende Funktion Y(x) = ^ y_x eine Funktional-
n

gleichung der Gestalt Y = xq>(Y) erfullt. Die Koeffizienten der

Potenzreihenentwicklung van (p(t) =1 + <p, t + <p-, t'' +... beschrei-

ben dabei den Aufbau der einfach erzeugten Familie.

(<p(t) = 1 + t" fiir binare Baume, <p(t) = 1/(1-t) fur ebene Baume,

<p(t) = e fur markierte Baume. ) Geht man umgekehrt von einem

vorgegebenem cp(t) aus und bezeichne u(T ) = fT <P , i n

wicht eines Wurzelbaumes mit n Knoten, wobei D;(T_) die Anzahl

der Knoten in T^ ist, von denen i Unterbaume abzweigen, so er-

fullt die erzeugende Funktion Y van y = ^ u(T^) die Funktional-

gleichung Y = X<p(Y) .

Eine Teilmenge I eines Baumes (oder allgemeiner eines Graphen)

heiBt unabhangig, falls keine zwei Knoten aus I durch eine Kante

verbunden sind. Eine Teilmenge I eines Wurzelbaumes soil i-unab-

hangig heifien (i >_ 1), falls sie unabhangig ist und jeder Knoten,

der nicht in I liegt, durch einen Weg der Lange < i verbunden

werden kann, wobei die Orientierung des Weges auf jeder Teilkan-

te entweder nur zur Wurzel hin- oder nur wegfiihren darf. 1-unab-

hangige Teilmengen sind gerade die maximal unabh. Teilmengen. Es
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soil nun die durchschnittliche Anzahl e(i)(n) und die durch-
schnittliche GroBe p(i)(n) von i-unabh. Teilmengen in Wurzel-

baumen mit n Knoten einer einfach erzeugten Familie bestimmt

werden. (Fur 1-unabh. Teilmengen haben dies bereits Meir und

Moon [3] durchgefuhrt.)

Bezeichne a,(. i)(T_) die Anzahl der i-unabh. Teilmengen der GroBe
n

k eines Wurzelbaumes T^ mit n Knoten, die die Wurzel enthalten,

(i)b.(i)(T_) die entsprechende Anzahl, die die Wurzel nicht enthal-

.

(i) /^ ^ -. d) /m ^ ^ v. (i)
'k ' "n

ten, undg^i)(Tj = a^)(T, ) + b^)(T, ) .
n

i)
Sei weiters a^) = I "(T, )^i)(^) , b^ = I u(t^^l;(T, ) .
/i:
3nk

(i) . . (i) -d)^'-b^). anl)^ani
(i) z-(i) (i)

, ^' - ^ ^
. (i) = a(i) + b(i . Betrachtet man uberdies die erzeugenden
'n n n

Funktionen

n

A<l)(x, z) . Ial^>zkKn , B(i)(., z) . E. b^'A"(i)

n ,k
lnk n ,k

'nk

G(i) = A(i) + B(i) '

so ist G(i)(x, 1) = I 9^i)xn ' woraus sich e(i)(n) durch
n

e(i)(n) = g(i)(n)/y^ berechnen laBt. p(i)(n) kann man aus
G(i)(x, 1) = I u(i)(n)g^i)xn ermitteln.

n

Fur diese erzeugenden Funktionen lassen sich Funktionalgleichungen

angeben.
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Satz 1 .

(i) A(1 ) = XZ<p(x (G1)))

B(1) = x, (gn) - x<p(B(1)) (Meir, Moon [3])

(ii) A(2) = xz<p(x<p(A(2) + xcp(G(2))))

B(2) = x, (G(2)) - x, (B(2) - x<p(G(2)) + x<p(B(2)))

(iii) A(3) = xzq>(x<p(A(3) + x<p(A(3) + x(p(G(3)))))

B(3) = x, (G(3)) - x, (B(3) - x, (G(3)) + x, (B(3) - x, (G(3)) 4-
+ xq>(B )))

Unter geeigneten Analytizitatsbedingungen an <p(t) ergibt eine

Singularitatenanalyse, daB A(i)(x, 1), B(i)(x, 1), G(i)(x, 1) einen

gemeinsamen Konvergenzradius r^ besitzen, urn den eine Entwicklung

in Potenzen von Vr-x besteht. Mit Hilfe des Satzes von Darboux

lassen sich daraus asymptotische Formeln fur e (n) und p. (n)

ableiten.

Satz 2. log e(i)(n) ^ E(i)n . u(i)(n) ^ S(i)n .

Fur i = 1 ist dieses Ergebnis in C3] erzielt warden. Zum Unter-

schied zum Fall i = 1 kann man fiir i > 1 die beiden Funktional-

gleichungen fur A "^' und B'^; nicht auf eine reduzieren. Die Be-

rechnung der Konstanten E und S soil daher am Beispiel

i = 2 demonstriert werden. Es bezeichne

F (x, z, a, b) = xz<p(xy(a + x<p(a + b) ) ) - a

F^(x, z, a, b) = x?(a + b) - x<p(b - x(p(a + b) + xcp(b)) - b

und r >0, oi, & die Losung des Gleichungssystems

F^(x, 1, a, b) = 0F (x, 1, a, b) = 0

(F, F^ - F, F^ )(x, 1, a, b) = 0 .
a '. b 'b ^a

Daraus berechnet man E

p = T/(p( T) 1st , und

(2)
log r/p , wobei mit Tip'(t) = <p(T)
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,
(2) (F1z(F2b - F2a) - F2z(F1b - F1a))(r'1'u'B)

(Ft. (F2^ - F2, ) - F2^F^ --F^) ) (r, 1 , a, B)

E(i) und S(i) erhalt man analog, wenn man F und F^ den Funktio-

nalgleichungen aus Satz 1 entsprechend anpafit.

Nach Kirschenhofer et al. [1] besitzen die durchschnittliche

Anzahl und die durchschnittliche GroBe aller u. a. Teilmengen

eine analoge Asymptotik, ebenso die GroGe der groBten 1-unabh.

Teilmenge [2]. Die entsprechenden Konstanten sind daher in die

folgende Tabelle aufgenommen warden. (Fur den binaren Baum muB

die Asymptotik als log e(i)(2n+1) ^E(i)(2n+1) und
U(i)(2n+1) ^ S (2n+1) verstanden werden, da nur Baume mit unge-

rader Anzahl van Knoten auftreten konnen.)

.
(i)E(i)/5( alle unabh. i 3-unabh. 2-unabh. 1-unabh. i groBte 1-unabh

bin. B.

eben. B.

mark. B.

0. 505/0. 309

0. 523/0. 333

0. 504/0. 307

0. 426/0. 401

0. 447/0. 410

0. 446/0. 380

0. 360/0. 438

0. 374/0. 416

0. 388/0. 393

0. 223/0. 482

0. 215/0.5

0. 242/0. 463

-/0. 585

-/0. 618

-/0. 567

(Die numerischen Werte sind auf drei Stellen gerundet).
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