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DESCENTES DES DERANGEMENTS

ET MOTS CIRCULAIRES(*)

Jacques D^SARM^NIEN (**)
Michelle WACHS ( ***\

RESUME. - Au moyen de deux bijections, dues a, Macdonald et a Gessel, nous
^tablissons que 1'ensemble des descentes des derangements et 1'ensemble des reculs
d'une classe de permutations caracterisee par la suite de ses montees et descentes ont
meme distribution.

ABSTRACT. - Using two bijections by Macdonald and Gessel, we show that the
set of the descents of derangements and the set of the descents of the inverse of
permutations characterized by their up-down sequences have the same distribution.

Introduction

Dans un precedent article, 1'un des auteurs [2] a montre que 1'ensemble
des permutations debutant par un nombre impair de descentes est en
bijection avec 1'ensemble des derangements et fournit un cadre interessant
pour expliquer des formules classiques de recurrence sur Ie nombre de
d^rangements. De plus, cet ensemble se prete blen a des g-extensions, et
donne naissance a une famille de fonctions symetriques d'un type deja
connu (c/. [I], [4], [5]). Gessel, dans un travail non publie [6], a efFectue k
9-denombrement des derangements par indice majeur, qui apparait etre
identique au g-denombrement par indice majeur inverse des permutations
que nous avions etudiees. En fait, une Investigation plus poussee a conduit
a la constatation suivante, enoncee dans [3], que les distributions des
ensembles des descentes des derangements et des ensembles des reculs
des permutations debutant par un nombre impair de descentes comcident.
Ceci est evidemment un resultat plus fort que la simple egalite de deux
g-senes.

Malheureusement, Ie travail de Gessel ci-dessus mentionne ne contient
aucune demonstration, et c'est au cours d'une conversation avec 1'une de
nous qu'il a indique son idee de depart. Ceci a permis, non seulement
de reconstituer les demonstrations du travail de Gessel (ce qul a ete fait
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dans [8]), mats aussi de montrer qu'il a decouvert un outil susceptible
d'autres utlllsations.

En particuller il permet d'etablir 1'egale distribution des ensembles
introduits plus haut.

1. Le probleine

Nous aliens ici donner les definitions et notations qui seront utilisees
dans toute la suite.

Tout d'abord, si [n] = {1, 2,... , n} et £" est une partie de [n - I], on dira
que la suite s = s^^s^,... , Sn d'entiers strictement positifs est compatible
avec £', ce que nous noterons s 1. E, si :

i : -Sl >52 >. -. ̂ 5n > 0;

ii : I'G-E =^ s, > 5i+i.

Nous aurons a considerer un ensemble X = {a'i, a;2,.. . } d'indeternainees
commutatives. Le poids de la suite s est Ie produit w^s) = Xg^Xs^ .. . Xs^.

Soit malntenant a G ©n une permutation de [n]. Un entier z G [n- 1]
est une descente (resp. montee) de <7 sl cTi > CTt+i (resp. 0-, < o'l-i-i). Un
recul de a est une descente de cr~ . Notons descr et reccr respectivement
les ensembles des descentes et des reculs de a.

La forme ("up-down sequence") de a est la suite de longueur n-1 dont
Ie i-ieme symbole est M ou D selon que i est une montee ou une descente
de o-.

Si la decomposition en produit de cycles est constituee de cycles de
longueur X-i^X^,... , \k on dira que la partition A de n est Ie type ("cycle
structure") de a .

Nous aurons a considerer deux ensemble de permutations : 1'un, clas-
slque, est celui des derangements, ou permutations sans point fixe, note
£>n, dont Ie noinbre d'elements est dn', 1'autre, introduit dans [2], est 1'en-
semble ̂ n des permutations dont la forme debute par un nombre impair
de D; Ie nombre de ses elements est kn- On salt deja que dn = kn. Nous
aliens montrer un resultat plus fort, en considerant les ensembles S)^" et
^ d'elements de S>n et de ^.n dont 1'ensemble des descentes pour £>"
et des reculs pour ^.n est un ensemble E donne. (II serait possible de
ne s'mteresser qu'aux ensembles de reculs : leur distribution est identi-
que a celle des descentes siir 33 "; c'est pour des raisons historiques que
nous avons maintenu cette distinction. ) Notons respectivement d^ et k^
Ie nombre de leurs elements. Le resultat nouveau et principal de cet Eirticle
est Ie suivgint.

TH^OREME 1. - Quel que soit E, on a I'egalite d^ = k^.
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2. Les fonctions de Schur

Pour tous details complement alres, on renvoie a, [7]. Soient p. /\ une
forme gauche d'ordre n. Un tableau semi-standard de forme fi/X est une
application T de fi/X dans 1'ensemble des entiers strictement positifs telle
que les indices vont en decroissant strictement de bas en haut dans les
colonnes et en decroissant au sens large de gauche a droite dans les lignes.
Par exemple,

21
33 1

5

862

est un tableau semi-standard de forme 5332/22.
Le poids de T est Ie produit u;(T) des indeterminees de X dont les

indices figurent dans T. Un tel tableau definit un ordre total -^. sur les
points de laforme /I/A en convenant que (z, j) -< (i'J'} si T(z, j) > T{i', j1)
ou T(z'. j) = T{i'J') et z ^ z'. En pla^ant 1'entier k sur Ie point {ij} de /X/A
s il est Ie k-ieme dans 1'ordre ainsi defini, on obtient un tableau standard
G de forme ^/A, contenant tons les entiers de 1 a Vordre n de 0 avec
croissance stricte suivant les lignes et les colonnes.

Un recul d'un tableau standard 0 est un entier i £ [n- 1] tel que i + 1
apparaisse a gauche ou au dessus de i dans Q.

Si T est un tableau semi-standard et 0 Ie tableau standard assocle, on
voit aisement que la suite decroissante des elements de T est compatible
avec 1'ensemble recO des reculs de 6. On a meme Ie resultat suivant
{cf. [4]).

PROPOSITION 2. - II y a une bijection entre I'ensemble des tableaux
semi-standard T de forme fJ. /X et I'ensemble des couples (0, 5) constitues
d'un tableau standard de forme p, j\ et d'une suite compatible avec recO.
De plus, les poids de T et de s sont egaux.

Le couple (6, ^) associe au tableau semi-standard de 1'exemple prece-
dent est :

6 8
459

3

1 27

0 s= 865332211;

on a indique en gras les reciils de G ainsi que les elements de s dont 1'indlce
est un recul de G.

La fonction de Schur S^/^X) est la somme des poids de tous les
tableaux semi-standard de forme p, /\. C'est une fonction symetrique. La
proposition pr^cedente peut done etre recrite comme suit.
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PROPOSITION 3. - La fonction de Schur vaut :

^(X)=E E -(^
e s±iecQ

la somme etant etendue aux tableaux standard Q de forme f^/X.

A peirtir de cette proposition, on peut faire Ie lien entre fonction de
Schur et g-denombrement des tableaux standard par somme de leurs reculs
(1'indlce majeur inverse, cf. [4, 7]).

Le cas qui nous interessera specialement est celui ou la forme ^/A est
un ruban connexe (c/. [1]), c'est a dire que tout point de la forme ^/X
a un predecesseur situe a gauche ou au dessus et un successeur a drolte
ou au dessous, sauf deux points, 1'origine qui n'a pas de predecesseur et
1 extremite qui n'a pas de successeur. Un tableau standard dont la form.e
est un ruban connexe peut etre vu coinme la permutation obtenue en lisEint
Ie tableau ligne apres ligne ; la forme de la permutation est alors identifiee
au ruban et les reculs du tableau sont ceux de la perinutation.

Un cas particuller est celui ou Ie ruban est une partition contenant une
seule part. La fonction de Schur est alors la fonction elementaire complete
SnW.

PROPOSITION 4. - Lorsque p et p' sont deux rubans, Ie produit des
fonctions de Schur Sp(X) et Sp'(X) se decompose en somme de deux
fonctions de Schur elles-memes associees a des rubans :

5, (.Y)^(X) - S,^W + S, ^{X\
ou p-^ p' et p [ p1 sont obtenus en pla^ant I'origine de p' respectivement a
droite et en dessous de I'extremite de p.

Cette decomposition se voit tres simplement en exELmindnt les tableaux
seini-staj-idard.

Par exemple,

5,, (X)5x (X)=5^, (X)+5,, (Z).
x x x x x

x x

Un corollaire de la proposition precedente pennet de developper
5i(Z)n.

PROPOSITION 5. - On a la formule :

s^xr = E E w(5)-
o' ®n s±rec <7

Nous en arrivons maintenajit aux permutations dans ^n. La forme
du tableau standard associe a un element de ^.n commence done par
un nombre impair de pas vertlcaux, c'est a dire que la premiere colonne
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du ruban est de longueur paire. Appelons A'n(X) la fonction symeirique
somme des poids des tableaux semi-standard dont la forme est un tel ruban
de longueur n. En somme,

JV"(-Y) = E E w(5)-
o- ^n sJ-rec a-

Par exemple,

J<4(X)=5, (A-)+5, (A-)+Sx(Ar).
XXX x x

x

x

x

Partant d'un ruban quelconque, il existe une et une seule fa^on d'en
enlever, b. partir de son origine, une bande horizontale de maniere a laisser
un ruban qui commence par un nombre Impair de pas verticaux. Par
exemple,

x x

x = x x J.
x x

x

x x
et

x x

XXX
= x

x

XXX

En tenant compte de la proposition precedente, cette remarque se
traduit par la proposition suivante, qu'on peut comparer a la formule
d'inclusion-excluslon donnant Ie nombre de derangements.

PROPOSITION 6. - La suite de fonctions symetriques J<n(A') est
donnee par la recurrence :

i : Ko{X)=l;

zz : 5i(X)"= ^ 5fc(JC)A^_, (A-), n>l.
0<fc<n

3. Les mots clrculaires primltifs

On consldere 1'ensemble des mots circulaires sur 1'ensemble des entiers
strictement positifs; on exige, de plus, que ces mots soient primitifs, c'est
a dire qu'ils ne sont pas obtenus comme concatenation de plusieurs copies
d'un mot plus court. On ecrira MCP en place de mot circulaire primitif.
La longueur d'un MCP est la longueur du mot, et Ie poids d'un MCP est
Ie produit des indeterminees de X dont les indices apparalssent dans Ie
MCP. A tOUt MCP C= CiC2 . . . Cn, on associe son mot de Lyndon, qui est
Ie plus grand (pour 1'ordre lexicographique) des mots obtenus en lls ant
toutes les permutations circulaires de c. On convient dans la suite que c
est ecrit de telle fa^on que son mot de Lyndon soit ciCs ... Cn.
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On peut ordonner totalement les MCP, d'abord par longueur croissante,
puis par ordre lexicographique de leur mot de Lyndon. On a, par exemple,

0 < 1 <2< ... <21 <31 < 32<41 <42<43< -.. <211 <221 < .. -.

On appelle parure d'ordre n et de type A une suite decroissante de
MCP, p= (cl, c2,..., c ), de longueurs respectives AI ̂ A'2 ^-.. >: Afc = A,
partition de 1'entier n. Le poids d'une parure est Ie produit des poids des
MCP qui la composent.

Exposons maintenant la construction de Gessel [6, 8]. Partons d'une
parure p= (cl, c2,..., cfc), ou les MCP soni ecrits comme mots de Lyndon.
A une des n positions que comporte cette parure, disons i qul apparait
dans Ie MCP cr (soit Ai +. . . + Ar_i <i <, \^+- . . + Ar), associons Ie mot
p(i') infini obtenu en lisant circulairement cr a partir de la ?-ieme lettre
de p. La parure definit alors un ordre total ^ sur ses n positions comme
suit : i -^j si p{i) est plus grand que p(j") pour 1'ordre lexicographique,
ou si p{i) = p(j) et i < j. Nous allons maintenant construire, a partir de
cet ordre, une permutation a de type A. Ses cycles sont (<71), (cr2),

cr\. etc. Si i est la fc-ienie(o- ), avec la notation cy clique cr\ -> <T^
position pour cet ordre, la position correspondante du cycle <7r porte un
k. En partlculler, puisque cr est un inot de Lyndon, Ie cycle <7r a son plus
petit element en premiere position.

On peut alors montrer que la suite decroissante des entiers qui figurent
dans p est compatible avec 1'ensemble descr des descentes de o-, d'ou Ie
theoreme qui suit.

PROPOSITION 7. - P- y a- une bijection entre I'ensemble des parures
de type \ et I'ensemble des couples {cr, s) constitues d'une permutation
(7 G ©n <^e ̂ 2/?e A e< dune suite s compatible avec descr. De plus, les poids
de p et de s sont egaux.

Cette construction est illustree par 1'exemple suivant. Soit

p=
123 45 67 8 9
312, 21, 21, 3,2

ou 1'on a indlque dajis la premiere ligne les indices i; cette parure est
constituee de cinq MCP; son type est \ = 32211.

Pour cette parure,

p(l)= 312312...

p(3)= 231231.. .
p(5)= 121212...

p( 7) =121212...
p(9)= 222222.. .

p(2)= 123123.. .
p(4)= 212121.. .

p(6)= 212121.. .
p(8)= 333333.. .
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L ordre sur les positions de p est done :

8^1^3^9-<4^6^2^5-<7.

En consequence, la decomposition de o- en produit de cycles est :

a = (273)(58)(69)(1)(4),
soit, en indiquant simultanement les descentes o- et les elements corres-
pondants de s en gras :

(7 =
'123456789'

,
172489356.

5= 332222111.

On remarque que la bijection inverse de celle decrite consiste simplement
a. remplacer, dans 1'ecriture en cycles de o-, 1'entier k par Ie k-'ieme element
de la suite s.

Si A est une partition de n, notons P\{X) la somme des poids de toutes
les parures de type A. D'apres la proposition 7 :

PA(-Y)=E E w(5)'
a s±des o-

oil la premiere somme est sur les permutations de type A. Un developpe-
ment analogue a celul mentlonne apres la proposition 3 permet de falre Ie
lien entre les fonctlons symetriques P\{X') et Ie g-denombrement des per-
mutations de type donne. L'evaluation de P\{X') peut se faire au moyen
de la formule d'enumeration de Polya (c/. [6, 8]).

Puisque les distributions des reculs et des descentes sur ©n sont
evidemments identiques, et compte tenu de la proposition 5, on peut
ecnre :

s^xr- E E ^)=EP^)'
o-gQn sJ.des o- A

la derniere somme etant etendue a toutes les partitions de n.
Le produit de deux fonctions P se fait simplement lorsque leurs types

n ont aucune part en commun, en prenant la reunion des types :

P311l(X)P422W=P432211lW.

La difficulte lorsque les types ont des parts en commun vient de 1'ordre
impose sur les MCP. Par exemple, il est clair que PI (^) = 5i(X); d'autre
part, une parure constituee de MCP tous de longueur 1 est en fait une
suite faiblement decroissante d'entiers. Par consequent, ?i*(JC) = Sk(X},
la fonction elementaire complete.
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Appelons maintenant Dn(-Y) la somme des P\(^X) dont Ie type ne
contient pas de parts egales a 1. En d'autres termes, les permutations
associees o- de la proposition 7 sont des derangements, soit :

DnW= E E w(5)-
0-g'Dn s-Ldes cr

Toute partition resulte, d'une maniere unique, de la reunion d'une parti-
tion sans parts egales a 1 et d'une partition dont toutes les parts sent egales
a, 1. Dans ce cas, les types n'ont pas de part en commun, ce qui, compte
tenu de la convention Do(-Y) == 1 nous donne la proposition sulvante.

PROPOSITION 8. - La suite de fonctions symetriques Dn^X) est
donnee par la recurrence :

z : I?o(.Y)=l;

n : S, {X)n= ^ 5,. (X)^_fc(. Y), n^l.
0<fc<n

4. Le resultat principal

Comme corollaire aux propositions 6 et 8, on a bien entendu :

PROPOSITION 9. - Les fonctions symetriques Kn{X) et Dn{X) sont
eg ales.

Partons de la definition de Dn(X) :

DnW - E E w(5)
o-££)n 3±des o-

= E E Eu'w
EC[n-l] o-eO^ s±E

= ^ <Euw-
£C[n-l] s±E

II en est de m.eme pour Kn(X). On a done :

(*) E (^-^m^)=o,
EC[n-l]

ou, pour slmplifler, on a pose :

W{E} == ̂  w(5).
s±E

Ecrivons les monomes de degre n en X par ordre decroissant des
indices des indeterminees, et ordonnons ces monomes ainsi ecrits par ordre
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lexicographique. Soit maintenant E = {ii. i^, - . . -u-} C [n - ij. Le plus
petit monome qui apparait dans W(E), appele son terme dominant, est :

xk+lxk
22-tl . . . 3- tk-lk-i^n-ik

correspondant a la suite s constante sauf pour les indices de E, ou la
decroissance est d'une unite. Par exemple, aux ensembles £; = 0, {1}, {2},
{1, 2} et {1, 3} correspondent les termes dominants respectifs :

11
n-1 2»n-2 n-2 et 2^. n-3

XyX^X^

En supposant les ensembles E ordonnes par tallle croissante puis par ordre
lexicographique de leurs elements lorsqu'ils ont meme taille, Ie lemme
suivant est done vrai.

LEMME 10. - L'application qui a E associe son terme dominant est
strzctement croissante.

L'identlte (*) implique done, par 1'argument triangulaire habituel, que
Ie coefficient de W{E) est nul pour tout E, ce qui est exactement Ie
theoreme 1.
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