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UNE EXTENSION D'UNE FORMULE DE

RAMANUJAN-BAILEY

PAR

JlANG ZENG

1. Introduction. - Dans une lettre de 1913, RAMANUJAN [Ra] a
donne la forniule suivante :
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+ ... au (n + 1)" terme ̂ ,

ou, comme dans Ie reste de 1'article, n ei, m designent des entiers positifs.
On notera que la serie du premier membre est infinie et que la somme

du second rnembre ne comprend que (n + 1) termes, comme 1'indique la
notation classlque "(n + l)leme terme."

La premiere demonstration de cette formule fut publiee par WATSON
[Wal] en 1929. Depuis lors, DARLING [Da], BAILEY [Bal], HODGKINSON
[Ho], WHIPPLE [Wi] et BAILEY [Ba2] ont donne a leur tour de nouvelles
demonstrations et generalisations. On pourra se reporter aux livres de
BAILEY [Ba3], HARDY [Ha] et SLATER [Sl] pour une description plus
detaillee de 1 historique des travaux inspires par cette formule. Notons
enfin que WATSON [Wa2] a meme donne une application interessante a
1'etude des constantes de Lebesgue et Landau.

La derniere generalisation due a BAILEY (c/. [Ba2], [Ba3], [Ha], [S]) de
la formule (1) s'ecrit :
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ou suivant la notation de HARDY [Ha], seuls les premiers (n + 1) (resp.
(m + 1)) termes des deux series sont retenus.

Lorsque a- = y == 1/2, ?; = 1, cette formule se reduit a 1'identite :

T(m+3/2)12 f 1 , fl\2 1 ^1. 3^ 1
F(m+l) J lm +1 ^2^ m+2 V2~4^ mT3

au (n + l)ieme terme ;>

1F(n+3/2)12
F(n+l) J ln +1 ^2^ n + 2 

+ ^2~4j nTs
1 ^1-3 +

au (m + l)leme terme ^,

qui donne Ie theoreme de RAMANUJAN lorsque m tend vers +00.
L objet de la presente Note est de donner et de demontrer une extension

naturelle de la formule (2), a savoir :

r{x+z+m)F(y+z+m)
-4-T3F(, z+m)T(x+y + z+mY

T(x+z+ n)F{y + z + n)
r{z+n)F(x+y+z+n)^3

-n, x, y, v+m ^
. v, x+y+z+m,l-n-z'

-m, a-, t/, y+n
, v, x+y+z+n,l -m - z

Elle est comme la formule (2) a la fois symetrique en n, met en a;, y; elle
contient un parametre z supplementaire, d'ou 1'apparition de la serie 4^3,
au lieu de sF^.

Cette formule se reduit evidemment a 1'identite (2) de Bailey lorsque
z = 1. De plus, elle contient comme autre cas particulier 1'identite de
SHEPPARD [Sh] :

(4) F(x+z+ m)F(y +z+in)
3^2 (

;

-n, x,y >
m, l -n - zF{z + m)F{x +y+z+m)s^\x+y+z+m,

^x+\tn ^y+z+n^F^( -m'a;'y ^
x+y+z+n,!-m-zr(z+n)r(x+y+z+nfF 2^.

Pour obtenir (4) il suiEt dans (3) de faire tendre v vers +00. A son tour,
(4) se reduit a 1'identite de Pfaff-Saalschutz, lorsque m = 0.

Nous presentons id deux demonstrations de (3). La premiere fait appel a
une transformation de series due a WHIPPLE ; la deuxieme est une methode
originale de nature combinatoire, qui inspira, en fait, 1'extension (3). Nous
donnons enfin Ie ̂ -analogue de (3) en appliquant par deux fois la g-formule
de Whipple.
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2. La deinonstration analytlque. - Notons (a)n les factorielles
montantes :

(a)o=l, (a),, =a(a+l)... (a+n-l) (n > 1).

La formule de Whipple (c/. [Ba3, p. 56]) s'ecrit, :

'-n, a, b, c^
(5) 4F3l 'd. e[7^1)

(e - a)n(/- a)n
(e)n(/)n

-n, a, d - b, d- c
-4^3

-n, C(, c( - &, ci - c

. d, l - e+a-n, l - f +a- n

oud+e+f=a+b+c-n+1.
Dans (5), si 1'on pose a=x, b=y, c=v+m, d=v, e=:x+y+z+m

et f =l-n- z, on obtient :

p( -n, x, y, v+m ^
. v^x+y+z+m^l-n- z'

(y+z+m)n(^--n-z-x')n ^( -n, x, v-y, -m
(^x +y + z+ m)n(l -n- z)n ^-v, l-y - z -m-n, x + zf

Appliquant de nouveau (5) au second membre de (6) et posant n = m,
a=x, b=v- y, c= -n, d=v, e=l-y-z-m-netf=x+z^
1 identite (6) devient alors :

(7) 4^3
. v,x

-n, a;, y, v + rn

+y + z +m,
+m -,
, 1-n - z ^ (a-

(y + z + m)n(l -n- z - x)n
+y +z +m)n(l -n- z)n

{1-x-y-z-m- n)m(z)m ^ / -m, x, y, v+n
^l_n_^'^-"-^(

, ' ' \v,x{1-y-z-m- n)m{x + z),

Si 1'on multiplie (7) par

(1-y-z-m- n)m(a- + -2)

+y + z +m,

(1-x-y-z-m- n)m(2')m

et cxprime les factorielles montantes comme des fonctions gamma, on
trouve bien 1'identite (3).

3. Le modele symetrique. - Nous avons deja demontre dans [Ze]
qu il y a un modele symetrique pour 1 identite de Sheppard, c est en fait
dans la recherche d un modele symetrique pour 1 identite de Bailey que
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1 extension (3) a ete decouverte. Chassons les denominateurs dans (3), on
est conduit a 1'identite polynomiale :

(8) (3-+^)m(y+^)m(y)m

x
n

x^ ( ̂ )(x)k(y)k{v+m)k{v+k)n-k(x+y+z+m+k)n_k{z~)n_k
k^o

= {X + z)n(y + z)n{v)n
m

XY1 ( i. )<<X^Wk[v+n)k(v+k)^k(x+y+z+n+k)^k{^_k.
fc^o

Pour decrire notre modele combinatoire pour (8), introduisons d'abord
quelques notions de base. Soient A et B deux ensembles disjoints de
cardinal n et m respectivement. Soit E un sous-ensemble de A + B. Etant
donnee une injection cr de £; dans A + B, un element a de E est dit
homogene si a   A (resp. B) entaine cr(a) G A (resp. B). Une injection
tricolore de E dans A + -B est definie comme etant un couple (cr, /o-), ou
o- est une injection de E dans A+ B et f^ une application de 1'ensemble
des cycles de a dans {1, 2, 3}. Par commodite, pour chaque cycle c de o-,
on appelle fa (c) la couleur de c. Lorsque o- est une permutation de E, Ie

couple (cr, /^) se reduit a une permutation tricolore de E. Notons enfin
cyci(<75/(T) Ie nombre de cycles de (or, /<r) de couleur z {i = 1, 2, 3).

Considerons maintenant 1'ensemble T[A, B;1, 2, 3] de tous les triplets
((/?, (o-, ^), (r, gT)), ou y est une permutation de A + -B, et ou (cr, /^)) et
(T, gr) sont deux permutations tricolores de A + B ayant les proprietes
suivantes :

(i) tous les cycles de (o-, /^) (resp. (r, fir^)) de couleur 1 sent entiere-
ment contenus dans A (resp. B);

(ii) tous les cycles de (<7, /^) (resp. (r^r)) de couleur 3 sont entiere-
ment contenus dans B (resp. A);

(in) tous les cycles de (<7, /o. ) (resp. (r, ^,. )) de couleur 2 sont entie-
rement contenus dans 1'ensemble des elements homogenes de y (resp. A
ouB).

D'apres la definition ci-dessus, chaque element de T[A, B; 1, 2, 3] est en
meme temps un element de T[B, A; 3, 2, 1] et vice versa. D'ou

T[A, B;1, 2, 3]=T[5, A;3, 2, 1].

De fagon equivalente, si 1'on munit chaque triplet (y, (<7, ,,7), (r^r)) de
T[A, B; 1, 2, 3] de la fonction-poids:

(9) W((^, ((7, /<r), (T, ^))) =vcycvxcy^('T'fv)zcyc^'TJa)ycyc^'^
^cyc^(r, gr) ̂ cyc^T, gr) cycs(r, gr)
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alors Ie polynome generateur F(A, B;x, y, z, v) de T[A, B;1, 2, 3] par la
fonction-poids ci-dessus est symetrique en (A, a-) et (B, y), a savoir

(10) F(A, B; a;, y, 2-, v) = F(B, A; y, x, z, v).

Nous evaluons dans [Ze2] la fonction generatrice ci-dessus par un
processus bijectif et obtenons 1'identite suivante :

(11) F(A, B; x, y, z, y) = (a- + z)^{y + z}m{v)m
n

x^[k) (-x)k^k^v + m)Jl-(v + k)n-k{x +y+Z+m+ k)n_k(z)n-k.
fe=0

D'apr^s (11), la formule (4) exprime simplement que F[A, B; x, y, z, u] est
symetrique en (A, a-) et (B, y). Ceci est deja etabli dans (10).

4. Le g-analogue. - En utilisant Ie g-analogue de la transformation
(5) de Whipple, la formule (3) peut se g-generaliser. Introduisons d'abord
la g-factorielle montante :

(<. ;^=nd-«,"), (°;o-^
n=0

'00

'00

et la fonction hypergeometrique basique (c/. [Ba3]) :

^jai,..., a, ^ j ^Y-(ai;$)n---(ar;?). -r"
r"sl^,.., ^;9'a;J=^(A, ;^... ^;,);(,^-

Le g-analogue de la transformation de Whipple (c/. [Jo-St]) s'ecrit :
. ^b, ql-n/f, q- ^

(12) ^[c^/d^n/eq-q\
= fc\n^/d'lUf/^q)n " ^/a, c/b, ql-n/f, q-n

^b} V^n(e^~w [ c, q^-d/f, q^e/f ; 9' gJ'

ou cf = adbe.

De fagon analogue, en appliquant deux fois la formule (12), on obtient

^nxyz;q)^;q)m ^ f q-m, x, y, vqn
(^"^;?)m(^;9)m4vt'3 1-t;, g»a-^, gi-A' 9' ̂  '

{qmxyz;q)n{z;q)n ^ f q-n, x, y, vqm
(9m^;g)n(y^9)n4"3^, 9m.c^, gl-nA;9'9J
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Introduisons maintenant, suivant JACKSON [Ja], Ie g-analogue de la fonc-
tion F :

r'(a)=(^£(l-'r"- a6c^z-
Dans (13), si 1'on remplace x, y, z, et v par qx, qV, qz et qv respectivement,
et de plus, si 1'on exprime les g-factorielles montantes en ̂ -analogue de la
fonction F, on obtient un veritable g-analogue de (3), a savoir :

rq(x+z+m)Tg(y+z+m) 
^ ^ q-n , qx , qV, qv+m

Fg(x +y+z+ m)r, (^+m)4v"3 Ig1', gr+s/+^+m^ ql-n-z 
^' 9J '

r^x+z+n)Tg(y+z+n) 
^ [ q~m, qx , qy , qv+n

Tg(x +y+ z+n}Fg(z+n)4v3 [q^q^+v+^+n^ qi-m-. ̂ ' <?J .

Jiang ZENG,
Departement de mathematique,
Universite Louis-Pasteur,
7, rue Rene-Descartes,
F-67084 Strasbourg, France.

118


