Publ. .LR.M.A. Strasbourg, 1988, 358/S-18
Actes 16° Séminaire Lotharingien, p. 127-134

(CO)-HOMOLOGIE VON GRAPHEN UND INVARIANTEN
VON

ULricH OBERST

Einleitung: Dieser Vortrag entstand aus einer zweistiindigen Vorlesung iiber Graphen-
theorie fiir Studenten mit Standardkenntnissen aus Algebra. Es ist seit Poincaré
(Stichwort: Analysis situs) bekannt, daB Graphentheorie auch als 1- oder maximal
2-dimensionaler Sonderfall der kombinatorischen (heute: algebraischen) Topélogic
aufgefallit werden kann. Unter diesem Gesichtspunkt war die Methode meiner Vorlesung
die Verwendung von elementarer homologischer Algebra und von heliehigen Koeffizien-
tengruppen in der (Co-)-homologie. In diesem Vortrag filhre ich, meines Wissens neue,
homologische Invarianten eines Graphen ein, namlich die invarianten Faktoren der
endlichen Gruppe Z[Kanten von G}/(BI(G)HII(G)), und leite einige ihrer Eigenschaften

her. Die Methode der Vorlesung zeige ich weiter anhand der Kontraktion und der

Mayer-Vietoris-Folge. Meine (liickenhaften) Kenntnissc iiber Graphen verdanke ich vor
allem den Biichern [4], [l], [2}. [7:‘. Die Resultate (34) (f. sind in der angege-

benen Form neu, soweit ich weiB.

Bezeichnungen und Identifikationen: Seien Z der Ring der ganzen Zahlen und A eine be-

liebige abelsche Gruppe. Ist I eine, in diesem Vortrag immer endliche, Indexmenge,
so betrachte ich die Elemente a=(a(i);i€l) von AI auch als I[#l-Spaltenmatrizen. Dic
Standardbasis von ZI ist i:=$;:=(0...010...0??1 an i-ter Stelle,i€l; die Basisdar-
stellung von neZI beziiglich dieser Basis ist n=21n(i)i. Ist J eine weitere endliche
Indexmenge, so identifiziere ich die Homomorphismen (=Z-linecaren Abbildungen) von

J

Z” nach ZI mit den IXJ-Matrizen mit Koeffizienten in Z, genauer
(1) tiom (27,2121 e2(8(1, §) s 1e1, je)
(2) f(J})=ZiJ;f(i,j)=f(—,j)=j—te Spalte von f
(3) f(x)=f-x (Matrizenmultiplikation), XQZJ.
Weiter identifiziere ich
(4) AI=ZI®I\=HomZ(ZI.A)

a=(a(1);ieD)=2, §@ a(i)=(Spraciy, se1).
Ist f=(f(i,j);ieI,j&J):Z4—QZI ein Homomorphismus, so induziert das Tensorprodukt
(-)®@A mit A den Homomorphismus

(5) £,:=@a:n-2V@ a1z @, xi0 £ x,

wobei fx die Multiplikation der Matrix f mit Koeffizienten in Z und der A-wertigen
Spalte x ist. Ebenso induziert der Funktor flom(-,A) den Homomorphismus

J I

(6) £3:=Hom(£,A):A <tom(z!, )= =tom(Z?,A) , yimr ™y
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wobei ET die transponierte Matrix ist. Mit der Identifikation (1) gill

” . . * . ..
(1) £xi=timre 2™ e (5,10 m6(1, 9).

Schlieflich betrachte ich noch die Bilinearform

(8) c—,—):ZIXAI—aA,(n,a)=nT’a=2in(i)a(i),

die fiir A=7 symmetrisch, nicht ausgeartet und bekannt Lich positiv delinit ist. Ist
J L . 2 ; I .
£:273Z" ein llomomorphismus, so gilt die iibliche Adjunktionsbezichung

<£(n),a)=¢n, £5(a)) nez’ aerl.
Fir eine Untergruppe B&ZI ist
L I . . ; I
(9) B :={a€A ;¢n,ap=0 fiir alle néBl die Orthogonalgruppe in A~ zu B.

Ketten und Wege eines Graphen: Sei G=(V,K) ein endlicher Graph. Dieser besteht

(vergl. LA], S.1) aus der endlichen Menge V von Feken (Vertices), derjenigen K der
Kanten und zwei Abbildungen Dom(ain), Cod(omain): K=>V. Fir keK heiBt v:=Dom(k)

bzw. w=Cod(k) die Anfangs- bzw. Endecke von k. Man schreibt k:v—>w. Jn der Literatur
heiflt ein Graph auch Kantenkomplex (siche LGJ, S. 162), Diagrammschema (Grothendicck

1957) oder bei Graphentheoretikern meistens Digraph (directed graph) (siehe [Z],
S. 125). Die freie Gruppe CO(C):=7,V mit ihren Flementen

n=2vtvn(v)5;=2vn(V)V,V=&S;&V'

heifit Gruppe der ganzzahligen O-Ketten von G. Ist A abelsch, so ist
(10) C_(G,A):=2'®@ A=a"5a=2{v®a(v);veV §

die Gruppe der O-Ketten mit Werten in A. Ebenso erhdlt man die Gruppen der 1-Ketten

€,(6):=2'5 ¢, &, c(k)=Phe (k) und €[ (C,A):=2*@n=nS c=(c (k) skeK)=F k@c(k) .

Eine 1-Kette ceCl(G,A) wird auch als Kantenbewertung oder FluB mit Werten in A be-

zeichnet. Durch Anwendung von Hom(-,A) statt (-)®A erhidlt man die Gruppen
CO(G,A):=Hom(Zv,A)=Av der O-Coketten oder Potentiale mit Werten in A und der 1-Co-
ketten Cl(C,A):=H0m(ZK,A)=AK. Es ist zwar Ci(C,A)=C1(G,A) in diesem Sonderfall der

algebraischen Topologie, die Unterscheidung zwischen Ketten und Coketten ist der

Systematik wegen trotzdem sinnvoll.

Ist'k:v—=wv eine Kante, so wird —ke—KszK als kiinstliche neue Kante zu k in der umge-
kehrten Richtung betrachtet. Man definiert Dom(-k):=Cod(k)=w und Cod(-k):=Dom(k)=v
und schreibt auch -k:w—v. In der llomotopie- (statt: lHomologie-)-theorie wird
meistens k_1 statt -k geschrieben (vergl. [6], S. 162). Ein Kantenweg wyist ein
r-Tupel, r20,

(11w =(vo )X 1y .. K

v(r))

von Ecken v(i) und Kanten k(i)eKW-K) mit Cod(k(i))=Dom(k(i+l)),i=1,...,r-1. Man
schreibt wieder W :v(0)—=3v(r). Der Weg «w heillt geschlossen, falls v(0)=v(r) ist.

Sind die v(i) paarweise verschieden, so nennt man W) einen Kantenbogen. Schlielilich
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HOMOLOGIE VON GRAPHEN
heiflt WO ein Kreis (Circuit), falls rel, wW geschlossen und die v(0),; svi,v(F=1)

paarweise verschieden sind und falls, im Fall r=2,k(l)+k(2)*0 gilt. Auf V ist die Zu-

sammenhangsrelation "vew: Es gibt einen Kantenweg (3yvon v nach w'" eine Aquivalenz-

relation. Ihre Kquivalenzklassen heiBlen bekanntlich Komponenten von G. Dje Menge

(lZ)?T;(G)::VAu heiflit O-te llomotopiemenge
von G. Fir einen ohne Einschrinkung zusammenhiingenden Graphen wird auch die im allge-
meinen nicht kommutative Fundamentalgruppe'ﬂ&(C) betrachtet (vergleiche[:6], S. 162

ff). Im allgemeinen genigt die kommutative erste llomologiegruppe HJ(G) (siehe unten).

Homologie und Cohomologie: Sei weiter G=(V,K) ein endlicher Graph. Als orientierten

Rand einer Kante keK bezeichnet man die O-Kette
(13) D(k):=Dom(k)—Cod(k)(-,V—V&ZV=CO(G).

Um diesen Rand sinnvoll definieren zu kénnen, braucht man also dice Algebraisierung,

d.h. den Ubergang VP9ZV. Diese Abbildung wird eindeutig Z-linear fortgesetzt zum

Randoperator
(14) 9:2"<¢, (6)»2"c_(6) ke (1),9(0) (De () skivar G-I () ks 290} cezk

Als VxK-Matrix in ZVKK nach der Identifikation (1) heiBt a die lnzidenzmatrix von @

und hat die Gestalt

(v,k)=1, falls v=Dom(k )$Cod (k)
(15) Q(v,k)=-1, falls v=Cod (k)¢Dom(k)

@(v,k)=0 sonst.
Abgeleitet von;) erhdlt man die zerfallende exakte Folge von endlich erzeugten freien
Gruppen )
(16) 0->ern@)ez¥ 22" kay Fo6),,
Dabei ist kan auf der Basis V von Zv gegeben durch kan(v):[&]:: die v enthaltende
Komponente € ﬂ;(C). Die Exaktheit an der Stelle Zv ist leicht, aber nicht trivial.
Man nennt
(17) H (G):=kern@) bzw. Ho(c):=zlu"’(c)

die erste bzw. nullte Homologiegruppe von G. Die Elemente von “l(G) heiflen 1-Zyklen.
Ist\&)=(v(0)5££2... (r v(r)) ein geschlossener Weg, so ist [u)]::k(1)+...+k(r) ein
1-Zyklus. Die Dimension

(18) bi(c):=[ui(c):z_'],bo(c)=#(To(c)),i_=o,1,

heifit i-te Bettizahl von G. Fir bl(C) sind auch die Namen Zusammenhangszahl (nach

L&], S. 53) und zyklomatische Zahl gebrduchlich. Die freie Gruppe

(19) BO(G) :=Bij 1(1@)=Slmltengruppe von DE ZVxK

mit ihrer Dimension Rang(G):=Rang(a)=[Bo(G):Z:]heiBt Ranggruppe oder Gruppe der
O-Rédnder von G. Die Euler-Charakteristik der exakten Folge (16) liefert die Gleich-

ung
(20) bI(G)~#(K)+ﬂ(V)—hO(G)=O, also Rang(G):#(K)—hJ(G)=#(V)—bo(C);O,
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welche viele der iiblichen graphentheoretischen Rechnungen enthilt. Aus (16) wird

durch Tensorierung (-)@A mit der abelschen Gruppe A und der Identifikation (4) die
zerfallende exakte Folge

kan Tl(C)

Kk 94
(21) 031 (G, 4):=11, (6)XD A=Kern(d )< BtV = H1(G,4)0

wobexa die Matrizenmultiplikation mitaéii s ist und durch (14) fir ce/\K gegeben

ist. D1e Gruppen H, (G A) heiBen Homologiegruppen, die Elemente von I (G A) 1-Zyklen
mit Werten in A. Dlese 1-Zyklen heiBen auch Stréme, weil nach (14) ein FluB céAK

genau dann ein Zykel ist, wenn er quellenfrei ist (Kirchhoff, Maxwell). Anwendung
von Hom(-A) auf (16) liefert die ebenfalls zerfallende exakte Folge

o Lk
(22) O%Hom(H, (G),n)€Re5 KA s 4—61-—/\1“6)

y X
Dabei ist der Corandoperatorax die Matrizenmultiplikation mit DlezK V’ und es gilt

(23)9 ;:(a)(k)=a(Dom(k))-a(Cod(k)),keK,aeAv.
Weiter ist
(24) kanX(’a')(V)=3([vJ),vev,[vJeTI;(C) a(—f\m’(c),

(25) Res(c)=c]il, (C),cen¥Hom(Z",a).

Auch hat die Gruppe
(26) BI(C,A):=Bi1d(<)X)=Kern(Res)

der A-wertigen 1-Corédnder oder Biischelformen (siehe [A:L S. 128) einc groBe Bedeut-

ung. Wegen (23) nennt man die 1-Corinder auch Spannungen oder Potentialdifferenzen
(Kirchhoff 43Y#) (vergl. [1], S. 144), sofern man a(v),veV, als Potential im Punkt v

betrachtet. Die leicht zu beweisende Exaktheit von (22) bedeutet anders die

(27) Folgerung (i) (Exaktheit bei A ) Die Spannungz) (a) aeAV, ist genau dann Null,

wenn a auf den Komponenten von G konstant ist. (ii) (be1 A ) H (G) B (G,A). Hier

bezieht sich L auf die Bilinearform {-,-2: 7KXAK—>A von (8).B

Schnitte und Invarianten: Fiir A=Z erhilt man B (G):=B (G,Z2) und
9T=3*=D*:ZY—DZK,D*(V=S-)=21k'v=Dom(kll—Z{k'v=Cod(k)}

Sind allgemeiner W&V eine Teilmenge undé; Q{O 1} <Z ihre charakterlstlsche Funktion,

so ist

(28) 9 #(S )=k ; ket ()} -3 {k;kek™ (W)}mit K*(W) : =] kek; Dom(l)ew Cod (ke :=vsw }

und K—(W):=K+(W'). Die Mengen K(W)'=K+(W) C/K_(W) heiBen Schnitte von G und Schnitt-
mengen, falls zusdtzlich W und w zusammenhidngend sind (vergl. LZJ S. 13, 82, [83

S. 41). Aus diesem Grund wird B (G) auch sinnvoll als Schnittgruppe bezeichnet. Aus
(27) erhdlt man die

A
(29) Folgerung und Definition (Invarianten): Es ist H (G) —Bl(G)SZK beziiglich des

p051t1v deflnlerten Standardskalarproduktes -, —> auf ZK Insbesondere sind daher
B (G)+H (G)=B (GXE)H (G) eine direkte Summe und Z /B (G)+H1(K) eine endliche Gruppe.

Die 1nvar1anten Faktoren
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IIOMOLOGIE VON GRAPHEN
do(D=d(D)[d()] ... |d(r),1€d(1),i=1, ;

dieser endlichen Gruppe sind Invarianten von G unter Isomorphie und werden im folgen-

den als "die Invarianten" von G bezeichnet. &

Die Berechnung und Bedeutung der Invarianten wird unten behandelt. Aus der Exakt-

heit und Zerfdllung von (22) folgt noch

30) BY(c,a)=81(c)@a.

Spannende Biume und Fundamentalbasen: Ist G=(V,K)= C \JG die disjunkte Verelnlgung

von Untergraphen, so gilt H (G) H (G )GDH (G ) usw. Daher mache ich im folgenden
ohne Einschradnkung die

(31) Annahme: G=(V, K) sei zusammenhdngend, d.h. b (G) #(ﬂV(G)) I und (V,L) sei ein
spannender Baum von G.

Die Menge L sei also eine Teilmenge von K derart, daB b (V L)=1 und b (V L)=0 gilt.
Nach (20), angewandt auf (V,K) und (V,L), ist damit glelchwertlg, daB (V L) zu-
sammenhdngend ist und #(L)= #(K)-b (V K) gilt. DaB (V,L) tatsichlich ein Baum, d.h.
ein zusammenhingender Graph ohne Krelse, ist und iiberhaupt die ganze grundlegende
Theorie der (spannenden) Biume, Wdlder, Kreise, Cokreise, des Zusammenhangs mit der
Matroidtheorie u.id. folgt besonders einfach aus der oben dargestellten Homologie
mit ganzzahligen Koeffizienten. Fiir jede "Baumkante" lel hat (V,L\{J}) genau zwei
Komponenten, V(1)$V sei die Dom(1l) enthaltende. Sei dann nach (28)

(32) ey (1 )=2{kik K@} -Ykik K (1)}en!(0), teL, mic
K*(1):=K" (V(1))={ keK; Dom(k)eV(1),Cod ()§V(1)} wnd K™(1):=K~(V(1))=k* (V(1)").

Fir jede "Cobaumkante" k&KvL bezeichne (k(1),...,k(m(k))),k(i)LV(-L), den ein-
deutigen Kantenbogen in (V,L) von Cod(k) nach Dom(k). Dann ist

(33) z(k):=k+k(l)+...+k(m(k))&Hl(G),keK\L.
Offenbar gilt fiir 1eL bzw. keK:L
x(1)=125Y) 2 o=e(zh).
Daraus und aus der Orthogonalitit Bl(G)LHI(C) von (29) folgt der

(34) Satz: Voraussetzungen und Bezeichnungen wie oben. Ist A eine abelsche Gruppe,

so gilt |
(i) A%Bl(6, mH@aF L)@ r@ 2 L@
a=2{c(1® a(1); 16 L) +3{k @<z (k) , ) s kekaL }
(i1) A=l (6, X1t (O)@ADZ @
a=2{2()@a(k) ;kersL}+3{1 @4 (1), 9y ;1L ]
Dabei ist {-,-> das "Skalarprodukt von (8).H

Fir A=reelle oder komplexe Zahlen ist dieser Satz seit Kirchhoff 1847 bekannt. Fr
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impliziert insbesondere die

(35) Folgerung (Fundamentalbasen): Die c(l),1€L, bzw. die z(k),keKNL, sind Z-Basen
L

von BI(G) bzw. Hl(G).l Weiter gilt nicht nur Hl(G) =BI(C,A) nach (27), sondern

auch

(36) Folpsrungs B1(G5l;H1(G,A). g

Berechnung und Bedeutung der Invarianten: Weiter gelte die Annahme (31). Es seien

(37) d(1)}d(2)] ... ld(r),1kd(i),i=1,...,r,

die Invarianten von G nach (29). Iéh ordne K strikt an, und zwar so, daB 1<k fiir

leL,keKNL gilt, und betrachte die Matrizen
(38) cezb,c(-,1):2c(1),262* L) 20 1y imaci),

deren Spalten gerade die Fundamentalbasen von (35) sind, und dann auch die Matrix
(CZ)eZK‘K. Offenbar sind BI(C) bzw. HI(G) bzw. B](C)+HI(G) gerade die Spaltengruppen
von C bzw. Z bzw. (CZ). Daraus und aus (34) folgt

(39) Satz: (Berechnung): Voraussetzungen und Bezeichnungen wie oben. Die InvarianLen
d(i) von G sind die von 1 verschiedenen Elementarteiler der Matrizen (CZ) (das ist

klar), aber auch von

(40) €Te=(c(1(1)),c(1(2) 5 1(1), L(2)eL) und
(41) Z12=(K2(k(1)),2(k(2))>:k(1),k(2)€KsL).
Insbesondere gilt

(42) det(CZ)=tdet(C'C)=+det(27Z).

Man berechnet die Invarianten d(i) nach (40) bzw. nach (41), je nachdem L weniger

oder mehr als die Hdlfte der Kanten von K enthilt (#(L)=#(K)—bl(G), s.o). B
Aus (34) folgt weiter
(43) Satz (Bedeutung) Voraussetzungen wie oben. Fiir abelsches A gilt
1,., ~ cd(i)az
(44) B(C,mn (6,0 faersd(i)a=0 }
1 ~
(45) Azl G, M)+t (G,

Die Isomorphismen (44) und (45) sind aus C und Z explizit zu bestimmen. M

rA/d(i)A.

(46) Folgerung: (i) Es gilt

1) a%=8'(6, @1 (6,n)

genau dann, wenn fiir jeden Primfaktor p von d(r) die Abbildung A-*A,a+spa, bijektiv
ist. (ii) Dies gilt insbesondere, falls A ein @-Vektorraum oder, spezieller, ein
Korper der Charakteristik Null ist. (iii) Ist A=Z/Zn,n>0, zyklisch, so gilt (47)

genau dann, wenn n und d(r) teilerfremd sind. §

In den meisten Biichern iiber Graphentheorie wird (47) bewiesen nach Kirchhoff (1847),
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HOMOLOGIE VON GRAPHEN
falls A der Kérper der reellen Zahlen ist. In diesem Fall ist der Beweis sehr einfach,
denn dann ist B (G,A) der Spaltenraum von d éZva i Hl(G,A) der Losungsraum von
aﬁzvxK K und die orthogonale Zerlegung
AK=Bild(9T)® Kern(a) ist einfache euklididsche Geometrie.
(48) Folgerung: Ist A=Z/Zn,n20, zyklisch, so gilt
Bl(c,A)nnl(G,A)':'AK/BI(G,A)ml(G,;-x)l-'lli'=l _Z/Z ggTld(i),n).

(49) Beispiel: Wir betrachten die Graphen

5\
i 7 -
| = :
G2 afp _=F2 T4 &,
== >
i I S ———
-

mit den verdoppelt hervorgehobenen Baumkanten.

Berechnung fiir G : Es ist L—I__g} K\L-l& 5} Man berechnet die Invarianten nach
(41). Es ist 2(4) =4-2+3, 2z(5)= ;g

1, also
Berechnung £iir G): Es ist L={1,2,4, KsL(3, 5} 2(3)=3-2,
2(5)=5-2+1+4, also

T, [2 1 10
z Z=(1 4)“‘(0 7) , d.h.

G2 hat 7 als einzige Invariante. Fiir A= Z :=2/22 folgt nach (46) und (48)

Gl hat 8 als einzige Invarlante.

B! (6),2,)NH, (G, ,Z,)= Z, /84 295 aberz2 Z =Bl (6,,2,)@H 1(65.2,).

Die neuen Invarianten unterscheiden C und CZ' die andererseits in #(V):&,#(K)=5,

b =1,b ~2 iibereinstimmen.

Allgemein wie in dem obigen Beispiel gilt, daB <z(k),z(k)) k€K L, die Anzahl der
in (k) vorkommenden Kanten ist. Analoges gilt fir c(1) und die gemischten Produkte
<z(k),z(k' )) <c(1),c(1')). Eine weitergehende geometrische Deutung der ganzen

Matrizen C C und ZTZ und ihrer Invarianten ist mir augenblicklich nicht bekannt. B8

Andere Beispiele, in denen elementare homologische Algebra grundsitzliche Ergebnisse
liber Graphen impliziert, sind folgende.

(50) Zusammenziehung (Kontraktion) (vergleiche [6] S. 169 unten, [8] Ch.2): Seien
G=(V,K) ein Graph und K=SWUT disjunkte Vereinigung von Teilmengen. Das kommutative

exakte Diagramm

S
0.z K prog Ty,
dumd I
0-42 = Z —> 0—0
und das Schlangenlemma (siehe [SJ, S. 50) liefern die exakte Folge
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oS kan
(51) o—anl(V,S)cHl(V,K)"—rﬂﬂzl G”;z%(v’s) ,zm’(c)—»o

wobei der verbindende Homomorphismus Sgegeben ist durch

(52) $(t)=[Dom(£)] - [Cod(t)] , teT,

[v]: die v enthaltende Komponente von (V,S).
Man erhdlt den neuen Graphen

(53) GuT:=(T7 (V,8),T) (vergl. [7], S. 32) mit Dom, . (£)= [Dom (£ )] L Cod, (p(£)=[Cod(t)] .
Dann iStDGxT:Sin (51). Die Exaktheit von (51) impliziert die Isomorphismen

proj, 4 :H, (G)/H, (V,8)ZH, (GaT) kan, M (G¥D)ZT (G),

insbesondere bo(GxT)=bo(G). Dies ist eine bedeutende Verschidrfung von Th. II. 5 in
rl

(54) Mayer-Vietoris-Folge (nach L. Vietoris, 1891-, Prof. em. in Innsbruck): Sei
G=(V,K)=C1UG2 Vereinigung der Untergraphen Gi=(Vi,Ki),i=1,2, also V=V1UV2,K=K1UK2.

Auch GI{]G =(Van I(l(]K ) ist ein Untergraph. Das kommutative exakte Diagramm

K.NK K,
0—-}2 . z-ﬁl‘ll'—-h)z xz 2t 7K 50
Yooy L v, 6
i ot 2
027 —372'90

und wieder das Schlangenlemma induzieren die exakte Folge

(55) 0-H,(G,nG,) E2=20Dy (6 )i (Gt (c)—‘ia

S ’(]’(G ﬂG )Y(inj,- 1n:.!)7’(C ) T(G ___’_’ 0(0)90

wobei Sfur c Z{C(kl)k &el’# Z_{c(k)k ké‘;?!((%}néeg);eben ist durch
1 s
S(c):Zc(kl)(EDom(kl)] -kod(kl)])éz
Diese exakte Folge (55) ist niitzlich fiir die Theorie der "schneidenden Paare", des
n-Zusammenhangs u.d. (vergl.[7], Ch. 2,3).
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