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(CO)-HOMOLOGIE VON GRAPHEN UND INVARIANTEN

VON

ULRICH OBERST

Einleitung: Dieser Vortrag ent-stand aus einer zweiscuniligen Voriesung ijbcr Uraplieii-

theorie fijr Studenten mic Standardkenntnissen aus Algebra. Es ist seit Poincare

(StichuorE: Analysis situs) bekannt, daB Grapheiitlieorie aucli als 1- odcr maxima)

2-diniensionaler Soixlerfall der kombinaLorisclieii (liciilc: ;i Igebraisclicii) 'I'opoluRic

auEgefaOt uerden kann. Unter diesem Gesichtspunkt war tlie Hethode meincr Vorlesiing

die Verwenduiig voii elenienlarer liomu log i seller Algflir. i iind van b"I icliit;''" Kddf iy. icii-

tengruppen in der (Co-)-homologie. In diesem Vortrag Euhre ich, meines Wissens neue,

homoloRJsche Invarianten eines Graphen ein, namlich die invarianten Faktoren der

endlichen Gruppe z^Kante" v°" G}/(B1(G)+11^(G)), uiid leite einige ihrer Eigenschafccn
her. Die Hethode der Vorlesung zeige ich weiter anhand dec Kontraklion iirid der

Moyer-Vietori s-Fol. Re. Meine (luckenlinfl. cn) Kctiiit inssc uhcr r*rapliou vertlaiiko ich vor

ailem den Biicliern {. ^-], {. ^J, f^J, (. 7J . Die ResulL.-iLe (3^) t'f. siiid ill dcr siiigcgc-
benen Form neu, soweit ich weiB.

Bezeichnungen und Identifikationen: Seien Z der Ring der ganzeii ZaliJ.en lincl A eine l)e-

liebige abelsche Gruppe. 1st I eine, in diesem Vortrag immer endliche, Indexmenge,

so betrachte ich die Elemeiite a=(a(i);i6l) voii A' aiich ats Irl-Spal LciimiiLriy.en. Uic

Standardbasis van Z ist i. :=<T :=(0.. . 010. . .0), 1 an i-cer Scelte, i6l. ; die Basisdar-
3.

sCellung van nfrZ beziiglich dieser Basis ist n=^n(i)i. IsL J eine weicere endliche

Indexmenge, so idenliCiziere ich die Ilomoinorpliisineii (=Z-llnearcn M)bi Lduiigen) voii

Z nach Z mit den I?lJ-NaCrizen mit Koeffizienten iii Z, genauer

(1) llom (ZJ, ZI)=ZI"J. f=(f(i, j);ieI, j<-J)
(2) f(r)»^f(i, j). f(-, j)=j-te Spalte von f
(3) f(x)cf'x (MaLrizeiimultipljkati.oii), xfcZ .

Weiter identifiziere ich

(<;) AI=2I®A=llom^(ZI,A)

a=(a(i);ieI).2^®a(i)=(<T^a>.i/, ifrI).
1st f=(f(i, j);ifeI, j&J):Z-*Z ein Komomorphismus, so iiitluziert. das Yensorprodukt

(-)®A miC A den Homomorphismus

(5) f^:»f<g>A:AJ=ZJ<S)A-^AI=ZI®A, x^f-x,
wobei frx die Multiplikation der Matrix f mit. K.oeffizient. en in Z und der A-wertigen

Spalte x ist. Ebenso indu^ierC der Funktor Ilom(-, A) den IIomomoriihisinii?;

(6) f^:=Hom(f, A):AI=«om(ZI, A)-*AJ=llom(ZJ, A), yh^tT. y
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iwobci £ die t-ranspoiiierte Mal-rix ist. Mil dcr JduiilifiknLioii (1) gilL

(7) f*:=f^fT:Z^I, fT(j. i)==f(i, j).
SclilieBlich beLrachle icli noch die BiJ. iiiearL'orsii

(8) <. -, ->:ZIi<AI-^>A, <n, a^=nT'a=^ n(i)a(i),
d.ie fiir A=Z syniniolr i. scli, n.iclit nusse. irLcL iiiid Ix.'kiiiiiil I i c'li po.siliv ilcliiiit i.sl. l.sl

f:Z~-^Z ein IIoiiioiiiorpliismus, so gill die ul)liclic AdjuiikLioiisl)c^iolii]ii^

<f(n). a>=<n, f?(a)^, n^ZJ, a«AI.
-[

Fur eine UnCergruppe B;Z'L ist

(9) B :=}a6A ;<n, a>=0 fiir alle nW[ die Orthogoiialgruppe in A zu B.

Ketten und Wege eines Graphen: Sei G=(V, K) ein endlicher Graph. Diescr besteht

(vergl. LZ>J> S. l) aus der endliclieii Me"gc V voii l;;cl<cii (Vcrl. iccs), dcrjc'ii 1^011 K (ICT
Kanten und zwei Abbildungen Dom(ain), Cod(oniali)): K-^V. Fur kfcK hciliL v:=Uoin(k)

bzw. w=Cod(k) die Anfangs- bzw. Endecke von k. Man schreibt k:v-^w. ID der Literalur

heiDt ein Graph auch Kantienkomplex (siclie [. 63, S. 162), UiciRrnmiiisctiema (CroLlieiicl iock
1957) oder bei Graphentheoretikern meistens DJRraph (direcCed graph) (sielie [^7j,
S. 125). Die freie Grup]>e C^(C):=Z' mit iliren P. l ciiicntcii

n=^V"(v)^vn(v)v'v=^v'
heiBt Gruppe der ganzzahligen 0-Ketten van G. Ist A abelsch, so isfc

(10) C (G, A):=ZV®A=AV3a=^[v®a(v);v&V^
die Gruppe der 0-Ketten mit Werten in A. Ebenso erhalt man die Gruppen der 1-Ketten

C^(G):=ZK5>c=^^c(k)^(. c(k) und C^(G, A):=ZI(<2)A=Al^c=(c(k);keK)=^k®c(k) .
Eine 1-Kette cfeC, (G, A) wird auch als Kanteiibcwertung oder FluR mit Wertcn in A bc-

zeichnet. Durch Anwendung von Hom(-, A) statt (-)®A erlialt man die Gruppen

C"(G, A):=Hom(Z', A)=A' der 0-CokeCten oder Potentiale mit Werten in A und der 1-Co-

ketten Cl(G, A):=IIom(Z , A)=AK. Es ist 7, war C, (G ,A)=Ci(G, A) in dicsem Sonilorfall dcr
algebraisclien Topologie, die Unterscheidung zwisclien Ketten und CokeEEen ist der

Systematik wegen trotzdem sinnvoll.

,K
Ist'-k:v-^w eine Kante, so wird -k -KSZ'v als kiinstliche neue Kante zu k in der umge-

kelirten Richtung betrachtet. Man definiert Dom(-k):=Cod(k)=w und Cod(-k):=Dom(k)=v

unit sclireibt- ciucli -k:w-^v. In der lloniuLuiiie- (sLaLl: ilo(iiuJogJe-)-theorJ. e wird

meistens k~ sCatt -k geschrieben (vergl. ^6j, S. 162). Ein Kantenweg uuist ein
r-Tupel. r^tO,

(11)00 =(v(0)kiyv (l) ... ki^v(r))

van Ecken v(i) und Kanten k(i)fcK<-^-K) mit Cod(k(i ))=Dom(k(i+l)) , i=l.. .. , r-1. Man

schreibt wieder 0) :v(0)->v(r). Der Weg **) he.ifk gesciilossen, falls v(0)=v(r) isi.

Sind die v(i) paarweise verschieden, so nennt man aj c'inen Knntenl)i)p,eii. Sclil i cKI i'li
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H'eiRtuO ein Kreis (Circuit), falls r^. 1, tO gesclilosseii und di-e v(0),..., v(r-l)

paarweise verschiedeii sind und Calls, im Fall r=2, k(1)+k(2)^0 gilt. Auf V ist die Zu-

saminenhangsrelaLion v^w.~^ Es gibt einen Kanlenweg <jj van v nach w" eine Aquivalenz-

relation. Ihre Aquivalenzklassen heifien bekaniitlicti KoniponenLcn von G. Die Meiige

(12) 77,. (G):=VA-, heiBc O-te lloinotopiemenge

veil G. 1'tir eiiieii ohiie Einsclirciiikung zusaiiiiiiL'iiliiiiigciidcii (;r;ipliuii wi. rcl uiicl] <1 Lc iiri allgo-

meinen nicht kommutative Fundamentalgruppe TT, (G) betrachcet (vergleicheC6], S. 162
£f). Im allgemeinen genijgt die kommuCaCive erste llomologiegruppc 11, (d') (si. ehe unten).

Homologie und CohomoloRie: Sei weiter G=(V, K) ein encllicher Graph. Ais orienfcierten

Rand einer Kante k^K bezeichneC man die 0-Kette

(13) ^(k):=Dom(k)-Cod(k) . V-VSZ =C. (G).

Urn diesen Rand sinnvoll definieren zu konnen, brauchl; mail also (l]"c A Igcbraisi. eruiig,
v

d. h. den Ubergang VH>Z'. Diese Ahbilciung wird eindeiil. ig Z-liiiear J'or-tgcsel-zl- zum

Randoperator

(l4)'3:ZK=C^(G)->ZV=C^(G). kt-^(k). 3(c)(v)^[c(k);k:v-^?}-^{c(k);k:?-^v], ceZi(.
Als VxK-MaCrix in Z nach der Identifikation (I) heiBt 3 die Inzidenzmatrix von (;

und hat die Gestalc

'3(v, k)=l, falls v=Dom(k)+Cod(k)
(15) <?(v, k)=-l, fails v=Cod(k)^-Dom(k)

?(v, k)=0 sonsL.

Abgeleitec von i/ erhalt man die zerfallende exakte Folge von endlicli erzeugten frelen

Gruppen
(16) 0-^Kern(3)CZK-^ZV^^O(G)->0.
Dabei 1st kan auf der Basis V van Z gegeben durch kan(v)=[lv3 := die v enthaltencle
Koniponente 6 ^(C). Uie Exaktheil an dcr SLe.ltc Z isL lci. chL, al)er nicliL Lrivial.
Man nennt

(17) H (G):=Kern(3) bzw. H (G):=Z 0(G)
die erste bzw. nullte HomoloRieRruppe van G. Die Elemente von !1, (G) hei. flen l-Z^'kleii.

Ist^3=(v(0)ki^... ki^v(r)) ein geschlossener Weg, so ist [u)3:=k(l)+-. -+k(r) ei"
l-Zyklus. Die Dimension

(18) b^(G):=[H^G):z], b^(G)=<f(^(G)), i=0, l,
heifit i-te Bettizahl van G. Flir b, (G) sind auch die Namen ZusammenliaiiRszaIil (nach

4J, S. 53) und zyklomatische Zahl gebrauchlich. Die freie Gruppe

(19) B, (G):=Ri1d('3)=Spalten8ruppe vonO^Z

mit ihrer Dimension ^ang^(G) :=Rang(3)={^B^(G) :Zj heifit Ranggruppe oder Gruppe der
0-Rander von G. Die Euler-Charakteristik der exakten Folge (16) liefert die Gleich-

ung

(20) b (G)-(f(K)+S(V)-l^(G)=0, also Ran8(G)=<f(K)-bj (C)=(((V)-b^(G)^0,
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welclie viele dcr ubliclien graplienthcoretischen Kccliiiuiigcii ciitiialL. Aus (16) wird
durch Tensorierung (-)®A mit der abelschen Gruppe A und der Identifikation (^) die
zerfallende exak'te FoLge

(21) 0-»I1^(G, A):=11^G)<S> A=Kern(0^)cAK-^4>AV r-l^A"o(G)=:!l (G, A)->0
wobei3^ die Matrizenmultiplikation iniC<)frZV)'K ist uncl durch (14) fur cfrAK gegeben
ist. Die Gruppen I^(G. A) heifien Honiologiegruppen, die Elemente von H^(G, A) 1-Zyklen
mit WerCen in A. Diese 1-Zyklen heiBen auch SCrome, weil nach (14) ein FluO c6.AK
genau dann ein Zykel isL, wenn er quellenfrei isL (Kirchhoff, Maxwell). Anwendung
von Hom(-A) auf (16) liefer^t die eben^faUs zerfallende exakte Folge
(22)04-Hon, (H, (G). A)<R^AK^AV<^-. A?ro^O.
Dabei ist der CorandoperaCor^ die Natrizenmultiplikation mit <)T6ZIC"<V, und es gilt
(23)^^(a)(k)=a(Doin(k))-a(Cod(k)), k<-K, a6AV.
Weiter isC

(2^. ) kan;(^)(v)^(Cv3), vfeV, [:vj6r(G), ^Aro (G),

(25) Res(c)=c/ll^(G), cfrAK=Hom(ZIC, A).
Aiich hat die Gruppe

(26) Bl(C. A):=Bild(c)^)=Kern(Res)
der A-wertigen 1-Corancler oder Buschelformen (siehe^^], S. 128) eine groBe Bedeul-
ung. Wegen (23) nennt man die 1-Corancler auch Spannunfien oder Potenlialdi fFercn^. en
(Kirchhoff-ftY?) (vergl. [l1, S. 144), sofern man a(v), vfeV. als PoEential i,n Punkt v
betrachteE. Die leicht zu beweisende Exaktheil von (22) bedeutet anders die

(27) FolRerunfi (i) (ExakEheit bei Av) Die Spannungc)^(a), afeAV, ist genau dann Null,
wenn a auf den Komponenten von G konstant ist. (ii) (bei AK) II, (G) =Bl(G, A). llier
bezieht siclij. nuf (lie I}i1inearforiii<-, ->:ZXAK->.A von (8).I

SchniLte und Invarianten: Flir A=Z erhalt man B1(G):=B1(G, Z) und

y^*^: zv-> zK ,̂ )*( v=r )^{k ;v=Dom(k )J -^{k; v=Cod(k)} .
Sind allgemeiner W^V eine Teilmenge und <^fc{o, l)vczv ihre charakteristische FunkLioii.
so ist

(28)^*(^)=^{k;kfrK+(W)j-^{k;k£K-(W)jm it K+(W) :=[k<.K;Dom(k)feW,Cod(k)6W' :=V-W J
und r(W):=K+(W). Die Mengen K(W) :=K+(W) C/K-(W) heiBen Schnitte von G und Schiutl-
I"e"Re". falls zusatzlich W und W zusaminenhangeiul sLnd (vergl. {^2j, S. 13, 82, f^J,
S. 41). Aus diesem Grund wird B (G) auch sinnvoll als SchnittRruppe bezeichnet. Aus
(27) erhalt man die

(29) FolRerunR und Definition (Invarianten): Es ist H^(G) =B1(G)^ZK bezuglich dcs
!?!^i.v. defi"Jerten standal"dsk£llaI'Produktes <->-> auf ZK. Insbesondere slnc! dahcr

B1(G)+H^(G)=B1(G)©H^(G) eine direkte Summe und ZK/B1(G)+!1 (K) eine endiiche Crupp. '.
Die invarianten Faktoren
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d (l')=(l(l)ld(2)l... jd(r), Kd(i), i=l,..., r,
dieser endlichen Gruppe sind Invarianten von G unter Isomorpliie und werdcn i. m tolge:i-
den als (lie Tnvarianteii von G bezeichncL. I

Die Berechnung und BedeuCung der InvarianEen wird unLen beliafidelt. Aus der ExakL-

heit und Zerfal. luiig van (22) folgl nocli

(30) B1(G, A)=B1(G)0A.

Spannende Baume und Fundamentalbaseii^ 1st G=(V, K)=G, OG die dis-juiikfce Vereinigung

van Untergraphen, so gilt H^(G)=H^(Gp<S)ll^(G^) usw. Daher mache ich im folgendeii
ohne Einschrankung die

(31) Annahme: G=(V, K) sei zusammenhangend, d. h. b^(G)=<f(71(G))=l und (V. L) sei ein
spannender Baum van G.

Die Menge L sei also eine Teilmenge van K derarL, daK b (V, L)=1 und b, (V, L)=0 giiL.

Nach (20), angewandt auf (V. K) und (V, L), ist damit gleichwercig, daB (V, L) zu-

sammenhangend ist und S(L)=i?(K)-b^(V, K) gilt. DaR (V. L) Eatsachlich ein Baum, d. h.
ein zusammenhangender Grapli ohne Kreise, ist uiid iiberhaupt die ganze gruiidiegeixle

Theorie der (spannenden) Baume, Walder, Kreise, Cokreise, dcs Zusammcntiangs mi. t der

Matroi.dfcheorie u. a. folgt besonders einCach aus der oben dargcstell lcn llomologie

mit ganzzahligen KoeffizienCen. Fur jede "Baumkante" 16L hat (V. LNIJJ) genau zwei

Komponenten, V(1)^V sei die Dom(l) enthaltendc. Set dann nach (28)

(32) c(l):=^(<Sy^^)=2{k;k K+(l)j-<?{k;k K-(l)}feB1 (G) , IfrL, mit
K+(l):=K+(V(l))=[keK:Dom(k)&V(l), Cod(k)^V(l)} und K~(l):=K~(V(1))=K+(V(1). ).
Fur jede "Cobaumkante" kfeK^L bezeichne (k(l ) , ... , k(m(k))) , k( i)<:L^(-L) , den ein-
deutigen Kantenbogen in (V, L) von Cod(k) nach Doni(k). Dann ist-

(33) z(k):=k+k( !)+... +k(m(k))6H^(G), k6^L.

Offenbar gilt fiir IfcL bzw. k^K^L

x(l)51(ZK'"L), z(k)?k(ZL).

Daraus und aus der Orthogonalitat B''(G)JJ1^(G) von (29) folgt der

(34) Satz: Voraussetzungen und Bezeichnungen wie oben. 1st A eine al)L'1sclic Crui>]ie,

so gilt

(i) AK=B1(G, A)©AK^L=B(G)<&IA©ZK^L<$?A

a=2[c(l)® a(l) ;U-L]+^{k<S><z(k) ,a> ;k<-KNL }
(ii) AK=ll, (G, A)©AL=li, (G)(2»A©Zf'(&»A

a=^[z(k)® a(k); k6KsL^+^l ©<(:( 1), <^ ; 1<-L ]
Dabei isL ̂ -, -^ tins "Skalarprodukt voii (8). I

Fur A=reelle oder komplexe Zahlen ist dieser Satz seiL KirchhoCf 1847 hokaiiiil.. Er
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impliziert insbesondere die

(35) Folgeruns (Fundamentalbasen): Die c(l), lfeL, bzw. die z(k), k&K\L, sind Z-Basen
van Bi(G) bzw. ll^(G). l Weiter gilt nicht nur H (G) =B1(G. A) nacli (27), soiidcrn
auch

(36) Folgerung: B'1(G) =H^(G, A). |
BerechnunR und Bedeutuns der Invarianten: Weiter gelte die Annatime (31). Es se.i. eii

(37) d(l)ld(2)l... ((l(r), Kd(i), i=l,.... r,

die Invarianten von G nach (29). Ich ordne K strikt an, und zwar so, daB Kk fiir
ieL, k^K\L gilt, und betrachCe die Matrizen

(38) CtZK<L, C(-. l):=c(l), Z<-ZKa(K'L), Z(-. k):=z(k),

deren Spalten gerade die Fundamentalbasen von (35) sind, und dann auch die Matrix

(CZ)<rZ!^lc. OrCciibar sind B1(G) bzw. ll^(G) b^w. B! (C)+II^ ((;) gcrailc (lie S|),-il LciiKni|)|>''n
von C bzw. Z bzw. (CZ). Daraus und aus (34) folgt

(39) Satz: (Berechnung): Voraussetzungen und Bezeichnungen wie oben. Die InvarianLeii
d(i) von G sind die von 1 verschiedenen Elementarteiler der Matrizen (CZ) (das ist
klar), aber auch von

(W) CTC=(<c(l(l)). c(l(2))>;l(l), l(2)frL) uncl
(41) ZTZ=«z(k(l)), z(k(2))>;k(l), k(2)<KvL).
Insbesondei-e gill

(42) deE(CZ)=4;det(CTC)=+det(ZTZ).

Man berechnet die InvarianCen d(i) nach (40) bzw. nach (''»!), je nachdem L wenigcr
oder mehr als die Halfte der Kanten van K enthalt (ff(L)=ff(K)-b, (G), s. o). I

Aus (34) folgt weiter

(43) Satz (Bedeutung) Voraussetzungen wie oben. Fiir abelsches A gilt

(44) BI(G, A)OII^(G, A)2-IT^ [afrA;d(i)a=oj
(45) A^1(G, A)+H, (G, AP'I?7_, . A/d(i)A.

> .. . t^-

Die Isomorphismen (44) und (45) sind aus C und Z explizit zu bestimmen. .

(46) Folgerung: (i) Es gilt

(47) AK=BI(G, A)QH^(G, A)
genau dann, wenn fur jeden Primfaktor p van d(r) die Abbildung A-^A, a»-^pa, bijektiv
ist. (ii) Dies gill iiisbcsondere, falls A ein ®-Vcktorraiiin oder, spc7, icller, ein
Korper der Charakteristik Null ist. (iii) 1st A=Z/Zn, n>0, zyklisch, so gilt (47)
genau dann, wenn n und d(r) teilerfremd sind. .

In den meislen Bucliern uber Graphentlieorie wird (/>7) l)ewiescii nncli K i fclilioff (\W>7)
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falls A der Korper der reellen Zahlen 1st. In diesem Fall ist der Beweis sehr einfach,

denn dann isC B"(G, A) der Spaltenraum von c?'6Z'"''SA" ' , H, (G, A) der Losungsraum von

^A und die orchogonale Zerlegung

K r,. , , ,^T.
A"=Bild(c)')OJ Kern(d) ist einfache euklididsche Geometrie.

(48) FolfterunR: 1st A=Z/Zn, n?0, zyklisch, so gilt

Bl(G, A)nH ^(G, A)?Aic/Bl(G, A)+H (G, A)=2T^ Z/Z gg-H;d(i) , n).

(^»9) Beispiel: Wir betrachten die Graphen
A ^

^ ^\ b,
^

mit den verdoppelt hervorgehobenen Baumkanten.

BerechnunR fiir G^: Es ist L=jj_, 2^, 3^j, KtL={^,^j. Man berechnet die Invarianten nach
(41). Es 1st z(^)=4-2+3, z(5)=5-2+l, also

ziz- .^w-
G, hat 8 als einzige Invariante.

BerechnunR fur G^: Es ist L=^]_, 2_, ^\, K\L=[3, 5^, z(, 3)=3-2,
z(5)=5-2+l+4, also

-T.
2*Z= . (;2H?). -.
G^ hat 7 als einzige Invariante. Fiir A=Z^:=Z/Z2 folgt nach (46) und (48)

K.

B1(G^, Z^)^(G^Z^)=Z^5/B1+H^, aber2^5-2^ l=Bl(G^. Z^)(3)H^(G^, Z^).
Die neuen Invarianten unterscheiden G, und G^, die andererseits in <f(V)=4, <?(K)=5,
b_=l, b, =2 ubereinstimmen.

Allgemein wie in dem obigen Beispiel gilt, daB <z(k), z(k)^ , k<K^L, die Anzahl der
in-2(k) vorkommenden Kanten ist. Analoges gilt ftir c(l) und die gemischten Produkte

<z(k), z(k')^, ^c(l), c(l')^. Eine weitergehende geometrische Deutung der ganzen
T T^

Matrizen C*C und Z"Z und ihrer Invarianten ist mir augenblicklich nicht bekannt. .

Andere Beispiele, in denen elementare homologische Algebra grundsatzliche Ergebnisse

uber Graphen impliziert, sind folgende.

(50) Zusammenziehung (Kontraktion) (vergleiche [.6], S. 169 unten, |^8j, Cfi. 2): Seien
G=(V, K) ein Graph und K=S<.^T disjunkte Vereinigung van Teilmengen. Das kommutative
exakte Diagramm

0<^ZS<->ZK^^ZT->0
^(^ '^ ^
o-»z' = z' -^ 0 ->0

und das Schlangenlemma (siehe[5_j, S. 50) liefern die exakCe FoJge
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(51)0^(V, S)cl^(V, K)^zT^L, zro (^l^Zro(G4o.
wobei der verbindende Homomorphismus c) gegeben ist durch

(52) ̂ (t)=[Dom(t)3- [Cod(t)] , tfrT,

(^vj= die v enthaltende Komponente van (V, S).

Man erhalt den neuen Graphen

(53) GxT:=(^(V, S), T) (vergl. N, S. 32) mit Dom^, ( t)= [Dom^(t}} , Co^( t)=(Cod^( E)J
Dann ist </p ^,=<) in (51). Die Exaktheit van (51) inipLi.^. ierl die Isomor[)lnsinen

proj^:H^G)/H^V, S)^l^G/T), kan^:^(G-T)^y(G),
insbesondere b (GjtT)=b (G). Dies isC eine bedeutende Verscharfung van Th. II. 5 in

K.
(54) Mayer-Vietoris-Folge (nach L. Vietoris, 1891-, Prof. em. in Innsbruck): Sei

G=(V, K)=G^G^ Vereinigung der Untergraphen G^=(V^, K^) ,i=l ,2, also V=V t^ K=KUK^.
Auch G, f|G^=(V, /lV^, K,/]K^) ist ein Untergraph. Das kommutative exakte Diagramm

^ 

0 ̂ KlnIC2 (i"1, -i"VzKl, /2_^ , K_^ Q
^L.,, ^X^. L -,, i3^

ZV2_^ ̂ Q
^4v. nv^ /. .̂

^iv,
o^'-^zvlnv2 (^r^^zfl
und wieder das Schlangenlemma induzieren die exakte Folge

(55) 0->H^G^)(^1^-14)H^G^H^G^-^H^G).
^rn (Gi^)(i"j. -i"yr, (G, ^r, (s)^r^^^

wobei ̂  fur c=^(c(k, )^ .^^ ̂ {c(k)k;k6^I^ ] gegeben ist
'.^(i^fJ*-1- <&'. (G,?1G^)

^(c)^c(kp^[Dom(k^)] -^od(k^)]jfcZ 
° z 2 .

Diese exakte Folge (55) ist niitzlich flir die Theorie der "schneidenden Paare , des

n-Zusammenhangs u. a. (vergl. L7J, Ch. 2, 3).

durch
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