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EXPLIZITE REKURSIONSFORMELN ZUR SCHNELLEN

FOURIERTRANSFORMATION

VON

ULRICH OBERST

EinleitunR: Die schnelle Fouriertransformation spielt iii vielen

Gebieten der angewandten Mathematik eine wichtige Rolle, wie man

z. B. den im Literaturverzeichnis angegebenen Biichern entnimmt.

Eine wesentliche Idee ist die Reduktion der Fouriertransformation

einer Gruppe auf diejenige van Unter- und Faktorgruppen. In diesem

Vortrag gebe ich explizite und leicht zu programmierende Rekursions-

formeln im allgemeinen Fall einer kommutativen endlichen Gruppe an.

Die Verallgemeinerung auf nicht kommutative Gruppen wie zum Beispiel

bei Beth L^Jist moglich, muB abcr im Detail iioch ausgcriilirC werden.

Einfiihrung in die diskrete Four ierCransforma t ion : Die Fouriertrans-

formation 1st eine Abbildung

Fourier: KG-> KG , a »->^ ,
welche einer Funktion a:G->K auf einer abelschen Gruppe G mit
Werten in einem Koeffizientenbereich K eine Funktion '? auf der

y^.

Charaktergruppe G van G zuordnet.

In diesem Vortrag betrachte ich nur (im allgemeinen multiplikativ

geschriebene) endliche abelsche Gruppen G vom vorgegebenen Exponenten
d > 0 , fiir die also

g =1, d. h. Ordnung(g))d , fur alle g6G

gilt. (a(b:=a teilt b). Jedes solche G ist bekanntlich isomorph zu

einer additiven Gruppe

Z/Zd(l)*... ^. Z/Zd(r), 0< d(i))d, i=l, . .. , r. (Z=ganze Zahlen)
Die d(i) sind die eindeutig bestimmten invarianten Faktoren von G,

falls man zusatzlich d(l)/... |d(r) verlangt. Als Koeffizien tenbe-
reich sei ein kommutativer Ring K mit einer primitiven d-ten Ein-

heitswurzel z gegeben. Nach Voraussetzung ist also zu"l und hat

die von z erzeugte Gruppe ^L := ^1, .. . , z" "} genau d ElemenCe,

d. h. die Abbildung

Z/Zd /t, Jl->z
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ist ein Isomorphismus. Fur jedes G (endlich, abelsch, vom Exponenten
d) gibt es und wahle ich eine nicht ausgeartete, symmetrische, bi-

multiplikative Form <-, -^ :G ̂  G-> ^c. DaB die Form nicht ausge-
artet ist, besagt, daB die Abbildung

(D G?G==Gr(G. ^. ), g^<g, -^^,
van G in die CharakCergruppe G der Homomorphismen van G nach fjL. ein

Isomorphismus ist. Vermoge des Isomorphismus (1) identifiziere ich
^\ ^^

G=G, d. h. g= <g, - >g. Im folgenden tritC die Gruppe G daher nicht
mehr explizic auf. 1st G die additive Gruppe

G=Z/Zd(l)X ... y. Z/Zd(r), 0< d(i)ld, i=l,..., r,
so wahle ich fur <-, -^^ die Form

<-, -> :G« G-^^Lt , <-J, I> :=zj-k, mit
J=(j(l), ..., j(r)), k=(k(l),..., k(r)), j(i), k(i)CZ/Zd(i) ,

^. 1<:=(2- { J(i)k(i)d/d(i);i=l...., r^ )~6Z/Zd
Im Fall G=Z/Zd hat man speziell <J,T^=z~lk.

Zu jedem Gruppenhomomorphismus f:G-»H gibt es weiter einen ein
deutig bestimmten adjungierten Ilomomorphismus £t':G'^-11, der wie
iiblich durch die Beziehung

<f(g), h> H=<g, f<f(h)> g6G. h6 II.
definiert ist. Es ist £*^=f. Weiter ist eine Folge
G( 1 )-^ G(2)-5.>G(3) van Gruppen und Homomorphismen genau dann exakt,
d. h. es gilt Bild(f)=Kern(g), wenn die duale Folge
G(l)^-f- G(2)<1-G(3) exakt ist.

Die Fouriertransformation ist definitionsgemaD die K-lineare Abbildung

(2) Fourier^: KG-?KG , a ^^. ^(f) = 2L ̂a( g ) <g. -g-> ; g frG } , f G.
Die Fouriertransformation ist ein K-Algebrahomomorphismus, wenn man

links auf K die Faltung und rechts die komponentenweise MulEipli-
kation nimmt.

(3) Satz: (Fourierinversion) In obiger Situation sind folgende
Aussagen aquivalent:

(i) Die Fouriertransformation Fourier., /^ ist bijekt-iv.

(ii) Fur jedes i=l,..., d-l ist z -1 in K invertierbar.
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FOURIERTRANSFORMATION

(iii) (a) d=l+,.. +l (d mai) i st in K invertierbar. (li) Jedes

z--l, i=l,..., d-l, ist eiii Niclitnullteiler in K.

(iv) (a) wie (iii) (a). (b) Fur jedes i=l,..., d-l i. sl

^{zlj;j=0,.... d-lj =0.

(v) Fiir jedeGruppe G (endlich, abelscli, vom Exponentien d) ist

Fourier^, bijektiv.

Sind diese Bedingungen erfijllt, so gilt 111 (v)

(Fourierg)2= ̂ :(G) . S, also Fourier^" 1 = ^-(G )-1 S. Fourier ,
wobei S:KG-^ KG . a t-^ Sa , (Sa)( g)=a( g" 1J,

die bijekcive Antipodenabbildung ist. I

GruppenfilErierungen: Die aquivalenten Bedingungen von Satz 3 seien

erfiillt. Gegeben sei weiter eine endliche abelsche Grdppe vom

Exponenken d und eine aufst-eigeiide Folge l=G(U)S^(l)S... cr^ ( r ) =t;

von Untergruppen. Formal etwas allgemeiner betractiLe icli Moiiomorpliis

men

(^) G(i-l) P(i) /G(i) c<i3^G, i=l , .. ., r,

welclie de D Nebenbedingungeii

(5) (?C(i)p(i) =p< (i-l), i=l, . . . , r, G(0)=l, o<(r)=Iso"iorpliismus
geniigen. Diese Monomorphismen kann man erganzen zu komiini tati ven

Diagrammen (i=l,..., r)
1

-1 K(t)

-k .. <^(i-l)_ A(i-D, ^(i)
l->G(i-l)-> G '<. - -->I[(i-l) -^i

^L. n^:;)-'ih)
o^(i)-»G(i)-

(T(i)T{, ^(i)
K(i)

J.
1

G ^-=-?II(i)

?(1> ['
1

mit exakten Zeilen und Spalten, welche zusatzlich die Bedingung

(7) /<(i-l)o<(i)= ^-(i)^(JCi), i=l,..., r,
erfiillen. Die gestrichelten Abbildungen sind Schnitte, d. h.
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Mengenabbildungen mit A(i) ^>(i)=Id^^^ usw. Wahlt man beliebigc
un ita re SchnitCe <»(i) von /-<-(i) , i=l , . . . , r, so siiid die iil)rlgcii
SchniCte eindeutig durch folgende Bedingiiiigen gegcl)cii:

(8) Alle Schnitte sind unitar, d. h. bildeii 1 auf 1 ab.

(9) ^(i-l)/C-(i)= y(i),. ^(i-l) f(i)=<^(i) <^(i).
(10) Die p (i) sind partiell mul tiplika Li v , d. h. fiir k( i)6. K( i)
und h(i)6H(i) gilt 5)(i-l)[ /-(i)(k( i) ). r( i ) (k(i) ) J =
= ^(i-1) ^(i)(k(i)). ^(i-1) t/(i)(h(i)).
(11) Satz: Sind Diagramme (6) mit den Bedingungen (7) 1) is (10)

gegeben, so 1st die Abbildung

'IT^K(i);i=l...., r^-»G, k=(k(i);i=l,. ... r)h-^lT{o^(. i)^(i)(k(i));
i=l,.... r }

bijektiv. |

Analog zu und aus (6) erhalt man durch Uualisiereii die kominu Cat i veil

Diagramme
1
^

1 K(i)

J. . ^(i-i)K Ad-i^^r^
l^. G;tl»)^'1;l^-li"(^')

(12) ^)^^>11 ..... T^
^j.. o<n^ I1 /\(i)'t

l^^lG^-r-
T

1

Die gestrichelten Schnitte erhalt man aus frei gewahlten unitaren

Schnitten 6"(i) wieder eindeutig unter folgenden zusatzlichen Be-

dingungen:

(13) Alle Schnitte in (12) sind unitar.

(14) ^-(i) :?(i)=^(i-l), ^(i)//(i) =A.(i-l) ^(i).
(15) ^(i) ist wieder partiell multiplikativ, d. h. es gilt fiir
k(i)6K(i), g(i-l)6 G(i-l)

y(i)L/^. (i) (k(i))-f(i ) (g(i-l)). ] =
=?(i)/^(i)* (k(i)). ^(i)^"(i } (g(i-l)).
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FOURIERTRANSFORMATION

Wieder gilt der

(16) Satz: Diagramme (6) und. (12) mit den Nebenbedingungen (7)

bis (15) seien gegeben. Dann ist die Abbildung

1T{K(i);i=l,..., r]-?. G, (1^(1).. .., 'k(r))«-> ir(X(j-l) ? (j) (1^(j ) ) ;
j=l,..., r \

bijektiv. |

Die schnelle Fouriertransformation: Die aquivalenCen Bedingungen

von Satz 3 seien erfiillt. Gegeben sei ferner eine Gruppe G mit

den Diagrammen (6) und (12) und den Nebenbedingungen (7) bis (15).

Das Ziel ist es, die Fouriertransformierte'a'6 K" zu a 6-K" schnell

zu berechnen. Die Idee ist folgende: Man schreibt die in (2) auf-

tretenden Elemente g, g^G nach (11) bzw. (16) eindeutig in der

Gestalt

g= r{ c<(i)C-(i)(k(i));i=l,.... r} , ^= /T{ X(j-l ) ?(j)(^( j) ) ;
j=l,..., r J

mit Elementen k(i), k(i)  K(i). Setzt man diese Ausdriicke in (2)

ein, so folgt

<g,t^ =1T, , <^(i)^(i)(k(i)), ^(j-lf?(j)(1^(j))>.
. J ,^^ , . ,, ^ ^ 2

Mit Hilfe der Nebenbedingungen (7) bis (15) werden die r^ rechts

sCehenden Faktoren vereinfacht. Insbesondere sind sie 1 fiir i<j.

(17) Satz ( decimation in time ): Seien a£K und a K die nach

(2) definierte Fouriertransformierte von a. Induktiv nach p =0,...,r

seien Funktionen

a^, : K(l)"... <K(r)-^K, ( 1(1),..., l(r))»-<-a ^ (1(1). . . . , l(r)),
definiert durch

a (l(l),..., l(r)):=a( T{ «(i) C-(i)(l(i));i=l,..., r^ ) und
a^(l(l),..., l(r)):=
^^[a^(l(l),..., l(^), k, l(^ +2),..., 1 (r )). f(k; 1(1),..., l(^) +1));

'' k6K(j>+l)}
mit den Faktoren

f (k;l(l),..., l(^ +1))=
=^k^l(^+l)>-r ^<G-(^+l)(k), f(^ +l)«. »r(j+l)^. (jf (l(j))> ;

j=i,.... 5> ^
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Dann ist

^( ̂ ~{/\(j-l)fr^(j)(^(j));j=l...., rj )=a (G(l),.... ^(r)),
k(5> ) -K(^ ), ^> =l...., r. ®

In der Situation des vorigen SaEzes bezeichne

e(i):=^(K(i)), i=l,..., r, die Ordnung van K(i) und
n=e(l)« . *e(r)= ^=(G) diejenige van G. Die Komplexitat, d. h. die
Anzahl der in K notwendigen Multiplikationen, der Berechnung von
a aus a nach (2) ist n", diejenige nach Satz 17 ist n(e(1)+... +e(r))
Das liefert die bekannte Komplexitatsverbesserung voh n2 zu n*log(n)
Die Bezeichnung "decimation in time" (vergl. [^0] , Seite 87) ist
sinnvoll, wenn man in der Systemtheorie G als (diskrete) Zeit und
G (hier gleich G) als Frequenz interpretiert. Analog zu Satz 17
erhalc man den

(18) Satz (decimation in frequency*): Sei b6K mit der Fourier-
Man definiert rekursiv nach p =r, r-l,..., 0.

K ^s

transformierten -b'C K'

Funktionen by :K(l)x... yK(r)->K durch
b^(1?(l):..., ^(r)):=b( ir{^(j-l)K?(j)(t(j));j=l..... r} )

b o_i(l(l)...., i0-)):=

°^{b? (KD,.... 1(^-1). 1^. 1($> +l),.... l(r))g^ (1(5. ),.... l(r);^);
J ' ^^(s»5

8p (1(J> )...., l(r);k"):=

='<K5'),^>. r[< K^, )*., r(i-i)^(i)(i(i)), ?(^ )<t)> ;
i=J?+l, . . . , r}

Dann gilt

'b'(1T {c<(i)^(i)(k(i));i=l,.... r} )=b (k(l),..., k(r)) . fl
Fur den wichtigen Spezialfall der zyklischen Gruppe G=Z/Zd erhalt

man aus (17) und (18) folgende Resultate. Sei d=e(l)... e(r) eine

Darstellung van d als Produkt. Fur i=0,..., r seien d, =e(l)... e(i)

uaJ d^(i)=e(i+l)... e(r). Als Gruppen in (6) und (12) wahlt man

G(i)=Z/Zd^(i), H(i)=Z/Zd (i), K(i)=Z/Ze(i).
Als Abbildungen treten fiir mjnld nur die Monomorphismen bzw.

Epimorphismen bzw. Schgitte der Typen

inj:Z/Zm-^Z/Zn.kan:Z/Zn-^Z/Zm, G": Z/Zm-?Z/Zn

'k'i-> kn/m, ~k .-^ ~k , 7(0 ̂  k<: m)t-»k'

auf. Man identifiziert [^0, . . . , d-l ] =Z/Zd , k=k.
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FOURIERTRANSFORMATION

(19) Satz: Voraussetzungen vie oben angegeben. Sei

a=(a(0)... a(d-l))6Kd=K^O-----(l-lJ=KZ/zd
eine Funktion und 'a6K" die FourierCransformierte, die nach

(2) durch

^'(J)=£La(i)zlJ:i=0'--->d-1^ . 0><J.$d-l ,
gegeben ist. Man definierc Funktionen

ay :ff~i=l, ..., r [o. ... .e(i)-lj--^K, 1=(1( 1)),..., l(r) )i-»a^ (1),
furp=0,..., r induktiv durch

a^(l(l)...., l(r))=a(^. [ l(i)d^(i);i=l...., r} )
ao+l(l(l)'---'l(r))'

^ [a^ (1(1)..... 1(^> ), k, l(y+2),..., l(r))zEXP;k=0,..., e(^+l)-l^ ,
wobei der Exponent Exp durch

Exp:=kd^(^+l), ̂  {l(j)d^(j-l);j=l,... , ^> +lJ
gegeben ist. Schreibt man i, 0^i<d, eindeutig in der Gestalc

i=^[^(j)d^(j-l);j=l,.... r} , 0$t(j)< e(j).
so gilt ^(i)=a (^(l),..., ^(r)). I
Im Spezialfall d=2", e(i)=2, i=l,..., r, erhalt man daraus das bekannte

Resultat van Cooley-Tukey (vergleiche ^ 2. .JJ » Algorithm 7. 2). Aus
Satz 18 folgt analog

(20) Satz^^ Sei b 6" K =K die Fouriertransformierte van

b=(b(0)... b(d-l))6 Kd=Klo'-'"d~li=KZ/zd. Definiere Funktionca
bp : [0,..., e(l)-l^ ... A [0,..., e(r)-l \-> K rekursiv fur

=r, r-l,..., 0 durch

b^(6( 1)...., l(r))=b(lj[ l(j)d^(j-l);j=l,..., r} )
b (l(l)...., l(r)):=

2. 1, [b^, (1(1)...., 1(J> -l). k, l(^ +1 )..... l(r))zEXP;k=0...., e(j) )-lj
mit Exp=kd^( pl ). ( ^ [l(i)d^(i);i= ^> , . .. , r ] ).

Fiir j, 0.^j^d-l, in der eindeutigen Darstellung

j=^ { k(i)d (i);i=l,..., r} , 0^k(i)<e(i), gilt dann
^(j)=b^(k(l),..., k(r)). «
VeraliRemeinerung: Schnelle Berechnung von Mehrfachsummen

Gegeben seien ein kommutativer Ring K, beliebige endliche Mengen

(K(l),..., K(r) und Funktionen f^, i=l,..., r,
f^:K(i)XK(l)^... }<K(i)->>K, (k(i), 1?(l)...., i^(i))

fi(k(i);1^(l),..., ^(i))
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U. OBERST
Mit Hilfe dieser Funktionen f^ definiert man den Operator (die

Transformation)

(21) F=iC!c<l^---XK(r^KK<l)<---XK(r). a-^Fa. durch
( Fa) (t)=J^[a(k)^[f^(k(i);^(l ),..., T(i));i=l,.... r];

k=(k(l)..... k(r))e K(l)x... ^K(r)}

(22) Satz: Die Transformation F von (21) 1st geiinu daiiii Ijtjektiv,

wenn fiir alle ^=1,..., T und l(l)feK(l),..., l(^-l)£K(^-l) ais
Parameter die Matrix

A=(A(k, l);k, 16. K(j3 ) ), A(k, 1 ):=£? (k; 1(1 ),..., 1(^-1 ). l)

invertierbar ist. Die Umkehrabbildung F * hat dann die gleiche

Gestalt wie F mit anderen Koeffizienten. .

(23) Satz^ (Schnelle Berechnung van F) DaCen wie oben angegeben.

Zu einer Funktion a :K(1)X . . . }<K( r )-^K definiert man induktiv fijr

r ebensolche Funktionen a^ durch die Bed i nguiigeii=0,..., r ebensolche Funktionen a

a0:=a . ao+l(l(l)'--"l(r)):=
= Jk{ a^ (Kl). ---. l(J ). k-l(^ +2),.... l(r)jE (, ^. i(k:l(l )..... l(j>+D)

k6 K(^ +1)
Dann ist Fa=a .

r
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