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EXPLIZITE REKURSIONSFORMELN ZUR SCHNELLEN
FOURIERTRANSFORMATION

VON

ULricH OBERST

Einleitung: Die schnelle Fouriertransformation spielt in vielen
Gebieten der angewandten Mathematik eine wichtige Rolle, wievman
z.B. den im Literaturverzeichnis angegebenen Biichern entnimmt.

Eine wesentliche Idee ist die Reduktion der Fouriertransformation
einer Gruppe auf diejenige von Unter- und Faktorgruppen. In diesem
Vortrag gebe ich explizite und leicht zu programmierende Rekursions-
formeln im allgemeinen Fall einer kommutativen endlichen Gruppe an.
Die Verallgemeinerung auf nicht kommutative Gruppen wie zum Beispiel

bei Beth [3] ist méglich, muBl aber im Detail noch ausgefliihrt werden.

Einfiihrung in die diskrete Fouriertransformation: Die Fouriertrans-

formation ist eine Abbildung

Fourier: Kq——)KG,af—ag ,
welche einer Funktion a:G—K auf einer abelschen Gruppe G mit
Werten in einem Koeffizientenbereich K eine Funktion @ auf der

P
Charaktergruppe G von G zuordnet.

In diesem Vortrag betrachte ich nur (im allgemeinen multiplikativ
geschriebene) endliche abelsche Gruppen G vom vorgegebenen Exponenten
d> 0, fiir die also
gd=l, d.h. Ordnung(g)|d, fir alle g &G
gilt. (aJb:=a teilt b). Jedes solche G ist bekanntlich isomorph zu
einer additiven Gruppe .

2/Zd(1)x...x2/Z2d(r),0< d(i)|d,i=1,...,r. (Z=ganze Zahlen)
Die d(i) sind die eindeutig bestimmten invarianten Faktoren von G,
falls man zusidtzlich d(l)[...]d(r) verlangt. Als Koeffizientenbe-
reich sei ein kommutativer Ring K mit einer primitiven d-ten Ein-
heitswurzel z gegeben. Nach Voraussetzung ist also zd=1 und hat
die von z erzeugte Gruppe/u,:= {1,...,zd—1j genau d Elemente,
d.h. die Abbildung e

Z/2d g'/L,EL—>zj:=Zj,
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ist ein Isomorphismus. Fir jedes G (endlich, abelsch, vom Exponenten
d) gibt es und wdhle ich eine nicht ausgeartete, symmetrische, bi-
multiplikative Form <(-,- >G;G *G-—)/&. Dafl die Form nicht ausge-
artet ist, besagt, daB die Abbildung
(1) G ¥ C:=6r(6, u) g <8 D¢
von G in die Charaktergruppe T der Homomorphismen von G nacﬁfg, ein
Isomorphismus ist. Vermdge des Isomorphismus (1) identifiziere ich
GQE, d.h. g=<g,- >G' Im folgenden tritt die Gruppe‘a daher nicht
mehr explizit auf. Ist G die additive Gruppe

G=2/2d(1)x ...x2/2d(r),0<d(i)|d,i=1,...,r,
so wdhle ich fiir <-—f->c die Form_ _

{-,-2 :Gx G—$y¢, {3,1) :=zj'k, mit

F=(3(D), e, 5(0)), K=k (D). oo k()L j (1), k(1) € 2/2d (i) ,

: Jok=(E [ 3(i)k(i)d/d(i);i=1,. .Yy ez/zd
Im Fall G=Z/Zd hat man speziell (E;E) =ka.

Zu jedem Gruppenhomomorphismus f:G—39H gibt es weiter einen ein-
deutig bestimmten adjungierten Homomorphismus f*:GQ—-H, der wie
iblich durch die Beziehung

<f(g),h? y=<g,f%(h)> ;,g€C,he 1,
definiert ist. Es ist f¥=f. Weiter ist eine Folge
G(1)-£aG(2)—§9G(3) von Gruppen und Homomorphismen genau dann exakt,
d.h. es gilt Bild(f)=Kern(g), wenn die duale Folge
G« 6(2)¢BY 6(3) exake ist.

Die Fouriertransformation ist definitionsgemifl die K-lineare Abbildung

(2) FourierG: Kq—;KG,aH?,S(g)=Z£a(g) {g,8> ;geG} LB EG.
Die Fouriertransformation ist ein K-Algebrahomomorphismus, wenn man
links auf KG die Faltung und rechts die komponentenweise Multipli-

kation nimmt.

(3) Satz: (Fourierinversion) In obiger Situation sind folgende

Aussagen dquivalent:
(i) Die Fouriertransformation FourierZ/Zd ist bijektiv.

(ii) Fiir jedes i=1,...,d-1 ist z'-1 in K invertierbar.
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FOURIERTRANSFORMATION

(iii) (a) d=1+4...+1 (d mal) ist in K invertierbar. (bh) Jedes

2™l isl .., ,821, ist ain Nichtnullteiler in K.

(iv) ga) wie (iii) (a). (b) Fiir jedes i=1,...,d-1 ist
>{z"9:3=0,...,d-1] -o0.

(v) Fir jede Gruppe G (endlich, abelsch, vom Exponenten d) ist

FourierG bijektiv.

Sind diese Bedingungen erfiille, so gilt in (v)
(FourierG)2= #(G)- S, also Fourierc—l=#‘(C)—IS‘.‘FourierG,

wobei S:KG—9 KG,a&—?Sa,(Sa)(g)=a(g_U,

die bijektive Antipodenabbildung ist. B

Gruppenfiltrierungen: Die dquivalenten Bedingungen von Satz 3 seien

erfillt. Gegeben sei weiter eine endliche abelsche Gruppe vom
Exponenten d und eine aufsteigende Folge I=6(0)SG6(1) ... SG(r)=0
von Untergruppen. Formal etwas allgemeiner betrachte ich Monomorphis-
men

(4) 6(i-1) B ey At ) d=1, . ... ¥,

welche den Nebenbedingungen

(5) oK (1) @(i Dk =o((i—1),i=l,...,r,C(O):l,c((r):lsomorphismus
geniigen. Diese Monomorphismen kann man ergdnzen zu kommutativen

Diagrammen (i=1,...,r)

1
¥
1 K(1)
b A(i-1) by
11— G(i-1) ?6 FE==H(i-1) — |
. (i-1) A
(6) lﬁm I f}\(.) ta);lya)
1 1
1— (i) 2XE) 5 ¢ T==214(1) — ]
¢ i) §
K(1i) 1
’
. i

mit exakten Zeilen und Spalten, welche zusitzlich die Bedingung

(7) Ali-1) e (i)= V) i), i=1, ..., r,

erfiillen. Die gestrichelten Abbildungen sind Schnitte, d.h.
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Mengenabbildungen mit A(i) 9(1)=Id“( ) usw. Wdahlt man beliebige

unitidre Schnitte G7(i) von)/A(l) i=1, .,r, so sind die iibrigen

Schnitte eindeutig durch folgende Bedlngungen gegehen:

(8) Alle Schnitte sind unitdr, d.h. bilden 1 auf 1 ab.

(9) ¢Ui-1)T(i)=9(1i), @(i-1) ¥y(i)=ol (i) C(1).

(10) Die P (i) sind partiell multiplikativ, d.h. fir k(i)é& K(i)

und h(i)€H(i) gilt PCi-DI[ y (1) k(1)) T(i)(k(i))] =
= Q©(i-1) ¥ (i) (k(i)). g(i—l)TT(i)(h(i))-

(11) Satz: Sind Diagramme (6) mit den Bedingungen (7) bis (10)
gegeben, so ist die Abbildung

Tk si=1, ey =26, k=(k(1)si=1, .00, 0 T {at (1) & (i) (k(i));

i=l;: 05,0k }

Analog zu und aus (6) erhdlt man durch Dualisieren die kommutativen

Diagramme

bijektiv. §

1
~
1 K(1)
1 o (i-1)" A(i-1)% V‘C)'TJ’“

le— G(i- 1)2::1:; S H(i-1) «<—— ]

~A)
(12) R 'pr" 5t I ) Tva)
*_ i * Aﬁl)

== G ¢— (i) ¢——

. @)
par] FE 1
K(1) 1
f
1

Die gestrichelten Schnitte erhdalt man aus frei gewdhlten unitédren

Schnitten E:(i) wieder eindeutig unter folgenden zusdtzlichen Be-

dingungen:
(13) Alle Schnitte in (12) sind unitér.
(14) F1) T()=F (1-1), T M) = Ada- ) &

(15) 9 (i) ist wieder partiell multiplikativ, d.h. es gilt fir
k(i) €K(i),g(i-1)&€ G(i-1)

ymL D )T ) (a-1)1 -
(1)/*(1) (k(i)). g(l)t (i) (g(i- 1))
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FOURIERTRANSFORMATION

Wieder gilt der

(16) Satz: Diagramme (6) und (12) mit den Nebeﬂbedinguugen (7)
bis (15) seien gegeben. Dann ist die Abbildung
~ ¥ A\ A
T{xi=1,. el 6, Ry, ... R(r))—> T{XG-1" T hHRGy);
j=l,...,r$
bijektiv. §

Die schnelle Fouriertransformation: Die dquivalenten Bedingungen

von Satz 3 seien erfiillt. Gegeben sei ferner eine Gruppe G mit

den Diagrammen (6) und (12) und den Nebenbedingungen (7) bis (15).
Das Ziel ist es, die Fouriertransformierte 2 ¢ KG zu aeKG schnell
zu berechnen. Die Idee ist folgende: Man schreibt die in (2) auf-
tretenden Elemente g,8€ G nach (11) bzw. (16) eindeutig in der
Gestalt

8= T{ D) C RGN 1=1,.00r) 3= T AG-1* 8¢5) (B3

j=1,...,r }
~

mit Elementen k(i),k(i)€ K(i). Setzt man diese Ausdriicke in (2)
ein, so folgt

<882 =Ty 5 <et(5) &) (k(1)), AG-1 & (1R3> .
Mit Hilfe der Nebenbedingungen (7) bis (15) werden die r2 rechts

stehenden Faktoren vereinfacht. Insbesondere sind sie 1 fiir i< j.

(17) Satz ("decimation in time"): Seien aeKG und 3 € KG die nach
(2) definierte Fouriertransformierte von a. Induktiv nach 9 =0,...,r

seien Funktionen
a9 :K(l)i...xK(r)—iKq(l(l),...,l(r))b+a g(l(l),...,l(r)),

definiert durch

2o(11) ey 1)) ma( T{ (1) €(1)(1(4))51=1,...,r} ) und
a?M(l(l),...,l(r)):=

ZJ<{219(1(1),...,1(9 ),k,l(g ¥2)pswnsliEYY. £ l(k;l(l),...,l(g +1));

g+
ke K(? +l)j
mit den Faktoren

: +1(k;1(1)’---,1(g +1))=

A ul
=K 1Cp 1> T {6t g +n (), Ty +1)o.r?(j+l)/ut(ji (1(J->)>} ;
=l @
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Dann ist

AT {AG-D EHERG5=L, e Y ma (1), ... R0,

k(g )eK(g), o=1,...,r. @
In der Situation des vorigen Satzes bezeichne
e(i):=%F(K(i)),i=1,...,r, die Ordnung von K(i) und
n=e(l)e.oe(r)= #%G) diejenige von G. Die Komplexitdt, d.h. die
Anzahl der in K notwendigen Multiplikationen, der Berechnung von
2 aus a nach (2) ist n2, diejenige nach Satz 17 ist n(e(l)+...+e(r)).
Das liefert die bekannte Komplexitdtsverbesserung von n2 zu nelog(n).
Die Bezeichnung "decimation in time" (vergl. ﬂCﬂ , Seite 87) ist
sinnvoll, wenn man in der Systemtheorie G als (diskrete) Zeit und
E‘(hier gleich G) als Frequenz interpretiert. Analog zu Satz 17
erhdlt man den
(18) §g££_(hecimation in frequency®: Seil)eKG mit der Fourier-
transformierten T;GKG. Man definiert rekursiv nach g =r,r-1,...,0.

Funktionen b9 :K(1)x...¥K(r)=K durch
b (K1), K(r)) = T{AG-1 & (HRG)si=1,.000r ) )

by (11D, 1))

g |

=Zrk\{bg (1¢1),...,2(p -1),k,1(¢ #1), .00 1(r))gg (1(g )seena1(r)ik);
' Tek(g)]

8o (1(9),.en,1(r);k):=

=) KR2 0 T < T )eue T-1) y(4)(1(1)), & (g I®) > ;

i=9+1....,r}
Dann gilt
BT { o(4) & (1) (k(4)) 351, 0uur 3)mb_(k(1),..,k(e)) . O

Fiir den wichtigen Spezialfall der zyklischen Gruppe G=2/Zd erhilt
man aus (17) und (18) folgende Resultate. Sei d=e(l)...e(r) eine

1=e(l)...e(i)
und d2(i)=e(i+1)...e(r). Als Gruppen in (6) und (12) wdhlt man

Darstellung von d als Produkt. Fiir i=0,...,r seien d

G(i)=Z/Zd1(i),H(i)=Z/Zd2(i),K(i)=Z/Ze(i).
Als Abbildungen treten fiir mjnld nur die Monomorphismen bzw.

Epimorphismen bzw. Schyitte der Typen

inj:Z2/Zm—>2/Zn,kan:2/Zn—Z/Zm, G’:Z/Zm —>Z/Zn
K +—> kn/m, K+—>%k , kK(0$ k< m)e>k
auf. Man identifiziert {0,...,d-1} =Z/2Zd,k=k.
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FOURIERTRANSFORMATION

(19) Satz: Voraussetzungen wie oben angegeben. Sei

a=(a(0)...a(d-1)) ¢ k4axl0r---0d-11 2724
eine Funktion und ﬁééKd die Fouriertransformierte, die nach
(2) durch

?(j):Z_{_a(i)zij;i=O,...,d—l} ,0£ j<d-1 ,
gegeben ist. Man definiert Funktionen

ap:Moy, ... ¢ {o,...,e(i)—lj—ak,h(l(n),....1<r>>u—»a9 &
fUrS):O,...,r induktiv durch

3, (L), 1)) =a(X { 1(8)d, (i) 5i=1,...,0] )
a?.+1(1(1),...,1(r))=
2k {39 (1(1),...,1(¢ ),k,l(So+2),...,1(r))zE"p;k=o,...,e(9+1)—15 :

wobei der Exponent Exp durch

Exp::kd2(§>+1).2j {l(j)dl(j—l):;i=l,...,S)+1,}

gegeben ist. Schreibt man i,081i<d, eindeutig in der Gestalt
-~ —~

1= 2 R4, G-1)55=1, ..., 1} L0¢R()< o),
so gilt a(i)=a_(K(1),...,%(r)). &
Im Spezialfalil d=2r,e(i)=2,i=l,...,r, erhdlt man daraus das bekannte
Resultat von Cooley-Tukey (vergleiche t: 21, Algorithm 7.2). Aus
Satz 18 folgt analog

(20) Satz: Sei gfde=KZZZd die Fouriertransformierte von
b=(b(0)...b(d-1)) € k4ob0r--nd-1y y2/2d [ o Funktionen
bP : {0,...,e(1)—1}x oo X {O,...,e(r)—l}—aK rekursiv fir

y =r,r-1,...,0 durch

br(C(l),...,l(r))=b(2j{ L34y (=D i1, e ] )
b?_l(l(l)....,l(r)):= |

Zilvg Gy -1),k,1( +1)....,1(r))zExp;k=O’”-,e(f 1]
mit Exp=kd; (g -1)( Z{l(i)dz(i);i=5),...,r} ).

Fir j,08$j$d-1, in der eindeutigen Darstellung
j=Zi{k(i)dz(i);i:l,...,r_}, 08 k(i)<e(i), gilt dann
Pl

b(j)=b_(k(1),...,k(r)). &

Verallgemeinerung: Schnelle Berechnung von Mehrfachsummen

Gegeben seien ein kommutativer Ring K, beliebige endliche Mengen
(K(1),...,K(r) und Funktionen fi,{:l,...,rZN
fi:K(i)xK(l)x...XK(i)—)K,(k(i),k(l),.../.‘k(i))t—-——:)
2> £, (k(i);k(1), ..., k(i))
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U. OBERST
Mit Hilfe dieser Funktionen fi definiert man den Operator (die
Transformation)

(21) FexRODE - XKCE) 5 K% XK(E) e

(Fa) (=3 {200l L, )Ry, . RG) i1, L]
k=(k(1),...,k(r))€& K(1)x...#k(r) }

(22) Satz: Die Transformation F von (21) ist genau dann bijektiv,
wenn fir alle f=1,...,‘1‘ und 1(1)&1((1),...,1(9—1)6}((9 -1) als
Parameter die Matrix

A=(A(k,l);k,lérKQP ))'A(k'l):=f§’(k;£§l)'""l(g -1),1)
invertierbar ist. Die Umkehrabbildung F hat dann die gleiche

Gestalt wie F mit anderen Koeffizienten. 8§

(23) Satz (Schnelle Berechnung von F) Daten wie oben angegeben.
Zu einer Funktion a:K(1)¥...XK(r)=2K definiert man induktiv fiir
9==0,...,r ebensolche Funktionen ar durch die Bedingungen

agi=a , af+1(1(1),....1(r))3=

=§k{ag (1(1),...,1(p )k, 2(g +2),...,l(r))f (K3 1(1) e eey 1(p +1));

+1
$ k€ K(Q +1) }

Dann ist Fa=ar
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