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LINEARISATION DE PRODUITS DE POLYNOMES

DE MEIXNER, KRAWTCHOUK ET CHARLIER

PAR

JlANG ZENG

RESUME. - Soit (pn(x)) (n > 0) une suite de polynomes orthogonaux par rapport
a une fonctionnelle £. On propose un calcul de la fonctionnelle '^(]~[^^ Pn, (.>. )) pour les
polynomes de Meixner, Krawtchouk et Charlier, a 1'aide de techniques combinatoires.
Cette approche combinatoire permet de raffiner plusieurs resultats analytiques connus.

ABSTRACT. - Let (pn(-c)) (n > 0) be a sequence of orthogonal polynomials with
respect to a functional C.. We propose a calculation of the functional ;C(F[^;^ Pn, (.i:))
for the Meixner, Krawtchouk and Charlier polynomials, with the help of combinatorial
techniques. This combinatorial approach permits to refine several classical analytical
results.

1. Introduction

Les coefRcients de linearisation d'une suite de polynomes orthogo-
naux (fn(a;)) sont les nombres an,m, k definis par : pn(x)pm{x~) =
S^fe <Xn, m, kPk(x). De fa^on equivalente, si C est la fonctionnelle associee, Ie
coefficient o'n, m, fe est encore donne par : C(pnpmPk) = o'n, m, fc^(pfcpfe).

Beaucoup d'auteurs se sont proposes de calculer ces coefficients pour les
polynomes hypergeometriques classiques en faisant apparaltre des condi-
tions simples pour la positivite de ces coefficients. Ils ont utilise, soit des
methodes analytiques (c/. [As 1, As2, Ea, Ra]), soit des methodes combina-
toires (c/. [Az-Gi-Vi, Fo-Ze2]). L'objet du present memoire est de reprendre
a la fois les techniques analytiques et combinatoires des precedents auteurs,
pour calculer effectivement ^(n^=iPn. ) pour les polynomes de Meixner,
Krawtchouk et Charlier. On obtient ainsi plusieurs formules nouvelles dans
Ie cas ou les parametres de ces polynomes ont des valeurs arbitraires.

Dans tout cet article, on adopte la notation classique : (a)o = 1 et
(a), i = a(c( +l)---(a +n - 1), si ?z > 1. On suppose que m est un entier
^ 1 fixe et que n = (ni,..., n^) est une suite de m entiers positifs. Enfin,
[n] designe 1'intervalle {1, 2,... , n} des entiers.
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Rappelons que les polynomes de Meixner Mn{x;/3, c) sont definis par

(1. 1) M^^^c) = ^ (';) (-., ), (/?+ fc), _, (c-i - l)fc (n > Q)
k=0

(c/. [Ch]), ou/? >0et 0 < c< 1. Us sont orthogonaux par rapport a la
fonction-poids discrete (cfc(/3)fc/fc!) (fc ̂  0), portee par N.

Les polynomes de Krawtchouk (I<n(x;p, N')) sont definis par :

<-) ^. ^)=g(:^l0)".
otiO < p< let n = 0, 1,... N. Us sont orthogonaux par rapport
a la fonction-poids (^)pz(l - p)N-I, portee par les entiers 0, 1,. .., JV.
(^[Ch]). x v'/'v- '/ ,. --.--, -,...,.

Les polynomes de Charlier Cw(x) sent eux definis par :

(1.3) C^\x) = ^ (^(-., )^-^, (a > 0, n>
k=0

0)

et sont orthogonaux par rapport a la fonction-poids ak /k\ portee par N.
(c/. [Ch]).

Les trois fonctionnelles correspondant a ces trois suites de polynomes
sont donnees par 1 :

in J:

(1.4)^(n;^c)=(-l)n^-+n"-(l-c/^nM., (^^, c)c^;
x>Q i=l . x-

(1. 5) ^(n;^, p)
m N m

= r[(-i)n-(-^. EnJY». (3;'^Ar)(^ )pa:(i -p)A
»=1 1=0 . =1

m m _.t

(1.6) C(n; a) = e-a ̂ [(-a)". ̂  H ̂ a)(x)^.

N-x

«=1 i>0t=l

Nos r^sultats principaux concernant les fonctionnelles de Meixner et
Krawtchouk reposent sur des proprietes statistiques d'une classe d'objets
combinatoires, appeles derangements colores. On les introduit de la fa^on

1 Les fonctionnelles de Meixner et de Krawtchouk auront Ie meme support combina-
toire. Pour des raisons d'homogeneite, on a du adopter la notation IC(n, N, p) pour la
fonctionnelle de Krawtchouk, alors que Ie polynome est note classiquement Kn{x;p, N).
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suivante. D'abord toute suite n = (ni,..., nm) de m entiers positifs de
somme n determine, de fa^on unique, une application ^ de [n] sur [m],
donnee par ̂ (jr) == z, si ni +... + "1-1 < j ^n-i+- . -+ni {1 < i ^m; par
convention, n, o = 0). On dit que \/ est Ie m-coloriage de [n] associe a la
suite n. On note C*n 1'ensemblede tous les couples (x0))j)? 0 = lr- . ;").
Par commodite, \{j) est appele la couleur de j. Soit TT une permutation de
Cn, son nombre de cycles est note eye TT; on dit que TT est un derangement
{colore) de C'n si ̂ (^') ^ x(7r0)) pour tout j £ [n]; on note T>(n) 1'ensemble
des derangements de C'n. On dit, d'autre part, que TT a une excedance en
J (^ < J < "); si x0) < x(7r0)); on note excTT Ie nombre des excedances
de TT. On definit enfin Ie poids de TT par : w(?T) = ^cycTr^excTr ^g polynome
generateur de Z>(n) par w est alors defini par :

D(n;/3, 7)=::^w(7r) (TT G D(n)).
7T

Pour 1'etude de la fonctionnelle de Charlier, on utilise la notion de
partition de 1 ensemble Cn- Une telle partition TT est dite partition coloree,
si chaque bloc de TT est constitue seulement par des elements de couleurs
difFerentes. Le nombre de blocs dans la partition TT est note bloc TT et
PCS(n) designe 1'ensemble des partitions colorees sans points isoles (c'est-
a-dire, sans blocs reduits a un element) de Cn. Chaque partition TT de Cn
est munie d'un poids defini par : i/(7r) = ablocff. Le polynome generateur
de PCS{n) par v est defini par:

PCS{n; a) = ^ ̂(TT) (TT   -PC<?(n)).
n-

Le resultat essentiel de notre article consiste a etablir les trois identites :

(1. 7)
(1. 8)
(1. 9)

M(n;/3, c)=£)(n;^, c-1);
X;(n;JV, p)=£»(n;-JV, l-l/p);

C(n;a)=PC'5(n;a).

La premiere identite montre que A/((n;^, c) est un polynome de varia-
bles /? et c~ a coefScients entiers posltifs; done la positivite de A/((n; ?, c)
lorsque ^^Oet 0< c< 1 est evidente : M. (n; ̂ , c) >_ 0.

La seconde identite indique que /C(n;A^, p) est un polynome en les
variables (-^V) et (1 - 1/p) a coefficients entiers positifs, mais cette
fois-ci 1'interpretation de ]C(n;N, p) ne donne pas d'information sur son
signe immediatement. On a besoin de faire appel a 1'algebre des fonctions
symetriques.
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Comme demontre dans Ie COROLLAIRE 10, on a la forme explicite de la
fonctionnelle sous la forme :

(1. 10) /C(n;AT, p)

= n ".. E(-^). (P - D- E - n (l-<l^prl )t',
1=1 s>0 i=2

k,\

ou ̂  est la partition (constante) ^ = (l"l2"2 ... m"m), ou A varie dans
1'ensemble des partitions (1°2<:2 . .. mfcm) de 1'entier n = ni + ... + n^
satisfaisant h + ... +km = 5 et ou les a\^ sent des coefficients de
changement de base s'exprimant a 1'aide des nombres de Kostka (c/.
COROLLAIRE 10). On montrera comment cette formule permet d'etablir
directement un resultat fondamental sur la positivite de la fonctionnelle
de Krawtchouk (c/. COROLLAIRE 11).

Les techniques de demonstration font appel aux methodes du compose
partitionnel [Fo-Sch, Fo] et d'autre part prolongent, dans un contexte
combinatoire, des calculs analytiques faits par ASKEY et ISMAIL [As-Is]. Ces
deux derniers auteurs ont etabli 1'identite (1. 1) lorsque ^ = 1. La formule
(1. 4), valable pour m quelconque se specialise pour m = 3 en une formule
obtenue par ASKEY et GASPER [As-Ga]. L'interpretation combinatoire des
fonctionnelles de Krawtchouk et Charlier est nouvelle.

Apres la presente introduction, 1'article s'ouvre sur trois chapitres
et un appendice. Le deuxieme chapitre contient toutes les techniques
combinatoires utilisees. On y prolonge un calcul de determinant introduit
pas ASKEY et ISMAIL [Is-Is] (c/. THEOREME 1), a 1'aide de la /3-extension
du "Master Theorem", etabli par FOATA et ZEILBERGER [Fo-Ze2]. En fait,
pour mener Ie calcul de la fonctionnelle a son terme, il faut non seulement
evaluer Ie polynome generateur des derangements, mais trouver la relation
entre ce dernier et Ie polynome generateur de toutes les permutations (voir
THEOREMES 3 et 4).

II suffit, dans Ie troisieme chapitre, d'appliquer les resultats etablis dans
Ie chapitre precedent pour demontrer les trois identites (1. 1), (1. 2) et(1. 3).

II est remarquable de constater que toutes les fonctionnelles des po-
lynomes orthogonaux hypergeometriques classiques sont des fonctions
gen^ratrices de derangements. Le chapitre 4 montre qu'il y a une coherence
totale entre les diverses interpretations combinatoires de ces fonctionnelles.
On retrouve, pour celles-ci, Ie meme tableau qu'AsKEY et WILSON [As-Wi]
avaient construit pour les polynomes eux-memes.

L appendice propose une demonstration analytique d'une identite
(COROLLAIRE 2), deja etablie a 1'aide de techniques combinatoires.

L auteur tient a remercier M. D. FOATA pour son aide et ses suggestions
durant toute la preparation de ce travail.
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2. Calcul permutationnel et partitlonnel

2. 1. Trois lemmes fondamentaux. - Soient A un ensemble fini et S
un sous-ensemble de A. Chaque injection TT de 5 dans A peut s'identifier
avec son graphe : les sommets sont les elements de A, les arcs sont les
fleches allant de i a j si 7r(t) = j. On designe par eye TT Ie nombre de cycles
du graphe et 1'on definit Ie poids de TT par w(?T) = /3cyc'r. On note enfin
Inj(5', A) 1'ensemble des injections de S dans A et |A| Ie cardinal de A. Le
polynome generateur de Inj(5, A) par Ie nombre de cycles prend la forme
simple exprimee dans Ie lemme suivant (c/. [Fo-St]).

LEMME 1. - Soient 0<k<, n, \A\=net\S\=n-k, ona

(2. 1) w(Inj(5', A)) = ^ W(TT) = (^ + A;)»_fe (TT 6 Inj(5, A)).

Remarque - Lorsque k =0, a savoir 5' = A, 1'ensemble Inj(5', A)
se compose des permutations de A. La formule (2. 1) se reduit alors au
resultat classique (c/. [Ri]) :

(2. 2) EW (7r)=E^cyc'=(/?)" (^ ©n).

Dans I'mtroduction, on a defini 1'ensemble Cn de tous les couples
\\3}\ ^ ,T 1,'' "." '.n^'. ainsi que rensemble des derangements 'D(n) de

Cn, definis a 1'aide de la fonction ̂  On introduit, en plus, 1'ensemble 7?(n)
des permutations_de C'n. On munit ensuite chaque permutation TT de Gn
du poids I/(TT) defini par

(2. 3)

et on pose :

(2. 4)

^)=^yc7rn^a), xW)))
J=l

^(n))=^r/(7T) (Tre^(n)).

La fonction generatrice ^(P(n)) a une forme explicite donnee par la,
^-extension du "Master Theorem" (c/. [Fo-Ze]). Dans 1'enonce'suivant,
Vm designe Ie determinant classique du "Master Theorem", a savoir,
det(^- - b{i, j)xj) (1 < ij < m).
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LEMME 2 (/5-extension du "Master Theorem"). - On a I'identite :

<2.5) E^... 5^("»=^,
oil la sommation de gauche esi faite sur toutes les. suites n == (ni,... , n^)
de m entiers positifs.

La formule exponentielle va jouer un role important dans cet article.
Nous rappelons ici la methode du compose partitionnel (c/. [Fo-Sch],
[Fo2]) permettant un calcul simple de plusieurs fonctions generatrices
exponentielles. Etant donne un ensemble fini A, une partition de A est une
collection TT = {5'i,.. ., Sr} de ses sous-ensembles non vides, mutuellement
disjoints, dont 1'union est egale a A. On appelle bloc chaque part 5', dans
7r, et I'on note bloc TT Ie nomber de blocs de TT. On note enfin Il[n] (resp.
S[n}) 1'ensemble des partitions (resp. partitions en un bloc) de [n] et on
pose

n(+) = U n[n], 5(+) = U ̂ M.
">1 n>l

On peut identifier H(+) au compose partitionnel abelien (cf. [Fo2]) de >S'(+).
Rappelons qu'une application multiplicative est une application /J, de

Sw dans une algebre de polynomes, telle que si TT estune partition
{5'i,..., 5'r}, ou chaque 5', est un bloc de taille n,, Ie polynome ^(-Tr)
est donne par Ie produit ju(5[ni]) ... ^{S[nr}). On peut alors considerer les
polynomes :

^{HM} = ^{^) : 7T   n[n]} et ^{5[n]} == ̂ {^) : TT e 5'[n]}.

Comme demontre dans [Fo2], ils sont relies par la formule exponentielle
expnmee ci-apres.

LEMME 3. - Si {j, est une application multiplicative, on a I'identite :

(2.6) 1+E^II[»1)^=^P(E^5["1)^).
n>l

2. 2. Permutations et derangements. - Dans 1'introduction on a
defini Ie poids

(2. 7) w(7T)=/3cycv
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d une permutation TT de Cn- On a aussi defini Ie polynome generateur
T)(n). Nous rappelons ci-apres cette definition et introduisons, en plus, Ie
polynome generateur P(n;/3, 7) de toutes les permutations de Cn :

P(n;^, 7)=^w(7T) (TTe^(n));
(2. 8)

D(n;/3, 7)=^w(7r) (7reT>(n)).

Les fonctions generatrices de ces deux polynomes ont des formes explicites,
qui sont exprimees ci-dessous a 1 aide des fonctions symetriques elemen-
taires ei,... , em des variables xi,... , Xm-

TH^OREME 1.

<2-9) E^, "1
-1

nil

On a les identites

--P(n;^, 7)
n,

m-1, 1-^.=[l-ei-(7-l)e2-... -(7-l)m-1^]-
.nl .r"">

("») E^-S^"^. ^)
= [1-762-7(1+7)^3-.. --7(1+7+---+7m-2)em]-/3;

o-u les sommations sont faites sur touies les suites n = (ni,..., nm) ^e m
entiers positifs.

Remarque. - Lorsque ^ = 1, ASKEY et ISMAIL [As-Is] ont obtenu la
seconde identite avec une interpretation combinatoire analogue.

Demonstration. - Pour 1 <, i, j ^ m, posons

(2. 11) ^=ti:;7, siKj;
sinon.

En substituant b(i, j) dans Ie LEMME 2 et en posant n = n^ +
on trouve :

+nmi

^(n))= ^ ^ycwn&(^), xW)))
7r -P(n) j=l

= E/cr".
n-e-P(n)

}cyc w^exc TT
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Le determinant det(8ij - b(i, j)xj) devient :

1-x^

^=(-l)ma;i...^

7

1 - a-2-l
7

7

»-1
~ xm-l

7

7

7

1-x

=l-^_(^_l)e^... -(^-i) ,
m-l

-1
m

(c/., par exemple, MUIR [Mu, p. 441]).
L'identite (2. 10) est demontree de fa^on analogue. II suffit de prendre

pour b(i, j') les valeurs :

7, sit <j;
b{i, J)={0, sii=j;

1, si i > j.

Onnotera qu'a cause des valeurs &(z, i) = Q, la somme v(P(n)) est egale
a jD(n; ^ 7). Le determinant de MacMahon devient :

Vm=(-l)m3;l...^

-X
-I

7

1 -X,
-1
2

7

7

7

7

-a'm-l 7
-X -1

qu'on peut encore exprimer sous la forme :

Vm = 1-762 - 7(1 + 7)63 - ... -7(1 +7+ ... + 7m-2)Cnz.

(c/. MUIR [Mu, p. 441] et ASKEY et ISMAIL [As-Is, § 3]. ) []
L'identite (2. 9) permet de donner une formule explicite pour Ie po-

lynome P(n; ̂ , 7) donnee dans Ie corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. - On a I'identite

m .,-fc

(2. 12) P(n; ̂  7) = (1 - 7-1/(1 - 7)" E F[(-fc)". 7-^fc.
k>0 t=l

oun ==ni +... +nm.

Remarque. - Lorsque m = 1, en appliquant la formule binomiale,
on retrouve (2. 2). Lorsque tous les n, valent 1, on retrouve une formule
apparaissant dans Ie memoire de VIENNOT [Vi, formule (66), p. 11-37].
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Dem onstration - II suffit de verifier que Ie membre de droite de (2. 11)
satisfait la formule (2 9). En effet, en substituant dans (2. 9) P(n;/?, 7) par
Ie membre de droite de (2. 12), on a

(l-^)'E(nE(i-^(-^, ^)2:^)t
k>Q V2=ln, >0 "I- ^ A"

=(l--r-l)''Eli(l-(l-^. )tl:^)t
fc>0i=l

m

=(l-7-l)/?[(l-7-ln(l-(l-7)^)]-^
2=1

= [1 -ei -(7- l)e2 - ... - (^- l)-le^]-^,

en appliquant par deux fois la formule binomiale. [}
Dans (2. 12) en faisant 7 tendre vers 1 et en utilisant 1'identite (2. 2), on

obtient Ie corollaire ci-dessous, qui permet d'interpreter la fonctionnelie de
produits de polynomes de Laguerre (voir THEOREME 8 ci-apres) a partir
de celle de Meixner.

COROLLAIRE 2. - On a :

m -. -k,

Hm^l - ^-)"(1 - ^)». +...+.» ^ JJ(_t)^r^)t , (^ Ẑl+---+n,
k>0 2=1

On se propose maintenant de trouver une formule analogue pour
-D(h>/??7) dans Ie cas ou m est quelconque (^ 3). Soient

A=(lfcl2fc2... m<:m) et ^=(lni2n2... mnm)

deux partitions d'entiers, la plus grande part etant < m. Comme il est
bien connu (c/ [Macd. p. 65]), chaque element CA = e{1 ... e^" s'exprime
^1'aidedes fonctions symetriques monomiales Y^xli par 1'equation CA =
^tj ia>^Y. X11- Les coefficients a\^ sont des entiers positifs, qui ont une

expression simple en fonction des nombres de Kostka (c/. [Macd, p. 65]).
COROLLAIRE 3. - On a I'identite

(2. 13) £>(n;/9, 7)
m

=(n». ')Ew.
^=1 a>0

7

1-7
i:^n(l-r;l)tiz^

\ 2=2
ki\
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ou fJ, est la partition (constante) fi = (1"12"2 . . . mrlrn) et ou la seconde
sommation est faite sur toutes les partitions X = (l°2fc2 . . . mfcm ) de

I'entier (ni + .. . + "m) satisfaisant a k-2+ ... + km= s.

Demonstration. - On developpe Ie membre de droite de (2. 10) a 1'aide
de la formule binomiale, puis a 1'aide de la formule multinomiale. On
obtient :

[1 - 762 - 7(1 + 7)es - ... -7(1 +7+ ... + 7m-2)em]-/?

=i:(^(T^E^^, n(i-. -)t.-
ouk'2+---+km=set \== (l°2kl . . . mkm ). On exprime ensuite les e\ en
termes des fonctions symetriques monomiales ^ 3;^ et 1'on identifie avec
Ie premier membre de 1'identite (2. 10). []

Lorsque m = 3, la formule (2. 13) se specialise en une formule apparais-
sant comme une ̂ -extension de 1'identite de PfafF-Saalschutz (voir §2. 5,
PROPOSITION 3).

2.3. Partitions colorees. - Considerons de nouveau 1'ensemble
(7n associe a la suite n = (ni,..., n^) de m entiers positifs. Comme
deja dit dans 1'introduction, une partition TT de Cn est dite partition
coloree, si chaque bloc de TT est constitue seulement par des elements
de couleurs differentes. Notons PC(n) (resp. 7?C<?(n)) 1'ensemble des
partitions colorees (resp. partitions colorees sans points isoles) de C'n et
introduisons pour chaque partition coloree TT de C'n Ie poids :

^(7T)=abloclr.

Les polynomes generateurs de 'PC(n) et PCS(n) sont definis respective-
ment par:

PC(n;a)=^i/(7r) (7T W(n)),
7T

PCS{n; a) = ^ ̂(TT) (TT   PCS(n~)).
7T

A 1'aide du LEMME 3, on peut donner des formules explicites pour les
fonctions generatrices de ces deux polynomes.

TllfiOREME 2. - On ales identites :

(2. 14)

(2. 15)

^
I

x

xl

ni!
,. "1 x

"m

n

. PC{n; a) = exp(aei + . .. + aem);

'm
m

ni! nm;

. PCS{lv, a) = exp(ae2 + -.. + acnz);
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oiiles sommations sont faites sur toutes les suites n = (ni,... , n^) de m
entiers positifs.

Demonstration. - Pour chaque partition TT de[n]et chaque application
<r? de [n] dans [m], on definit :

fv. ^} = \1' si la restriction de (/? a chaque bloc de TT est injective;
0, sinon.

L'application 0 permet d'introduire pour chaque TT   H[n] Ie poids comme
suit :

^(TT)= ^ ^^bloc'rn^(o.
V>:[n]->[m] t=l

On verifie facilement que ̂  est une application multiplicative. Ceci revient
a dire que ̂ (pr) est Ie produit de tous les poids des blocs. Par ailleurs, pour
toute suite n == (ni,... , n^) de m entiers positifs de somme n, posons

^nM}=E0(7r^)abloc7r (^enM);
7T

^{S[n]}=^0^^abloc7T (TTG^nj);
7T

ou ̂  est Ie m-coloriage de [n] associe a la suite n. On verifie egalement :

(2.16) ,Wn]}=.^^L^^... ^^[n]};
'm-

(2. 17) ^{S[n}} = ^ n!

"I'-'-nm! ^1... <^{5M};

oil les sommations de droite sont faites sur toutes les suites n =
^\'»s", 'nm^-d^m entiers Positifs de somme n. En substituant (2. 16) et
(2. 17) dans (2. 6) et en faisant u == 1, on obtient

E^x^ xnm

"!' "m!
^{n[ni+... +nm]}

xl=expi.^
xn, 1 x^
"i! n^l

^{S[n^+-.. + n^}} ;

oil la sommation de gauche (resp. droite) est faite sur toutes les suites
n = (ni,. , n^) de m entiers positifs (resp. de somme > 1). On
remarque d'abord : ^{H[^ + ... + n^}} = PC(n;a); d'autre part,
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v{S[n-i + .. . + nm]} == 0 sauf si tous les n, valent 0 ou 1, il en resulte :
v[S[n^ + .. . + nm]} = ao-i + ... +ao-^. Ce qui etablit (2. 14).

On demontre 1'identite (2. 15) de fagon analogue. II suffit de prendre
pour 6 les valeurs suivantes :

1, si TT n a pas de point isole
0(7T, y;) = -^ et si la restriction de ip a, chaque bloc de TT est injective;

0, dans Ie cas contraire. []

A 1'aide du THEOREME 2, on peut donner une formule explicite du
polynome generateur PC(n; a).

COROLLAIRE 4. - On a I'identite :

m ^

(2. 18) PG(n; a) = (-l)"^-+"">e-a ̂  H(-fc),, ̂ .
fc>0i=l

Remarque. - Lorsque tous les n, sont egaux a 1, la formule (2. 18)
se r^duit a une formule due a TOUCHARD (c/. [To]); si, de plus, a = 1,
Ie polynome PC'(n; a) devient Ie nombre de Bell. On retrouve ainsi une
formule bien connue due a DOBINSKI (c/. [Do]).

Demonstration - II suffit de verifier que Ie membre de droite de (2. 18)
satisfait la meme fonction generatrice (2. 14) de PC'(n; a). Ceci est evident
en appliquant la formule binomiale. []

2.4. Relations entre polynomes generateurs de permutations
et de partitions. - On se propose ici de trouver des relations simples
entre les polynomes £>(n; ,3, 7) et P(n; ̂ , 7). Le theoreme suivant joue un
role important dans 1'interpretation des yM(n;/3, c) et /C(n;A7', p). Pour
chaque ensemble C'n associe a la suite n = (ni, --- , n^), on pose

Ai = {(iJ) : ni + ... + n,_i +1 <j <ni + ... +nJ

pour t = 1,.. ., m, qui est Ie sous-ensemble des elements de couleur i de
C'n. Soit TT une permutation de C'n, (xU)J) est dit pom< fixe de TT si
XU) = X{^(J))- On designe par Fix TT 1'ensemble des points fixes de TT. On
etablit d'abord Ie lemme suivant.

LEMME4. - SoientT<^C^ et\T^}Ai\ . = n, - k^z =1,... , m, on a
alors

(2. 19) ^ w(7T)==P(k;^7)U(/?+^)n, -fc,,
Fix TTDT 1=1
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Remarque. - Ce lemme est deja donne par FOATA et ZEILBERGER
lorsque 7 = 1 ([Fo-Ze]). La demonstration donnee ici est essentiellement,
la meme que celle donnee par ces auteurs.

Demonstration. - Posons T{ = T D A; pour i = 1,... , m. D'apres Ie
LEMME 1, Ie membre de droite de (2. 19) est la fonction generatrice du
produit 'P(k) x Y[i=i InJCT^A;) par Ie poids w. Done poiir demontrer Ie
lemme, il suffit d'etablir une bijection TT -+ ((7, 7Ti,..., TTm), conservant Ie
poids, de 'P(n) sur ce produit. Pour cet efFet, on part d'une permutatlon
TT de C*n, fixant tous les elements de T. On ecrit TT sous forine de prodult
de cycles et 1'on enleve tous les elements de T dans chaque cycle. Ce qui
reste est alors une permutation de (7n \ T ecrite en produit de cycles.
Evidemment, a a les memes excedances de TT. On definit ensuite TT, par
la restriction de TT sur T() qui est evidemment une injection de T; dans
Ai. On voit facilement que Ie nombre totale de cycles de CT, TTI, ..., 7r,n
est egal a eye TT. D autre part, 1 application inverse peut se construire
immediatement. []

A 1'aide du LEMME 4, on demontre Ie theoreme suivant.

TllfiOREME 3. - On a I'identite

(2. 20) D(n;^, 7)

=£
fci>0

E
fcm>0

m

P(k-, /3, 7)n(-l)--fc-(^)(/3+^)n, -.,.
t'=T ^l^

Demonstration. - D'apres Ie principe d'inclusion-exclusion, on obtient
immediatement

D(n;^7)= E(-1)ITI E w(7r)-
TCCn Fix TTDT

Par ailleurs, d'apres Ie lemme precedent, pour tout sous-ensemble T de
C'n tel que |Tn A;) = ni - fc, (z == I, ---, m), on a

(-l)lrl ^ w(7r)(/3+^)», -*...
FixTT^T

II y a evidemment H^i (^') de tels sous-ensembles. D'ou il resulte
(2. 20). D

Remarque. - Au lieu d'utiliser Ie principe d'inclusion-exclusion, 1'iden-
tite (2. 20) peut s'etablir d1 une fagon "plus comblnatolre", a savoir,
construisant une involution sur un ensenable adequat avec un polds ap-
proprie associe a chaque element. On peut se reporter a 1 article de FOATA
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et ZEILBERGER [Fo-Zel] pour cette demonstration lorsque r- = 1. Enfin,
on peut aussi demontrer (2. 20) en identifiant les fonctions generatrices de
ses deux membres. II suffit, en fait, de remplacer P(k; ,3, 7) par la formule
(2. 12) et d'utiliser la formule (2. 9).

On a de meme une evaluation analogue pour les polynomes generateurs
de partitions. Le theoreme suivant etablit une relation entre les polynomes
PCS{n\ a) et PC'(n; a). On peut Ie considerer comme 1'analogue du
THEOREME 3 dans Ie contexte des partitions colorees.

TH^OREME 4. - On a I'identite :

(2. 21) PC S^, ̂ )= ̂  ... ^ PC(k; a) ̂ -l)"--^
ki>0 km>0 1=1

n,

ki.
ICE n, -fc,

Demonstration. - La demonstration de ce theoreme est tout a fait
semblable a celle du THEOREME 3, a ceci pres que nous devons remplacer
les termes permutations par partitions colorees et points fixes par points
isol^s. Nous nous dispensons done de la reproduire ici. Q

Comme signale dans la remarque precedente, on peut aussi demontrer
(2. 21) en identifiant les fonctions generatrices des deux membres.

2. 5. Evaluation de polynomes generateurs pour certains cas
particuliers. - Lorsqu'on se restreint aux suites n = (ni, n2, "3), les
polynomes PC'5'(n;a) et D(n;f3, -f) prennent des formes remarquables
donnees dans les propositions suivantes.

PROPOSITION 1. - On a I'identite :

(2. 22) PCS{n^n^n3;a)
ni!n2'"3'as

s>0 {s - ni)!(5 - n^Y. ^s - n3)!("i + "2 +^3 - 2s)!'

Demonstration. - On developpe les fonctions symetriques elementaires
ei, 62, 63 en les a-., puis on identifie les coeficients des monomes x^lx^2x^3
dans les deux membres de (2. 15). []

PROPOSITION 2. - On a I'identite :

(2. 23) £»(ni, n2, "3;^, 7)

=E
s>0

"!' "2' ??3' (1 + 7)"l+n2+"3-2s
{s - ni)!(5 - n2)\{s - n3)!(ni +ny + ny - 2s)\

.73W.-
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Remarque. - On note qu'en faisant , 3=1 dans 1'identite precedente,
1c calcul du membre de gauche devient evident, a savoir

"i'n. !n3!Ef. nL)f. n2^ V. n3_
-^ \S- "2/ \5 - n3/ \s - ni

7s,

et on retrouve la formule classique de PfafF-Saalschiitz (c/. [Bai] ) suivante :

"1 "2 "3

^^-n2J^-n, j{s-nJr

=E^ 5;(1 +^')"i+"2+n3-2s,

3>0 {s - ni)! (s - n^l (s - ns)l (n^ + ^ +^3-26)!"

C'est exactement sous cette forme que GOOD [Go] avait donne sa version
de la formule de PfafF-Saalschutz en appliquant Ie "Master Theorem" de
MacMahon et que FOATA [Fol] 1'avait demontree combinatoirement.

Remarque. - Les deux propositions 1 et 2 peuvent etre aussi etablies
de fa^on authentiquement combinatoire. Cette approche fait 1'objet d'un
article separe [Zej.

Demonstration. - Lorsque m = 3, la seconde sommation dans Ie
membre de droite de (2. 13) se reduit a une seule partition

A = C23s-nl-n2-"33"i+ri2+n3-2s

D'autre part, Ie calcul de a^ (avec ̂  = (lni2"^3n3)) est facile. On trouve
bien

I35 - "i -r»2 - "3).'
(5-n, )!(, -^)!(. -n3)!'

COROLLAIRE 5. - Lorsque ns = 0, on a :

(2. 24)
(2. 25)

-D(ni, "2:^, 7) ="l'7nl(/3)n^n, n,;
PCS^n2;a)=n, lanl8n^.

Ces deux identites, qui sont immediates a partir de (2. 22) et de (2. 23),
serviront a (re)demontrer les proprietes d'orthogonalite des polynomes de
Meixner, Krawtchouk, d'une part, et de Charlier, d'autre part.

Notons, enfin, les evaluations de D(n; ̂ , 7) et PCS(n; a) dans Ie cas m
quelconque, mais ni ^ ^2 + ... + nm.
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PROPOSITION 3. - On a :

(2. 26) D(n;/3^)=^^"1^)
(2. 27) PC<5(n;a)=^l!an1'

ni, si ni == n^+

si ni > ?i2 +

sz ni = n2 +

sz ni > nz +

. +nm;

. +»m.

+"m;
+nm.

Demonstration. - II n'existe pas de derangements colores lorsque
"i > "2 + ... +"m. Lorsqu'on a 1'egalite, chaque derangement colore
TT determine, de fagon unique, un ensemble S^ de ni arcs :

[x-^^x)} (2-=(l, l),..., (l, ni)),

ayant chacun une excedance et une permutation TT' de S^ donnee par

7r':[x-^ 7T(a;)] ̂  [7r2(3;) -^ 7r(7T2(. r))] (a; = (1, 1),..., (1, n,)).
On remarque, par ailleurs, que TT' a Ie meme nombre de cycles que TT. Cette
application est evidemment bijective. La formule ni! (/?)", 7"! compte done
d'abord Ie nombre de famous de construire ni arcs, puis Ie nombre de
permutations de ces arcs suivant Ie nombre de cycles, enfin impose une
excedence a chaque arc. La formule (2. 27) est evidente. []

Remarque. - Lorsque m = 2, on retrouve Ie COROLLAIRE 5.

3. Polynomes orthogonaux

3. 1. Polynomes de Melxner. - On est pret maintenant a interpreter
la fonctionnelle M{n; /3, c) definie en (1. 4). On rappelle que 2?(n; ̂ , 7) est
Ie polynome generateur introduit en (2. 4).

TH^OREME 5.

(3. 1)

On a :

M(n;/3, c)=D(n;f3, c-1).

Remarque. - Dans lecas /3 = 1, cette identite a ete demontree par
ASKEY et ISMAIL [As-Is].

Demonstration. - Dans (1.4) developpant chaque polynome de Meix-
ner par la formule (1. 1), on obtient

(3. 2) A^(n;/3, c)

=$;... ^ ^k;/3, c)n(-l)". -fc. ();i)(^+^, -.,,
ki>0 k^>0 i=l ^^

ou
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"I ^

F(k; /?, c) = (1 - c)^(l - c-l)k^-+^ ̂  ̂ -A. ),, ̂ ^
k>0 i=l

D'apres Ie COROLLAIRE 1, on a

F(k;^, c)=P(k;/?, c-1).

Appliquant alors Ie THEOREME 2, on obtient bien (3. 1). []
D'apres ce theoreme, A^(n; ̂ , c) est un polynome de variables ̂  et c-1 a

coefficients entiers positifs; done la positivite de M(n; /3, c) lorsque /3 > 0
et 0< c< 1 devient evidente :

COROLLAIRE 6. - Soient ft^O etO <c<l, on a :

M(n;/3, c)^0.

En appliquant les propositions donnees dans la section 2. 5, on obtient
les corollaires suivants :

COROLLAIRE 7 (Linearisation). - On a :

(3. 3) A<(ni, n2, n3;/3, c)
"l!"2'"3'(l +C-l)"l+"2+"3-2s

^ (s - "1)' (^ - nz)! (s - ns)! (ni +n2 + "3 - 2^)! 
C~SWS-

Remarque. - L'identite (3. 3) est deja donnee par ASKEY et GASPER
[As-Ga] sous une forme equivalente (c'est-a-dire a une constante pres).

COROLLAIRE 8 (Orthogonalite). - On a :

(3. 4) M(n^n^/3, c)=nic-nt(p)n, S.,ni7Z2-

COROLLAIRE 9. On a :

(3. 5) M(n;^)={^!c-c-nl(^)"i, 3tni=n2+-
5? ni >n2 +.

+ "m;
+nm.

3. 2. Polynomes de Krawtchouk. - L'interpretation de la fonction-
nelle )C{n;N, p~) definie en (1. 5) releve du meme modele que celui utilise
pour A^(n;^, c).
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TH^OREME 6. - On a :

(3. 6) ^(n;7V, p)=D(n;-AT, l-l/p).

Demonstration. - Dans (1. 5) developpant chaque polynome de Krawt-
chouk par la formule (1. 2), on obtient

(3. 7) /C(n;^, p)
m

= E---E ̂ ;^p)n(-i)ni-fci(^)(-^+^)».. _,.,
, >0 ^1 ^^ki>.0 k^>0

ou

G(k;N, p)=p^-ki-'-'-kr
m

'N'
En(-^. (;:)pt(i-p) N-k

fc>0t=:l

A 1'aide du COROLLAIRE 1, on verifie facilement que 1'on a :

G(k;^, p)=P(k;-JV, l-l/p).

Appliquant alors Ie THEOREME 3, on obtient bien (3. 6). []
Le THEOREME 6 affirme que !C(n;N, p) est un polynome en les varia-

bles (-A^) et (1 - 1/p) a coefRcients entiers positifs, mais cette fois-ci
1'interpretation de JC(n;N, p) ne donne pas d'information sur son signe
immediatement. En fait, il y a deux cas a considerer, comme nous aliens
1'indiquer apres 1'enonce du prochain corollaire. Celui-ci donne une formule
nouvelle de la fonctionnelle /C(n; N, p) dans Ie cas n quelconque.

COROLLAIRE 10. - On a :

(3. 8) /C(n;N, p)
m

=n». '£(-^-^E^n(l-(l^p)'-I)t',
'=1 s>0 \ i=2 "'.

oii p, est la partition (constante) fi = (lnl2n2 ... m"m), ou \ varie
dans I'ensemble des partitions (l°2fc2 . .. mfcm ) de I'entier (ni + ... + n^)
satisfaisant k-i+. .. +km = s et oil a\^ est donne par e\ = ^ a^^ Z; x>1.

Demonstration. - On reporte (3. 6) dans (2. 13) et on trouve bien
0.8). a

COROLLAIRE 11. - On a les deux inegalites :

(3. 9)

(3. 10)

/C(n;7V, p)>0, |^p<l;
(-l)"/C(n;7V, p)>0,
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ou n designe la somme des entiers ni, nz e't "3-

Remarque. - L'approche de DUNKL-RAMIREZ [Du-Ra] en termes de
caracteres de groupes n'a permis a ces auteurs que d'obtenir 1'identite
(3. 8) dans Ie cas m = 3 et pour (1/2) <, p < 1. Ils n'ont done pu etablir
que (3. 9) toujours dans Ie cas m = 3.

Demonstration. - Ces inegalites sont une consequence de 1'identite
(3. 8). D'abord Ie facteur (-7V), (p-l)s est toujours positif pour 0 <p < 1.
Ensuite, lorsque (1/2) ^p<l, on a-1^1- (1/p) < 0 et tous les termes
du membre de droite de (3. 8) sont positifs.

Lorsque 0 < p < 1/2, on a 1 - (1/p) < -1. Par consequent, Ie signe de
n^2(1 - (1 - l/P~)i~l)ki est egal a (-l)s(m\ ou 5(m) est la somme des fc,
avec i impair. Comme 2k^ + .. . + mfcm =: ni +... + nm, on a :

5(m) =ni + ... +"m (mod 2),

qui est independant de A. On en tire immediatement (3. 10). []
Les corollaires suivants sent des consequences immediates des proposi-

tions correspondantes etablies dans la section 2. 5.

COROLLAIRE 12 (Linearisation). - On a :

/C(ni, n2, n3;^, p)

ni! n2' "3; (2 - l/p)»i+n2+"3-2, (i _ i/pv
^ (, _ n,)[ (, _ ^)1 (, _ ^)t (ni +n2 + "3 - 2. )!v " ;s-

Remarque. - On doit a EAGLESON [Ea d'avoir calcule la fonction
generatrice des /C(ni, n2;"3;-^>p) et a ASKEY et GASPER [As-Ga], d'avoir
su dedulre du calcul d'EAGLESON 1'identite du COROLLAIRE 12.

COROLLAIRE 13 (Orthogonalite). - On a :

/C(ni, n2;^, p) = ni!(l - (l/p))nl(-^^. ninz-

COROLLAIRE 14. On a :

^(n^, p)={^'(l-l/P)"-(-w)-.
''

si n^ =ra2 + ... +"r

sz ni > n^ + ... nm-

3.3. Polynomes de Charlier. - L'interpretation de la fonctionnelle
C(n;a), qui est definie en (1. 6), est liee a la notion de partition coloree.
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On rappelle id que PCS(n; a) est Ie polynome generateur des partitions
colorees sans points fixes introduit dans la section 2. 3.

TH^OREME 7. - On a :

(3. 11) C(n;a)=PC'5'(n;a).

Demonstration. - Dans (1. 6) developpons chaque polynome de Char-
her par la formule (1. 3); on obtient

C(n;a)=^... ^T(k;a)n(-l)n. -fc.
ki>0 km>0 t=l

i}an'-k'.

ou

T(k;a)=(-l)fc^-+fc-e-a^n(-A. ),, afcA!.
k>0 i=l

Par ailleurs, d'apres Ie COROLLAIRE 4, on a

T(k;a)=PC(k;a).
Appliquant alors Ie THEOREME 4, on trouve bien (3. 11). Q

Le THEOREME 7 montre que C(n; a) est un polynome en la variable a, a
coefficients entiers positifs. La positivite de C(n; a) devient alors evidente
lorsque a > 0.

COROLLAIRE 15. - Soit a>0, on a :

C(n;a)>0.

Les corollaires suivants sont des consequences immediates des proposi-
tions correspondantes etablies dans la section 2.5.

COROLLAIRE 16 (Linearisation). - On a :
C(ni, n2, "3;a)

ni\n-2\n3\as

3>0 (5 - ni)! (5 - n-i)\ (s - ns)\ (ni + "2 + ns - 2s)\

COROLLAIRE 17 (Orthogonalite). - On a :

C(ni, n2;a) =ni\anlSn, n^.

COROLLAIRE 18. - On a :

C(n; a) = <} ̂ 1! anl' 52 "i ̂ n2 +... + nm;
0, sini > n2 +... +nm.

88



LINEARISATION DE PRODUITS DE POLYNOMES

4. Passage aux limites entre les fonctionnelles

On se rappelle que Ie tableu d'AsKEY [As-Wi], detaille par LABELLE
[La], classe les polynomes orthogonaux classiques d'apres leur hierarchie
hypergeometrique. Nous reproduisons dans Ie tableau 1 la partie situee
au-dessous des polynomes de Krawtchouk et Meixner.

Kra.wtdiouk

Laguerre

Meixner

Charlier

Une fleche va du polynome P au polynome Q, si 1'expression analytique
de Q peut etre obtenue de celle de P par un passage a la limite approprie.
Par exemple, nous avons

(4. 1) 2"n! ̂ ^-"^2/2)(^/2 _ ^) ̂  Hn{x\

oil Hn(x)(n > 0) sont les polynomes d'Hermite definis comme suit :

(4. 2)

ou

(4. 3)

tn
EJfn(-E)^=exP(2^-2<2),
n>0

^)=-E(^|^, (-0,
Rappelons que les polynomes de Laguerre L<, Q\x) sont definis par

(4.4) ^ L^\x)un = (1 - n)-^ exp -^,
- un>0

ou

(4. 5) n!4a)(. )=E(-l)fe(;)(^+l+^-^, (»^0).
kX)
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Comme signale par FOATA [Fo], les interpretations combinatoires des
polynomes apparaissant dans Ie diagramme precedent sont connues et
compatibles, en ce sens que toutes les formules de passage ont des
demonstrations simples dans la geometric de ces modeles.

Introduisons maintenant les fonctionnelles des polynomes. de Laguerre
et d'Hermite :

m \ r°° / m
(4-6) £(n;a)=r(aTT)(IK-l)"'n. !)j[ {.[lLffw)^e-ci.;

-i=l / JO yi=\.
, 00 / "I

(4. 7) ^(n) = (2»^-+»^)-1/2 /" (n^. (^))e-I2&.
'-°o \^=l

Les interpretations combinatoires de ces deux fonctionnelles sont deja
donnees respectivement par FOATA et ZEILBERGER [Fo-Zel] et AZOR,
GILLIS et VICTOR [Az-Gi-Vi]. On se propose ici de redemontrer d'abord
1 interpretation combinatoire de £{n; a) a partir de celle de M(n; ̂ , 7) et
1'interpretation de 7^(n) a partir de celle de £(n; a). On demontre aussi
que les interpretations combinatoires des fonctionnelles des polynomes
apparaissant dans Ie diagramme sont compatibles dans Ie meme sens que
ci-dessus.

TH^OREME 8 (Foata-Zeilberger). - On a :

(4. 8) /:(n;a)=Z)(n;a+l, l).

Demonstration. - Dans (4. 6) developpant chaque polynome de La-
guerre L^\x) par (4. 5) et integrant terme par terme en utilisant Ie fait
que (l/F(a + 1)^°° e-xxn+adx = (a + !)" (c/. [Fo-Ze]), on obtient

(4. 9) r(n;a)
m

^ ... ^ (a+ 1)^4-...+^ n(-l)--fc; (^l)(" + 1 + ^)», -,, .
fci^o fc^>o 1=1 VA'2-

En comparant (4. 10) avec (3. 2) et en appliquant Ie COROLLAIRE 2, on a
immediatement :

(4. 10) C{n; a) = lim M(n; a +1, c).

D'autre part, 1'identite T)(n;0i + 1, 1) == limc-. i 2?(n; a + l, c-l) est
evidente. En appliquant Ie THEOREME 5, on a (4. 8). Q
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Hm (^-l)nl+-+nm/:(n;/92/2) = (-l)nl+-+nm^(n),
,3-». oo

On appelle involution derangee toute involution de Cn, qui est en meme
temps un derangement de C'n. On designe par Invd(n) 1'ensemble des
involutlons derangees de C'n.

TH^OREME 9 (Azor-Gillis-Victor). - On a :

(4. 12) /H(n) = |Invd(n)|.

Demonstration. - C'est un exercice elementaire d'analyse de verifier

(4. 12)

a 1'aide de (4. 2). Par ailleurs, on a

(^-l)"l+-+"mD(n; ^2/2 +1, 1)

= ^ (^2/2+l)cycT(\^/9-l)"l+'"+"m,
7r6-P(n)

lorsque f3 tend vers oo, tous les termes de la somme ten dent vers zero, sauf
ceux qui satlsfont 2cyc7r = ^^rii, c'est-a-dlre ceux qui correspondent
aux involutions derangees de Cn; or ces termes tendent, vers 1. Par
consequent, d'apres Ie THEOREME 8, on a

(-1) "l4----+"r ^(n) == |Invd(n)|.

Comme il n'existe pas d'involutlon derangee lorsque ni +... +»", est
impalre, on a done

^(n) = |Invd(n)|. [j

Les interpretations combinatoires (THEOREME 5, 6, 7, 8 et 9) des fonc-
tionnelles definies dans cet article permettent de trouver facilement les
passages au limlte entre ces fonctionnelles.

TH^OREME 10. - On a :

(4. 13)
(4. 14)

(4. 15)

(4. 16)

(4. 17)
(4. 18)

llm M{\v, a + l, c) = £(n; o;) ;
C->1

Urn (a/^)"l+-+nmA<(n; /3, a//0) = C(n;a);
ft-*90

Urn (V^/^)"l+-+"m£(n;/32/2) = -^(n);
(8-> oo

lim (1//a) "l+---+"r l(;(n;a)=^(n);

.

lim (-a/n)nl+-+nm^(n;JV, a/JV) = C(n; a);
N-»oo

\im (l//?V)"l+-+"m/C(n;^, l/2) = 7l:(n).
A?-> oo
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Demonstration. - L'identite (4. 13) (resp. (4. 15)) est, en fait, deja
demontree dans la demonstration du THEOREME 8 (resp. 9), si 1'on part
d'abord de 1'interpretation de (4. 8) (resp. (4. 11)). Les autres identites sont
demontrees de la fa^on analogue, a 1'aide de leurs interpretations. []

5. Appendlce : quelques remarques sur Ie Corollaire 2

Dans la section 2. 2, on a etabli, de fa^on relatlvement elaboree, Ie
resultat analytique suivant (COROLLAIRE 2) :

m ..-k,

(5. 1) lun^l - 7)^(1 - ^)». +-+"- ̂  H(-fc),, ̂ -^fc = (^)'ni+---+"m)
k>0i=l

ou ni,..., nm sont m entiers positifs. II est interessant de transcrire ce
r^sultat en termes de fonctions hypergeometriques et de voir si les identites
classiques sur ces fonctions permettent de retrouver (5. 1). Rappelons que
si r et 6 sont deux entiers positifs, (ai,... , a^) et (&i,..., 63 ) sont deux

suites de parametres (reels ou complexes), la fonction hypergeometrique
rFs est donnee par (c/. [Bai]) :

. ai,..., a^^ _^(ai)n---(ar)nxn
r's^,,.., ^'^=^(^)n... (^'nT-

Prenons ni = max{ni, n2,... , "m} et recrivons Ie membre de droite de
(5. 1) a 1'aide de ces fonctions. On obtient 1'enonce equivalent :

lim ̂ n2+-+"">n _ ^-l^+ni+-+"m ("l')m- (/?)ni
771^11 - ' / 

n^i("i-"«)'
/?+"i, ni+l,..., ni+1 _i'

m-Tm-1 [ _ " , -, " ._ , i , < ;7
-"1 -"2 +!, "! -"3 +l,..., ni -nn, +1'

= Wni+-+nm-

Si 1'on supprime Ie facteur lim-), _»i ̂ "2+---+"m = l et si 1'on pose x == 7-1,
on est conduit a 1'enonce

^+ni+-+n^ (nl')m-~ (/3)"i
"m"
I^l(ni - n, )!

/?+ni, ni +l,..., ni +1
X m-Cm-l [ _ " , 1 _/ ~ , '-, ' * . <;^

. ni -n2 + l, ni -ns +1,... , ?ii - nm + 1'

==(/?)ni4---+»Zm»
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ou, de fa^on equivalente, a :

(5. 2) lim(l-a-)^+^+-+"-

/?+ni, ni +l,..., ni +1
m-t'm-1 I . , . .

-"i -n2 + l, ni -n3+l,..., ni - n^. + 1''

^ n^i(^-^)'^^ ^ ^_ ^_ (^+ni^+... +^
Um-V^V'"^ni+---+"m I := T=P"~7-----, , N" ] .

^ni ' " ' ' ""\ ll;'=2(ni -?-t«+l)n,

Pour m ^ 2, 1'identite (5. 2) peut etre verifiee directement a 1'aide de
la formule binomiale d'Euler et de Gauss. Lorsque m = 1, 1'enonce (5. 2),
avant Ie passage a la limite, se reduit a

(l-, )^, ^(/3+_nl;. )=l,
qui n'est autre que 1'identite binomiale.

Pour m = 2, on peut appliquer la tranformation d'Euler (c/. [Ba, p. 8j)
a la fonction mFm-i = 2^1,

^n:':^)^-^--^{
Le premier membre de (5. 2) devient done :

'-"2-^+l, -n2

-1T-2 -/5+l, -n2
"1 -"2 +

-r?2
1 ~'vx)-

2^1 (' "1 - "2 +

-n2
1 ~'-x)-

On peut alors appliquer la formule de Gauss (c/. [Ba, p. 6]) lorsque x tend
vers 1.

U5, F, (-"^+^"2;.)=x-i~ ^\ ni-n^+l ''
r("i -"2+i)r("i+n2+/3)

r(ni+i)r(ni+/9)
_("i-n2)!(^, +^

"l'(/3)n^.

Ce qui etablit (5. 2) dans Ie cas m = 2.
Comme les tranformations utilisees ci-dessus (binomiale, Euler, Gauss)

n'ont pas de generalisations analogues dans Ie cas m quelconque, il semble
qu'une transformation appropriee reste a trouver. En fait, on a seulement
besoin de connaitre une formule asymptotique pour la serie m-Fm-i ci-
dessus lorsque x tend vers 1.
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