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LINEARISATION DE PRODUITS DE POLYNOMES
DE MEIXNER, KRAWTCHOUK ET CHARLIER

PAR

JIANG ZENG

RESUME. — Soit (pn(z)) (n > 0) une suite de polynémes orthogonaux par rapport
a une fonctionnelle £. On propose un calcul de la fonctionnelle E(H:’;l Pn; (z)) pour les
polynémes de Meixner, Krawtchouk et Charlier, a ’aide de techniques combinatoires.
Cette approche combinatoire permet de raffiner plusieurs résultats analytiques connus.

ABSTRACT. — Let (pn(z)) (n > 0) be a sequence of orthogonal polynomials with
respect to a functional £. We propose a calculation of the functional C(H:’;l Pn;(2))
for the Meixner, Krawtchouk and Charlier polynomials, with the help of combinatorial

techniques. This combinatorial approach permits to refine several classical analytical
results.

1. Introduction

Les coefficients de linéarisation d’une suite de polynémes orthogo-
naux (pn(z)) sont les nombres Qn,m,k définis par : p,(z)pn(z) =

k @n,m,kPk(z). De fagon équivalente, si £ est la fonctionnelle associée, le
coefficient a;, ,, 1 est encore donné par : L(papmpr) = A, m k L(PrPE).

Beaucoup d’auteurs se sont proposés de calculer ces coefficients pour les
polynémes hypergéométriques classiques en faisant apparaitre des condi-
tions simples pour la positivité de ces coefficients. Ils ont utilisé, soit des
méthodes analytiques (cf. [Asl, As2, Ea, Ra)), soit des méthodes combina-
toires (cf. [Az-Gi-Vi, Fo-Ze2]). L’objet du présent mémoire est de reprendre
a la fois les techniques analytiques et combinatoires des précédents auteurs,
pour calculer effectivement £(I]i~, pn;) pour les polynémes de Meixner,
Krawtchouk et Charlier. On obtient ainsi plusieurs formules nouvelles dans
le cas ou les parameétres de ces polynémes ont des valeurs arbitraires.

Dans tout cet article, on adopte la notation classique : (a)o = 1 et
(@ =ala+1)---(a+n—1),sin>1 On suppose que m est un entier
2> 1fixé et quen=(ny,..., nm) est une suite de m entiers positifs. Enfin,

[n] désigne Vintervalle {1,2,...,n} des entiers.
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Rappelons que les polynémes de Meixner M,(z; 3, c) sont définis par

n

(11)  Ma(z;8,0) =Y (:)(—x)k(ﬁ +Enek(c = 1)*  (n>0)

k=0

(¢f. [Ch]), o B > 0 et 0 < ¢ < 1. IIs sont orthogonaux par rapport & la
fonction-poids discréte (c¥(8)k/k!) (k > 0), portée par N.
Les polynémes de Krawtchouk (K, (z;p, N)) sont définis par :

N

oy -5 k(=) (1)
(1.2) K,,(a:,p,N)—;) CN)H (p),

ot 0 < p<letn =0,1,...,N. IIs sont orthogonaux par rapport
a la fonction-poids (f)p’(l — p)N ==, portée par les entiers 0,1,..., N.
(¢f. [Ch)).

Les polynémes de Charlier C',(,a)(:c) sont eux définis par :

(1.3) CP(z) =) (Z)(—z)ka_k, (a >0, n>0)

k=0

et sont orthogonaux par rapport & la fonction-poids a* /k! portée par N.
(cf. [Ch]).

Les trois fonctionnelles correspondant & ces trois suites de polynémes
sont données par ! :

(14) M(n; 8,¢) = (=1)"**"m(1 — ) 3~ [ ] Mai (238, c)c”(ﬁ)z ;

!
z2>0 =1 '
(1.8) K(m;N,p)
m N m
= _H(—l)""(—N)m > 11 Kni(z;p,N) (];[)p’(l -p)" %
(1.6) C(n;a) =e*° H(—a)"‘ Z H C’,(l‘:)(:c)z—’;.
i=1 z>0i=1 :

Nos résultats principaux concernant les fonctionnelles de Meixner et
Krawtchouk reposent sur des propriétés statistiques d’une classe d’objets
combinatoires, appelés dérangements colorés. On les introduit de la facon

! Les fonctionnelles de Meixner et de Krawtchouk auront le méme support combina-
toire. Pour des raisons d’homogénéité, on a dii adopter la notation K(n; N,p) pour la
fonctionnelle de Krawtchouk, alors que le polynéme est noté classiquement K, (z;p, N).
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suivante. D’abord toute suite n = (ny,... ;m) de m entiers positifs de
somme n détermine, de fagon unique, une application y de [n] sur [m)],
donnée par x(j) = ¢, sing +---4+n;_q < JE<ni+---4n; (1 <i<m;par
convention, ng = 0). On dit que x est le m-coloriage de [n] associé a la
suite n. On note C}, I'ensemble de tous les couples (x(7),7), (j = 1,...,n).
Par commodité, x(j) est appelé la couleur de J. Soit 7 une permutation de
Chn, son nombre de cycles est noté cycm; on dit que 7 est un dérangement
(coloré) de Cq si x(5) # x((5)) pour tout j € [n]; on note D(n) I’ensemble
des dérangements de Cy,. On dit, d’autre part, que 7™ a une ezcédance en
J (1 £j < n),si x(§) < x(7(5)); on note exc le nombre des excédances
de 7. On définit enfin le poids de par : w(w) = fYTeXCT Te polynéme
générateur de D(n) par w est alors défini par :

D(n; B,7)=> w(x) (v € D(n)).

™

Pour I’étude de la fonctionnelle de Charlier, on utilise la notion de
partition de l’ensemble C,,. Une telle partition 7 est dite partition colorée,
s1 chaque bloc de 7 est constitué seulement par des éléments de couleurs
différentes. Le nombre de blocs dans la partition 7 est noté blocn et
PCS(n) désigne Pensemble des partitions colorées sans points isolés (c’est-
a-dire, sans blocs réduits & un élément) de C,,. Chaque partition 7 de Gy
est munie d’un poids défini par : v(7) = gbloc ™ e polyndéme générateur
de PCS(n) par v est défini par :

PCS(nja)= > v(r)  (r € PCS(n)).

™

Le résultat essentiel de notre article consiste a établir les trois identités :

(1.7) M(n; 8,¢) = D(n; B,c71);
(1.8) K(n;N,p) = D(n; —N,1 - 1/p);
(1.9) C(n;a) = PCS(n;a).

La premiére identité montre que M(n; B, c) est un polynéme de varia-
bles B et ¢=1 & coefficients entiers positifs; donc la positivité de M(n; B, ¢)
lorsque 8> 0 et 0 < ¢ < 1 est évidente : M(n;8,¢) > 0.

La seconde identité indique que K(n;N,p) est un polynéme en les
variables (—N) et (1 — 1/p) & coefficients entiers positifs, mais cette
fois-ci l'interprétation de K(n; N, p) ne donne pas d’information sur son
signe immédiatement. On a besoin de faire appel a I’algébre des fonctions
symétriques.
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Comme démontré dans le COROLLAIRE 10, on a la forme explicite de la
fonctionnelle sous la forme :

(1.10) K(n;N,p)
m ) 1 (1= (1 —1/p)h)k
- Hnilz(—N)s(P’l) ;a*“g ! ,

i=1 $>0

ou p est la partition (constante) p = (1"12"%2...m"™") ou A varie dans
I'ensemble des partitions (1°2F2 . .. mk'") de l'entier n = ny + -+ + n,,
satisfaisant ko + -+ + k, = s et ou les a ap sont des coefficients de
changement de base s’exprimant & ’aide des nombres de Kostka (cf.
CoRroOLLAIRE 10). On montrera comment cette formule permet d’établir
directement un résultat fondamental sur la positivité de la fonctionnelle
de Krawtchouk (cf. COROLLAIRE 11).

Les techniques de démonstration font appel aux méthodes du composé
partitionnel [Fo-Sch, Fo] et d’autre part prolongent, dans un contexte
combinatoire, des calculs analytiques faits par ASKEY et ISMAIL [As-Is]. Ces
deux derniers auteurs ont établi I'identité (1.1) lorsque 8 = 1. La formule
(1.4), valable pour m quelconque se spécialise pour m = 3 en une formule
obtenue par ASKEY et GASPER [As-Ga). L’interprétation combinatoire des
fonctionnelles de Krawtchouk et Charlier est nouvelle.

Apres la présente introduction, ’article s’ouvre sur trois chapitres
et un appendice. Le deuxiéme chapitre contient toutes les techniques
combinatoires utilisées. On y prolonge un calcul de déterminant introduit
pas ASKEY et IsMAIL [1s-Is] (¢f. THEOREME 1), & P’aide de la B-extension
du “Master Theorem”, établi par FOATA et ZEILBERGER [Fo-Ze2]. En fait,
pour mener le calcul de la fonctionnelle & son terme, il faut non seulement
évaluer le polynéme générateur des dérangements, mais trouver la relation
entre ce dernier et le polynéme générateur de toutes les permutations (voir
THEOREMES 3 et 4).

Il suffit, dans le troisi¢éme chapitre, d’appliquer les résultats établis dans
le chapitre précédent pour démontrer les trois identités (1.1), (1.2) et (1.3).

Il est remarquable de constater que toutes les fonctionnelles des po-
lynémes orthogonaux hypergéométriques classiques sont des fonctions
génératrices de dérangements. Le chapitre 4 montre qu’il y a une cohérence
totale entre les diverses interprétations combinatoires de ces fonctionnelles.
On retrouve, pour celles-ci, le méme tableau qu’ASKEY et WILSON [As-Wi]
avaient construit pour les polynémes eux-mémes.

L’appendice propose une démonstration analytique d’une identité
(COROLLAIRE 2), déja établie & I’aide de techniques combinatoires.

L’auteur tient & remercier M. D. FOATA pour son aide et ses suggestions
durant toute la préparation de ce travail.
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2. Calcul permutationnel et partitionnel

2.1. Trois lemmes fondamentaux. — Soient A un ensemble fini et S
un sous-ensemble de A. Chaque injection = de S dans A peut s’identifier
avec son graphe : les sommets sont les éléments de A, les arcs sont les
fleches allant de 7 & j si 7(4) = j. On désigne par cyc « le nombre de cycles
du graphe et ’on définit le poids de 7 par w(7) = BY°™. On note enfin
Inj(S, A) 'ensemble des injections de S dans A et |A| le cardinal de A. Le
polyndme générateur de Inj(S, A) par le nombre de cycles prend la forme
simple exprimée dans le lemme suivant (cf. [Fo-St]).

LEMME 1. — Soient 0 <k <n, |A|=n et |S|=n—k, ona

(21)  w(nj($,4) = > w(r)=(B+k)acr (v € Inj(S, A)).

™

Remarque. — Lorsque k = 0, & savoir § = A, Pensemble Inj(S, A)
se compose des permutations de A. La formule (2.1) se réduit alors au
résultat classique (¢f. [Ri]) :

(2:2) Dow(m) =) YT =(fa  (r€S,).

™ ™

Dans l'introduction, on a défini I’ensemble Chn de tous les couples
(x(3)3), G =1,... ,n), ainsi que I’ensemble des dérangements D(n) de
Chn, définis & I’aide de la fonction y. On introduit, en plus, ’ensemble P(n)
des permutations de C,,. On munit ensuite chaque permutation 7 de C,
du poids v(r) défini par

(2:3) v(m) = 5" [T o(x(i), x(x(5)))
| Qt on pose :

(2.4) v(P(n)) =) v(r)  (x € P(n)).

™

La fonction génératrice v(P(n)) a une forme explicite donnée par la
p-extension du “Master Theorem” (cf. [Fo-Ze]). Dans ’énoncé suivant,
Vin désigne le déterminant classique du “Master Theorem”, a savoir,
det(6i; — b(i,5)z;) (1 < 4,5 < m).
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LEMME 2 (83-extension du “Master Theorem”). — On a lidentité :
x?l xnm 5
2 n = -
(2.5) Z ol ] v(P(n)) = Vi, ™7,
ou la sommation de gauche est faite sur toutes les suites n = ks 5 Pl )

de m entiers positifs.

La formule exponentielle va jouer un réle important dans cet article.
Nous rappelons ici la méthode du composé partitionnel (cf. [Fo-Sch],
[Fo2]) permettant un calcul simple de plusieurs fonctions génératrices
exponentielles. Etant donné un ensemble fini A, une partition de A est une
collection m = {S,...,S5,} de ses sous-ensembles non vides, mutuellement
disjoints, dont I'union est égale & A. On appelle bloc chaque part S; dans
7, et 'on note bloc 7 le nomber de blocs de 7. On note enfin II[n] (resp.
S[n]) Pensemble des partitions (resp. partitions en un bloc) de [n] et on

pose
o™ = Jap, s =[] sH.

n>1 n>1

On peut identifier I(+) au composé partitionnel abélien (cf. [Fo2]) de S().

Rappelons qu'une application multiplicative est une application p de
S™) dans une algebre de polynémes, telle que si 7 est une partition
{S1,...,5:}, ou chaque S; est un bloc de taille n;, le polynéme pu(m)
est donné par le produit u(S[n1])... u(S[r,]). On peut alors considérer les
polynémes :

w{lfn)} = D {u(m):w €T} et p{S[]} = {u(r): = € S[nl}.

Comme démontré dans [Fo2], ils sont reliés par la formule exponentielle
exprimée ci-apres.

LEMME 3. — Si p est une application multiplicative, on a l'identité :
u”™ u™
(26) 1+ 3 (il oy = exp( 3 ulStol) S ).
n>1 n>1
2.2. Permutations et dérangements. — Dans "introduction on a

défini le poids

(2.7) w(,’r) — BC)’C n,yexcn
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d’une permutation 7 de Cn. On a aussi défini le polynéme générateur
D(n). Nous rappelons ci-aprés cette définition et introduisons, en plus, le
polynéme générateur P(n; B3,v) de toutes les permutations de C,, :

P(n;8,7) =) w(r) (r € P(n))
(2.8) "
D(n;B,7) =) w(r) (€ D(n)).

™

Les fonctions génératrices de ces deux polynémes ont des formes explicites
2
qui sont exprimées ci-dessous & ’aide des fonctions symétriques élémen-

taires e1,...,em des variables z,,... s By
THEOREME 1. — On a les identités
xnl xnm
29 .. B_P : B,
(2.9) S . (n;8,7)
=l-ea—(r=De— = (y=1)" e, *;
wnl nm
2.10 —L_...Zm_D(n; B,
(2.10) En:"l! - (n;8,7)
=[l—ve2—v(1+Mes = —yQ+ 7+ -+ 7™ 2)en]F;
ot les sommations sont faites sur toutes les suites n = (ny,... sm) de m

entiers positifs.

Remarque. — Lorsque # = 1, ASKEY et ISMAIL [As-Is] ont obtenu la
seconde identité avec une interprétation combinatoire analogue.

Démonstration. — Pour 1 <i,j < m, posons

1, sinon.

(2.11) b(i,j) = {7’ =l

En substituant b(z,j) dans le LEMME 2 et en posant n =ny + -+ + ny,
on trouve :

v(Pm) = Y B [ s(x(5), x(x(5)))

TEP(n) j=1
— Z ﬂcyc w,yexc ™
wEP(n)
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Le déterminant det(é;,; — b(¢,)z;) devient :

l—zl_l ~ vy ~y
1 l—xz_l 5 ¥
Vi =(-1D)"z1...2m ) : :
1 1 R Y
1 1 1 1—z;!
=l-e—-(y—1e—-—(y=1""le,.

(¢f., par exemple, MUIR [Mu, p. 441]).
L’identité (2.10) est démontrée de fagon analogue. Il suffit de prendre

pour b(z,j) les valeurs :
Y, sit<j;
b(i,j):{O, B d=7:

1, siz>j.

On notera qu’a cause des valeurs b(z,7) = 0, la somme v(P(n)) est égale
a D(n; B,v). Le déterminant de MacMahon devient :

1

—Ty T wns ¢ Y
1 -zt L. ~ 0
Vm=(-1)"z1...2m| : : "4 : = |
1 1 i =gt g 71
1 1 1 —

qu’on peut encore exprimer sous la forme :

Vm=1=7yea =71+ 7)es = =11+ 7+ + 71" em.
(¢f- MUIR [Mu, p. 441] et ASKEY et ISMAIL [As-Is, §3].) []

L’identité (2.9) permet de donner une formule explicite pour le po-
lynéme P(n;f3,~) donnée dans le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. — On a lidentité
m —k
- n Y (/3 k
(212)  P@ig) = (1= 9P~ ) Y [[(-k)n Lo,
k>0:i=1
outn=n; 4+ +n,.

Remarque. — Lorsque m = 1, en appliquant la formule binomiale,
on retrouve (2.2). Lorsque tous les n; valent 1, on retrouve une formule
apparaissant dans le mémoire de VIENNOT [Vi, formule (66), p. II-37].
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Démonstration. — 11 suffit de vérifier que le membre de droite de (2.11)
satisfait la formule (2.9). En effet, en substituant dans (2.9) P(n;B,v) par
le membre de droite de (2.12), on a

= ™\ v 5B
(=™ (T 300 =) (b, ) T

k>0 Ni=1n;>0
m —k
R 9 | (Y Cy M L2
k>0 i=1
i (Gt | (CR CERE)
=l-a—(=Dea ==y~ 1) en],

en appliquant par deux fois la formule binomiale. (]

Dans (2.12), en faisant ~ tendre vers 1 et en utilisant 1'identité (2.2), on
obtient le corollaire ci-dessous, qui permet d’interpréter la fonctionnelle de
produits de polynémes de Laguerre (voir THEOREME 8 ci-aprés) & partir
de celle de Meixner.

COROLLAIRE 2. — On a :

m -
lim(1 =771 = )t S T[R9 L = (8

-1
i k>0:=1

On se propose maintenant de trouver une formule analogue pour
D(n; B,7) dans le cas ott m est quelconque (> 3). Soient

A=(1F2ke pkmy et po= (12" m"m)

deux partitions d’entiers, la plus grande part étant < m. Comme il est
bien connu (¢f. [Macd. p.65]), chaque élément ey = ef ... ekm gexprime
a 'aide des fonctions symétriques monomiales > z# par équation e) =
> G >.z*. Les coefficients ax, sont des entiers positifs, qui ont une

expression simple en fonction des nombres de Kostka (¢f. [Macd, p. 65]).

COROLLAIRE 3. — On a lidentité
(2.13) D(n;8,7)

- ([n) S (+25) s T 022

i=1 320 A
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ot p est la partition (constante) p = (1™12"2...m"n) et ot la seconde

sommation est faite sur toutes les partitions A = (192%2...mkm) (¢
Uentier (nq1 + - + nm) satisfaisant @ ky + -+ - + kp, = s.
Démonstration. — On développe le membre de droite de (2.10) & I’aide

de la formule binomiale, puis & ’aide de la formule multinomiale. On
obtient :

[1—vez—y(1+7)es = —y(1 47+ +7™ Den]?
— B)s _ 7° s! - Y
=2 oy a7 e,
¢ =2

o ky+ -+ km =set A= (192%2...m*n) On exprime ensuite les ey en
termes des fonctions symétriques monomiales " z# et ’on identifie avec
le premier membre de I’identité (2.10). []

Lorsque m = 3, la formule (2.13) se spécialise en une formule apparais-
sant comme une (-eztension de I'identité de Pfaff-Saalschiitz (voir § 2.5,
ProPosITION 3).

2.3. Partitions colorées. — Considérons de nouveau ’ensemble
Ch associé a la suite n = (ny,...,n,) de m entiers positifs. Comme
déja dit dans l'introduction, une partition = de C, est dite partition
colorée, si chaque bloc de 7 est constitué seulement par des éléments
de couleurs différentes. Notons PC(n) (resp. PCS(n)) lensemble des
partitions colorées (resp. partitions colorées sans points isolés) de C, et
introduisons pour chaque partition colorée 7 de Cy, le poids :

V(ﬂ') — abloc T

Les polynémes générateurs de PC(n) et PCS(n) sont définis respective-

ment par :

PC(n;a) =Y v(r)  (m € PC(n)),

™

PCS(n;a) =) w(r) (r € PCS(n)).

™

A Taide du LEMME 3, on peut donner des formules explicites pour les
fonctions génératrices de ces deux polynomes.

THEOREME 2. — On a les identités :
(2.14) Z 7 T PC(n;a) = exp(ae; + -+ + aem);
— ny! Nm! '
(2.15) Z i R PCS(n;a) = exp(aez + -+ + aem);
' !l ! R m
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ou les sommations sont faites sur toutes les suites n — (n1,...,nm) de m
entiers positifs.

Démonstration. — Pour chaque partition 7 de [n] et chaque application
¢ de [n] dans [m], on définit :

Bl ) = 1, sila restriction de ¢ & chaque bloc de 7 est injective;
®)= 0, sinon.

L’application § permet d’introduire pour chaque 7 € II[n] le poids comme

suit : N
TOENSY 8(m, 0)a”>* ™ [ [ 2 p(iy-

wiln]—[m] i=1

On vérifie facilement que p est une application multiplicative. Ceci revient
a dire que p(m) est le produit de tous les poids des blocs. Par ailleurs, pour
toute suite n = (ny,...,n,) de m entiers positifs de somme n, posons

v{ll[al} = 3 6(r,x)a" " (r € [n));

v{S[nl} =} 6(r,x)a" " (n € S[n]);

ou x est le m-coloriage de [n] associé & la suite n. On vérifie également :

216) ) = 30— T
217 Skl = 3 e e {S[)

n

ou les sommations de droite sont faites sur toutes les suites nm —
(n1,...,nm) de m entiers positifs de somme 7. En substituant (2.16) et
(2.17) dans (2.6) et en faisant u = 1, on obtient

z)" ghm
Z.l—'... V{H[n1+...+nm]}

— ny! Mo}
xnl nm
=expz 1'--- m'V{S[nl—l----—{—nm]};
" . Nm:

ou la sommation de gauche (resp. droite) est faite sur toutes les suites
n = (ni,...,nm) de m entiers positifs (resp. de somme > 1). On
remarque d’abord : v{Il[n; + -+ + n,]} = PC(n;a); d’autre part,
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v{S[n1 + -+ 4+ nm]} = 0 sauf si tous les n; valent 0 ou 1, il en résulte :
v{S[n1+ -+ nn]} = a0y + - + aogp. Ce qui établit (2.14).

On démontre 'identité (2.15) de fagon analogue. Il suffit de prendre
pour 8 les valeurs suivantes :

1, si 7 n’a pas de point isolé
O(m,p) = { et si la restriction de ¢ & chaque bloc de 7 est injective;
0, dans le cas contraire. ]

A l'aide du THEOREME 2, on peut donner une formule explicite du
polynéme générateur PC(n;a).

COROLLAIRE 4. — On a lidentité :

m ak
(2.18) PC(n;a) = (~1)m+ *nme=e N T (<k),, e

k>0 i=1

Remarque. — Lorsque tous les n; sont égaux a 1, la formule (2.18)
se réduit & une formule due & TOUCHARD (cf. [To]); si, de plus, a = 1,
le polynéme PC(n;a) devient le nombre de Bell. On retrouve ainsi une
formule bien connue due & DoBiNskI (cf. [Do]).

Démonstration. — 1l suffit de vérifier que le membre de droite de (2.18)
satisfait la méme fonction génératrice (2.14) de PC(n;a). Ceci est évident
en appliquant la formule binomiale. []

2.4. Relations entre polynémes générateurs de permutations
et de partitions. — On se propose ici de trouver des relations simples
entre les polynémes D(n; 3,7) et P(n; B,7). Le théoréme suivant joue un
role important dans 'interprétation des M(n;8,¢) et K(n;N,p). Pour
chaque ensemble C,, associé a la suite n = (n1, -+ ,nm), on pose

Az:{(?’)])n1++Tl;-1+1§]§n1+_*_nl}

pour ¢ = 1,...,m, qui est le sous-ensemble des éléments de couleur i de
Chn. Soit 7 une permutation de Ch, (x(j),7) est dit point fize de = si
X(7) = x(7(7)). On désigne par Fix 7 I’ensemble des points fixes de 7. On
~¢établit d’abord le lemme suivant.
LEMME 4. — Sotent T C Cy, et |T(A:i| =ni — ki1 = 1,...,m, on «
alors '

(2.19) >, w(m) = P(k; B,7) [J(B+ kini-r..

Fix 7DT
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Remarque. — Ce lemme est déja donné par FOATA et ZEILBERGER
lorsque v = 1 ([Fo-Ze]). La démonstration donnée ici est essentiellement
la méme que celle donnée par ces auteurs.

Démonstration. — Posons T; = T N A; pour ¢ = 1,... ,m. D’apres le
LEMME 1, le membre de droite de (2.19) est la fonction génératrice du
produit P(k) x [T, Inj(T}, A;) par le poids w. Donc pour démontrer le
lemme, il suffit d’établir une bijection 7 — (0,71,...,mm), conservant le
poids,de P(n) sur ce produit. Pour cet effet, on part d’une permutation
7 de Cp, fixant tous les éléments de 7. On écrit 7 sous forme de produit
de cycles et ’on enléve tous les éléments de T dans chaque cycle. Ce qui
reste est alors une permutation de C, \ T écrite en produit de cycles.
Evidemment, o a les mémes excédances de 7. On définit ensuite 7; par
la restriction de 7 sur T}, qui est évidemment une injection de T; dans
A;. On voit facilement que le nombre totale de cycles de o,my,..., T
est égal a cycw. D’autre part, l’application inverse peut se construire
immédiatement. []

A Taide du LEMME 4, on démontre le théoréme suivant.

THEOREME 3. — On a lidentité

(2.20) D(n;B,7)

= Z Z P(k; 3,7) H(_1)n.-—k,~ (Z;)(ﬂ+ki)n;—k;.

k120 km>0

Démonstration. — D’apres le principe d’inclusion-exclusion, on obtient
immédiatement

DB =3 (-7 ¥ w(m).

TCCa Fix DT

Par ailleurs, d’aprés le lemme précédent, pour tout sous-ensemble T' de
Chn tel que | TN A;| = n; — k; (¢=1,---,m), on a

(“1)IT| Z w(w)(ﬂ'{"ki)m—ki'

Fix nDT

I y a évidemment [], (TZ:) de tels sous-ensembles. D’ou il résulte

(2.20). []

Remarque. — Au lieu d’utiliser le principe d’inclusion-exclusion, ’iden-
tité (2.20) peut s’établir d’une facon “plus combinatoire”, & savoir,
construisant une involution sur un ensemble adéquat avec un poids ap-
proprié associé a chaque élément. On peut se reporter a l’article de FoaTa
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et ZEILBERGER [Fo-Zel] pour cette démonstration lorsque » = 1. Enfin,
on peut aussi démontrer (2.20) en identifiant les fonctions génératrices de
ses deux membres. Il suffit, en fait, de remplacer P(k; §, v) par la formule
(2.12) et d'utiliser la formule (2.9).

On a de méme une évaluation analogue pour les polynémes générateurs
de partitions. Le théoréme suivant établit une relation entre les polynémes
PCS(n;a) et PC(n;a). On peut le considérer comme I’'analogue du
THEOREME 3 dans le contexte des partitions colorées.

THEOREME 4. — On a lidentité :

(221) PCS(ma)=Y - 3 PC( o) [J(-1ym* (Z:)an.-—k,-

k120 kpm>0

Démonstration. — La démonstration de ce théoréme est tout & fait
semblable a celle du THEOREME 3, & ceci prés que nous devons remplacer
les termes permutations par partitions colorées et points fizes par points
isolés. Nous nous dispensons donc de la reproduire ici.

Comme signalé dans la remarque précédente, on peut aussi démontrer
(2.21) en identifiant les fonctions génératrices des deux membres.

’
2.5. Evaluation de polynémes générateurs pour certains cas
particuliers. — Lorsqu’on se restreint aux suites n = (n1,n2,n3), les

polyndémes PCS(n;a) et D(n;B,7) prennent des formes remarquables
données dans les propositions suivantes.

PROPOSITION 1. — On a lidentité :

(2.22) PCS(ni,n2,n3;a)

_ Z nl!nglng!as
B 2 (s = n1)l(s — n2)!(s — n3)!(ny + ng + ng — 2s)!

Démonstration. — On développe les fonctions symétriques élémentaires
€1, €2, e3 en les x;, puis on identifie les coéficients des mondmes ol

dans les deux membres de (2.15). []
PROPOSITION 2. — On a identité :
(223) D(nl)n27n3;ﬁ>7)

" Z ni!nglng! (1 4 y)mrtnetns—=2s
B (s =n1)!(s —n2)!(s — n3)(ny + ny + ng — 2s)

!78(ﬂ)s-

$2>0
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Remarque. — On note qu’en faisant 8 = 1 dans 'identité précédente,
le calcul du membre de gauche devient évident, a savoir

ol mal E a 2 "3 s
ny!inglng! 7
— XS =ng S —ng S —ny

et on retrouve la formule classique de Pfaff-Saalschiitz (¢f. [Bai] ) suivante :

01 i P [ Ay

_ Z | s! (1 .8 7)n1+n2+n3—2373 .
(s =n1)!(s —ng)! (s — ng)!(ny +ng +ng — 2s)!

>0

C’est exactement sous cette forme que Goop [Go] avait donné sa version
de la formule de Pfaff-Saalschiitz en appliquant le “Master Theorem” de
MacMahon et que Foata [Fol] 'avait démontrée combinatoirement.

Remarque. — Les deux propositions 1 et 2 peuvent étre aussi établies
de fagon authentiquement combinatoire. Cette approche fait I'objet d’un
article séparé [Ze].

Démonstration. — Lorsque m = 3, la seconde sommation dans le
membre de droite de (2.13) se réduit & une seule partition

/\ == (233—711 —ng—n33n1+n2+n3—2s)'

D’autre part, le calcul de ay, (avec y = (1™12723%3)) est facile. On trouve
bien
(35 =Ny — N3 — n3)'

Bie = (s —n1)!(s — n2)!(s — n3)!” D
COROLLAIRE 5. — Lorsque n3 = 0, on a :
(224) D(nlan2;/8’ 7) = nl!’ynl(ﬂ)nléfhnz;
(2.25) PCS(ni,ng;a) = iy ! @ 6 i

Ces deux identités, qui sont immédiates & partir de (2.22) et de (2.23),
serviront & (re)démontrer les propriétés d’orthogonalité des polynémes de
Meixner, Krawtchouk, d’une part, et de Charlier, d’autre part.

Notons, enfin, les évaluations de D(n; B,7) et PCS(n;a) dans le cas m
quelconque, mais ny > ng + -+ + nyy.
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PROPOSITION 3. — On a:
nI!'Ynl(/B)n’ 3in1:n2+"‘+nm;
2, ; = ! .
I 4™ ) — . .
LN Jnueatt, stny=ngH4 -4 ngy,
220 FOSme)= {0, 81ny >ng 4+ Ny
Démonstration. — 1l n’existe pas de dérangements colorés lorsque
ny > ng + -+ + np. Lorsqu’on a ’égalité, chaque dérangement coloré

7 détermine, de fagon unique, un ensemble S, de n; arcs :

[:II =¥ 7!'(:!:)] (m = (1)1)7' £ ,(1,1’&1)),

ayant chacun une excédance et une permutation 7' de S, donnée par
7 o= (@) o [12@) - (@) (o= (L1, (L),

On remarque, par ailleurs, que 7' a le méme nombre de cycles que 7. Cette
application est évidemment bijective. La formule n;! (4 )n, Y™ compte donc
d’abord le nombre de facons de construire n; arcs, puis le nombre de
permutations de ces arcs suivant le nombre de cycles, enfin impose une
excédence & chaque arc. La formule (2.27) est évidente. []

Remarque. — Lorsque m = 2, on retrouve le COROLLAIRE 5.

3. Polynémes orthogonaux

3.1. Polynémes de Meixner. — On est prét maintenant & interpréter
la fonctionnelle M(n; B, ¢) définie en (1.4). On rappelle que D(n;B,7) est
le polynéme générateur introduit en (2.4).

THEOREME 5. — On a :
(3.1) M(n; B,¢) = D(n; B,c ).
Remarque. — Dans le cas 8 = 1, cette identité a été démontrée par

ASKEY et IsMAIL [As-Is].

Démonstration. — Dans (1.4) développant chaque polynéme de Meix-
ner par la formule (1.1), on obtient

(3.2) M(n;8,¢)

=> ) F(k;B,¢) H(——l)”"k" (Z:)(ﬂ‘i'ki)ne—kn

klZO kaO
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R R

k!
k>01:=1

D’aprés le COROLLAIRE 1, on a
F(k; 8,¢) = P(k;8,c71).

Appliquant alors le THEOREME 2, on obtient bien (3.1). []

D’apreés ce théoréme, M(n; B, ¢) est un polynéme de variables Betcta
coefficients entiers positifs; donc la positivité de M (n; 8, ¢) lorsque 3 > 0
et 0 < ¢ < 1 devient évidente :

COROLLAIRE 6. — Soient 3>0et0<c<1, ona:

M(n;B,¢c) > 0.

En appliquant les propositions données dans la section 2.5, on obtient
les corollaires suivants :

COROLLAIRE 7 (Linéarisation). — On a :

(3.3) M(n1,ns,n3;8,c)
_ Z Tll! n2! n3! (1 + c_l)"1+n2+n3—28 _s(ﬁ)
T &2 (s—m)l(s —n2)l(s —ng) (ny +np + g —25) ¢ e

$2>0
Remarque. — L’identité (3.3) est déja donnée par ASKEY et GASPER
[As-Ga] sous une forme équivalente (c’est-a-dire & une constante prés).
COROLLAIRE 8 (Orthogonalité). — On g :
(3'4) M(”l)”’?;ﬂ, C) = nlc_nl(ﬂ)n16n1n2-
COROLLAIRE 9. — On a :
. _Jnte ™ (B, s ny=ng+---4+npy;
(3.5) M(n,ﬂ,c)—{o’ iy >ng+-+ngy,.

3.2. Polynémes de Krawtchouk. — L’interprétation de la fonction-
nelle K(n; N, p) définie en (1.5) releéve du méme modele que celui utilisé

pour M(n; g, c).
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THEOREME 6. — On a :
(36) | K(n’Nap) :D(na—N71 —1/]))
Démonstration. — Dans (1.5) développant chaque polynéme de Krawt-

chouk par la formule (1.2), on obtient

(3.7 K(n;N,p)

= 33 606 M) TT0m (1) (=N + B

k120 k,>0
ou

- N
. o=k ——ky, _ k1 _ \N—k
Gl N,p) = p D) oM G IR
k>0:=1
A Paide du COROLLAIRE 1, on vérifie facilement que l’on a :
G(k; N,p) = P(k;—N,1—1/p).

Appliquant alors le THEOREME 3, on obtient bien (3.6). [J

Le THEOREME 6 affirme que K(n; N, p) est un polynéme en les varia-
bles (—N) et (1 — 1/p) & coefficients entiers positifs, mais cette fois-ci
Iinterprétation de K(n;N,p) ne donne pas d’information sur son signe
immédiatement. En fait, il y a deux cas & considérer, comme nous allons
I'indiquer aprés ’énoncé du prochain corollaire. Celui-ci donne une formule
nouvelle de la fonctionnelle K(n; N, p) dans le cas n quelconque.

COROLLAIRE 10. — On a :

(3.8) K(n;N,p)
m mooa 1 =1 ks
= I I n;! § :(—N)s(p_ 1)° E axp I_I 1-a kil'/p) ) )

i=1 >0 A

ou p est la partition (constante) p = (1™2"...m"™), o4 \ wvarie
dans Uensemble des partitions (1°2%2 ... mFm) de Ventier (ny 4 --- + M)
satisfaisant ko + -+ -+ ky, = s et o ax, est donné par ey = Zu By ), B,

Démonstration. — On reporte (3.6) dans (2.13) et on trouve bien
(3.8). [ |
COROLLAIRE 11. — On a les deuz inégalités :
1
(3.9) K(n; N,p) > 0, 5 Sp<1;
1
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ou n désigne la somme des entiers ny, Ny et nj3.

Remarque. — L’approche de DUNKL-RAMIREZ [Du-Ra] en termes de
caractéres de groupes n’a permis & ces auteurs que d’obtenir I'identité
(3.8) dans le cas m = 3 et pour (1/2) < p < 1. Ils n’ont donc pu établir
que (3.9) toujours dans le cas m = 3.

Démonstration. — Ces inégalités sont une conséquence de I'identité
(3.8). D’abord le facteur (—N),(p—1)* est toujours positif pour 0 < p < 1.
Ensuite, lorsque (1/2) <p<1,ona—-1<1— (1/p) < 0 et tous les termes
du membre de droite de (3.8) sont positifs.

Lorsque 0 < p < 1/2,0na1—(1/p) < —1. Par conséquent, le signe de
[TZ,(1 = (1= 1/p)=1)* est égal & (=1)*(™) ot s(m) est la somme des ;
avec ¢ tmpair. Comme 2k, + - - - +mkym =n14 -4+ np,,ona:

s(m)=n;+---+n, (mod 2),

qui est indépendant de A. On en tire immédiatement (3.10). [J

Les corollaires suivants sont des conséquences immédiates des proposi-
tions correspondantes établies dans la section 2.5.

COROLLAIRE 12 (Linéarisation). — On q :

K(ni,n9,n3; N, p)

n1lng!ng! (2 — 1/p)ritnetna=2s(1 _q/p)e
=), (=N)..
S (s=n)l(s —n2)! (s — n3) (ng +ny +ng — 2s)!
Remarque. — On doit & EAGLESON [Ea] d’avoir calculé la fonction

génératrice des K(ny,ny, ng; N,p) et & ASKEY et GASPER [As-Ga), d’avoir
su déduire du calcul d’EAGLESON 'identité du COROLLAIRE 12.

COROLLAIRE 13 (Orthogonalité). — On a :

,C(nl,n2; Nap) = TL]! (1 - (l/p))nl(—N)nl 6”1”2'

COROLLAIRE 14. — On a :

}C(n; N,p) - {711!(1 — 1/P)n1(——N)n1, 37 ny=mng+--- + 1, ;

, 1My >ng 4+ npy,.

3.3. Polynémes de Charlier. — L’interprétation de la fonctionnelle
C(n;a), qui est définie en (1.6), est liée & la notion de partition colorée.
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On rappelle ici que PC'S(n;a) est le polynéme générateur des partitions
colorées sans points fixes introduit dans la section 2.3.

THEOREME 7. — On a :
(3.11) C(n;a) = PCS(n;a).
Démonstration. — Dans (1.6) développons chaque polynéme de Char-

lier par la formule (1.3); on obtient

Ctma)= 32 -+ 3 D) [T () amr,

k120 km2>0

T(kja) = (~1)f+ Fhme=a y " ﬁ(—k)kiak/k!.

k>0 :=1
Par ailleurs, d’aprés le COROLLAIRE 4, on a
T(k;a) = PC(k;a).
Appliquant alors le THEOREME 4, on trouve bien (3.11). [J

Le THEOREME 7 montre que C(n; a) est un polyndme en la variable a, a

coefficients entiers positifs. La positivité de C(n; a) devient alors ev1dente
lorsque a > 0.

COROLLAIRE 15. — Soita >0, on a :
C(n;a) > 0.

Les corollaires suivants sont des conséquences immédiates des proposi-
tions correspondantes établies dans la section 2.5.
COROLLAIRE 16 (Linéarisation). — On q :

C(Tll, n2,n3; a)

_ Z ni'nalnsla
& (s—n1)! (s —n2)! (s — ng) (ng + ng + 15 — 2s)!

320
COROLLAIRE 17 (Orthogonalité). — On a :
C(n1,n2;a) =n1la™ 6, p,.
COROLLAIRE 18. — On a :

C(rra): nyla™, sz:nl =ng+ -+ Ny
; 0, siny >ng+ -+ ngy,.

88



LINEARISATION DE PRODUITS DE POLYNOMES

4. Passage aux limites entre les fonctionnelles

On se rappelle que le tableu d’AskEy [As-Wi], détaillé par LABELLE
[La], classe les polynémes orthogonaux classiques d’aprés leur hiérarchie
hypergéométrique. Nous reproduisons dans le tableau 1 la partie située
au-dessous des polynémes de Krawtchouk et Meixner.

Krawtchouk Meixner
Laguctre - Charlier

Hermite
Tablecau 1
Une fléche va du polynéme P au polynéme Q, si 'expression analytique

de @ peut étre obtenue de celle de P par un passage a la limite approprié.
Par exemple, nous avons

(4.1) 2"l Jim BTLED(82 )2 — Bz) = Hy(z),

ou Hy(z)(n > 0) sont les polynémes d’Hermite définis comme suit :

(4.2) > H,,(x)-g- = exp(2zt — 2t?),
n>0 )
_1\k )2k
(4.3) Ha(a) = 3 21 (22) (n > 0).

& (=20

Rappelons que les polynémes de Laguerre Lg,a)(x) sont définis par

(4.4) Z L (2" = (1—u)"*exp l_fu ,
n>0
(4.5) nlL{M(z) = Y (~1)* <Z)(a +14k)urzF, (n>0).
k>0
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Comme signalé par FoaTa [Fo|, les interprétations combinatoires des
polynémes apparaissant dans le diagramme précédent sont connues et
compatibles, en ce sens que toutes les formules de passage ont des
démonstrations simples dans la géométrie de ces modeéles.

Introduisons maintenant les fonctionnelles des polynémes de Laguerre
et d’Hermite :

(4.6) ,C(n;a):I,(a;_*_l)(ﬁ(—l)"‘ni!) /0 w(ﬁLg)(x))mae-xdx;

=

[o'e) m

(4.7) H(n) = (2"‘+"'+""‘7r)_1/2/ ( Hn.'(l')) e~ dz.

—0 \i=1
Les interprétations combinatoires de ces deux fonctionnelles sont déja
données respectivement par FOATA et ZEILBERGER [Fo-Zel] et AZzor,
GILLis et VICTOR [Az-Gi-Vi]. On se propose ici de redémontrer d’abord
Uinterprétation combinatoire de £(n;a) & partir de celle de M(n; B, 7) et
Iinterprétation de H(n) & partir de celle de £(n;a). On démontre aussi
que les interprétations combinatoires des fonctionnelles des polynémes
apparaissant dans le diagramme sont compatibles dans le méme sens que
ci-dessus.

THEOREME 8 (Foata-Zeilberger). — On a :
(4.8) L(n;a) = D(n;a + 1,1).
Démonstration. — Dans (4.6) développant chaque polynéme de La-

guerre LS{:‘)(:L‘) par (4.5) et intégrant terme par terme en utilisant le fait
que (1/T(a+1) [;° e * 2™ %dze = (a + 1), (cf. [Fo-Ze]), on obtient

(49) L(n;a)

= Z Z (o + Dy gty H(_1)n.~—k.- (::) (a+14ki)p;—k;-

k1>0  kpm>0

En comparant (4.10) avec (3.2) et en appliquant le COROLLAIRE 2, on a
immeédiatement :

(4.10) L(n;a) = lin} M(n;a+1,¢).

D’autre part, I'identité D(n;a + 1,1) = lime—; D(nja + 1,¢71) est
évidente. En appliquant le THEOREME 5, on a (4.8). []
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On appelle involution dérangée toute involution de Ch, qui est en méme
temps un dérangement de Cy. On désigne par Invd(n) l'ensemble des
involutions dérangées de C,,.

THEOREME 9 (Azor-Gillis-Victor). — On a :
(4.12) H(n) = |Invd(n)|.
Démonstration. — C’est un exercice élémentaire d’analyse de vérifier

(4.12) ﬁllrr;oﬁ/iﬁ‘l)"‘+"'+"mﬁ(n; B?/2) = (=1)mtHrm(n),

a l'aide de (4.2). Par ailleurs, on a

(\/iﬂ_])m_f—m*‘an(n; ﬁ2/2 +1,1) | ’

w€D(n)

lorsque 3 tend vers oo, tous les termes de la somme tendent vers zéro, sauf
ceux qui satisfont 2cycr = Yo, ni, cest-a-dire ceux qui correspondent
aux involutions dérangées de Cy; or ces termes tendent vers 1. Par
conséquent, d’aprés le THEOREME 8, on a

(=1)™++mmH(n) = [Invd(n)|.

Comme il n’existe pas d’involution dérangée lorsque ny + --- 4 n,, est
impaire, on a donc

H(n) = |Invd(n)|. []

Les interprétations combinatoires (THEOREME 5, 6, 7, 8 et 9) des fonc-
tionnelles définies dans cet article permettent de trouver facilement les
passages au limite entre ces fonctionnelles.

THEOREME 10. — On a :
(4.13) lim M(n;a +1,¢) = £(n; a);
(4.14) Jim (a/B)™ 4 M(n; 8,0/ ) = C(n; a);
(4.15) ﬁlirr;oW/ﬂ)”l+"'+"mE(n; B*/2) = H(n);
(4.16) lim (1A/a)™*"*""C(n;a) = H(n);
(4.17) ]\}i;n;(j:/n)”‘+"'+"”ﬁ(ll; N,a/N) =C(n;a);
(4.18) Jim (1 NN)HFrm (0 N, 1/2) = H(n).
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Démonstration. — L’identité (4.13) (resp. (4.15)) est, en fait, déja
démontrée dans la démonstration du THEOREME 8 (resp. 9), si I'on part
d’abord de l'interprétation de (4.8) (resp. (4.11)). Les autres identités sont
démontrées de la fagon analogue, & ’aide de leurs interprétations. (]

5. Appendice : quelques rémarques sur le Corollaire 2

Dans la section 2.2, on a établi, de facon relativement élaborée, le
résultat analytique suivant (COROLLAIRE 2) :

m —k
(51) ,%,eri(l _7)'6(1 _7)n1+---+nm Z H(—k)ni l—k('ﬂl = (ﬂ)n1+"'+nm3

k>0 i=1

ol ny,...,N;, sont m entiers positifs. Il est intéressant de transcrire ce
résultat en termes de fonctions hypergéométriques et de voir si les identités
classiques sur ces fonctions permettent de retrouver (5.1). Rappelons que
si r et s sont deux entiers positifs, (a1,...,ar) et (by,...,b,) sont deux

suites de parameétres (réels ou complexes), la fonction hypergéométrique
+Fs est donnée par (cf. [Bai) :

i 555 5: 300 (a1)n -+ (ar)n ™
rFs T) = -
(bl,...,bs -'L') 712>:0 (bl)n"'(bs)n n!

Prenons n; = max{ni,ny,...,n,} et récrivons le membre de droite de
(5.1) a I’aide de ces fonctions. On obtient I’énoncé équivalent :

lim "2t 4 0m (] — g1t mtetnm (n1)™ = (B)n,

Cy—1 H:’;l(nl —n;)! _
mem—l( ,3+n1,n1+1,...,n1+1 ;7_1)
ng—ng+1,n—n3g+1,...,n1 —n,, +1
=(:B)n1+---+nm~

Si Pon supprime le facteur lim,_,; y"2+*"%m =1 et si I’on pose z = 1
on est conduit a ’énoncé

)

hln(l - m)ﬁ+n1+...+nm (7’lT:|r:"!)7fl—l(/8)n1
o [[i=:1(n1 — ny)!
B+ni,ni+1,...,n1+1
Fpo ( | )
X m 1 n1—712+1,'n1'—n3+1,...,nl_nm+133

= (ﬂ)nl+...+nm,
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ou, de fagon équivalente, a :

(52) lim(1- g)ftnitetom

« F ( B+ni,ni+1,...,n1+1 'r)
e nl—n2+1,n1—n3+1,...,n1—nm-l—l"

— Hznll(nl - nz)' _ (ﬂ + nl)n2+...+nm
= g Omrtnn = [ prttan ),

Pour m < 2, I'identité (5.2) peut étre vérifiée directement & I’aide de
la formule binomiale, d’Euler et de Gauss. Lorsque m = 1, ’énoncé (5.2),
avant le passage a la limite, se réduit &

(1- :I:)ﬂ+"11Fo(ﬁ t nl;x)= 1,

qui n’est autre que I’identité binomiale.
Pour m = 2, on peut appliquer la tranformation d’Euler (cf. [Ba, p. 8])
a la fonction pFry—y = 5 FY,

B (PEI0m L) (1 gy semem, gy (TremArh ),

ny—ny+1 np—ny+1 ’

Le premier membre de (5.2) devient donc :

—n2_:3+1a—n2
F( 1.
ok ny—ng+1 x)

On peut alors appliquer la formule de Gauss (cf. [Ba, p. 6]) lorsque z tend
vers 1.

—ng —fB+1,—-ny >_I‘(n1——n2+1)r(n1+n2+ﬂ)
np—na+1 7/ I(r1 +1)T(ny + B)
_ (n1 = nz)! (ﬁ)n1+n2.

nl! (:B)nl

fim o

Ce qui établit (5.2) dans le cas m = 2.

Comme les tranformations utilisées ci-dessus (binomiale, Euler, Gauss)
n’ont pas de généralisations analogues dans le cas m quelconque, il semble
qu’une transformation appropriée reste & trouver. En fait, on a seulement
besoin de connaitre une formule asymptotique pour la série ,, Fl,,_; ci-
dessus lorsque z tend vers 1.
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