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V. STREHL

Einleitung

Der Beweis der folgenden Identitit wurde 1960 von P. BROCK in ! (%) als
Aufgabe gestellt:

FirA4, B = 0 sei

wam= £ 81715 e

Dann ist:

H(A,B) —H(A-1,B) —H(A,B-1) = [Af‘l”i’]~ . (1)

[Dabei soll natiirlich H (-1, B)=H (4,-1)=0 sein.]

Diese Aufgabe ist von verschiedenen Autoren auf unterschiedliche Weise geldst
worden; dabei hat der von L. CARLITZ in ! (%) eingeschlagene Weg zu
interessanten Verallgemeinerungen dieser Identitéit gefiihrt. Dariiber soll im ersten
Abschnitt  berichtet werden. Im zweiten Abschnitt werde ich einen
kombinatorischen Beweis von BROCK’s Identitit skizzieren, der sich eng an dem
Sortierproblem orientiert, bei dessen Untersuchung R.M. BAER und P. BROCK
urspriinglich dieses Resultat gefunden haben. Schliesslich werde ich in den folgenden
Abschnitten ein ganz anderes kombinatorisches Modell vorstellen, aus dem sich alle
anderen vorher zitierten Resultate ganz zwanglos ergeben. Diese;Modell fithrt auch
noch auf eine weitere Stufe der Verallgemeinerung, aber wichtiger als dies scheint
mir die Tatsache zu sein, dass auf diesem Wege die bislang nur mittels ingenidser
Transformationen formaler Reihen erzielten Resultate eine ganz natiirliche
Interpretation (und damit auch relative elementare Beweise) im Rahmen einer
Klasse von Abzihlproblemen fiir endliche Funktionen erfahren.

(%) Relcrenzen zu den in der Einleitung angesprochenen Arbeiten befinden sich am Endc von
Abschnitt T
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ENDLICHE FUNKTIONEN

[ BROCK’s Problem, Beweise und Verallgemeinerungen

Die eingangs zitierte Identitit von BROCK hatte sich, wie der Titel der
Aufgabenstellung in [ ausweist, bei der Untersuchung von Sortierproblemen
ergeben. In B} haben R.M BAER und P. BROCK die Frage untersucht, in welchem
Umfang eine zu sortierende zufillige Permutation schon teilweise geordnet ist und
wie man dies eventuell beim Herstellen der totalen Ordnung ausnutzen konne. Dies
fihrt natirlich auf die Frage nach der Existenz (mdglichst langer) auf- bzw.
absteigender Teilfolgen in einer Permutation. Zu dieser Problematik haben BAER
und BROCK nur partielle Losungen beitragen kénnen, und man kann vielleicht
sagen, dass Teile ihres Ansatzes zum Zeitpunkt der Publikation bereits durch
C.E.SCHENSTED’s bahnbrechende Arbeit ) iiberholt waren, die kurz zuvor
erschienen war (vgl. dazu die Anmerkungen auf p.286 und p.296 von P! ). In ihrer
Arbeit konzentrieren sich BAER und BROCK u.a. auf Permutationen der Zahlen
[0.n+m]={0,1,2,- - ,n+m} (%) , wobei m,n=0 fest gewihlt sind, die
(mindestens) eine aufsteigende Teilfolge der Linge m +1 und (mindestens) eine
absteigende Teilfolge der Linge n+1 haben. (Es ist leicht zu sehen, dass es dann
keine lingeren auf- bzw. absteigenden Teilfolgen geben kann). Aus der sog.
ROBINSON-SCHENSTED-Korrespondenz entnimmt man unmittelbar die Aussage,

dass die Anzahl solcher Permutationen gleich ’"’:”] ist - die zugehérigen Paare

von Standard-Tableaux haben ja Hakenform (mit Armen der Linge m +1 bzw.
n+1). Damit ist der rechten Seite von BROCK’s Identitiit eine kombinatorische
Bedeutung gegeben; die Kunst besteht nun darin, dieselbe Klasse von Objekten so
zu zdhlen, dass der links stehende Ausdruck einen guten Sinn macht. In P! (siche
Appendix 1) wird diese Aufgabe auf eine sehr verwickelte Weise gelost. Die Autoren
haben allerdings nicht gesehen, wie man den Zahlen H(m,n) eine unmittelbare
kombinatorische Bedeutung zuordnen kann - dies macht ihren Beweis so
kompliziert. Im Abschnitt II der vorliegenden Arbeit werde ich erkliren, was die
Zahlen H (m,n) denn wirklich ziihlen und wie daraus ein relativ einfacher Beweis
von BROCK’s Identitit folgt.

Die von BROCK in " gestellte Aufgabe wurde von D. SLEPIAN in ¥ gelgsst - es ist
in den SIAM Reviews nicht erwihnt, ob der Redaktion noch weitere Lésungen
zugegangen sind. SLEPIAN kleidete das Problem in den Formalismus der
erzeugenden Funktionen und loste das so transformierte Problem unter
Zuhilfenahme von komplexer Integration (!). Dieser Ansatz wurde von CARLITZ

(%) Die Notation [a..b] zur Bezcichnung des Intervalles fa,a+1,- - - ,b} von natiirlichcn Zahlen
wird durchgehend verwendet; falls b < a ist, ist diese Mecnge leer
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V. STREHL

aufgegriffen, der in ! eine "elementaren" Beweis verdffentlichte und zeigte, wie man
die von ihm entwickelte Technik der Umformung der vorliegenden formalen Reihen
auch zum Beweis von Verallgemeinerungen verwenden kann. Auf Einzelheiten der
raffinierten Umformungen mochte ich hier nicht eingehen; zum Verstindnis der
nachfolgenden Ausfithrungen geniigt es, Folgendes zu wissen:

BROCK’s Identitit ist ja offensichtlich dquivalent zu

m

> H@m,n)u™v" = (1-u v)'x 3 {m +n] 7 3%

m ,n =0 m,n,=0

CARLITZ beweist zuniichst:

Bl e
Ljkl=

{ [(A=)(1=x)—w+u(1-w)]> = 4u(1-v —w)(1-w —x) } /2
- dies ist der schwierige Teil seines Beweises - und folgert daraus (mittels
elementarer Umformungen) obige Identitit von formalen Reihen, indem er die
Variablen u und w ,bzw. v und x , identifiziert.

Im niichsten Schritt betrachtet er, fiir m,n,p=0,

H(m,n,p) :=

s © & [i+j||jtk||k+m—i||{m+n—i—j||{n+p—j—k f+p—k
i§=:0j§=:0k§0 [ ] ][ k ][ m —i ][ l’l_‘j p_k i .

und beweist, um eine erzeugende Funktion fiir diese H(m,n,p) zu erhalten, erst
einmal eine geschlossene Form fiir die erzeugende Funktion

2Pl U (e ) e
i jkdrs=

(die er nicht einmal explizit hinschreibt, da sie jhm zu kompliziert erscheint), aus der
er mittel der Variablenidentifikation

Zu

> H(m,n,p)u™v'wP=

m.n.p=0
(1—u-—-v——w)"1>< 5 [m:n] [n +p] [p,-knm] L RTLEW
m.,n.p=0 P
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ENDLICHE FUNKTIONEN

kommt, was offenbar dquivalent ist zu

Hm,n,p)y—H@m-1,np)-H@a,n-1,p)=H(m,n.p-1)= (2)

mtn|{|n+p|ipt+tm
n p m

Er wirft in diesem Zusammenhang die Frage nach einem kombinatorischen Beweis
diese Identitéit auf - ein solcher wurde 1985 von C.A. CHURCH, jr. angegeben ! ;
(siehe dazu einige Anmerkungen am Ende von Abschnitt II).

CARLITZ verallgemeinert die Problemstellung sofort zu der Aufgabe, eine
geschlossenen Form fiir die erzeugende Funktion (in r Variablen) fiir sog. "Zyklen
von Binomialkoeffizienten"

nytny \nptng | Intny
n, n3 ’ll

zu finden, um auf diesem Weg eine erzeugende Funktion (in r Variablen) bzw. eine
Rekursionformel vom BROCK-Typ fiir die

1,41, i+ i, i
H(”l!”Za-'.’nr‘): Z [ ) 2] { 7 T rl' :
i +i =n 2 3 1

s Thras T

I1=ss=r

zu bekommen. Er zeigt, dass im ersten Fall die erzeugende Funktion die Form
[PZ ___4u1QR ]—'1/2

hat, wobei P,Q,R gewisse Polynome in den r Variablen u,,u,- -+ ,u, sind, die

ihrerseits mit Hilfe von Polynomen f, (1,1, -+ ,u, ) definiert werden, die rekursiv
durch
fi(uy) =1-u,
f un =1
Sfoupuy ) = (1-uw,): f, ety 1—__17_)
n

bestimmt sind. Es zeigt sich, dass die erzeugende Funktion fiir die H (1,1, + ,n,)
mit Hilfe der f-Polynome durch die erzeugende Funktion der Zyklen von
Binomialkoeffizienten (mit 2r Variablen, wobei paarweise identifiziert wird)
ausgedriickt werden kann. Als Beispiel expliziert CARLITZ dann den Fall r=4:
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V. STREHL

H(ny,nyngng) — 3
Hn—Lnynany) — Hmyn,—Lny,n,) —
H(ny,nyns=1n,) — H(nyng,ng,ng—1) +

H(ny=1Lny,n3=lng) + H(nyn,—Ln,n—1) =

nytn,l{nytns| (nytng | |n,tn,
n, nj Ny n,

Der Leser moge sich die Aufgabe stellen, angesichts der Identititen (1),(2) und (3)
den allgemeinen Fall einer Identitit vom BROCK-Typ zu erraten.

Eine andere Richtung der Verallgemeinerung von BROCK’s Identitit wird von
CARLITZ in der Arbeit "} unternommmen. Ausgangspunkt ist die Beobachtung,

dass die klassische erzeugende Funktion fiir die JACOBI-Polynome, siehe dazu
beispielsweise (81 | 1 1101

= [a+j+k] [B+j+k] ik _ Doty
- ' koojvy = a B
J R (1-u+v+R)*(1+u—v+R)

wobei R =[(1—u —v)*—4u v]¥2 ist, ja auch (im Falle a=f=0 zumindest) als eine
erzeugende Funktion fiir Zyklen (der Linge 2) von Binomialkoeffizienten gelesen

jAk=0

werden kann. [Man ersetze in der obigen Gleichung u durch E—g—l—t und v durch

)ﬁ—z—l—t, um die ibliche Form von JACOBI's erzeugender Funktion

wiederzuerkennen]. CARLITZ gibt nun in U} geschlossene Formeln fiir die analog
gebildeten erzeugenden Summationen

5 a+{'+j B+]:+k]l y+/f+i] 8 i 1 ’
! ] k
ijk=0 ) )

s [a+ll: +]] (B+§+k] [‘y+llcc+l] [8+II+1'J nfp it

ij k=0

an, wobei der zweite Fall - ganz analog wie oben fiir den Fall der H (m,mn)
angedeutet - auf eine Rekursion fiir die

m n 5 3 . R - . o
Hm,n |aByd):=3 3 [0‘+§ +]} (B+J +m ——zJ [Y+m —i+n —j] [64-11 = +1}

l m—i n-—
i=0j=0 J J

fiihrt, welche BROCK’s Identitiit verallgemeinert:
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H(’n s 1 , Q,B,'Y,B) - H(H‘l —1,71 I a,B"Y’&) - H(H’l » 1 '—1 l Q,B,%S) = (4)

aty+mtn *(B—FSJ.-m +IZ]
m n ]

CARLITZ driickt in dieser Arbeit "l die Absicht aus, eine gemeinsame
Verallgemeinerung von seinen Resultaten in ! und (4) zu finden. In der Tat wird
das von ihm intendierte Resultat einige Jahre spiter von SINGHAL 'l gefunden:

Die erzeugende Funktion

F(ul’.."unlalin'van) = (Sa)
E [ ; ; ”i" ull...un
"l,... ,i"_O 1 2 n
kann geschrieben werden in der Form
20, e
Fx 1 [————:; , (5b)
e ¥ o 0

wobei F=[U; —4u," - u,] "2 Dabei sind die Q,, P,, U, Polynome in den
Variablen u,, - - + ,u,, Varianten der schon von CARLITZ verwendeten Polynome ,
die sich wiederum durch die induktiv definierten f -Polynome ausdriicken lassen.
Fir o;= -+ =a, =0 erhilt man CARLITZ’ Resultat als Spezialfall. Aus diesem
allgemeinen Resultat (fir 2r Variable) kann SINGHAL durch passende
Identifikation

u, = u s T, U = Uy,

die erzeugende Funktion fiir die

oy tiytiy | [ap+iy+is) oy, Finy iy |
]{(,ZI’...’nlal’...’ar): 2 { . “][“ A = =
' n

L~ I iy I,
i+, =n 1 ) r
1=s=r
[hierbei sind also 7,, - * - ,n, nicht-negative ganze Zahlen, oy, " * * ,«, Parameter] in
der Form
. g i i no_
2 H(”la” 1, IOL],' aar)ul U, = (6)
ny,ccn, =0
U x ota  tngtn, e tag a4y oy,
r b g % i, u,
”1’ “teon >0 1 T

r

schreiben, was iquivalent zu einer Rekursionsformel i la BROCK fiir die
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Hmny, o on o, 0, «,) ist.

Abschliessend sei erwihnt, dass sich auch die Arbeit von SINGHAL auf die von
CARLITZ entwickelte Technik stiitzt, also auf raffinierten Manipulationen mit
formalen Reihen beruht. Ich méchte hier zwei Zeugen zitieren, die sich ihrerseits
auch mit CARLITZ’ Arbeiten zur BROCK-Identitit auseinandergesetzt haben. G.E.
ANDREWS schreibt in einer unveroffentlichten Arbeit 2! im Bezug auf ! und
nachfolgende Arbeiten von ".. ingeneous generating function techniques ...", und J.
RIORDAN schreibt im Kapitel 44 von 31 wo das Wesentliche von [@
wiedergegeben wird: .. The treatment of these sums by multivariable generating
functions, which appears in a beautiful pair of papers by CARLITZ (1964) and (1965),
seems both natural and inevitable..."

Ich mochte dieser analytisch-manipulativen Methode in den Abschnitten 11 bis V
der vorliegenden Arbeit einen kombinatorischen Ansatz gegeniiberstellen, der einen
relativ einfachen, von der Konzeption her sehr iibersichtlichen, Beweis all dieser
Resultate gestattet; dabei findet auch die "naturnotwendige" Struktur dieser
Identititen - so scheint mir - eine Erklirung. Insbesondere zeigt sich, dass die in
den Arbeiten von CARLITZ und SINGHAL auftretenden Polynome f,,Q,, P, ,
und U, sogenannte matching-Polynome (oder Varianten davon) einfacher Graphen
(Geraden bzw. Zyklen) sind, die im kombinatorischen Modell eine konkrete
Bedeutung haben. Dariiberhinaus wird es dieser Ansatz erlauben, eine weitere Stufe
der Verallgemeinerung zu erreichen, ohne dass die kombinatorische Methode
dadurch komplizierter wird.
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II Ein kombinatorischer Beweis fiir BROCK’s Identitiit

Wie eingangs erwihnt, soll in diesem Abschnitt ein kombinatorischer Beweis fiir
BROCK’s Identitit skizziert werden, der sich eng an der urspriinglichen
Problemstellung von BAER und BROCK orientiert. Es bezeichne also fiir m ,n=0
X, , die Menge aller Permutationen von [0.m +n]:= {0,1,2,- - ,m+n}, die
(mindestens) eine aufsteigende Teilfolge der Linge m +1 und (mindestens) eine
absteigende Teilfolge der Linge n +1 besitzen. Fiir Permutationen o eX,, , gelten
folgende Aussagen, die allesamt leicht nachzupriifen sind (siehe auch ') :

1. Alle aufsteigenden Teilfolgen von o haben eine Linge =m +1;
Alle absteigenden Teilfolgen von o haben eine Linge =n +1.

2. Jede aufsteigende Teilfolge maximaler Linge von o und jede absteigende
Teilfolge maximaler Linge von o haben genau ein Element gemeinsam.
Solche Elemente sollen o —zentral genannt werden.

[N.B.: wenn es mehrere aufsteigende (absteigende) Teilfolgen der Linge m +1
(der Linge n+1) gibt, so gibt es genau eine absteigende (aufsteigende)
Teilfolge maximaler Lénge].

3. Die zentralen Elemente eines oeX,, , bilden ein maximales (auf- oder

absteigendes) Intervall, d.h. es gibt x; , v ;€ [0..mm +n] mit

Xo=]Sys impliziet o(j) = o(xg)tj—xXg »
beziehungsweise

XoS]=yq impliziet o(j) = o(xg)—j+xo -
und die o(j) (j€[xq--Yo)) sind genau die o-zentralen Elemente.
[N.B.: ist o(/) o-zentral und |i—j |=1, |o@)—0o(j)| =1, so ist auch
a(j) o-zentral].

Sei nun

H, ,={(0,j) ; 0eX, ,,0(j)ist o—zentral }

die Menge der "zentral-punktierten" Permutaticnen. Die Punktierung j kann om
Anfang des Intervalls der zentralen Elemente liegen, also j=x, ; andernfalls gilt
Xs<j=y, und das zentrale Intervall zI' ist entweder auf- oder absteigend. Daraus
ergibt sich eine Zerlegung von X, , in die drei paarweise disjunkten Mengen

n

Sm.n = {(G’XG)GH71,11 } >
Unn = {(0,))eHun s | >Xe, 2 aufsteigend }

Dm n = { (Gy j) EIirm ] 5 } >xo’ y Z]V absteig@nd } "

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun:
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i #S,, = #X,,
1' 4}[]“‘ s JLH/ S ]
m, #lg - = ——
. #H, H(m.n) .EO ',;.40[ [ ] LJ m—1 1n~j
i=0,=

Aus diesen vier Tatsachen, die sogleich erliutert werden, und der bereits eingangs
erwihnten Aussage

m i m

#X = (m +n] )

folgt nun BROCK’s Identitiit unmittelbar:

#I_IIN J = #S”l g + #Um 1 + #D = #X + #an + # I

m.n m.n —1,n mp—1"
Zur Eigenschalft i. ist nichts weiter zu sagen.

Eigenschaft ii. folgt aus der Tatsache, dass man eine Bijektion (0,7) = (7,j-=1)
von U, ., auf H _1, definieren kann, bei der der Ubergang von o zu = durch

Identifikation von j und j—1 bei den Argumenten, sowie von o(j) und a(j—1) bei
den Werten geschieht, also

o(x) falls x <j und o(x)<a(j)
o(x-1) falls x <j und o(x)>c(j)
HE) = o(x)+1 fals x=j und o(x)=o(j)
o(x+1) -1 falls x=j und o(x)>a(j)

Man beachte hier insbesonderz das W.B. in Punkt 2. ghen.

Eigenschaft iii. verifiziert man entsprechend.
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Schliesslich zu Eigenschaft iv: (%)

Um alle oeX,, , mit vorgegebenem zentralem Element y =0(x) zu konstruieren,
wihlt man i e[0.m], je[0.n] sodassx =i4+n—j,v =i+j. Zur Vereinfachung
der Notation sei ferner k:=m —i,l:=n—j, also x =i+/. Nun wihlt man
Teilmengen

I € [0.x-1] mit #[ =1
J C [0.y-1] mit #J =j |
K C [x+l.m+n] mit #K =k ,
L C [y+l.m+n] mit #L =1

Die Anzahl der Wahlmdglichkeiten ist

0] - )bl

Sei nun
I' = [0.y-1]-J, also #l' = y—j =i,
J' = [k+1l.m+n]-K, also #I' = m+n—x—k =j |
K' = [y+lL.m+n]-L, also #K' = m+n—-y—I =k ,
L' = [0.x=1]-1, also #L' = x—i=1.

Eine Permutation o von [0..,1 +7 ] kann man dann so definieren:

o bildet I bzw. K streng monoton steigend auf I’ bzw. K' ab ;
o bildet J' bzw. L' streng monoton fallend auf J bzw. L ab ;

ausserdem gelte o(x) = y.

Dann ist o streng monoton steigend lings I\ Jfx}\ UK ( Lingei+1+k = m + 1)
und streng monoton fallend lings L'\ yfx}JK' (Linge I +1+j = n+1);
y = o(x) ist nach Konstruktion o-zentral. Da sich all dies umkehren lisst, folgt iv.

(%) Eine Illustration der nachfolgend beschriebenen Konstruktion findet sich im Anhang A-1
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Ein anderer kombinatorischer Beweis von BROCK’s Identitit wurde von C.A.
CHURCH,jr. in ! publiziert. CHURCH verwendet als Modell Paare von Pfaden
im ganzzahligen Gitter [0.m]x[0.n], wobei ein Pfad mit (1.0)— bzw.
(0,1)—Schritten von (0,0) nach (m,n) lduft, der andere mit (1,0)— bzw.
(0,1)—Schritten von (0,n) nach (m,0). Die Anzahl solcher Pfadpaare ist natiirlich
(" 12 und zu den BROCK-Zahlen H (m.,n) und der BROCK-Identitit kommt

n

man liber die Beobachtung, dass die beiden Pfade eines solchen Paares auf einem
horizontalen oder vertikalen Intervall {ibereinstimmen miissen. Dieser Ansatz fiihrt
auch auf einen kombinatorischen Beweis von CARLITZ’ Identitiit (2) aus Abschnitt
I Kritisch ist allerdings anzumerken, dass die Beweisfiihrung von CHURCH
ergiinzungsbediirftig und nicht leicht nachzuvollziehen ist - in der Tat ist das eben
skizzierte Modell der Pfadpaare erst aus D. ZEILBERGER’s Bemiihen entstanden,
CHURCH’s Beweis transparenter zu gestalten; vgl hierzu auch I. GESSEL’s
Review, B .

Es ist nicht schwer zu sehen, dass der hier gegebene Beweis von BROCK’s Identitiit
und der von CHURCH(-ZEILBERGER) einander sehr dhnlich sind. Man kann die
jeweils geziihlten Objekte in natiirlicher Weise bijektiv aufeinander abbilden, wobei
sich die Art des Zihlens mitiibertriigt; insbesondere entsprechen die Konzepte des
zentralen Intervalls bei der von BAER und BROCK beschriebenen Klasse von
Permutationen und des gemeinsamen Intervalls bei den Pfadpaaren einander.

Auf die Arbeit von CHURCH und die (nicht publizierten) Erginzungen von
ZEILBERGER hat mich I. GESSEL aufmerksam gemacht, nachdem ich den hier

beschriebenen Beweis gefunden hatte. Fiir seine Hinweise und Erlduterungen
mochte ich ihm an dieser Stelle danken.
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III PLI-Endofunktionen

In diesem Abschnitt wird nun ein kombinatorisches Modell vorgestellt, mit dessen
Hilfe man alle im ersten Abschnitt besprochenen Resultate (und weitere) in
einheitlicher Form herleiten kann. Die Idee ist dabei, die formalen Reihen des
ersten Abschnitts als erzeugende Funktionen geeigneter kombinatorischer Strukturen
zu deuten und - wann immer méglich - Identititen oder Umformungen von
formalen Reihen zu gewinnen aus strukturellen Eigenschaften von oder konkreten
Manipulationen an den kombinatorischen Objekten.

Die Objekte, mit denen wir uns hier befassen werden, stellen eine
Verallgemeinerung der Jacobi-Endofunktionen dar, die von D. FOATA und P.
LEROUX eingefiihrt worden, um im Sinne der eben kurz skizzierten Programmatik
einen rein kombinatorischen (und den vielleicht einzigen wirklich elementaren)
Beweis von JACOBI’s erzeugender Funktion fiir die JACOBI-Polynome zu geben.
Wegen CARLITZ Beobachtung, dass man beim Beweis der
(o, B)—parametrisierten Form von BROCK’s Identitiit ein Analogon von JACOBTI’s
Formel verwenden kann, lag es nahe diesen Ansatz aufzugreifen und geeignet zu
verallgemeinern. Dabei werden nun Endofunktionen endlicher Mengen betrachtet,
wobei jedes Element der Grundmenge zu einer von p "Punktsorten” gehort. Die
einschriinkende Bedingung an die Endofunktionen besteht nun darin, dass die
Menge der p Sorten eine zyklische Ordnung trigt und dass Elemente einer jeden
Sorte nur in Elemente dieser Sorte selbst oder der "folgenden" (im Sinne der
zyklischen Ordnung) abgebildet werden dirfen. Ausserdem sollen sich die
Endofunktionen auf jeder Punktsorte injektiv verhalten. Fiir p =2 sind dies genau
die JACOBI-Endofunktionen von FOATA/LEROUX [ : fiir weitere Anwendungen
und Verallgemeinerungen dieses kombinatorischen Modells siche z.B. (2] s Bl B
5]

Nun zur prizisen Definition:

Es sei p=1 eine natirliche Zahl. Eine eriodische, lokal-injekiive
Endofunktion (%) (kurz: PLI —Endofunktion ) der Periodenliinge p ist ein Paar
O=(S,f), wobei

=== §=(S1,"",S,) ein geordnetes System von p paarweise disjunkten
(endlichen) Mengen ist; die Vereinigung S,y - - US, wird mit |S |
bezeichnet.

(%) Eine graphische Veranschaulichung wird im Anhang A-II gegeben
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---- [ eine Endofunktion von | S | ist mit den Eigenschaften:
f(8;) € 5;US; 4, (Isj=p) , wobei S0 =83

---- die Fragmente f; : §; - S; US].+1 :s =~ f(s)von f
sind injektiv (1=j=p).

Anders ausgedriickt heisst das: S ist eine geordnete Partition der Triagermenge
| S | mit p Teilen Sj, (1=j=p), die evtl. auch leer sein konnen. Jedes s €S§; hat
hochstens zwei Urbilder unter f, hochstens eines in S ; und hochstens eines in Sj_
wobei entsprechend S ,=S§ p» 2zu lesen ist. (%)

l’

Fir eine (endliche) Menge T bezeichne dann J®)(T) die Menge der PLI-

Endofunktionen ®=(S,f) mit |S|=T. Von Interesse sind nun die
(exponentiellen) erzeugenden Funktionen der PLI-Endofunktionen, wobei die
folgenden Parameter von ®=(S, f) in Betracht gezogen werden:

----  die Verteilung der Klassengréssen #5S j = card(S;) (1=j=p);

----  die Anzahlen der Zyklen von f innerhalb von S i (1=j=p), also die Anzahl
der Zyklen cyc (f;) der Fragmente I (I=j=p).

Seien nun 4 =(ay, * * * o) und X =(x, " - - ,X,) Vektoren von jeweils p Variablen.
Jeder PLI-Endofunktion ®=(S,f ) wird ein Gewicht

GiCf) #S.
wea (@)= T (1+a)” V7%

1<j=<p

zugeordnet. Als erzeugende Funktion wird nun betrachtet:

IOX [4)=3 ;1,- S{wx () ; ed®((1.0]))

n=0"""

Das niichste Resultat erklirt das Interesse an diesen kombinatorischen Objekten:
ihre erzeugende Funktion ist genau diejenige, die in SINGHAL’s Arbeit die
wesentliche Rolle spielt.

(%) Dic Konvention, Indices modulo P zu lesen, wird in diesem und dem folgenden Abschnitt
beibehalten.
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+n4n,
Satz 1: IOX |4) = S ] [O‘J e nf“]X"
nl=j<p J
[Dabei lduft die Summation tber alle n=(ny,"" " ,1,)eN’ und X" steht als

Abkiirzung fiir x';‘ tm: x:"].

Beweis : Fiir disjunkte (endliche) Mengen S,T bezeichne L(S,T) die Menge aller
injektiven Funktionen g :§ - S|JT. Fiir jedes solche g bezeichne cyc(g) die

Anzahl der Zyklen von g innerhalb von S. Ist nun vy eine Variable (%) , so gilt
bekanntlich (siehe z.B ¢! | 1) .

STV g L(S,T) } = (v + #T)gs-
Setzt man also fiir g e L(S,T) :
v, 8) = (1+a)¥® x*5 |

so gilt fir jede geordnete Partition S=(S;,---,S,) und jede Endofunktion
fo81-181:
D=(S,f)eJO(|S|) giw  f e L(S;,S8,.,) , (1=j=p);
wX»A ((I)):: H Vx,-,a,-(fj) &
1<j=<p

Also gilt fiir jedes solche S:

#S #S
S wxa(®); @=(S.f)eJP} = T (Ite;+#5,  )ps 1 %,
! 1<j<p
Ist n=(ny, """ ,7,)eN”, so lisst die Menge [1.|n |] (mit |n |=n+ - +n, )
genau l,nzl,’-z-l ) geordnete  Partitionen S =(Sy,""*,S,) mit
#S;=n; (1=j=p) zu. Daher gilt also:
(o +n, ), o +Hn+n
®) - ] Lyn — TRRCIELTESE I .
IOx|4) = 3 I~ X = 3] AR B
n 1=j=<p J° n 1<j=<p J

(%) In der nachfolgenden Gleichung und auch weiterhin bezeichne (y)x, wo & cine natiirliche Zahl
ist, das Polynom y(y+1) - (y+k —1), der Zusammenhang mit den Binomialkocffizienten ist
also (z) =(y—k+1), 7k
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Damit ist SINGHAL’s erzeugende Funktion kombinatorisch identifiziert worden,
und zwar, grob gesagt, als eine (exponentielle) erzeugende Funktion fiir periodisch-
verkettete Injektionen. Nun wird es darum gehen, diese PLI-Endofunktionen in
anderer Weise zu "lesen", und zwar in der klassischen Weise ( siehe etwa |71 |, [8] ),
in der man endliche Funktionen als "Permutationen von Biumen" interpretiert. Dies
wird auf eine zweite Darstellung der erzeugenden Funktion fiir die PLI-
Endofunktionen fiihren. Zuvor einige Terminologie betreffend die Struktur von
endlichen Endofunktionen:

Sei S eine (endliche) Menge und f : § — >S eine Endofunktion von S. Dann
bezeichne: R, die Menge der f -rekurrenten Elemente von S , py dievon f auf R,
induzierte Permutation, T; := S —R;. Fir jedes s eT; sei f(s) das friiheste
Element der Folge

f(S),fz(S),f3(S),"' s

welches zu R, gehort. Dann ist also f° eine Abbildung von T; in R;, auf deren
Fasern T; c:=(f")7'(s) (s eR;) die Funktion f eine Baumstruktur induziert.
Bezeichne nun fiir das Folgende

trs i Ty~ rsUIs}

die von f auf der f*-Faser von s induzierte zusammenhiingende, azyklische, in s
kontrahierende Abbildung. s ist also die "Wurzel" dieser Baumstruktur.

[N.B: s selbst wird natiirlich nicht zur f *-Faser von s gerechnet].

Diese Auffassung von Endofunktionen als Permutationen ihrer rekurrenten
Elemente, die als Wurzeln von Bidumen nicht-rekurrenter Elemente fungieren, ist
nun auf den Fall der PLI-Endofunktionen zu lbertragen. Dazu bendtigt man das
Konzept des PLI-Baumes (%) :

Ein PLI —Bawn (der Periodenlinge p) vom Typ j (1=j=p) ist ein Tripel

=T, r,t)
wobei giit:
-===  T=(Ty, - ,T,) ist eine Familie von paarweise disjunkten (endlichen)
Mengen;
- r€|T| = Y T, istein separates Element, dic Wurzel von T;

1=i=p

(%) Einc Illustration dazu ist im Anhang A-III zu finden.
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---  t:|T|~-|T || {r} ist eine in r kontrahierende Abbildung;
== Ty C YT, fiur l=i=p  I#] ,sowie #(T;) C T; U{r}UTjﬂ :

----die Fragmente von ¢, dh ¢ :T,-T,yT,,, (Isisp ,i#j) bzw.
t, 2T, =T, U{r} UT,-+1 sind injektiv.

Mit Tj(")(S) soll dann die Menge der PLI-Bdume vom Typ j mit (T,r,t) mit
| T | =S bezeichnet werden.

Anschaulich gilt also: jeder Knoten des Baumes gehort zu einer ( von p moglichen )
Sorten von Punkten; die Wurzel r hat einen einzigen Vorgiinger (im funktionalen
Sinne, Kanten zur Wurzel hin gerichtet), und dieser gehort zur Sorte j; jeder andere
Knoten des Baumes hat hochstens zwei Vorginger, und zwar, wenn der Konten
selbst zu T; gehort, so liegt hochstens ein Vorginger in T; selbst und hochstens ein
Vorganger in T, _ .
Die zuletzt erwiihnte Eigenschaft bringt es mit sich, dass man bei den Vorgingern
eines Knotens zwischen "linkem" (zur gleichen Menge 7T; gehorig) und "rechtem"
(zur "vorhergehenden" Menge T, , gehorig) Vorginger unterscheiden kann. Es
handelt sich also bei den PLI-Biumen um binire Biume in iiblichen Sinne, bei
denen nun allerdings nicht nur deren Anzahl (in Abhingigkeit von der Knotenzahl)
interessiert (die durch die CATALAN-Zahlen gegeben ist, solange man sie als
unnumerierte Objekte betrachtet) , sondern auch die Zugehérigkeit von Knoten zu
den Klassen T; (1=i=p). Daher ist ein PLI-Baum v=(T,r,t) mit dem Gewicht

#T #T
Ve(7) =xp trrx, f s T

zu bewerten, und man betrachtet die (exponentielle) erzeugende Funktion fiir
(numerierte) PLI-Baume vom Typ j :

T{00@)= 3 —= S ve () s 7e T ([Ln])}

n=0"""°

Dann gilt wegen der Bindrbaum-Struktur der PLI-Biume der

Sarz 2 :

Die erzeugenden Funktionen TJ—(")(X ) (1=j=p) sind die (eindeutig bestimmten)
Losungen in Q[[X]] (de facto sogar in Z[[X]]) des Systems

(*) Y = 1+xYeY, (1=i=p).

Dieses System kann man explizit 16sen; dies soll aber erst weiter unten ausgefiihrt
werden. Vorldufig geht es ja nur um die Struktur von PLI-Endofunktionen, und
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dafiir kann man folgendes festhalten:

Eine PLI-Endofunktion ldsst sich eindeutig zerlegsn in:

---- eine  PLI-Permutation  (R,p;), wobei R =(Ry; """ ,R,)  mit
R; =R;NS; (1=i=p);

----eine (durch R, indizierte) Familie (x, ), e, YOI PLI-Biumen
T, = (T_”mS ,s,tfr,) wobeli T, NS := (TrsNS1 Ty s mSP).

Dabei ist noch folgender Zusammenhang (%) zu beachten:

----  Fir jedes s €eR; NS, gilt:
wenn pf (s)eSJ » und wenn T ; nicht leer ist, dann ist 7, vom Typ j —1;
wenn py- '(s)eS, i1 ;und wenn T ¢ nicht leer ist, dann ist 7, vom Typ ;.

Aus diesem Grund benétigt man die erzeugende Funktion fiir PLI-Permutationen in
einer speziellen Form: es interessieren nicht nur die Kardinalitiiten S; (1< f=p),
sondern auch die Anzahlen der Ubergange von §; nach §; bzw. nach S

Hier kommt ein bekanntes Resultat zur Hilfe:

Sei $=(S1,""*,5,) eine geordnete Partition von |S | und o eine beliebige
Permutation von | S | . Dem Paar (S ,0) wird eine Bewertung

b.. o
\I'Z,A(S,U)= H z,-j"(o) H (1+ak)>c(ok)

1<i,j<p 1=k <p

zugeordnet. Dabei ist Z =(z;;) eine (p Xp)—Matrix von Variablen, mit denen dic
Anzahlen b;; (o) der o—Ueberginge von S; nach S; , also die Anzahl der Paare
(a,0(a))eS; XS;, registriert werden.

Sei

YEXZ | A)= E — E("){ Vza(S,0)} ,
n>0

wobei die innere Summe iber alle Paare (S,0) liuft, bei denen S eine geordnete
Partition und o eine Permutation von [1..#] ist. Dann gilt:

Satz 3 VONZ |A) = [det(E-Z)x ] (1-z;)™ ]

1=i=p

(%) Die Illustration in Anhang A-1V mag hilfreich sein
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[Dabei bezeichet E die p Xp —Einheitmatrix.]

Dieses ist im Fall o; =+ -+ =, = 0 von FOATA Il bewiesen worden. Es gehért in
den Kreis von Resultaten ( MACMAHON’s Master Theorem, JACOBI’s Formel,
Inversionformel fiir Matrizen, Satz von CAYLEY-HAMILTON etc.), die traditionell
der linearen Algebra zugerechnet werden, die aber in den letzten Jahren das
Interesse der Kombinatoriker gefunden haben; die Arbeiten von FOATA,
VIENNOT " | ZEILBERGER [ | STRAUBING 1] beispielsweise legen davon
ein eindrucksvolles Zeugnis ab.

Jedenfalls ist festzuhalten, dass man den zitierten Satz von FOATA mit rein
kombinatorischen Mitteln beweisen kann, ebenso wie die anderen erwihnten
klassischen Siitze.

Der allgemeinere Fall, der hier benétigt wird, ergibt sich aus sich aus dem speziellen
Fall o;=--* =a, =0 ohne Schwierigkeiten: die entsprechende erzeugende
Funktion fiir den Fall, dass $ nur eine einzige nichtleere Klasse S, enthilt, ist
offenbar:

YO(@) | () = (1—z;)" "

Trennt man nun bei beliebigen Paaren (S ,0) die "monochromatischen” (d.h. ganz in
einem S; liegenden) Zyklen von o von den "gemischtfarbigen" Zyklen, so erhiilt man
die Produktzerlegung der erzeugenden Funktion

Y@z | 0) T | (o
I ¥O@) o) 2L e

1=i=p

Yoz | A)=

Daraus folgt die Aussage des Satzes unmittelbar. =

Fiir den Spezialfall der PLI-Permutationen gilt nun, dass z;;=0 falls je{i,i+1} ;
daher reduziert sich die erzeugende Funktion auf:

II (I-z:) = 11 441 —lx II (l—zii)_ai-

1<j<p 1=<j=<p 1=i=<p

In diese erzeugende Funktion fiir die PLI-Permutationen hat man nun die
erzeugenden Funktionen fiir die PLI-Biume per Substitution einzubringen; gemiiss
einer friiheren Bemerkung ist also in dem vorigen Ausdruck fiir (1=i=p)

z; durch x; T@l) X) , wnd z,_ . durch x TA(/’)(X)
i i—1, i S

Zu ersetzen.

Damit erhillt man also die erzeugende Funktion fiir die PLI-Endofunktionen in der
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Form

/ f e
x 1 (1-u T2 (X))

1=i=p 1=i=p I=i=p

[ I1 (1= LEIEY = 11 5T

Dies kann man noch etwas eleganter schreiben: wegen des algebraischen Systems
(*), das die erzeugende Funktion der PLI-Biume bestimmt, gilt ja:

(1-x7200) " = 1) (1=isp).

Satz 4 :

Die erzeugende Funktion fiir PLI-Endofunktionen der Periodenliinge p kann
geschrieben werden in der Form:

I 7Ox)™
J(p)(X A - 1<i<p ’
4 I A=xT2) X)) - II xT,%X)
1=isp 1<i=p

wobei die T,?) (1=i=p) die erzeugenden Funktionen fiir PLI-Biume der
Periodenlinge p vom Typ i sind.

Angesichts dieser Form der erzeugenden Funktion liegt es nahe, die formalen
Reihen

a,X):= JI 1-xT2) X))

1=i=p
und
b,(X):= I x T2 (X)
1=i=p

niiher zu studieren. Dies geschieht im folgenden Abschnitt.
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IV MATCHING-POLYNOME und PLI-BAUME

Ist G=(V,E) ein Graph (endlich, ohne loops und Mehrfachkanten) mit
Knotenmenge V' und Kantenmenge E, so bezeichnet man als matching von G eine
Teilmenge p. der Kantenmenge, bei der je zwei Kanten aus n, aufgefasst als
Knotenpaare, disjunkt sind. Als matching —Polynom von G definiert man
iiblicherweise das Polynom (in einer Variablen x)

S5 weM(G)}
wobei M (G ) die Menge aller matchings von G bezeichnet.

Wir betrachten hier nun eine spezielle Klasse von Graphen, entsprechend der
Situation bei den PLI-Endofunktionen, und zwar die Zyklen der Linge p (p >1).

Sei C®)=W®) E®) der Graph bestehend aus der Knotenmenge
Ve =112"--- p} und der Kantenmenge E®)={e;;1<j<p}  wobei
e; ={j,j+1} (1=j=p) und e, = {p,1}. [Entsprechend friiherer Konvention sind
Indices modulo p zu lesen, also e, =eg bzw. e, +1=¢€1]. Wir werden hier das
Konzept der matching-Polynome in etwas allgemeinerer Form verwenden, indem wir
jeder Kante e; eine eigene Variable x; zuordnen. Ist also v C E® irgendeine
Kantenmenge, so sei ihr das (mit Vorzeichen versehene) Monom in

Z[xl,xZ, cte ,xp] :
XO =] {—x ; ¢ ev)
J
zugeordnet. Das matching-Polynom ( in p Variablen X = (x1" " ,x,) ) ist dann

definiert als
¢ (X)=3{X®W;peM(CP))

[Iiir den Fall p =1, also den Fall des einpunktigen Graphen, wird ¢,(x;)=1
gesetzt, d.h. dieser Graph lisst nur das (Kanten-)leere matching zu, die Kante (1, 1)
ist nicht zuliissige Kante eines matchings.]

Dieses Polynom c, (X) liisst eine andere interessante Darstellung zu, die eng mit der
kombinatorischen Struktur von matchings zusammenhingt. (%)

(%) Im Anhang B sind die ersten Werte der Polynome ¢, (X') angegeben
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Als  Enveiterung  eines matchings we M(C?’) bezeichnen wir nun jede
Kantenmenge v € E%) mit der Eigenschaft

wCv und wenn e ev—p,dann Eai e (I=isp) .

Eine Erweiterung v von p entsteht also dadurch, dass man zu einigen Kanten des
matchings p auch die jeweils unmittelbar "links" davon befindlichen (und daher nicht
zu . gehorigen !) Kanten mit in v aufnimmt. Jedes e M (C®)) besitzt also 2# 1
verschiedene Erweiterungen; diese Menge wird mit ext (i) bezeichnet.

Es ist leicht zu sehen, dass es zu jedem v C E @) . ausgenommen den Extremfall
v=E®) - genau ein peM(C®)) gibt mit veext(u): ist nimlich <i. j> mit
1=i,j=p ein zyklisches Intervall, d.h.

. {i,i+1, " ,j} falls1si<j=p |
<iL.j> = '
{i,i+1,-,p, L, -, j}  falls1sj<i=p

mit e, _ £v, ¢, £v, und e, ev fiir k € <i.j >, so muss im Falle veext(n) e; zu p
gehoren (wegen e; v, daher ejﬂﬁp.) , dann ist aber e;_1 £ (da p ein matching
ist), somit muss wiederum €; _, zu p gehoren, falls es zu v gehort usw.

p ist also durch v bereits eindeutig bestimmt. Dieses Argument trifft nur dann nicht
zu, wenn v =E®) ist, wenn es also liberhaupt keine "Liicke" in der Kantenfolge von
v gibt. In diesem Fall gilt aber:

-- wenn p gerade ist, dann gibt es zwei verschiedene weM®’ mit E ®)eext ():
W, = {e; ;i ungerade} und Mo = {e;; i gerade} ;

-- wenn p ungerade ist, dann gibt es iberiaupt kein peM®) mit E@) e eyt (),
denn ist p=2k+1, so miisste ein geeignetes p mindestens k +1 Kanten
haben, kann also kein matching sein.

Betrachten wir nun fir den Graphen C®) die fiir die Kantenbewertungen
verwendeten Variablen x; und die davon abhiingigen Grosseny; (1=i =p) mit

¥ = 1+xi')’i')’,-_1 (1=i=p)

(wobei dann y, mit Yp identifiziert wird). Die y; sind - wie schon in Sarz 2 erwiihnt
- durch dieses System eindeutig bestimmte Elemente des Ringes Z[[X]]. Ordnen
wir nun jeder Kante ¢; von C®) das Gewicht
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Zi S x,‘ .yj —1
zu und bilden zu jedem v C £ das Monom

Z(V) ve= H { "Zj ;e} EV}
J
so gilt das

Lemma 1:  Fiir jedes p.e M (C®’) ist
X = > {Z(V) ‘v eext(p,)} )
\4

Der Beweis beruht auf der simplen Tatsache:

X =X .yi—l _(y,'_l—l).xi
SN T &Y Y )N
=A=x_ 0y ) %y,
=01-z_)z ,
also
-%; = (1 —z _1)' (=)

fir 1=i=p, Indices mod p . Dies beschreibt aber gerade das lokale Verhalten der
Enweiterungen:

---- ist €; in p vorhanden (Bewertung: —x;), so muss e; in v vorhanden sein
(Bewertung: —z;) und e, _, kann (Bewertung: ~Z. _1) oder kann nicht
(Bewertung: 1) in v vorhanden sein. =

Dieses Lemma, zusammen mit der Tatsache, dass die ext (v) (reM(C?®)
paarweise disjunkt sind und ihre Vereinigung die Menge der Teilmengen v von E®)
ausschopft - bis auf das Problem mit v=E®), je nachdem ob p gerade oder
ungerade ist - fiihrt somit zu:

Saz5: (X)) =3A{Z®;vCE®} + (-1p-ZE

Andererseits ist aber offensichtlich

S{ZOvCE®} = 1 (1-z)= I (1-xv,_)

1si<p 1<i=<p

und
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ZED = 1 (=z) = (=1 I %y, = (D" II %

1=i=p l=i=p 1=si=p

so dass man schliessen kann:

Satz 6 : Cp (X) = H (1 —'xi.y,' _1) + H Xi'Vio

1si<p 1<i=<p
wobei die y; =y;(X) (1=i=p) durch das System (*) bestimmt sind.

Vergleicht man dieses Resultat mit den Ergebnissen des vorigen Abschnitts, so kann
man notieren:

¢ (X) =a,(X) + b, (X) .
Nun gilt aber, wiederum wegen (*) :

ab(X)'bp(X)= II (1_xi'yi_1)'xi'yl'

1=i=<p

= I (i =xy,_,"%y:)

1=i<p

= Il x

I=i=sp

Damit kennt man @, (X') und b, (X) explizit.

Satz 7 :

Die formalen Reihen a,(X) und b, (X) sind die Losungen ( in Z[[X]] ) der
quadratischen Gleichung

yz—cp(X)'y i R =1 ,

Damit gilt also explizit:

¢, (X)+ Ve —4x,-x,
2

Yo

und

¢, (X)=\c—dx, - x
bp(X) = -+ p2 S

[Die Vorzeichen der Wurzel, die jeweils zu nehmen sind, erhillt man durch
Vergleich der Reihenentwicklungen]
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Damit ldsst sich nun auch der im Satz auftretende Nenner der erzeugenden
Funktion der PLI-Endofunktionen explizit mit Hilfe der matching-Polynome ¢, (X)
ausdriicken:

Saz 8 :
Fiir die erzeugende Funktion der PLI-Endofunktionen der Periodenliinge p gilt

1 [T2x)™

JPOX |4)= —1==
( | ) [CP(X)2—4x1"'xp]1/2

Insbesondere ist damit eine elegante, kompakte Form fiir die erzeugende Funktion
J®)(X | 0) gefunden worden, interessanterweise ohne das System (*) explizit zu
16sen, also ohne die T;%’ explizit zu bestimmen.

Korollar 1 :
Die erzeugende Funktion fiir PLI-Endofunktionen der Periodenlinge p ohne
Beriicksichtigung der Zyklenzahlen, d.h. mit oy =a,= -+ o, =0 ist gegeben
durch:

JOX [0) = [c,(X) —4xy---x,]72 .

Will man nun die J®)(X |A) ebenfalls explizit angeben, so kommt man nicht
umhin, die erzeugenden Funktionen T;®)(X) (1=i =p) zu bestimmen - es geniigt
natiirlich, eine von ihnen, etwa T®) oder Tp(”) auszurechnen, die anderen ergeben
sich dann wegen der zyklisch-symmetrischen Natur der Problemstellung daraus
durch zyklische Permutation der Variablen:

Ti(p)(xl’xz’ X

p) — Tl(p)(xi,":i_*_l,...,xo’xl,...,x ) .

P i—1

Zur Losung dieser Aufgabe kann man verschiedene Wege einschlagen: so kann man
beispielsweise das System (*), geschrieben in der Form

Yi = —--70—— (l=i=p)

dazu verwenden, eine (endliche) Kettenbruchdarstellung fiir Y, zu finden:
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‘Y — ————-—-——-l ________
p X') B
1] — ————{ T
g [ R—— ):_:2______
N
L= 1Yp

aus der man eine quadratische Gleichung fiir ¥, gewinnt, die man dann explizit 1st.
Dieser formale Ansatz lisst sich durchaus konstruktiv interpretieren, weiss man doch
seit den Arbeiten von Ph. FLAJOLET [ | I ( siehe auch R. KEMP B! und 1.
GOULDEN/D. JACKSON [ ) mit welchen kombinatorische Strukturen solche
Kettenbriiche in Verbindung zu bringen sind. Direkter wiire in diesem Falle noch
der Ansatz, erzeugende Funktionen fiir gewisse "baumartige" Strukturen ("tree-like-
walks") als Quotienten von matching-Polynomen darzustellen, vgl. dazu Arbeiten
von Ch. GODSIL P!, M. DESAINTE-CATHERINE ¢ G. VIENNOT [ ) &
liesse sich auf die hier gegebene Situation der PLI-Endofunktionen unmittelbar
anwenden. Hier soll aber eine vierte Alternative beschritten werden, die einen ganz
schriellen Zugang zu dem gewiinschten Resultat liefert, da bereits wesentliche
Vorarbeit in dieser Richtung geleistet worden ist.

Bezeichnen wir fiir n=1 mit L") den (linearen) Graphen mit der Knotenmenge
{1,2,- -+ ,n} und der Kantenmenge {e¢; ;1<i=n}, wobei ¢; = {i,i +1} (1=i=n).
Mit der Bewertung —x; fiir die Kante e; definiert man wie friiher das matching-
Polynom (%)

5 . p— g LI crr (D ?
ln (’ll’lb""xn _1> o E { A > € \LC )) s
IstnunygeZ[[x,,---,x _ ]] beliebig vergegeben, o sind durch das System

yi = 1+xi‘yi'y,'_.1 ’ {1:" <”)

die y;eZ[[xy,- - ,x _]] (1=i<n) eindeutig bestimmt. Man zeigt, in volliger
Analogie zum Beweis von Lenuna 1 und den Sitzen 5 und 6 :

Lemma 2: L (X1 Y0 X2, X3, "+ X)) = I A=y, ) -

1<i<n
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Angewandt auf den Fall n = p +1 ergibt sich daraus, indem man nun noch Yo=Y,
fordert, d.h. y, und die Gibrigen y; durch das Svstem (*) eindeutig fixiert:

Saz 9 : ap (X) = lp +](x1.yp 3 Xy X3, " 70 5xp) .
Dabei ist y, =y, (X) Bestandteil der Losung des Systems (*).

Die offensichtliche Rekursionsformel fiir die Polynome L 3
l,,-H(xl’xz’ X)) = by (gt 1 X ) _xl.l,, _1(x3’ T X,)
erlaubt es nun, Yp zu isolieren:

—a,(X) + L (xpx3,° " ,x,)

P
lp _1(x3’x4’ U ’xp)

X1ty, =

Setzen wir fiir a,(X) die explizite Darstellung aus Safz 7 ein und beriicksichtigen
noch
Cp(xy, - %) = L (x50 x,) —xl'lp_l(x3,° % I
was wegen der kombinatorischen Bedeutung der beteiligten Polynome offensichtlich
ist, so ergibt sich:
—=Cp (X177 ,y) — V o+ 2l A= = o)

/4
21[, _1(x3) e axp)

xl.yp =

lp(xz,-“,xp) + xl'lp_l(xa,---,xp) -V

2 lp (= %, )

Cp XXyt ,x,) — Vv
21, G )

Hierbei ist V' = [cp (X1 7 s, )2 —4x, - ¢ *x, ]2

Damit ist das Ziel erreicht, die erzeugenden Funktionen y, (X) = T,¢)(X) fiir PLIL-
Biume explizit zu bestimmen. Eine andere Form der Darstellung erhiilt man, wenn
man noch einmal

(%) Die crsten Werte dieser Polynome sind im Anhang B angegeben.
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ausniitzt. Zunichst ist

cp(xl,xz,“-,xp) + \/—2[p(x2,'°',xp) + 2[0_1(x3,' LX)

1—x1'y = -
p 211,_1(x3,"-.,xp)
Mit
(X 0%,) = (x5, x,,xy) —xl_(xx,)
47(x2’...,1b) = é-ﬂ(x3’...’xb) - Xy a_a(x4,...,1b) ,
Cp (xb X2 X3 " T ’xp) . lp (X3, TN ’xp vxl) + X2° lp _2(x4, 5 ’xp) ’

folgt daraus
CP (xl, —X2,X3, seme ,xp) + V

2 lp (X3 x,)

1 _xl.yp —

Aufgrund der zyklischen Symmetrie kann man zusammenfassend feststellen:

Satz 10 :

Die erzeugenden Funktionen 7;%) der PLI-Biume (mit Periodenlinge p) vom

Typ i (1=i=p) lassen sich mit Hilfe von matching-Polynomen wie folgt
darstellen: ’

T-(p)(X) CP (xla LA W —xi+1’xi+2’ 5 % ’xp) _ \/
I 2x 4 lp (KX x)
- 2 lp o (x; +2%iyy X))
/
Cp (X1, 7" %, o R . T o "
wobei V' = [c, (xp, -+ ,x, )2 —4x, - - 5172

Setzt man die zweite Form der T,®)(X ) in den Ausdruck von Satz § ein, so erhilt
man zusammen mit Safz 1 die erzeugende Funktion (5) von SINGHAL,
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V  Identititen vom BROCK-Typ

Scien nun p,q positive natiirliche Zahlen. Wir betrachten nun PLI-Endofunkiionen
mit der Periodenlinge p*q =m, also Paare ® =(S,f) mit S=(S,55 .5, ),
die den im Abschnitt III genannten Bedingungen geniigen (jetzt natiirlich mit prq an
Stelle von p). Wir werden jetzt die friiher eingefiihrte Bewertung vegrébern, indem
wir alle Variablen x; identifizieren, die zu derselben Restklasse mod p gehoren
(1=si=m) ; d.h. die Punkte der Klassen S;, S ; werden als zu derselben "Sorte"
gehorig betrachtet, falls i=j mod p. Die Zihlvariablen o; fiir die Zyklen der
fi (1=i=m) werden allerdings weiterhin unterschieden.

Sei also X=(xy,""-,x,) ein Vektor von p Variablen und A =(o ) <1<, €N
Vektor von m Variablen. Als Bewertung fiir PLI-Endofunktionen ®(S ,f ) nehmen
wir nun:

Wx(p,/iq)(d)) = H (1+ai)f,\’c(f,») "

1=i<m

wobein=(ny," " ,n,)eN? mitn; =3 {#S;;j=i mod p}.
Als erzeugende Funktion betrachten wir nun

] oo
JPI(X |A4) = 3 ) ¢ ){"’,\gp,,iq)(d))} .

n=0 "

wobei die innere Summe iiber alle PLI-Endofunktionen der Periodenlinge m =p-q
von [1..n] liuft.

Es ist also
JOD(X |A) = J"N(<X, -+ X >, |A)
wobei <X, -+, X'>  die ¢ —fache Repetition des Variablenvektors X ist:

<X,-.- ’X>q = (xl,xz,--- %4 ,xl,... ?xp3'.' ,xb-.. !xp)‘

Notieren wir zuniichst einmal die unmittelbare Konsequenz aus Sarz 1 :

Korollar 2 : JOOX |A) =S HOD(n |A)- X" |

n

wobei die Summation iiber alle n = (n,," -+ ,n, ) e N” liuft. Dabei ist
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a1+i1+i2] [a2+i2+i3] . [a,,, +i +i1]

®.q9) —
& (n|4) EI‘J[ I Iy [

m

wobel summiert wird {iber alle I = (iy,75,* " ,i, )e N™ mit
> {ij;j=k mod p} =n, (1sk=p).

Nun zu der Darstellung von J®9)(X | 4), die sich aus der Interpretation der PLI-
Endofunktionen als Permutationen von PLI-Biumen ergibt. Aus der periodischen
Repetition der Sortenvariablen folgt, dass PLI-Biiume vom Typ i bzw. vom Typ j
ununterscheidbar sind, falls i=j mod p. Sie sind auch nicht zu unterscheiden von
den PLI-Biumen der Periodenlinge p vom Typ i, falls 1=i=p. Dann sind aber
auch die erzeugenden Funktionen 7, (X) und T, )(X) gleich und dariiber hinaus

auch gleich zu T,%)(X) , falls i = J mod p und 1<i=p. Also ergibt sich:
H [T‘.(m )] Q;

l I Q-xT%) - 1 x7™
1=si=m 1=i<m
m (e
= 1=i=<p
0 0-=xT2 - ] T,
1=i=<p 1=i<p
o[
1<=i<m

" e, @7~ [b, (X))
mit & =3 {a;;j=i mod p}, (1<i=p).

Den Nenner im letzten Ausdruck kann man umschreiben. Dazu definieren wir uns
Polynome N\, (u,v)eZ[u,v] (n=0) durch

ryr ¥ ... B
No(uy) = v l,,(vz, 7)o
wobei die I, =1, (x,," -+ x,) wieder die matching-Polynome aus Abschnitt [V
sind (%) . Es gilt also:
Ly
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N(uy) = S { (~u)fevn=m; ueM(LOY ) |

Kombinatorisch haben diese Polynome also die Bedeutung von matching-
Polynomen, bei den Kanten (Bewertung: —u ) und freie Knoten (Bewertung: v )
gezdhlt werden. Diese Polynome \,, (#,v) geniigen der Rekursion

Ao(u,v) = 1 R )\](u,v) =y ,
)\n +1(U,V) = V')\,, (u,V) _xn —l(uvv) (7121),

was sie sofort als Variante der Tschebycheff-Polynome ausweist. Es gilt nun das
Lemma 3 : u" —v" = (u-v)- N, @v,u+v)

Auf den kurzen und eleganten kombinatorischen Beweis (mittels Involutionsprinzip)
dieser Tatsache soll nicht verzichtet werden:

Betrachten wir Funktionen f : {1,2,...n} - {+u,—u,v} mit f(1) # —u und
wenn f(i)=-u, dann f(i-1)=v (1<i=n).

Fiir jede solche Funktion f sei

m(f) = II f@) ;

1<i=<n

F, bezeichne die Menge aller dieser Funktionen.
Interpretiert man den Ausdruck

N, (v ,u+v)

so, dass jedem matching weM (L™)) 2# —2#» Funktionen f €F, folgendermassen
zugeordnet werden:

---- fiir jede Kante ¢; = (i,i +1) e p wird f () = v und f(i+1)= —u gesetzt;
---- fiir jeden nicht in einer der Kanten ¢; € . enthaltenen Punkt Jwird f(j)=u

oder f (j)=v gesetzt;

so gilt offenbar:

S{m(f);feF,} = Ny (v, u+v)

(%) Siche Anhang B fiir dic crsten Werte dicser Polynome
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Fiir jedes f € F, sei nun iy(f ) die friiheste Stelle i € {2,3,...,n} mit f (i —=1) =v und
f@i)e{+u,—u} - falls es eine solche Stelle iiberhaupt gibt (ansonsten ist sie nicht
definiert). Eine Involution I' von £, kann nun folgendermassen definiert werden:

=== wenn Iy(f) existiert, dann entsteht I'(f) aus f, indem man das Vorzeichen
an eben dieser Stelle /o(f ) umkehrt. [Ersichtlich existiert dann i(I'(f)) und

ist gleich ,(f )]

---- wenn [o(f ) nicht existiert, dann sei I'(f) = f.

I ist eine Involution auf F,, und es gilt

m(f)+m@(f) =0, falls T(f)# f .

Die Fixpunkte von T sind aber genau die f’eF,, (0=t=n) mit:

f(')(l) T =f(')(t)= +tu f(')(t+1)= o5 =f(')(n)=v

Also ergibt sich:

S{m({f);feF, }
= 3{m();feF, ,T(f)=f }
= 3 m{f)}

0=t=<n

z u'.vll_l

0=t =<n

N, (v ,u +v)

Da wir aus dem vorigen Abschnitt wissen, dass fiir die erzengenden Funktionen
a,(X) und b, (X) gilt:

a,(X) + b,(X) = ¢, (X) ,

'ap(X)'b,,(X) =Xy "Xy s

erhalten wir:
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j(ﬂvf])(X |A) = — _1si=p e —

Mit nochmaliger Anwendung von Satz 4 folgt dann:

Satz 11:

1
)\q_l('xl ’ ..xp ’Cp(X))

JPOX | 4) = X JOX | A)

wobel A = (&, +~.d,) mit & = {a;;j=i mod p}, (1=i=p).

Dieses Resultat enthilt nun - via Koeffizientenvergleich fiir die beteiligten Reihen,
wenn man vorher noch das Nennerpolynom

)\q_l(xl“'xp’cp(X)) ’ (&)

das ich auch als Rekursionspolynom bezeichnen mochte, auf die linke Seite bringt -
eine doppelt-unendliche Familie (durch die Parameter p und g indiziert) von
Identititen vom BROCK-Typ. Das Polynom (&) regelt ja gerade, welche
Linearkombination von Koeffizienten des Typs H®)(n |A4) ein H®Y(m | A4)
ergibt.  [Hierbei sind n =y, ,m) und  omo=(mg, - ,m,) e N¥,
A= (ai)ISiSpq’ und dazu A4 wie in Samzll beschrieben]. In dieser
Linearkombination treten fiir m e N° nur solche Parameter neN? auf, fir die
my=ny, s, <m, gilt, und die Koeffizienten der Linearkombination hiingen nur
von den Differenzen m; —n, (1=i=p) ab, nicht aber von den absoluten Werten
der m; (1<i=<p) . Man kann also von einer multivariaten Rekursion fiir die
H®%(n | A) mit konstanten Koeffizienten sprechen, in der die H? P | A) als
inhomogene Terme auftreten. Daher die Bezeichnung Rekursionspolynom fiir das
Polynom (&).

Zur lllustration betrachten wir zuniichst den Fall q =2, das sind gerade die im
Abschnitt I behandelten Ergebnisse! In diesem Fall ist - da jaN(u,v) = v ist - das
Rekursionspolynom (&) gegeben durch das matching-Polynom

8, (B, " v oK)
Die Fiille
p=2: cz(xl,xz) = l—xl—X2
p=23 i c3xpxyxyy = 1—x,—1x, —X3
p=4 C4(xlyx2’x39x4) = 1—x1—xz—x3—x4+xl-x3+x2'x4
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liefern gerade die Identitiiten (1), (2), und (3) , wobei der Fall p = 2 ja auch (4) mit
enthilt. Die generelle Aussage, dass Cp o PP ,xp) das Rekursionspolynom im Fall
q =2 ist, ist dquivalent zu dem Resultat (6) von SINGHAL (bzw. zu dem von
CARLITZ im unparametrisierten Fall).

Betrachten wir nun den kleinsten Fall, der nicht in den im Abschnitt I zitierten
Resultaten enthalten ist: ¢ = 3,p =2. Wegen

Mu,v) = vi-u
und
C(xppx) = 1—x;—x,

erhiilt man fiir das Rekursionspolynom:

A(x1xs,05000,X3)) = (1-x, —x2)2 — XX,

= 1-2x;-2x,+x} +xx, +x2

Als Identitdt vom BROCK—Typ (ich verzichte hier darauf, die a—parametrisierte
Form anzugeben, die natiirlich ganz analog aussieht ) ergibt sich daraus:

Iy +iy| i, i, igti,
hin,m) = Z[ i ] { ' B i ,
l -~

wobei die Summation iiber alle I = (iy,i5," " * ,i¢) e N liuft mit:

Sei

i1+i3+i5=n und i2+i4+i6=”1 "
Dann gilt:
h(n,m)=2h(n—1,m)=2h(n,m=1)+h(n-2,m)+h(n-1,m=1)+h(n,m-2)

2
= |nt+tm} m+tn| _ in+tm
n m n )

Es lohnt sich, noch kurz auf den Fall p = 2,q beliebig, also sozusagen das andere
Extrem zu dem "klassischen" Fall ¢ =2,p beliebig , einzugehen. In diesem Fall
lautet das Rekursionspolynom also

)\q B 1 —%1 ~xg) -

In dem Artikel "l wurde gezeigt, dass sich dieses Polynom auch noch anders
schreiben lisst. Sei dazu
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Ln (u,v) = ln (u,v,u,v,u,' T ) ’

d.h. die Kanten des Graphen L) werden abwechselnd mit den Gewichten —u und
—v belegt. Dann gilt die sog. Verdoppelungsformel -

N (uy 11—y —v )=L,, , (u,v).
Das Rekursionspolynom ist in diesem Fall also das matching-Polynom
qu _l(xl ,xz) e
Ausserdem hat in diesem Fall das Gleichungssystem (*) fiir die PLI-Biiume
y1=1+xpypy,
Y2 = 1+xyy,y,

eine sehr elegante Losung ( auf die Ausfihrung der Details méchte ich hier
verzichten ). Es gilt nimlich:

Yi = 1+xi'B(xl,X2) (l = 1,2)
wobeli

B )=S B, u" v

die erzeugende Funktion der von G. KREWERAS ! 50 benannten B —Verteilung ist.
Es gilt explizit:

Bos = ’%[k’il] [’Z] (1=k=n)

Diese Zahlen, gelegentlich auch als RUNYON-Zahlen (in PI') oder NARAYANA-
Zahlen bezeichnet, sind wiederholt in der Literatur behandelt worden, Interessante
kombinatorische Eigenschaften dieser Zahlen, die iiberdies eng mit den hier
behandelten Problemen zusammenhingen, findet man in der these 1 von M.

VAUCHAUSSADE DE CHAUMONT.
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Anhang A-I :

L?

B R A Y

..........................................

zum Beweis der Identitit von Brock

X

Beispiel zum Beweis der Identitit von Brock:

m=4, n=7 x=6, y=7

1={0,3,5),0={0,2,3,6},K=(78911}, L={89,11}:

zZl=1{(5,8),(6,7),(7,6) )
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Anhang A-II : PLI-Endofunktionen

Beispiel fiir eine PLI-Endofunktion (p=3); die Bewertung fiir
diese Funktion ist:

”)X,A((D) = (1+062)2 (1+C(3) xlg .X'zll X310
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Anhang A-III : PLI-Biume

/°\%

Wur;el r © \

T=[H II’ ” m II, M% Il.}

Beispiel fiir einen PLI-Baum vom Typ 1 ; die Bewertung dieses
Baumes ist

vx('r) =X 7 x26 x35
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Anhang A-IV : Komposition von PLI-Biumen zu PLI-Endofunktionen

Ilustration fiir die erlaubte Zusammensetzung von PLI-Biumen zu
PLI-Endofunktionen (vgl. Abschnitt 3, vor Satz 3).
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Anhang B : Matching-Polynome

Dieser Anhang enthilt als ergiinzende Beispiele zu den Abschnitten IV und V die
matching-Polynome c,,/,,\,,v, fir 1=n=<6. Dabei werden die Polynome v, , die
in dieser Arbeit nicht vorkommen, aus den Polynomen ¢, in der gleichen Weise
durch Spezialisierung gewonnen wie die \,, aus den /,, nimlich:

U u
‘y,,(u,v) = V"'Cn(—'z—’“"—z_) .
| % v

Matching-Polynome c,, , 1<n <6

cixy) = 1
C2(knX2) = 1-x;-x,
C3(XpX2X3) = 1=x;—x,-X,
Calky "7 Xg) = 1—x;—x,—X4 —Xgtxx3tx,x,
Cs(Xp, """ ,xs) = 1—x;—X,—X;—Xx, —xs
tx X3t xxs+x0, +x5x5 + X35
Co®1 " Xg) = 1-x;—x, T3 TXy X5 — X

txpxztxx,txgxstx,x, +x,x + Xo X
tx3xs+x3x6 +x,4x4
'x1x3x5 _x2x4x6

Matching-Polynome 1, , 1=n <6

LO = 1
L) = 1-x
Lixnxy) = 1-x-x,
Lipxax3) = 1-x;—x,—Xx;+x,%;

Is(xy, " 0xq) = 1-xy=X;=X3-x,
+x1x3+xx4 +x5x,

by, wxs5) = 1—x;=x;—x;—x,—x;5
txyx3txix,txgxs+xx, +x,x +x3x5

—X1X3Xg
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ENDLICHE FUNKTIONEN

Matching-Polynome \, , 1=n =<6

NQu,v)= v

Nu,v)= vi-u

ANu,v) = v-2uv

AN,v) = v'=3uvi+y?
As(u,v) = v —duvd+343%y
Ne(u,v) = v®=Suvi+6u?vi-y3

Matching-Polynome v, ,1=n =<6

Vi, v) = v

Y2(u,v) = vi-2u

Ya(u,v) = v =3uv

Yau,v) = vi-4uvi+24?
Ys(u,v) =  v:=Suvi+5Suly
Yo(u,v) = ve—6uvt+9uvi-2,3

Die matching-Polynome N, (,v) und v, («,v) lassen sich leicht explizit angeben:

M@v)= 3 [",-"'](—ur'v"-zf

0=2i=n

n n-—i i A
Y, v)= 3 __‘_T[ ; } (-u) vr=2
0s2i=<n 71
Der Zusammenhang mit den Tschebycheff-Polynomen U, (x) = sin(iz arccosx) und
T, (x) = cos(n arccosx) ist folgendermassen:
2 "y (2=
A’l(u ,V)=u Un(zu)

2 ¥ = T T
‘Yn(u !") zu n(zu)
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