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RECORDS, ANTIRECORDS ET PERMUTATIONS

DISCORDANTES

PAR

JlANG ZENG

RESUME. - En utilisant Ie g-analogue de la serie hypergeometrique confluente, on
etablit des g-analogues de toutes les formules de DUMONT-KREWERAS [1] et en raffinant
la bijection construite par ces auteurs, on trouve de nouvelles significations enumeratives
de ces formules. Finalement, un nouveau modele combinatoire est propose, Ie probleme
restant ouvert etant d'etablir une bijection entre ce nouveau modele et celui de
DUMONT-KREWERAS .

1. Introduction. Posons

1, sin=0;
lajn= <t a(a+l). -. (a+n-l), sin^l;

et adoptons pour les fractions continues la notation classique horlzontale
(c/. [1]) :

(1)^,,. )=^^, ^=^^
n>0

= 1/1 - axl\ - &2-/... /1 - (a+ n}xf\ - (& + n)a-/ . . .

(2) C(a, b;x)=^C^b)xn=ax^±^-
^^ o^u,, u, u.;

= ax, 1 - bx/1 - (a + l)a;/l - (b + l)x/ . . .

, 1 - (a + n)x/l -{b+ n)x/ . . .

ou n(a, 6; x) = l+(a)i(&)i. r/l!+(a)2(6)2a-2/2'+- . . +(a)n(&)n3;"/n!+- -. est
la serie hypergeometrique confluente 3 . Recemment DUMONT et KREWE-
RAS[1] ont demontre que Fn(a, 6) (resp. C'n(a, 6)) est Ie polynome genera-
teur des records et anti-records sur les permutations (resp. permutations
connexes).

Le premier but de cet article est de trouver un g-analogue pour ces
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deux families de polynomes. Utilisant les notations suivantes pour la q-
factorielle :

^ _ J 1, si n = 0;
Wn^esp-Wn-)=\a+q+---+qn-1, {vesp. [a}, [a], . . -[a]^, si n > 1;

et proposant la serie

^{a^q-^x) = 1 + W. W. xlW. + [a]2' [&]2^2/[1]2' + . ..
+[a}n\[b]n\Xn/[l]n\ +...

comme ^-analogue de ̂ (a, 6, a;), il est alors naturel de se demander s'il y
a des formules paralleles a, (1) et (2), qui utilisent cette g-extension de Sl;
dans Ie cas affirmatlf, si 1 on peut trouver une signification enumerative a
ces formules. Dans cet article, nous nous proposons de repondre a ces deux
questions. De plus, un nouveau modele combinatoire pour les polynomes
Fn{a, b) et Cn(a, &) est construit, laissant ouvert Ie probleme d'etablir une
bijection entre celui-ci et Ie modele de DUMONT-KREWERAS.

2. g-analogues. - Posons

F(a, 6, q; x) = ^ F, (a, 6, q)xn = ^^ ̂ ; q'^_, ̂ ,
^--. v-, -,, /-- ^a, bq-q, q;q-lx)

" ^(ag-l + l, b, q;qx~)
C{a, b, 9; a-) == > ,' Cn^a, b, q)xn = ax~~^\, _'^\^^ ~1'~ \

^ - -' \^a, 0, q;x)

L identite evidente

(3) n(a, 6, g;a-) = ^(a, 6g - g, <jf ;g-la') + aa;^(ag-l + 1, &, 9; ga;),

reecrite sous la forme

^(c(, 6, g;a-) 1
^l{a, bq-q, q;q-lx) ^ _^{aq-1 + l, b, q;qx')

- ax
^(a, 6, g;a;)

conduit par iteration a la fraction continue :

^a, b, q;x)
(4) F{a, b, q;x~)=

fi{a, bq-q, q;q-lx)

= 1/1 - [a]ia-/l - [b^qx/1 - [a]2^/l - [6]292^/ . . .
, 1 - [a]^n-l. r/l - [&]^na-/
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En meme temps, on obtient

^(aq~1 +l, b, q;qx)
(5) C(a, 6, g; a;) = aa-111-7^-T-^-

, a, t), q;x)

== aa"/l - [b]iqx/l - [a^qx/1 - [b^q x/ . . .
l\-[a}nqn-^x/l-[1b}^qnxl. --

Evidemment (4) et (5) se reduisent respectivement aux formules (1) et
(2) en faisant q = 1. Notons encore sur la serie fl, les identltes sulvantes :

(6) ax[fl, {aq + l, b, q;qx)-- ̂ (a, 5, g;a;)]
= bx[^a, bq~ + l, q; qx) - ^2(a, b, q; a;)]
= abqx2 ̂t(aq~1 + 1, bq-l + 1, ̂ ; g2a;),

qui s'ecrivent :

(7) C'(cii b, q; x) - ax = bxF{a^ bq-l + 1, g; qx) - bx
^fl{aq-1 +l, bq-1 +l, q;q2 x~)

^a, b, q;x)
= abqx2

De meme, (3) s'ecrit encore

(8) F(a, b, q;x) =1+ F(a, 6, q; x)C{a, b, q; x).

Ces identites conduisent pour les polynomes Fn(a, 6, g) et C'n(a, &, g) aux
formules de recurrence suivantes

(9)

(10)

Fo=l; C'i=a;
Cn{a, b, q) = &g"-lF»_i(a, bq-1 + 1, g);

n

Fn{a, b, q) =^ Ck(a, b, g)F»_fe(a, b, q).
Z-/
k=l

Les coefficients de ces polynonaes sont des entiers positifs. Leur. in-
terpretation enumeratlve donnee dans cet article s'inspire naturellement
de celle qu avaient trouvee DUMONT et KREWERAS dans Ie cas q = 1.

3. Interpretation combinatoire. - Rappelons tout d'abord quel-
ques notions usuelles concernant les permutations. Notons 6 n Ie groupe
symetrique de {l, 2,..., n} = [n]. Etant donnee une permutation a =
x-yx'i-'-Xn de n], un terme Xk est dit record, s'il n'exlste aucun terme
plus grand a sa gauche, c est-a-dire si a;, < x^ pour i < k. L entier k est la
position du record Xk', un terme a-fe est dit anti-record, s'il n'existe aucun
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terme plus petit a sa droite, c'est-a-dire si X]c < xj pour j > k. Appe-
Ions anti-record exclusif, tout anti-record qui n'est pas en meme temps un
record. Le nombre de records (resp. d'anti-records exclusifs) d'une per-
mutation cr est note Reccr (resp. Ant a). Un couple {x^xj) est appele
inversion, si Xi > xj et i < j. Une permutation est dite connexe, si 1'en-
semble de ses i premiers termes ne coincide avec [i] pour aucun i inferieur
a, n. Notons £" 1 ensemble des permutations connexes de [n]. Introduisons
encore une notation utile : pour une formulation A, on ecrit ^(A) = 1, si A
est vraie et ̂ (A) = 0, si A est fausse. Par exemple, Ie nombre d'inversions,
note Invo-, d'une permutation <7 = a-i.. . a;n peut etre defini par :

Inv a = ^ ^(x, > Xj) = ^ ̂  x{xj > x,).
Ki<j<n

z-^z^
i=l j=l

Appelons i?(n, r, 5, ^) 1'ensemble des permutations de [n] qui ont r
records, s anti-records exclusifs et t inversions, et f(n, r, s, t) son cardinal.
Appelons, de meme, (r(n, r, 5, t) la partie de 5(n, r, 5, t) constltuee par les
permutations connexes et c(n, r, s, t) son cardinal. Nous etablirons que Ie
coefficient de arbsqt dans jFn(a; b, q) est Ie nombre de permutations de [n]
qui out r records, s anti-records exclusifs et t inversions et que Ie coefficient
de arbsqt dans C'n(a, 6, g) a la meme significatlon pour les permutations
connexes.

Notre principal outil est Ie nieme que celui de [I], a savoir une transfor-
mation particuliere p qui fait correspondre a toute permutation a de [n]
une permutation r = p(cr) de [n - 1].

Soit a = x-^x-i... Xn une permutation quelconque de [n] et soit S =
{ii, i2, . . . ^ig} 1'ensemble des positions des anti-records de o", avec ?i <

i-i < ... < ?s(= "). On definit r = yiy2.. . ^n-i par :

Vi =Xi-l,
Vi, == a-u+i - 1»

si i ^ S;
sii^. S et i =ik, pour 1 <, k <s -1.Sl

Exemple. - Soient n=9et<7-==271839546 une permutation
(les anti-records etant reproduits en caracteres gras). Alors

S = {3, 5, 8} U {9} et T =16273845.

Rappelons quelques proprietes de la transformation p (c/. [1]) :
(a) si a est une perrautation connexe, 1'ensemble J? des positions des

records de p(o-) est Ie meme que celui des records de o-;
(6) si o- = a-i.z-2 .. . a'n est une permutation connexe, aucun de ses termes

Xf: ne peut etre a la fois record et anti-record;
(c) pour determiner tous les antecedents connexes d'une permutation

donnee r de [n- I], c'est-a-dire, tous les a connexes tels que p{a) = r, il

124



PERMUTATIONS DISCORDANTES

suffit de choisir une partie S' arbitralre de 1'ensemble T des positons des
anti-records exclusifs de r. La permutation a dont les anti-records autres
que Xn occcupent les positions dans 5' est entiereraent determinee : si
5' = {z'i, i2, . . ., ?5-i}, il suffira de definir a comme suit :

pour i ^ S , Xi = yi+1, en convenant que Vn= Vi^i-,
pour i ^. S eti=ik, a"4 = yi,, -i + 1» e:tl convenant que yi g 

= 0.

Done, si r est une permutation de [n - 1] ayant t anti-records exclusifs, Ie
nombre d'antecedents connexes de r qui ont s anti-records est Ie binomial
(. -).

Conslderons maintenant Ie changement du nombre d'inversions apres
cette transformation. Soit <7 == a;ia;2 .. . a;n une permutation connexe de [n]
et soit 5" == {t"i,... , is} 1'ensemble des positions des anti-records (exclusifs)
de a, avec ii <;2 < ... <^ (= n).

Remarquons d'abord qu'entre deux termes Xi et xj (? < j), s'il existe
un terme x: (i <l <j) tel que a-, < a"; < xj, les termes Xi et Xj ne sont
certainement pas deux anti-records consecutifs, c'est-a-dire, Xi,, = Xi et
xik+i = xj pour certain fc G [5-1]. II en resulte immediatem. ent que pour
fc G {0, 1,..., 5 - 1}, on a E}k=Y, +i X(a'j > a;»fc+i) = ik+i - ik - 1, ou 1'on
convient que io = 0. II en resulte :

2fc+l ifc Zk+l

^X(.Xj> Xi^=^)((Xj> Xi^,)+ ^ )({XJ>X,
J'=l J=l J=2*+l

u+1

lk

= $^ X{xj - 1 > a;,^i - 1) + U+i - U- - 1
J=l

«*

= ^X{Vj >Vik)+ik+l -?fe-l.
J=l

Par ailleurs, pour i ^ 5', on a ^^^ ̂ (xj > a;, ) = Y^j=i x{Vj > Vi}- Par
consequent,

Inva = ^ ̂  ̂ (xj > Xi) =Y^Y^ X{xj > xi) + ^ ̂  X{xj > Xi)
i=l J=l i^S j=l iES j=1
I I

= £ Z/ ^V3 > ^) + SS x(yJ > ^)+n - 5

ifsj=i ies j=i

= Invr + n - s,

i.e., Inv r = Inv a + s -n.
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II resulte de tout ce qui precede que 1'on a

(11) c{n^s^)= ^ (/J/(
t/>S-l

n -l, r, v^t + s -n)

On a defini f(n, r, s, t) comme Ie nombre de permutations de [n] qui ont
r records, s anti-records exclusifs et t inversions, et c(n, r, ^, ^) comme Ie
nombre de celles d'entre elles qui sont connexes. II est facile de donner plus
generalement une expression pour Ie nombre fk{n, r, s, t) de celles dont la
premiere composante connexe" est de longueur k, ce qui signifie que k

est Ie plus petit entier tel que {x-^, x^,.. . , xic} = [k}; de ce fait c(n, r, s, f)
n'est rien d'autre que fn (n, r, s, t).

En effet, pour une permutation <r G F(n, r, s, t) dont la premiere
composante est de longueur k, si la premiere composante possede A
records, ju anti-records excluslfs et v inversions, on a la formule

(12) /fc(n, r, s, f)= ^ c{k, \, p,, v')f(n-k, r - \, s-f^, t-v~).
(A, ^, r)

Comme jf(n, r, s, <) -= ̂ ^^=1 fk{ni ri .s^)i c>n verifie im.m.ediateinent que les
formules (11) et (12) sont exac-kement celles qui resultent de 1'identification
des coefKcients de arbsqt dans les formules (9) et (10). Ces coefficients ont

done bien la signlfication enumerative annoncee.

4. L'autre modele. - Solt E un ensemble fini non-vide; on designe
par GE Ie groupe des pernautations de E. Deux permutations a et r
appartenant a GE sont dites discordantes, si pour toute partie A de
E, distincte de £', les restrictions cr^ et r^ dea et r a la partie A ne
sent pas toutes deux des permutations de A. L ensemble des couples de
permutations discordantes de E est note SE- Lorsque E = [n], on ecrit
©n et i3n au lieu de 6[n] e^ ®[n]- Enfin, eye cr designe Ie nombre de cycles
de la permutation a. Posons maintenant :

Dn(a, b)= ^ acycabcycT et D(a, &;^-) = 1 + ^ £>»(a, 6)^-.
((7, r) 2>^ n>l

Comme (a)n est la fonction generatrice du nombre de cycles de ©n, on a

(13) ^ acycCT6cycr=(a)^&),,
(<T, T)£©nX6n

Or a chaque couple ((T, r) correspond un sous-ensemble unique A de
[n] contenant 1, tel que les restrictions o" = a^ et r = Tyi soient
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discordantes. Les autres restrictions cr" = cr[n\\A et T = T[n]\A sont des
permutations quelconques de [n] \ A. Comme eye a- = eye o-' + eye o-" et
eye T = eye T' + eye r", on peut reecrire la sommation (13) de la fa^on
suivante :

SS E acyc. '^cycr' ^ ^cyc. '^cycr"^
k=l A (<T', r') (v", -r")

ou A est de cardinal k et contlent 1. On en tire immediatement :

(14) Y, (n^ ̂ Dk(a, b)(a)n-k{b)n-k=(a)n(b)n (n ̂ 1),
ou encore (avec I =: n- k) :

Vl Dn-l^b) (a)i{b)i ̂  <ia+l\-i{b+l)n-^
^(n-?-l)! l\ (n-1)!

soit :

^ Dn+-i{a^) ft(a+l, &+l;a;)
z-j
n>0

ni

D'ou par integration :

(15) D{

'-xn==ab^-

.;
a, b;x) == ab

ro

0(a, 6;a")

fl{a+l, b+l;t)
^(a, &;<)

dt.

Remarque. - On peut encore obtenir 1'identite (15) par les techniques
du compose partitionnel abelien (cf. [2]). En efFet, la formule exponentielle
n(a, b; x) = exp -D(a, &; a;) exprime Ie fait que tout couple de permutations
se decompose en un ensemble d'orbites, eux-memes dlscordantes. L'iden-
tite (15) en decoule immediatement.

5. Relation entre les deux modeles. - En faisant q = 1 dans (7),
on obtient 1'identite (c/. [1]) :

(16) C<(a, b; x) - ax = bxF{a, b+l;x) -bx = abx

Les formules (15) et (16) entrainent alors

2^(a+l, &+l;a;)
n(a, b;x')

(17)
(18)
Posons

£», (a, 6)=(n-l)!C', +i(a, 6);
D, (a, 6)=(n-l)!5Fn(a, 6+l).

£>n(r, s) = {(<7, r) £ £)" | eye a = r, eye r =5};
'Sn{r, s~) = {ere ©" I Rec<7 = r, Ant o- = s} ;
^(r, 5) ={0- £ (rn | Reca =r, Ant (7 = s];
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et introduisons la relation d'equivalence R sur £>n(r, 5), en convenant
que (o-, r)J?((7 , r ) si et seulement s'il existe LO G Gn fixant n tel que
Lija'iv~ == a' et UTU}~ = r'. II est facile de verifier que Ie cardinal de chaque
classe d'equivalence dans S)n(r, s) est (n - 1)! Si done 'Sn{r, s)/R designe
1 ensemble-quotient correspondant, les identites (17) et (18) entrainent les
formules :

(19)
(20)

|S), (r, 5)/J?|=|C^i(r,. )|;

\Sn^s)/R\= ^ (/__^\Sn^t)\.
Os-l

Le probleme qui reste ouvert est de trouver une demonstration "bijec-
tive de ces deux formules; autrement dit, detablir une correspondance
biunivoque entre les ensembles <Sn{r, s)/R et (^n-(-i(r, s).
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