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RECORDS, ANTIRECORDS ET PERMUTATIONS
DISCORDANTES

PAR

- JIANG ZENG

RESUME. — En utilisant le g-analogue de la série hypergéométrique confluente, on
établit des g-analogues de toutes les formules de DUMONT-KREWERAS [1] et en raffinant
la bijection construite par ces auteurs, on trouve de nouvelles significations énumératives
de ces formules. Finalement, un nouveau modele combinatoire est proposé, le probleme
restant ouvert étant d’établir une bijection entre ce nouveau modele et celui de
DuMONT-KREWERAS.

1. Introduction. — Posons

. " sin=0;
(@) = ala+1)---(a+n-1), sin>1;

et adoptons pour les fractions continues la notation classique “horizontale”

(ef. [1]) :

n>0 ’ )

=1/1—azx/1-bz/ - /1 —(a+n)z/1=(b+n)z/ -

®) Clabia) =3 Cala,ho" = aa L)
= a;/l —bz/l—(a+1Dz/1—(b+1)z/---
/1—(a+n)z/l—(b+n)z/---

ot Q(a,b;z) = 14+(a)1(b)1z/114+(a)2(b)22? /214 - -+ (a)n(b)nz™/nl+- - - est
la série hypergéométrique confluente [3]. Récemment DUMONT et KREWE-
RAS[1] ont démontré que Fy,(a,b) (resp. Cy(a, b)) est le polyndome généra-
teur des records et anti-records sur les permutations (resp. permutations
connexes).

Le premier but de cet article est de trouver un g-analogue pour ces
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deux familles de polynémes. Utilisant les notations suivantes pour la ¢-
factorielle :

1, gl =0
[a] (resp. [a]!) = {a + g+ o+ g™, (resp. [alifaly - [a],), sin > 1,

et proposant la série

Qa,b,q;z) =1+ [a];! (B! /[1]1! + [a]5! [b],! a* N1l < <5+
+ lala! Blal 2" /[1]a! + -+

comme g-analogue de Q(a, b;z), il est alors naturel de se demander s’il y
a des formules paralléles 3 (1) et (2), qui utilisent cette g-extension de ;
dans le cas affirmatif, si l’'on peut trouver une signification énumérative 3
ces formules. Dans cet article, nous nous proposons de répondre & ces deux
questions. De plus, un nouveau modéle combinatoire pour les polynémes
Fo(a,b) et Cp(a,b) est construit, laissant ouvert le probleme d’établir une
bijection entre celui-ci et le modéle de DuMONT-KREWERAS.

2. ¢g-analogues. — Posons
Qa,b,q;z)
F(a,b,q;z) = g Fo(a,b,q)z™ = .
(Pigie) ! () a,bq - ¢,¢;¢7 1)
R n_ ag™! +1,b,¢;qz)
C(a,b,q;z) = E Cn(a,b,q)z™ = az e byaic)

n>1
L’identité évidente
(3)  Q(a,b,¢;2) = Qa,bg — g, q; ¢7'z) + azQ(ag™! + 1,b, ¢; qz),

réécrite sous la forme

Qa,b,q;z) _ 1
Qa,bqg — q,q;¢7 ) Qag™! +1,b,¢;qz)’
1 —azx
Qa,b,q; )

conduit par itération & la fraction continue -

_ Qa, b, q;z)
a,bg — q,¢;¢7 1)
=1/1—[aiz/1 ~ [Bligz/1 — [alage/1 — [bag?z/ - --
/1= lalng" 'z /1 = [B]agz/ - --
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En méme temps, on obtient
Qag™" 4+ 1,b,¢;9x)
Qa,b,q;z)
= az/1 - [bligz/1 — [a)aqz/1 — [blag’x/ - --
J1— [a]nqn_lx/l — [Blag™z/ -+

(5) C(a,b,¢;2) = az

Evidemment (4) et (5) se réduisent respectivement aux formules (1) et
(2) en faisant ¢ = 1. Notons encore sur la série 2 les identités suivantes :

(6) az[Qag™" +1,b,¢;97) — Qa,b,¢;2)]
= bz[Qa,bg™" +1,¢;92) — Qa, b, ¢; 7)]
= abqz’Qag™" +1,b¢7" + 1, ¢; ¢*2),

qui s’écrivent :

(7) C(a,b,q;2) — ax = bz F(a,bqg” ' +1,q; qz) — bz
- =i . o2
— gl by L gigw)
Q(a, b, q; )

De méme, (3) s’écrit encore
(8) F(a,b,¢;z) = 1+ F(a,b,¢;2)C(a, b, ¢; z).

Ces identités conduisent pour les polynémes Fy,(a,b,q) et Cy(a,b,q) aux
formules de récurrence suivantes

Fo =1; €y =u:

(9) Cn(a,b,q) =bq" 'Fn_1(a,bg™" +1,9);
(10) Fo(a,b,q) =Y Ci(a,b,q)Fa_r(a,b,q).
k=1

Les coefficients de ces polynomes sont des entiers positifs. Leur in-
terprétation énumérative donnée dans cet article s’inspire naturellement
de celle qu’avaient trouvée DUMONT et KREWERAS dans le cas ¢ = 1.

3. Interprétation combinatoire. — Rappelons tout d’abord quel-
ques notions usuelles concernant les permutations. Notons &,, le groupe
symétrique de {1,2,...,n} = [n]. Etant donnée une permutation o =
T1Z2...%, de [n], un terme zj est dit record, s’il n’existe aucun terme
plus grand a sa gauche, c’est-a-dire si z; < zx pour ¢ < k. L’entier k est la
position du record zy; un terme xy est dit anti-record, s’il n’existe aucun
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terme plus petit a sa droite, c’est-a-dire si Tk < zj pour j > k. Appe-
lons anti-record exzclusif, tout anti-record qui n’est pas en méme temps un
record. Le nombre de records (resp. d’anti-records exclusifs) d’une per-
mutation o est noté Reco (resp. Ant ). Un couple (z;,z;) est appelé
inversion, si x; > zj et © < j. Une permutation est dite conneze, si I’en-
semble de ses i premiers termes ne coincide avec [¢] pour aucun i inférieur
an. Notons €, I’ensemble des permutations connexes de [n]. Introduisons
encore une notation utile : pour une formulation A, on écrit x(A)=1,si A
est vraie et x(A) = 0, si A est fausse. Par exemple, le nombre d’inversions,
noté Inv o, d’une permutation o = T1...%n peut étre défini par :

Inve = Z X(m,~>x]~)=ZZX($J~>xi).

1<i<j<n i=1 j=1

Appelons §(n,r,s,t) Pensemble des permutations de [n] qui ont r
records, s anti-records exclusifs et ¢ inversions, et f(n,r,s, t) son cardinal.
Appelons, de méme, &(n,r, s, t) la partie de §(n, r, s, t) constituée par les
permutations connexes et ¢(n,r, s, t) son cardinal. Nous établirons que le
coefficient de a"b%q* dans F,.(a,b,q) est le nombre de permutations de [n]
qui ont r records, s anti-records exclusifs et # inversions et que le coefficient
de a"b°¢* dans C,(a, b,q) a la méme signification pour les permutations
connexes.

Notre principal outil est le méme que celui de [1], & savoir une transfor-
mation particuliére p qui fait correspondre & toute permutation ¢ de [n]
une permutation 7 = p(s) de [n — 1].

Soit 0 = z125...2, une permutation quelconque de [n] et soit § =
{¢1,72,...,is} Pensemble des positions des anti-records de o, avec i1 <
2 <+ <i4(=n). On définit 7 = Y1Y2 ... Yn_1 par:

i =z;—1, sit¢S;
Yip, = Tipy, — 1, stt€Seti=1i pourl<k<s—1.

Ezemple. — Soient n =9etoc=27183 9 5 4 6 une permutation
(les anti-records étant reproduits en caracteres gras). Alors

S=1{3,5,8}U{9)etr=1627384s5,

Rappelons quelques propriétés de la transformation p (cf. [1]) :

(a) si o est une permutation connexe, ’ensemble R des positions des
records de p(o) est le méme que celui des records de o

(b) slo =ay2y...1, est une permutation connexe, aucun de ses termes
Tk ne peut étre a la fois record et anti-record;

(¢) pour déterminer tous les antécédents connexes d’une permutation
donnée 7 de [n — 1], c’est-a-dire, tous les o connexes tels que p(o) = 7, il
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suffit de choisir une partie S’ arbitraire de ’ensemble T' des positons des
anti-records exclusifs de 7. La permutation o dont les anti-records autres
que x, occcupent les positions dans S’ est entiérement déterminée : si
S" = {i1,42,...,1s_1}, il suffira de définir 0 comme suit :

pour: ¢ S', z; =y;+ 1, en convenant que y, = y;,_,,

pour ¢ € S' et ¢ =1, i =yi,_, + 1, en convenant que y;, = 0.
Donc, si 7 est une permutation de [n — 1] ayant ¢ anti-records exclusifs, le
nombre d’antécédents connexes de 7 qui ont s anti-records est le binomial
(sil)’

Considérons maintenant le changement du nombre d’inversions apres
cette transformation. Soit 0 = z122 ...z, une permutation connexe de [n]
et soit S = {¢1,...,15} ’ensemble des positions des anti-records (exclusifs)
de 0, avec 1y <1y < -+ < ig (=n).

Remarquons d’abord qu’entre deux termes z; et z; (z < j), s'il existe
un terme z; (¢ < I < j) tel que z; < z; < xj, les termes z; et z; ne sont
certainement pas deux anti-records consécutifs, c’est-a-dire, z;, = z; et
.., = Z; pour certain k € [s — 1]. Il en résulte immédiatement que pour
ke {0,1,...,s—1},on a ;'k=+iIk+1 x(z; > i) = k41 — i — 1, ot 'on
convient que tg = 0. Il en résulte :

Th41

ik ik+1
Z X(xj > @iy y,) = ZX(‘Tj > Tipy) + Z X(Tj > Tipyy)

j=1 j=1 j=ik+1

ik
:ZX(xj_1>xik+l — 1)+ i1 — kg —1
=1

23
= x(¥; > yi) + ikt — i — L.
i=1

Par ailleurs, pour 7 ¢ S, on a Ej-___l ¥z > o) = Zj-:l %(Y; > Yi)- Paz
conséquent,

IHVU:ZZX(%‘ > .25) IZZX(-’BJ’ >$i)+ZZX(33j i)

i=1 j=1 i¢S j=1 i€S j=1
i i
=22 X(wi > )+ D x(ui > y)+n—s
i¢S j=1 i€S j=1

=Invrt +n—s,

ie., Invr =Invo + s —n.
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Il résulte de tout ce qui précede que l’on a

(11) e(n,rys,t) = Y (Sf1>f(n—1,r,u,t+s—n).

v>s—1

On a défini f(n,r,s,t) comme le nombre de permutations de [n] qui ont
r records, s anti-records exclusifs et ¢ inversions, et ¢(n,r,s,t) comme le
nombre de celles d’entre elles qui sont connexes. Il est facile de donner plus
généralement une expression pour le nombre f} (n,7,s,t) de celles dont la
“premiére composante connexe” est de longueur k, ce qui signifie que k
est le plus petit entier tel que {z1,2s,...,2;} = [k]; de ce fait c(n,r,s,t)
n’est rien d’autre que fa(n,r, s, ).

En effet, pour une permutation o € F(n,r,s,t) dont la premisre
composante est de longueur k, si la premiere composante posséde )
records, y anti-records exclusifs et v inversions, on a la formule

(12) Ji(n,r,s,t) = Z c(k, A\, v) f(n — kyr — Ays —pyt —v).
Am,v)

Comme f(n,r,s,t) = > okeq Fr(n,r, s,t), on vérifie immédiatement que les
formules (11) et (12) sont exactement celles qui résultent de I'identification
des coefficients de a"b%q! dans les formules (9) et (10). Ces coefficients ont
donc bien la signification énumérative annoncée.

4. L’autre modele. — Soit E un ensemble fini non-vide; on désigne
par Gg le groupe des permutations de F. Deux permutations o et v
appartenant a Sp sont dites discordantes, si pour toute partie A de
E, distincte de E, les restrictions o4 et 74 de o et T A la partie A ne
sont pas toutes deux des permutations de A. L’ensemble des couples de
permutations discordantes de E est noté 9 E. Lorsque E = [n], on écrit
S, et D, au lieu de Sy et Dln)- Enfin, cyco désigne le nombre de cycles
de la permutation ¢. Posons maintenant :

Dy(a,b) = § | aeopeyeT o D(a,b;z) =1+ E D (&, b)i'
! n!
(U’T)EDn ‘ lel

Comme (a), est la fonction génératrice du nombre de cycles de S,, on a

(13) Yo AV = (a), (b)n.

(0,7)EGC, x5,

Or & chaque couple (0,7) correspond un sous-ensemble unique A de
[n] contenant 1, tel que les restrictions o' — o4 et 7' = 714 soient
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discordantes. Les autres restrictions o' = o[, et 7" = 7y 4 sont des
permutations quelconques de [n] \ A. Comme cyco = cyco' + cyco” et
cyct = cycT' + cyct”, on peut réécrire la sommation (13) de la fagon
suivante :

n

! / " "
§ :2 : § : aSyeo peyer E : aSyeo pever ,
k=1 A (o)) (o)

ol A est de cardinal k et contient 1. On en tire immédiatement :
(14) Z ( )ka (@t Bnok = (@aB)a (02 1),

ou encore (avec l=n—k):

D, _i(a,b) (a)i(b a+1)p_1(b+ 1)1

soit :

Dni1(a,b) , _ Qa+1,0+1;2)
E nl 80 Olabym) : -

n>0
D’ou par intégration :

T Qa+1,b41;1)
1 D(a,b;z) = ab : —= dt.
(15) (@ba)=ab [ Lo
Remarque. — On peut encore obtenir I'identité (15) par les techniques

du composé partitionnel abélien (cf. [2]). En effet, la formule exponentielle
Q(a, b;z) = exp D(a, b; ) exprime le fait que tout couple de permutations
se décompose en un ensemble d’orbites, eux-mémes discordantes. L’iden-
tité (15) en découle immédiatement.

5. Relation entre les deux modeles. — En faisant ¢ = 1 dans (7),
on obtient ’identité (cf. [1]) :
Qa+1,b+41;2)
Na,byz)

(16) C(a,b;z) — az = bzF(a,b+ 1;2) — bz = abz®

Les formules (15) et (16) entrainent alors

(17) Dy(a,b) = (n—1)!Cpy1(a,b);
(18) Dy(a,b) =(n—1)!bFy(a,b+1).
Posons

Dn(r,s) = {(0,7) € Dy | cyco =1, cycT = s};
Fn(r,s) ={0c € 6, |Reco =r, Anto = s};
Co(r,s) = {0 € €, | Reco =1, Anto = s};
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et introduisons la relation d’équivalence R sur Dn(r,s), en convenant
que (0,7)R(o',7') si et seulement s%i] existe w € &, fixant n tel que
wow™ =o' et wrw™! = 7/, T est facile de vérifier que le cardinal de chaque
classe d’équivalence dans Dn(r,s) est (n—1)! Si done Dn(r,s)/R désigne
P'ensemble-quotient correspondant, les identités (17) et (18) entrainent les
formules :

(19) [90(r,5)/ Rl = [€aa(rys)]
(20) 0u)/Ri= 3 (1) Bt
t>s—1

Le probléme qui reste ouvert est de trouver une démonstration “bijec-
tive” de ces deux formules; autrement dit, d’établir une correspondance
biunivoque entre les ensembles Du(r,s)/R et Coyy(r, s).
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