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Optimale Matching Forests

by
Ursula Ritsch, Koln

Im folgenden wird, als Verallgemeinerung der Branching- und Matchingprob-
leme, das Matching Forest Problem behandelt. Man betrachtet hier einen gemis-
chten Graphen und sucht unter gewissen Zielvorstellungen eine Teilmenge der
Kanten des Graphen, so daf diese Kanten keine Kreise bilden und jeder Knoten
hochstens Endknoten einer Kante ist. Eine Kantenmenge mit dieser Eigenschaft
nennt man Matching Forest. Eine erste theoretische Behandlung dieses Prob-
lems findet man bei R. Giles (1) - (3). In (2) wird ein polynomialer Algorithmus
vorgestellt, der fiir jede Kantenbewertung in gemischten Graphen einen Match-
ing Forest mit maximalen Gewicht bestimmt. In (4) sind Modifikationen dieses
Algorithmus entwickelt worden, die andere Zielfunktionen beriicksichtigen. Eine
Implementation dieser Algorithmen ist verfiigbar.

Sei also G = (V,E) ein gemischter Graph mit Knotenmenge V, Kantenmenge
E = DUU, bestehend aus gerichteten Kanten in D und ungerichteten Kanten
in U und einer Kostenfunktion ¢ : E — . Mehrfachkanten und Schleifen seien
ausgeschlossen.

Eine Menge J C E heilt Matching Forest, falls gilt:
i) Der (V,J) zugrundeliegende ungerichtete Graph ist kreisfrei.
i) Fiir alle v € V gilt |J N §(v)| < 1.

Dabei sei §(v) = {e € E | e = (u,v) € DVe = {up} € U}. Gilt fir alle
v eV [JN6(v) | =1,s0heiBt J perfekt, ist an einem Knoten w | Jné(w) | =0,
so heiflt J unvollstandig bei w.

Zunachst betrachtet man das Problem
(MF)  maz {3} c;ce | J (perfekter) Matching Forest}

In den beiden Spezialfillen E = U bzw. E = D erhilt man so das bekannte
Matching- bzw Branchingproblem.

Bemerkung:

J C E ist perfekter Matching Forest genau dann, wenn gilt:

i) [JNé(v)|=1 YoeV

i)  |JNA(S) < |S|-1 VS CV,|S]|>2

i) [JNF(S)| <3(|S] —1) VS CV,|S|> 3 und ungerade.
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Dabei sei 4(S) = 7(S) U¥(S) die Kantenmenge des durch S induzierten Teil-
graphen.

Die Bedingung (ii) und (iii) konnen in einer Ungleichungsklasse verall-
gemeinert werden. Man betrachtet dann die Familie G aller Paare (R,D) mit

R C V, |R| > 2, D Familie von disjunkten Teilmengen S C R VS € D mit
|S| > 2 und fir alle J C E sei” J(R,D) := J N (F(R) U UsepA(S)). J(R,D)
ist also die Menge aller ungerichteten Kanten von J , deren beide Endknoten
Elemente von R sind vereinigt mit der Menge aller gerichteten Kanten von J
deren beide Enden in einem Element von D liegen. Sei q(R,D) := |3{ |D| +
|R—UsepS| |+ Y gep( S| —1). Dabei sei |z] die grofte ganze Zahl unterhalb
von z, z € . Man kann nun zeigen, dal J C E perfekter Matching Forest ist,
genau dann, wenn (i) und |J(R,D)| < ¢(R,D) ¥(R,D) € G wie oben definiert
gilt. Daraus lafit sich zur Losung von (MF) das lineare Programm

mazy . c;;
(2] z; 20 VieFE

z(6(v)) <1 YoeV

z(E(R,D)) <q(R,D) Y(R,D) € g

ableiten. Dabei sei z(A4) = ZjeA z; fir z € und A C E. z ist genau dann ganz-
zahlige zulassige Losung des Problems (P), wenn z Inzidenzvektor eines perfek-
ten Matching Forest ist. Wie bei Branching- und Matchingproblemen kann man
zur Losung des Matching Forest Problems die Komplementaritatsbedingungen
ausnutzen. Fihrt man die Dualvariablen y, fiir jedes v € V und Y(R,D) fiir
jedes Paar (R,D) ein, so erhalt man das duale Programm

min} ey Yo + 2(r,p)eg Y (R,D)
(D) Y(RD) >0 V(R,D) €¢
s(y,Y,j) >¢; Vj€E
wobei
S(1:Y 3) == 9o + S(Y(R,D) | § € 7(S), 5 € D,(RD) € G) Vi = (upw) € D
und

S(y,Y,j) =Yy T Yu + Z(Y(R’D) |je :Y(R)’(R,D) = g) Vi = {uaw} eU.
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Das Prinzip vom komplementaren Schlupf sagt in diesem Fall:

Theorem: Sei J ein perfekter Matching Forest und (y,Y) eine zulissige duale
Losung. Dann ist

2 i€ = 2pev Yot > (rp)eg Y(R,D)

genau dann, wenn

i) VieJdJ s(y,Yyg)=¢j

i) V(R,D)eG Y(R,D)>0 = |J(R,D)| =q(R,D)

Das Prinzip des Algorithmus ist also, ausgehend von einer zulissigen dualen
Losung im Graphen aller Kanten, die (i) des Satzes erfiillen, einen moglichst
groflen Matching Forest zu finden. Ist dieser maximal, aber nicht perfekt, so
konnen die Dualvariablen so geandert werden, daff (ii) gilt, die Zulissigkeit
erhalten bleibt und alle schon in den Matching Forest aufgenommenen Kanten
auch weiter verwendet werden konnen. Eineiterative Anwendung dieses Prinzips
liefert einen perfekten Matching Forest oder die Aussage, daf ein solcher nicht
existiert. Der Algorithmus hat ein theoretische Komplexitat von 0( |V| 2 |E| ).
Er kann modifiziert auch zur Losung des Bottleneck Problems

min maz {c; |J perfekter Matching Forest }

und des Time Cost-Problems

: maz c(J) .
lemmzn{ (J NGEE | eJ)= Cj}> | J perfekter Matching Forest }

(¢(J) :=maz{c; | j € J)}) mit Komplexitat 0( |V|2 |E| ) verwendet werden.
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