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Addieren ohne ubertrag

von

Heinz Luneburg

Es sei D eine Menge, Oe D und s se1 ei'ne Abbi Ldung von D in sich.
Das TripeL (D, 0, s) hei'Bt Dedekindtripel, falls gilt:

1) 0 ^ s(D).

2) s ist injektiv.

3) D ist die einzige Teilalgebra der {0, s}-ALgebra D.

Die Bedingung 3) ist nichts anderes als das Induktionspnnzip. 1st
namlich XCD/ gilt Oe X und folgt sus y e D, daji ai.'ch s(y) e D gitt, so
1st X eine TeiLaLgebra und folglich X = D.

An dieser SteLLe beueist man nun ublicherueise den Rekursionssatz,
den uir jedoch nicht einmaL formulieren uer-den, da er aLLgemein bekannt
1st. Mit Hilfe des Rekursionssatzes beueist man nun, dafi die foLgenden
Definitionen in der Tat e-ine Addition + und eine HultipLikation * suf D
definieren.

a+b := if b=0 then a else s(a) + p(b);

a*b := if b= 0 then 0 else a*p(b) + a;

Dabei ist p(b) der Vorganger von b, dh., das eindeutig bestimmte
Element c von D mit s(c) = b. Han beueist dann/ da(3 + und * aLle
geuunschten Eigenschaften haben.

ALLe Dedekindtripel sind isomorph. Also kann man versuchen, gCinstige
DarsteLlungen von Dedek-indtnpetn zu finden/ in denen es ueniger primitive
Algorithmen fi:ir die Addition und die MuLtiplikation gibt aLs die m1t den
ob-igen Definit-ionen gegebenen. So lemt jeder Europaer schon in fruhester
Kindheit die Dsrstellung eines Dedekindtripets im DezimsLsystem und die
dam-it gegebenen, sehr viel schnetleren Aa'dit1ons= und NuLt-iplikationsver=
fahren.

Es sei (D, 0, s) ein Dedekindtripel. Wir definieren eine AbbiIdung f
des vierfachen cartesischen Pr-oduktes von D mit sich selbst in D durch

f(k, a, b, r) := (2**k)*(a + b) + p.

Dann hat f die folgenden Eigenschaften:

a) f(0, s, b, 0) = a + b.

b)f(k/0, b, r) = (2**k)*b + r.
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c) f(k/a,b, r)

d) f(k, a,b, r)
rade.

e) f(k, a, b, r)
und b gerade.

f) f(k, a, b, r)
b ungerade.

= f(k + 1, a/2,b/2, r), falls a und b ger-ade.

= f(k + l, (a - 1)/2, (b + 1)/2, r), falls a und b unge=

= f(k +1, (a - 1)/2, b/2, 2**k + r) / falls a ungerade

= f(k + 1, a/2, (b - 1)/2, 2**k + r), falls a gerade und

Die Addition LaRt sich also auf foLgende Operationen zuruckftihren:
Bestimmung des Nachfolgers und Vorgangers, das Halbieren/ die Bestimmung
der Pantat und das Addier-en von 2**k bzw. (2**k)*b zu r: Man scheint vom
Regen in die Traufe gekommen zu sein. Dem ist aber mcht so. Notleren \'nr
zunachst einen Algonthmus.

Algonthmus Addition.

Input: ELemente a und b eines DedekindtripeLs D.

Output: re D mit r= a+b.

var A, B: D;

begin A := a; B := b; k := 0; r := 0;

{(2**k)*(A +B) +r=a+b, 0<=r< 2**k>

uhile A 0 0 do

{(2**k)*(A +B) +r=a+b, 0<=r< 2**k>

case par(A) = par(B) of

true: k := k+ 1;
if par(A) = 1 then B :=B + 1;
A := A div 2;
B := B div 2;
endtrue;

false: r := 2**k + r;
k := k + 1;
A := A div 2;
B := B div 2;
endfaLse;

endcase;
enduhile;
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end;

{(2**k)*B +r=a+b, 0<=r< 2**k>

r := (2**k)*B + r;

{r= a + b}

Es geht nun darum, diesen Algorithmus mit Leben zu erfullen.

Satz 1. Es sei (D/O/s) ein Dedekindtripel. Wi'r defimeren rekursiv eine
AbbiLdung G von D in die Mense FIN(D) der endlichen Teilmenaen von D
durch: 6(0) := {} und

G(x) := {n} u G(2**(n+1) - 1 X)

fQp 2**n <= x < 2**(n+1). Dann ist 6 eine Bijektion von D auf FIN (D) und
es gilt: G(2*x) # G(2*x + D = {0} und G(2*x + D # G(2*x +2) = {b + 1}
fun atle x e. D. Dabei ist b := min(G(2*x + D) und # bezeichne die sym=
metnsche Differenz zi'.'eier Mengen.

Die in Satz 1 definier-te AbbiIdung G ist nichts anderes als der bi=
nane gespiegeLte Graycode. Interpretiert man ihn fur die charakt:enst1=
schen Funktionen den endLichen TeiLmengen von D, so beginnt die Liste wie
folgt:

0:
1:
2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9:

10:
11:
12:
13:
14:
15:

0

1

1 1
0

0

1 1
0 1

0

0 Q
1 0

0 1
1 1
1 1

1111
0111
0 0 1

0 1
1

1 1
1001
0001

Satz 1 besagt nun, daR die Addition von 1 niemaLs einen ubertrag er--
zeugt. Femer folgt aus ihm unmittelbar das nachste

Korollar. IG(n)I = n mod 2 fur- atle n e D.
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Satz 2. 1st 0 <n e D, so gilt:

a) 1st n ungerade, so i st G(2*n) = <x + 1 I x e G(n)>.

b) 1st n gerade, so 1st G(2*n) = {0} u { x+1 I xeG(n)}.

Dieser Satz zeigt, daR das Verdoppeln und dann auch das Halbieren
keine ProbLeme bereitet. Man sieht auch/ dafi es gunstig ist, sich die Pa=
ritat zu merken, sich ZahLen also durch

parleo... et

darzustellen mit e, e {0/1} und. par e {0, 1}, wobei stets

par = Z, ;,o to t '-1e, mod 2

gelte. Dann ist also

2*(parleQ... et) = Olpar eo. -. et,

bzu.

(01eQ... e^)/2 = eo\e^... e^.

SchlieRlich gilt

Satz 3. Sind k/ m, ne D und ist m < 2**k, so 1st

G(m + (2**k)*n) = G(m) # G((2**k)*n).

Hier zuei BeispieLe: Es ist 5 = 11111. Es folgt

2*5 = 011111
4*5 = 0101111
8*5 = 01001111

16*5 = 010001111.

Die Addition von 10 und 16*5 ergibt also 011110111.

Es sei a = 9 = 111011 und b = 14 = 011001. Die folgende Tabelle gibt
dann uieder, was bei der Ausfuhrung des Algorithmus' Addition geschieht.

A

111011
01011
0111
111
010

B

011001
1 I 001
1 101
111
111

010
111
1 101
1 1001
1IDQ1

0

1

2

3

4
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Also ist a+b = 11001 + (2**4)*111 =11001 + 0100011 = 1100111.

Nan uird nattirlich k nicht uirktich notieren, sondern an r eine 0
anhangen, uenn par(A) = par(B) ist. Im vorliegenden FaLle sahe die Letzte
Zei Ie also so aus:

010 Ill 110010

und die letzte Addition kame dann zustande/ indem man 111 und 110010 uie
fotgt untereinanderschnebe

110010
11

und dann die sich uberlappenden Komponenten modulo 2 addierte und den ver-
bleibenden Rest van (2**k)*B vorne anhangte.

Es zeigt sich insgesamt, daR das Addieren keinen ubertrag erfordert.
Hinzukommt, da(i die Bestimmung des Vorgangers nur fLir ungerade ZahLen
erforderLich ist. Dies bedarf nach Satz 1 keiner Suche. Nur in dem FaLte,
da!5 A und B beide ungerade sind, ist eine Suche erforderlich, urn den
NachfoLger van B zu bestimmen.

Auch die anderen Grundoperationen wie Vergleich, Subtraktion, Multi=
pLikation und Division mit Rest, souie das Uir.wandeLn in dezimal und umge=
kehrt/ Lassen sich sehr einfach implement'ieren.




