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Euler a etudie la celebre fraction continue

(1) 1/1-x/1-x/1-2x/1-2x/.... - Z n! x'
n>0

et a introduit egalement [3] Textension suivante :

(2) 1/1 -ax/1-x/1-(a+1)x/1-2x/.... = 1 +ax+a(a+1)x2+ ... + a(a+1)... (a+n-1 )xr

Notre objectif est d'etudier les polynomes F (a, b) definis par Tintro-
duction naturelle d'une variable supplementaire b :

(3) 1/1-ax/1-bx/1-(a+1)x/1-(b+1)x/.... /1-(a+n)x/1-(b+n)x/.... = Z^F^(a, b)x'

Ces polynomes sont lies a la sene hypergeometnque de la facon suivante
on considere [6] la sene formelle

/2 . ., , ... ,. ., ,, ^x"
(4) n(a, b;x)=1+abx+a(a+1)b(b+1)>^+ ... + a(a+1).. . (a+n-1 )b(b+1). . (b+n-1 )^-+ ..

2! nl

qui n'est autre que 11m F(a, b, c ; ex) et porte de ce fait Ie nom de sene
c -»-°°

hypergeometrique confluente. Mais cette serie a un rayon de convergence nul.
L'-identite evidente

(5) n(a, b ; x) =^(a, b-1 ; x) +ax^ (a+1, b ; x)
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reecnte sous la forme

(6) n(a, b ; x) 1

n(a, b-1;x) 1-ax"(a+1'b;x)
^(a, b ; x)

conduit par iteration a la fraction continue consideree plus haut

(3') "(a'b;/) ^ 1/1-ax/1-bx/1-(a+1)x/1-(b+1)x/... /1-(a+n)x/1-(b+n)x/... = z F,(a, b)xn
^(a, b-1 ; x) n>0

= F(a, b ; x)

Nous -introduisons de meme les polynomes C^(a, b) donnes par :

(7) ax"(a+1'b'x) = ax/1-bx/1-(a+1)x/1-(b+1)x/... = Z C, (a, b)x = C(a, b ; x)
^(a, b ; x) n>1

Notons encore sur la serie n les identites

(8) ax[^(a+1, b ; x)-^(a, b ; x)] - bx[^(a, b+1 ; x) - n(a, b ; x)]

= ab x ft(a+1, b+1 ; x) ,

qui s'ecnvent

2 ^(a+1, b+1 ; x)

n(a, b ; x)
(8') C(a, b ;x) -ax = bx F(a, b+1 ; x) - bx = ab x

de meme que (5) s'ecrit encore

(5-) F(a, b ;x) = 1 +F(a, b ; x) C(a, b ; x) ;

ces identites conduisent, sur les polynomes F et C , a la recurrence
suivante :

FQ = 1 C^= a

(9) C (a, b) = b F^ (a, b+1)

(10) F^(a, b) = Z C^(a, b) F^^(a, b)
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Les coefficients de ces polynomes sont des entiers non-negatifs dont
nous allons maintenant donner une s-igniflcation enumerative.

Cette signif-ication sera liee aux not-ions de records et d'anti-records
d'une perniutation et a la notion de connex-ite. Dans une permutation de
{1, 2,..., n} = [n], cons-idereecomme un mot de n lettres, nous appelons record
tout terme qui n'a aucun terme plus grand a sa gauche et anti-record tout
terme qui n'a aucun terme plus petit a sa dro-ite ; et nous appelons ant1-
record exclusif tout anti-record qu1 n'est pas en meme temps un record.

Nous etablirons que Ie coefficlent de ar bs dans F^(a, b) est Ie nombre
de permutations de [n] qui ont r records et s anti-records exclusifs, et que
Ie coefficient de ar bs dans C^(a, b) a la meme sigmfication pour les permu-
tatlons connexes de [n], c'est-a-dire pour celles dans lesquelles Tensemble
des 1 premiers termes ne coTndde avec [i] pour aucun -i inferieur o. n ;
1'enumeration des permutat-ions connexes a etc faite par Comtet [1] [2], qu-i
les appelle "indeconiposables".

Notre principal outll sera une transformation particuliere p qui fait
correspondre a toute permutation x de [n] une permutation y=p(x) de [n-1].

So1t x=x^ x^ ... x^ ou x(1) x(2) ... x(n) une permutation quelconque
de [n] et soit'S : {^, i^ ... > \} Tensembte des positions des antl-recc
de x , avec ̂  < \^< ... ~<^ (-n) . On definit y^ ou y(1) comme suit :

si i $? S y(i) - x(-i) - 1

si i £ S yd^)" x(i^) - 1

y(i?)= x(i3)-1

y(y= x(n) -1

Exemple : n=9 , anti-records soulignes

x=281937 546

y=172^83^645^

S = {3, 5, 8} U {9}
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La definition de p entraTne que s1 x, est un anti-record de x autre

que x^ , y, est aussi un anti-record de y . L'ensemble T des positions d'anti-

records de y inclut done 1'ensemble S-{n}, comme 1'niustre 1'exemple ci-dessus,

Si 1'on veut determiner toutes les antecedentes d'une permutation donnee

y de [n-1], c'est-a-dire tous les x te1s que p(x) = y , 11 suffit de se donner

une partie S' arbitralre de 1'ensemble T des anti-records de y. La permutation

x dont les anti-records autres que x^ occupent les positions S" est alors

entierement determinee :

si S' = {ii, io, ..., i, 1} , 11 suffira de definir x comme suit :

pour i j? S' , x(i) = y(i) + 1

pour i C S' , x(ip = 1

x(i^) = y(i^)+ 1

x(1s-i)= y(1s-2)+1
enf-in pour 1 = n , x(n) = y(i, _i)+1

Par exemple la permutation y qui resulta-it de 1'exemple considere plus

haut, et pour laquelle T= {1, 3, 5, 7, 8}, s1 Ton voulait en chercher

1'antecedente correspondant a S" = {5, 7} (<=T), et non plus a {3, 5, 8},

donnerait un autre x , a savoir 28391 7465 .

11 suit de la que s1 y est une permutation de [n-1] donnee ayant t

anti-records. Ie nombre d'antecedentes de y qu1 ont s anti-records est Ie

binomial (" , ) .

Notons egalement une propriete de la transformation p qui nous sera utile

quel que soil i, 1'ensemble des 1 premiers termes de y=p(x) est majore globa-
lement par 1'ensembje^ des 1 prem-iers termes de x . II s'agit non pas d'une
majoration terme a terme, mais d'une majoration globale^, laquelle est si Ton

veut une majoration terme a terme apres recnture des deux ensembles dans

1'ordre croissant.
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Appelons ^(n, r, s) Tensemble des permutations de [n] qui ont r records
et s anti-records exclusifs, et f(n, r, s) son cardinal ; on doit evidemment
avoir 1<r<;netr+s<n , d'ou 0< s < n-1 . Appelons de meme S (n, r, s)
la part-ie de ^(n, r, s) constituee par les permutations connexes, et c(n, r, s:
son cardinal.

Remarquons d'abord que si dans une pemutation x Ie k-ieme terme x^ est
a la fo-is record et anti-record, x n'est certainement pas connexe. C'est evi-
dent s-i k=1 ; si k>2 cela impllque que tous les termes a gauche de x^ sont
-infeneurs a x^ et que tous les termes a droite de x^ sont superieurs a x^ ,
done que .35^=k et {x^ x \^} = [k-1].

11 en results notamment, pour n>2, la propriete de symetne (qui se
constate auss-i sur (8')) c(n, r, s)=c(n, s, r) . En effet pour 1es permutations

connexes, nous savons maintenant que tous les anti-records sont exclusifs.
Mais les permutations connexes x sont en involution avec les permutattons x
qu1 s'en deduisent par "retournement et complementation", operat-ion qui echan-
ge records et anti-records.

Exemple :

x=^21i3 5 x' =741653

(records surlignes, anti-records soulignes).

(B-ien entendu cette propnete de syrnetne est propre a c et n'existe
pas pour f).

11 resulte auss-i de la meme remarque que s-i une permutat-ion x est connexe,

Tensemble R des positions des records de p(x) est Ie meme que celui des
records de x .

Donnons-nous ma-intenant une permutation quelconque y de [n-1] et cherchons

les antecedents connexes x de y .

Appelons R Tensemble des positions des records de y , T* Tensemble des post-
tions de tous les anti-records de y , et T(cT*) Tensemble des positions des
anti-records exclusifs de y . Nous avons vu que tout antecedent x de y s'obtlent
a partir d'une partie S' arbitraire de T* et que S' U {n} est ators Tensemble

71



des positions des anti-records de x . S1 1'on veut que x so-it connexe, 11 faut

done choisir S* de facon qu'n soit Indus non seulement dans T* mais dans T ;

ce qui, pour un cardinal t de T connu et pour un cardinal s-1 de S' impose, est

possible de (, i) manieres distinctes.

Reste a montrer qu'un tel choix de S' suffit pour que x soit connexe. Or

supposons que x ne so1t pas connexe. II existe alors un entier k plus petit

que n et tel que (x,, x.,, ..., x,, } = [k]. x,, est certainement un anti-record

de x puisque tous les termes situes a sa droite sont plus grands que k , done

plus grands que x^ ; done k 6 S' . Le plus petit, et par consequent Ie plus

a gauche, des anti-records de x s-itues au-dela de la position k, a pour valeur

k+ 1, d'ou 11 resulte que y^ = k ; comme, en vertu de la remarque de "majoration

globale" faite plus haut, on a aussi {y^, y^, ..., y^} = [k], y^ est un record
de y , done certainement pas un anti'-record exclus-if. On en conclut que k ^ T .

Le fait que k£S* et k ^T est incompatible avec Ie choix d'un S' inclus dans T ;

1'hypothese que x nrest pas connexe conduit done a une contradiction.

(9')

11 resulte de tout ce qu1 precede que 1'on a

n-1
c(n, r, s) = z (, ^) f(n-1, r, t)

t=s-1 s-1

On a defim f(n, r, s) comme Ie nombre de permutations de [n] qu-i ont r

records et s anti-records exclusifs, et c(n, r, s) lenombre de celles d'entre-

elles qu1 sont connexes. 11 est fadle de donner plus generalement une expression

du nombre f,, (n, r, s) de cefles dont la "premiere composante connexe" est de

longueur k , ce qui signifie que k est Ie plus petit entier tel que

{x^ x? ... x^} = [k] ; de ce fait c(n, r, s) n'est nen d'autre que f (n, r, s).
En effet, s1 parmi les r records d'une permutation, 11 y en a A qui appartien-

nent a sa premiere composante connexe et s1 parmi les s anti-records exclusifs

11 yen a M qui appartiennent a cette meme composante connexe, on a la formule

(10') fjn, r, s) = Z c(k, X, u) f(n-k, r-A, s-tj)
(A, y)

On a evidemment d'autre part

n

(10") f(n, r, s) = E fjn, r, s) .
k=1
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Or les formules (D et (2") sont exactement celles qu1 resultent de
Tidentification des coeffidents de ar bs dans les formules (1) et (2) .
Ces coefficients ont done b1en la signiflcation enumerative annoncee ; leurs
valeurs numeriques pour n < 6 sont donnees par les tableaux ci-dessous. On
remarque

(1°) que dans les tableaux F^ 1es sommes de lignes sont les nombres de
Stlrl-ing de 1ere espece, ce qui conf-irme Ie fa-it b-ien connu que ces nombres
repart-issent les permutat-ions suivant leurs nombres de records.

(2°) que dans les tableaux F et C^ les termes eux-memes des lignes r= 1
sont eux aussi des nombres de Stirling de 1ere espece ; cela resulte du fait
que les permutations de [n] a un seul record sont celles qui commencent par n
done qui sont automatiquement connexes, et du fait que la repartttion par nom-
bre d'anti-records est la meme que la repart-ition par nombre de records.

(3°) que les termes des tableaux F^ et C^ correspondant a r+s=n sont
les nombres de Narayana ^ (^) (^^) [5L ce qul confirme un resultat etabtl
dans [4].

r=1

s - 0

r=1

s = 1

r=1.

2

s = 0 1

0 1
1

r=1
2

s = 1

1 1
1

r=1

2

3

5=0 1

0 1 1

0 ' 3

1

r=1
2

3

s = 1

2 3 1

3 3_
1
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r=1

2

3

4

s = 0 1

0

0

0

1

2 3

5 6
6

r=1
2

3

4

s= 1

6

11
6

1

11

17

6

6

6

r= 1

2

3

4

5

s = 0 1

0 6 11 6

0 15 25 10

0 15 20

0 10
1

r=1

2

3

4

5

s= 1

24 50 35 10

50 95 55 10

35 55 20

10 10
1

Void a titre d'exemple, la liste des 5 permutations de [4] a 2 records

(surlignes) et 1 anti-record exclusif (souligne) :

T? 3 2

2'4 3 1

7214

? 2 ? 1

3421

Trois d'entre eTles

(la 2e, la 4e et la 5e)

sont connexes.
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