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Solt F une espece ne possedant aucune structure sur Ie vide et une seule
sur chaque singleton (ex. : 1'espece C des permutations circulaires) et soit
H une espece quelconque. Pour n   N designons par F<n> = Fo Fo - o^F
(n telme iteree) I'espece des F-arborescences de hauteur i n et par H <» F<n>

1'espece des H-forets de-telles arborescences. 11 s'agit de donner un sens
combinatoire a 1'expression H o F<t) pour des valeurs de t qu1 ne sont pas
des entlers naturels. Nous montrons que lorsque t   K, ou K est^n
anneau binfimial, alors H o F<1> est une K-espece au sens de Y. N. YehIOJ.
Le resuttat est aussi vrai lorsque H et F sont elles-memes des
K-especes ainsi que dans 1e cas multisorte. Notre approche est simple :
el Ie consiste en une adaptation, au contexte des K-especes, de la formule
classique d'interpolation de Newton Et a (I + A)fc a S^o (<S ̂ A^ (ou E
et A sont <jes operateurs de "translation" et de "difference" bien choisis).
Cette technique a d^ja ete utllisee par par G. Label1el^J poure^fectuer
1-iteration "continue" des series formelles puis, par A.Joyaluu'3J, pour
effectuer combinatoirement 1'inversion (t = -D des especesvlrtuellesd. e.
2 - especes).
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- LE PROBLEME D'lNTERPOLATION -

Soit F uneespece de structures tel Ie que

, i.e. aucune F-structure sur Ie vi de et

F'[0] = 1, i.e. une seule F-structure sur les singletons.

Decomposition mo1ecu1aire de F :

I:O+FI + ^ + ?3 + ...

= 0 +X + (a^Eg+a^X2) + (b^3+^ 3+b3XE2+b^X3) + ...

ou a^ , 82, 61, bg, b3, b^, ...   IN

Pour n   M, posons

F<n>=FoFo... oF (neiteree).

Plus generalement, considerons 1'espece

< n>Hop

ou H estuneespecequelconque, ne IN
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Graphiquement,

Une F-structure :

®

9

Une F<n>-structure
c'est une F-arborescence

de hauteur <. n :

Une H o F<n>-structure
c'est une H-foret de

F-arborescences

de hauteurs i n :

^v^

Probleme: Donner un sens "combinatoire" a

HoF<fc>
ou t n'est pas necessairement un entier i 0.
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Nous aliens donner une solution a ce probleme
en nous plaQant dans 1e contexte des K-especes
au sens de YeongNanYEH [3].

LES K-ESPECES

Definition. Un anneau K estdit binomial
SS1

et

a) 3 Q - algebre L contenant K

b) Vt K, V\)  N : t(fc-lXt-2)... (t-v+l)/v!  K.

E^mplW Z, Q, E, C, Q[l] . sont. desanneauxbinomiaux

F Z[i] n'en sort pas ((1) = - i-?i <Z[1] )

Soit in 1'ensemb1edes(typesd-isomorphied')
eSpeceS moleCUlaireS (i. e. ind^composables sous +).

Definition Une K-espece est une
K-combinaison lineaire forme11e infinie

d'especes moleculaires. [si ]K=Z on dlt esoece virtuelle].
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Toute K-espece H s'ecrit done, de fagon
unique, souslaforme

H = SM^ GM M
= st + tX + (UiEg+Ug^) + (7^3 +V2C3 +V3XE2+V^3) + ...

OU S, t, U^ , U2 , V-| , Vg , V3, V^, ...   E.

Designonspar Ci 1'ensembledes (types
d'lsomorphie d') especes atomiques ( i.e. moieculaires et
indecomposables sous 1e produit d'especes>».

Theoreme Yeh [3]. Le module des K-especes
est en fait un anneau isomorphe a 1'anneau

E[[Q]]
des series forme11es a une infinite de variables.

Note : Les operations de denvation et de substitution
(plethysme) s'etendent, de fa^on naturelle, aux BC - especes.
(Le cas de 1'extension de la substitution n'est pas evident, voir

Joyal [l] et Yeh [33).
Cet anneau est muni d'une infinite d'autres operations.

En fait, 3K C[Gl]] est un j3-anneau au sens de Joyal [i].
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SOLUTION AU PROBLEME H o F<t) = ?

Lemme. Soit K un anneau binomial, soil y

un K-modu1e et conslderon-s 1e K-module

^={p=(pA.o P^P. k=0, l,2,... }.
Definissons 1es operateurs lineaires

A , E : yN -^yiN par

(AP)k=Pk. i-Pk' (EP)k=Pk.,. k=0. 1.2.-
Ona: Vn N: E"= (I + A)n=S^o(^)AV
Expticitement:

Vn, k61N: P^=(Enp), =2:^(.n)(AvpV
Enparticulier:

VneiN: p^(Enp)^2^(vnXAVp^.

'Definition" ( K-interpolatlon de Newton)

Si la suite (Avp) v=o, i, 2,... est "sommable",
ondefimt, pour tout t e E,

P, =(Etp), =^(vt)(Avp), 6^.

Note P-, =(E-'p)^2:. >n(-DV(Avp^ s y.
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Plagons-nous dans 1e cas ou

. < k>y=K[[d]] et p^= H°F<k>  K[[Gi]]

Prenons E=E A=Ap:K[[d]]
definispar(compare'"avec[21):

EG=GoF, ApG=GoF

E[[Q]]

-G.

Theoreme. Soit K un anneau binomial,

H une K-espece et F une espece de 1a forme
F = X + (a^z+a^X2) + (b, E3+^ 3+b3XE2+b, X3) + ....

Laformule

HoF<t>=^o^H
definitune famine

;HoF<l>X
ft K

de K-especes satisfaisant

Vne M:Hop 1. _ = Hopo ... °F (nfacteurs)
t:=n

et

VsVt K: (H°F<t>)°F<s>= HoF<t+s>.
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Demonstration. 11 suffit d'etab11r 1a som-

mabi11tede1afami11e (A^H), _. En effetjes deux
v^o

demieres proph^tes decoulent alors du lemme et de la
"formule de Vandermonde"

ft^AV W V /S^A^(Zv, o ̂ ) < 2v, 0 ^S'A'F ) - Sv20 (^S'AVF .

Sommabllite de (ApH) : Par llneantejl suffit
de se restreindre au cas des especes et de montrer que

[ G: espece , ordG^ k ] => ord A G 2 k+1.
On peut ecrire F =X + F ou ordF 2 2.

Done A,G = G(X+F) - G(X)= G(X+Y) - G(X)
Y:=F

Mais une [G(X+Y) - G(X)]-structure c'est une
X : . Y : D

avec au moins k . ou

dont au moins un

Done, une A,G -structure c'est une
.~AA~~!

avec au moins une

-- - - J

'JF-.j

D'ou ordAG ^ k+1.
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Posant H = X , F<t>= ̂ . sn (vl)AV, X , on obtient:
IV20

Carol 1ai re 1 Pour toute espece F de la forme

F = X + (aiEg+a^X2) + (^£3+^ 3+b3XE2+b^3) + ...

i1 exists une famine (F )^^ de K-especes
F<1>= X+(ai(t)E2+a2(t)Xa)+(bi(t)E3 +b2(t)C3+b3(t)XE2+b^(t)X3)+ ...

ou
a, (t), a^t), b, (t) , b^t), b^t), b,(t),...

sont des polvnomes en t , satisfaisant

Vn M: F<t>l. = FO ... °F (nfacteurs)
t:=n

et
VsVtSE; F<t>oF<s>= F<t+3>.

Falsant t = -1, on obtlent en particuller

Coro11aire 2 Pour toute espece F de 1a forme

F=X +(6^2+32^) + (b^+b^Cs+bsXEg+b^3) + ...

11 existe une unique espece virtue11e F<
te11eque FoF<-1) = F<-'>oF =X.
E11eestdonneepar

F<-1>=2^(-1)VA^.
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iQPQUe: La formute d'inversion precedente est due a Joyal[1 bis]
qui 1'a etablie dans Ie contexte plus large ou F est elle-meme une espece
virtue! Ie. 11 en a fait une etude combinatoire poussee. C'est d'ailleurs lui
qui, pour la premiere fois, a remarque que 1'operateur Ap pouvait etre

pour I'tnversion en theorie des especes. On peut mohtrer que tous
les resultats precedents sont encore valables lorsque F est elle-meme
une K-espece.

Examples: i) (joyai ci bis], Yeh [3]) Prenons 1'esp^ce F =
E-1 =6Xp(X)-1de tous les ensembles non vides, on
obtient alors 1'espece virtuelle

F<-l>=A(X)=teg(1+X)
qui satisfait 1'equatlon fonctionnelle "combinatoire"

A(X)+A(Y)=A(X+Y+XY).
L'esp^ce virtuelle "parente"

tBg(1/(1-X))
(a ne pas confondre avec 1'espece C(X) des cycles orientesl)
a ete utilisee par Joyal en rapport avec 1'etude des algebres
de Lie libres.

2) Yeh [ 3 ] a montre qu' il n'existe pas de

Z-espece (i.e. esp^ce virtuelle) SUl = Sin. (X) te1le que

sw(X)=x+... , s<n"=-sui, (Sin)2 + (sin. ')a= i.

11 a cependant etabli que Sin. existe en tant aue Q-gs£g££.

On peut done parler de 1a Q-espece Sin.'
<-!>

Remarque: Ayant ete 6tab11s dans 1'anneau KIECi]], tous les
resuitats precedents "passent" automatiquement au niveau

des s^nes indlcatrices des cycles et des series gen^ratnces.
De plus, ils peuvent facilement s'etendre au cas multisorte.
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