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Soit F une espéce ne possédant aucune structure sur le vide et une seule
sur chaque singleton (ex.: 'espéce C des permutations circulaires) et soit
H une espéce quelconque. Pour ne€ N désignons par FM = FoFo - oF
(n '8Me jtaree) 'espece des F-arborescences de hauteur netpar He Fw
I'espéce des H-foréts de-telles arborescences. |1 s'agit de donner un sens
combinatoire a I'expression H o F® pour des valeurs de t qui ne sont pas
des entiers naturels. Nous montrons que lorsque t € K, ou K est un
anneau bindmial, alors H o F<© est une K-espéece au sens de Y.N. Yeh [3],
Le résuitat est aussi vrai lorsque H et F sont elles-mémes des
K-espéces ainsi que dans le cas multisorte. Notre approche est simple :
elle consiste en une adaptation, au contexte des K-espéces, de 12 formule
classique d'interpolation de Newton El=q+ A= Zasot §)AY  (ou E

et A sont des opérateurs de “translation” et de "différence” bien choisis).
Cette technique a déja été utilisée par par G.Labellel2] pour effectuer
'itération “continue” des séries formelles puis, par AJoyal“b‘SI, pour
offectuer combinatoirement 1'inversion (t = -1) des espéces virtuelles (i.e.
2 - espéces).
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—-- LE PROBLEME D'INTERPOLATION ---

Soit F une espece de structures telle que

F [,@ ] - Q , 1.e. aucune F-structure sur le vide et

F'[Q ] = ] , 1.e. une seule F-structure sur les singletons.

Décomposition moléculaire de F :
e By #50 B .. e LA
= 0 +X  + (a)E;+3,X%)  + (b,E; +b,C; +bgXE,+by X3) + ...

ou a,,3,,b,,b,, by, by, ... € N
Pour né€ N, posons
F*"” =FoFo...oF  (n®itérce)
Plus généralement, considérons 1'espéce
Hiobots

ou H estune espece quelconque, n€ .
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Graphiquement,
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Probléme : Donner un sens “combinatoire” a
HoF"’
ou t n'est pas nécessairement un entier 2 0.



Nous allons donner une solution a ce probléme
en nous plagant dans le contexte des K-especes
au sens de Yeong Nan YEH [3].

--------- LES K-ESPECES ---------

Définition. Unanneau K est dit bindmial
SS] |

a) 3 Q- algébre L contenant K
et

b) VteEK, VVEN © tit-1)t-2)(t-v+1)/v] € K.

Exemples: 2, Q, R, C, Q[i] -sont des anneaux bindmiaux
le, 2[1] n'en sont pas ((ai) =-3-1i¢ Z[1])

S0it M, 1'ensemble des (types d'isomorphie d')
GSDéCE‘S moléculaires (ie. indécomposables sous + ).

ofinition  Une K-espéce est une
K-combinaison linéaire formelle infinie

d'especes moléculaires. [si XK=z on dit espece virtuelle] .
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Toute K-espéce H s'écrit donc, de fagon
unique, sous la forme

H= D en Oy
= 51+ tX + (U E,+u,X2) + (v E5 +v,Cqg +vgKE,+v X%) + ...
o s,t,u U,V Vs, Vs, Yy, ... € K.

Désignons par @ 1'ensemble des (types
disomorphie d') especes atomiques (i.e. moléculaires et

indécomposables sous le produit d'espéces).

Théoréme Yeh [3]. Le module des K-especes
est en fait un anneau isomorphe a 1'anneau

K([al]

des séries formelles a une infinité de variables.

NQLQ : Les opérations de dérivation et de substitution

(pléthysme) s'étendent, de fagon naturelle, aux K - especes.
(Le cas de I'extension de la substitution n'est pas évident, voir
Jovyal [t] et Yeh [3]).

Cet anneau est muni d'une infinité d'autres opérations.
En fait, K [[@]] est un P-anneau au sens de Joyal [t].
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SOLUTION AU PROBLEME HoF¥ =2

Lemme. Soit X un anneau bindmial, soit ®
un K-module et considérons le K-module

PN ={p= (P )0 | pE P, k=012, }.
Définissons les opérateurs linéaires
A, E: PN N par

(AP)= Py ™ Py _(Ep)k; By ops 2002,
Ona: VYneN: E"=(I+A)=> (DAY
Explicitement :

vnkeN: p = (E"p)k = szo (CJ(A“’p)k.
En particulier : ,

VneEMN: p = (E”p)0 = szo (3)(A"p)0.

v20

“Definition” ( K-interpolation de Newton )

Silasuite (A"p),, v=0,1,2,. est "sommable",

on définit, pour tout t € K, f
p,=(E'p), =2, ()(A%), € P

Note: p_, =(E"'p)y=2,,, (-1"(A%), €
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Plagons-nous dans le cas ou

p=xl[la]] et p =HeoF" e Kllall

Prenons  E=E_, A=A :K[[a]] - K({al]

définis par(comparer avec [2])

EG=GoF, AG=GoF-G.

Théoreme. Soit X un anneau bindmial,
H une K-espéce et F une espece de la forme
F=X + (a,E,+3,%X3) + (D,E5+b,Cq +b5XE by X%) + ... .
La formule
<t> ¥4 ' t v
Hok zsz (V)AF H
définit une famille
<t>
(H 3 F )telK

de K-especes satisfaisant

VHENIH°F<t>| = HoFo ...oF (nracteurs

t:=n
et
Vs¥te K (HoF''?)oFS’ = HoF¥s’
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Démonstration. |1 suffit d'établir 1a som-
mabilité de 1a famille (AVF H)

derniéres propriétés découlent alors du lemme et de la
“formule de Yandermonde" :

(Zs0 WA (X0 DAL) =3, o (DAL

. En effet, les deux
V20

. Par linéarité, il suffit

Sommabilité de (A H)
de se restreindre au cas des espéces et de montrer que

[ G:espece, ordG2k] => ordA G2 k+1.

V20

On peut écrire F=X+f ou ordsz.
onc A6 = G(X+F) - 6(X)= G(X+Y) - 6(X) |, _.

Mais une [G(X+Y) - G(X)]-structure c'est une

® e ey
G
L ] avec au moins kK @ ou
o ° dont au moins un
Donc, une AFG -structure ¢'est une

. iy

D'ou ordA G > k+1.



v
posant H=X, F° 2= zwo (\E)AF X , on obtient:

Corollaire 1 Pour toute espece F de 1a forme
F=X + (a,#3,X3) + (b5 +b,Cs +byXE,+byX3) + ...
il existe une famille (F***), . de K-especes
FU= X+(a,(L)E,+a,(t)X2)H(D,(t)E; +b,(t)Cs+b5(LIXE,+b, (1)X3)+ ...

ou
a,(t), a,(t), by(t), by(t), bt), bylt),.

sont des polyndmesen t,  satisfaisant

YNneEN: F<t)|t—n = Fo ... oF (nracteurs)
et
VsVtek: FHof s = FH®
Faisant t = -1, on obtient en particulier:

Corollaire 2 Pour toute espece F de la forme
F=X + (aF+a,02) + (b,Eg+byCq +bsXE,+b,%3) + ...
il existe une unique espéce virtuelle F<7"’
telleque  FoF< ™" =F""F =X
Elle est donnée par
Pl =20 o (- 1VALX.
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Rem Al QUE: La formule d'inversion précédente est due a Joyal [1bis]
qui I'a etablie dans le contexte plus large ou F est elle-méme une espéce
virtuelle. |1 en a fait une étude combinatoire poussée. C'est d'ailleurs lui
qui, pour la premiere fois, a remarqué que l'opérateur Ag pouvait étre
utifisle pour l'inversion en théorie des espéces. On peut montrer que tous
les résultats précédents sont encore valables lorsque F est elle-méme
une K-espéce.

Exemples: 1) (oyal [1bis], Yeh [3]) Prenons I'espéce F =

E-1= exp( X)=1 de tous les ensembles non vides, on
obtient alors l'espéce virtuelle
FP = A(X) = teg (14X )
qui satisfait 1'équation fonctionnelle “combinatoire”
A(X) + ACY) = A(X+Y+XY),

L'espéce virtuelle “parente”

teg (1/(1-X))

(& ne pas confondre avec I'espéce C(X) des cycles orientés!)
a été utilisée par Joyal en rapport avec I'étude des algébres
de Lie libres.

2)Yeh([3] a montré qu' il n'existe pas de
2-espéce (i.e. espéce virtuelle) Sin = Sin (X) telle que
SUX) = X+..0 , SIN"=-8N, (Sin)? + (sine=1.
Il a cependant établi que SiN existe en tant que Q-espéce.

On peut donc parler de la Q-espece SN .

Remarque: Ayant été établis dans I'anneau KI[C], tous les

résultats précédents "passent” automatiquement au niveau

des séries indicatrices des cycles et des séries génératrices.
De plus, ils peuvent facilement s'étendre au cas multisorte.
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