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Il mio proposito non é di convincere che la teoria delle matroidi é una
impoartante teoria, ma piuttosto che essa riguarda collezioni di ideali
di insiemi parzialmente ordinati e che, pertanto, risponde alla natura
delle cose sviluppare la teoria delle matroidi sugli insiemi parzialmen—

te ordinati.

Lavoro finanziato in parte con fondi ministeriali per la ricerca

(40 e &60%) ed in parte dal Progetto Finalizzato Trasporti del C.M.R.
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1 INTRODUZ I ONE

Come € noto, la teoria delle matroidi sugli insiemi riguarda concetti
quali circuiti, indipendenti, basi, generatori, iperpiani e cosi via,
che incontriama, per esempio, negli spazi vettariali e nei arazfi.

Ciascuno di essi pud essere scelto come concetto iniziale della te-
oria ed essere definito assiomaticamente. Come tipici esempi di defini-

zioni assiomatiche possiamo rammentare le sequenti:

1.1 Detinizione di BAaSs]

Le ba

m

i di una matroide M sull”insieme S sono una collezicne B
di szottoinsiemi di S che verifica gli assiomi

El B # &

B2 Se By ,B, e B ,con Bi#Eo, allora 81¢E=2

B3 Se By,Bo €B ,per ocgni x€E) esiste yeBs t

1}
Ld
1
-
m

(By-x)Uy €3

(fissioma di scambio)

—
ha

Deftiniziaone di CIRCUITI
I circuiti di una matroide M esull“insieme S sono una collezicne €

di sottoinsiemi di S che verifica gli assiomi

C1 ¢ ¢ €

CZ  Se Cy,Cp €¥ ,con Cy#Cy, xllora Cy&Cy
C3  Se C;,C; € 8 ,con Cy#Cy, x€Cy e x€Cp allora esiste

C€® tale che C ¢ (Cyuly)—x

(AsEsioma di eliminazione)
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D7altra parte, ciascuno di essi pud ecsere, invece,

derivato dxl
concetto scelto come iniziale e definitoc mediante essc. Come esempi

tipici di tali definizioni, e scegliamc come concetto iniziale quella

di basi, possiamo rammentare le seguenti:

1.3 Definizione di INDIFENDENTI
Gli indipendenti di una matroide M = M(B )Y sull incsieme &, avente B

come collezione delle basi, sono la collezione Jd dei sottoinsiemi

delle basi.

1.4 Definizione di CIRCUITI

I circuiti di una matroide M = M(B 3 sull“inzsieme 5, avente B

~'g

come collezione delle basi, sono la collezione © dei sottocinsiemi

di & non indipendenti (= DIFENDENTI? minimali.

I due modi di presentare lo stecszo concetto sono, naturalmente,

collegati da teoremi che ne stabilisconc 1 equivalenza e che VEngono
sovente chiamati teoremi di criptomorfismo. Il seguente ne é un tipico

esempioc:

) ) Teorema

Unx collezione € di sottoinsiemi di S é la collezione dei
circuiti di una matroide M (vale a dire, la collezione dei

dipendenti minimali relativamente ad opportune baszi R

P

e

Ul

olc se veritica gli assiomi C1,C2,C3.
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Questa cituazione si presenta, <enza mutamenti di rilievo, per le
collezioni di ideali di un insieme parzialmente ordinato P.
Rammentiamo che un ideale D di P é un cottoinsieme di P tale che
€D e »{x => »y€D
Fer indicare che D é un ideale di F scriveremo b g P
Occorre tenere in speciale conto che, mentre la sola relazione 4fra
elementi e sottoinsiemi di S & 1 "appartenenza”

« frx elementi ed

ideali di P ecicstono due relazioni:

17 "appartenenza", che indicherema, &l salito con € e

17 "essere massimale in", che indicheremo con <
cosicché

* €D significherd "x appartiene & D", mentre

x €D significherd "x é un elemento massimale di D".

Ouviamente, e 1 ordine di F & quellco banale, vale a dire
K& se e solo se K=Y, i ha che &€ = € . Diremo anche, in tal
casa, che P € un insieme.
Ora dobbiamo
sostituire la parala "sottoinsieme" can "ideale"
ed
ezaminare quando " € " significa realmente "€" ¢ quando invece
significa "€",

Fatto questo (e poco di pilt > la teoria regge!
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2 FONDAMENT I

sequendo una delle linee di presentazicone della teoria piQ tradizio-
nali, scegliamo, come concetto iniziale, quello di basi e diamo, per-

tanto, assiomaticamente 1a

2.1 Pefinizione di BASI
Le basi di una matroide M sull“incieme parzizximente ordinatoc P
gonao una collezione B di ideali di P verificante gli assiomi
Bl B £ ¢
Bz Se By,B, €B ,con By#Bp, allora Bl¢82

B

i

Se By{.,B. €3B ,per ogni x€Ey esiste y EBy tale che

(Bi-x>vuy B

-~

(51 veda la Fig. 1)

Fig. 1

La teoria ristretta ai soli insiemi ci suggerisce ora la sequente

2.2 Definizione di INDIPENDENTI
Gli indipendenti di una matroide M = M(B) <=u F. avente B
come collezione delle basi, sono la collezione J degli ideali
delle basi

Ma vale in generale |1 atteso
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2.3 Teorema di criptomorfismo

Una collezione J di ideali di P é la collezione degli indipen-
denti di una matroide M cse e salo se verifica ali assiomi

11 J £ ¢

12 Se 11 €d e 141y allora I, ¢ 3

I

(63}

Se Iy,I5 €d e #I1 < Rly allora esiste x€lp tale che

Ilu % € 5

In modo analogo, lasciandoci cicé quidare dalla teoria ristretta agli

insiemi, daremao la

2.4 Lefinizione di CIRCUITI
I circuiti di una matroide M = M(B > <cu P, avente 8 come
collezione delle basi, sono la collezione ® deqgli ideali

di F dipendenti (= non indipendenti) minimali
‘Yale allora il seguente

Teoremsa
La colleziaone € dei circuiti di una matroide M = M(B) su P verifica
gli assiomi seqguenti:
C1 &€
CZ  Se C;,Cp €8 ,con Cy#Cy, allora € € Co
C3a Se Cy.Cr €® ,con C #C; e *x€C; e x€Cy allora eziste

Ce® tale che Cgi(CyjuCa)-x

(5P oveda la Fig. 27
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Fig.z

L assioma C3 non richiede nulla nella situazione della Fig.2/b, in cui

1

>

A~

€ CinCy ma x Cxa.

E immediato osservare che gli assiomi C1,C2,C3 ¢i ottengono adattando

opportunamente, e secondoc la strategia indicata nell introduzicne, i

familiari assiomi insiemistici agli incsiemi parzialmente crdinati.
Sfortunatamente, il teorema precedente non rappresenta il richiecsto

teorema di criptomorfismo, poiché Ffornisce wuna condizione <soltanto

necessaria. Per questo motivo il completo sviluppo della teoria richiede

qualcosa di pit di quanto finora esposto.

Precisamente, dobbiamo estendere aqli insiemi parzialmente ordinati

1"idea di "complementaxzione”.

V-] Definizione
Siano P un incsieme parzialmente ordinato ed X un suo ideale.
Chiameremo "complementare di X (in P)", e lo indicheremo con
P-X, o anche, se F é fiscato, con X° 1‘ideale di P

pP-y = { ¥ €P : per ogni x€X , y‘# xj

o
1 Q
g
a
a
M
Jn)
i,
t
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Fig.3

Si pud ora dimostrare che la collezicne © dei circuiti di una
matroide M = M(CB ) su P werifica un quarto assioma, che é banalmente
zoddisfatto, se P € un insieme, da ogni collezione di sottoinsiemi ed é

percid rimasto nascosto

Ccq Se X § F ed X contiene un solo membro, Cy, di € , allora,

per ogni 1 €Cy, =i ha

dave 5 significa "é uguale a o coperto da". ‘Assioma nascostc)

Per esempio, se P é 1“insieme [1,2,3} ordinato come in Fig.4d

0

Qo—gqg

le

N
-

Fig.4

allora 17idexle 23 é 1“unico circuito di una matroide <u F. avente unsza
zola base, 12. Infatti verifica C4.

Invece 12 non pud ezsere 1 unico circuito di una matroide su F. perché
P-1 = 23 , P-2 = 1| ed 1 non é coperto da (P=12VU(P-2). In tal caso

infatti le basi ricsulterebbera | @ 22 che hanno cardinaliti diverse,

mentre vale ancora il teorema di equicardinaliti delle baci.



=97

Ora finalmente abbiamo il

2.8 Teorema di criptomorfismo
Una collezicne ® di ideali di F é la callezione dei circuiti di

una matroide M se e sclo se verifica gli assiomi C1,C2,C3 e C4.

00

] ESEMFI ed aAPFLICAZICONI
Esempio 1. Matroidi da spazi proiettivi

Siana YV uno spazioc proiettivo ed F= {Fd’FZ""!Fn } un insieme di
sottospazi di V. Scriveremo Fk WV per indicare tale circostanza.
Associamo, ad ogni Fies una catena (cicé un insieme linearmente ordinatc)
Cps tale che

#Cy =dimF +1
e, ad F, 1“unione disgiunta delle Cks che indicheremo con

Po= Cy+Ca+. .. 40,

(51 weda la Fig.5?

F = { g | } N % 7 I =P
F = { ,...} sy = P
Fig.S

L'elemento massimo di cani catena rappresenta, quindi, il socttospazic

tena r cent

w
[
i

0

considerato, mentre ogni altro elemento della stesza ¢ ppr

un sottospazio "generico" di questo.
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Le "posizioni" degli Fi in U definisconc una matroide su F e, per ogni
ideale I di P, che sari della forma
= Ti+lp+.. .41 can I,EC,
porn i amo
I ¢ indipendente ce e solo se esistono GI,GB,...,GH txli che
Gy & Fy

1+dimG, = #1,

I+dimi{Byv Guv ...V G) = #1

Mells

seguente Fig.é& sono rappresentate quattro zituaziconi ed elencate,

per ciascuna di esse, le basi e, per le ultime due, anche i circuiti. Le

prime due mostranc poi che il classica esempic delle matroidi proiettive

su di

L]

un insieme, unoc di quelli che hanno mativato la teoria, ¢ i1 ca

]

particolare che =i ottiene prendendo soltanto csottospazi di dimensione

Zero.

MNOTE,

La costruzicne che ho ora presentata, visuvalizzandola mediante

sottozpazi di uno spazio proiettivo, é in realta legata a Ffunzioni
sottomodulari. Si puéd  quindi « mettendo in risalto tale lTegame ,
generalizzare.

Ringrazio &, Dress che me 1o ha fatto notare.
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FPermettetemi ora una piccola pausa “"dedicata alla psicologia®.

Conzideriamo le due figure seguenti, Fig.? 3 e Fig.7” b

Fig.7/a Fig.7/b

Entrambe definisconc una matroide su P (wvedi Fig.7 c)

e le basi di essze sono rispettivamente

Bo={123,125,134,135,154,345,356 } = B

Le matroidi, cioé, non "distinguono" le due figure. Ci& avviene perché
le matroidi "vedono" soltanto cié che abbiamo scelta, cicé tre rette,
mentre per dicstingure le due figure occorre anche "guardare" il punto di

interzezione di due di esse. Per cttenere cié dobbiamo pertanto consi-

derare le seguenti Fig.87a e Fig.3 b

Fig.8”a Fig.&8b

che definiscono ciascuna una matroide su P’ ‘uedi Fig.85c>.,

] /
E tali matroidi sono diverse perché 567GBa ma 55.?¢,Bb,
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Esempio 2 Matroidi semiuniformi

Sianc A& un ideale di P e K un numerc naturale con Kg #Ha. Poniamo

R,k = {B ¢ P : B

g $A e #B=k)
Allora RiA,k) é la collezione delle basi di una matroide M su F che
ch ameremoc "matroide semiuniforme".

Sebbene le matroidi semiuniformi sianc di tipo elementare, tuttavia esse

sono strettamente collegate alla seguente
Applicazione. 11 problema del breakfast

Yolete fare la prima colazione ed avete a disposizione dei toasts e dei
panettini di burro. Se potete prendere una <sola cosa, probabilmente
sceglierete un toast. Pertanto possiamo dire che un toast "wale" pit di
un panettino di burro
vitoast) > vwi(burral

Ma se potete prendere due cose probabilmente preferirete scegliere un
tozst ed un panettino di burro anziché due toaste, e quindi

vi{due toasts) < wi{toast+burro’
Foiché mnon ha nessuna importanza chiedersi "quale toast" o "guale
panettino di burro", sembra adeguato alla realt&d rappresentare le
possibili scelte come ideali di un insieme paxrzialmente ordinatc F, come
indicato nellia Fig.?

tdue toaste? z

i

fun toast? 1 3 f(un panettino di burro)
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Per ciascuno di essi é definito un "wvalore" v
wor DOPy = { Kor X J F’} ~> Ry Cinsieme dei numeri -reali non negativi)
Come effettuare ora la scelta migliore?
Maturalmente, il problema, cosi formulato, é troppo generale.
Occorre assegnare ad esso dei vincoli e, affinché quelli che daremc non

appaianc artificiosamente imposti, ci ricallegheremo ad un classico

risultato, di cui richiamiamo i punti fondamentali, relativo alla teoria
ristretta agli insiemi.
LED Sia 5 un insieme. Una "funzione peso” w su S é una funziocone

w1 25 —> RY
tale che, per cgni € €85, wie) 3 0 e wixX) = }::w(s)
s€6X
%) L algoritmo greedy costruisce un sottoinsieme di S, partendo dal
vuoto, scegliendo un elemento alla volta, senza mai ritornare suj
SUCI passi.

(%) L algoritmo greedy massimizza ogni funzione peso w sull”ideale J

di 2% ze ¢ colo ze J € la collezione degli indipendenti di una
matroide su 5.

UOszerviamo aora che vale il

3.3 Teorema
Fer cgni funzione peso w sull‘insieme S ecistono delle costanti
positive Cl,cz,...,cn
ed una catena di sottoinsiemi di S, Al,ﬁz,...,én tali che

n

wix)y = E Cy #irynsO

k=1



5 L5 -

Poiché 1a funzione X —> #(éknx’} € la funzione rango di una matroi-

de (semiuniforme) su S, si ha che 1“algoritmc greedy massimizza sugli
indipendenti di una matroide le combinazioni lineari a ccoefficienti
pozitivi dei ranghi di “buorne matroidi".

Ma che cosa sono le "buone matroidi™ 7

Fossiamo dare una unica risposta valida per entrambe le questioni poste.,
= P Definizione di RANGO
Sia M una matroide sull”insieme parzialmente ardinato F.
Chiamerema funzione rango associata ad M la funzione
rifsxy 1 DOP) e=—p N

definita da

FOM3X) = max [#1

IX e 1 indipendente di M)
2.3 Definizione di SEMIVALUTAZIONE
Chiameremo semivalutazione su P una funzicone
v ot DIP) —p R}
definita da
r
Bpix) = ZCKPK(X)
k=1

con cp, e RY

r = funzione rango associata alla matroide szemiuniforme My,
i cui indipendenti indicheremo con 5 K
31.5. 325...93,-,
3.4 Teorema

L7algoritmo gresedy massimizza ogni semivalutazione v su J « DIF)
se e =s=olo se J é la collezione degli indipendenti di una matroide

zu F.
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4 LA VISIONE RETICOLARE

Ziamo stati forzati, per poter descrivere i circuiti, ad introdurre
una "complementazicone" negli insiemi parzialmente crdinati.
Cid zuggerisce di collegare la teoria delle matroidi con la teoria dei
reticoli. Pertanto in questa sezicne diremo "algebre di Bocle",
"reticoli distributivi","elementi”,"sottoinsiemi” ed "ideali" anziché,
rizpettivamente,"insiemi","insiemi parzialmente ordinati" ,"ideali",
“callezioni di ideali" e "collezioni discendenti di idezli".
Fresenteremo alcuni fatti della tecria per i quali il punto di vista
reticalare risulta, secondo la nostra copinicone, particalarmente vantag-
giozo. Per ragioni di brevitid 1i esporreme in maniera piuttosto
informale, ma siamo convinti che quel che si perde in rigore =i acqui-
sti in immediatezza della wvicione intuitiva e che quindi una tale

precsentazione risulti ugualmente significativa.
Dualita

Si pud dimostrare che, ce B ¢ 1a colleziane delle basi di una matroide
M sul reticolo distributivo D, allora, detto D¥ il reticolo duale, 1°in-
zieme B* degli elementi duali di quelli di B iche sarannc definiti da
un antiisomorfismo fra D e D¥) ¢ 1 incieme delle basi di una matroide M*

=y B¥,

o7

i wvede allora facilmente che i duali degli indipendenti di M sonoc |
generatori di M¥ e 1a duzalitd <i rivela essere la descrizione da parte
di un secondo osservatore, che rovesci 1“ordine del reticolo, di cid che

vede un primo ocsservatore fei veda 1& Fig.10?
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1 g
( =
Fig.10
Fertanto, per ogni concetto della teoria, e per cgni tecrema, wi sonoc un

concetto e, rispettivamente, un tecrema duale, che si ottengono dai
primi semplicemente per dualitd reticalare.

Fer esempioc, pciché per ogni x € D, il rango € la "lunghezza di una

catena completa fra U ed un indipendente masszimale conternuto in x" il

concetto duale di rango & la "lunghezza di una catena completa fra un

generatore minimale contenente x, ed 1",
Restrizione e contrazione

Le nozioni di restrizione e contrazione nascono, come € noto, dalla
teoria dei grafi e si sono rivelate proprie della teoria delle matroidi,
almenc nel casoc booleano, & 1 una duale dell altra.

Mon wi é perd alcuna difficoltd a definirle in generale.

Se M € una matroide su D ed x un elemento di D, diremo "restrizione di ™
ad =" la matroide, sul <segmento di estremi 0 ed x, avente come

indipendenti quelli di M che sono contenuti in x.
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Mediante i1 concetto di dualitid precedentemente discussoc € allora
immediatc ottenere 1a pit semplice definizione di "contrazicone di M
mediante x": é la matroide sul segmento di estremi x ed 1| avente come

generatori gquelli di M che contengono x (Si veda la Fig.112,

1 1
2\
(/
A
s
0 a

Fig.11
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Invarianti di Tutte-Grothendieck

Fer poter esporre 17ultimo aspetto che intendiamo precsentare della
teoria, abbiamo bisogno di una ulteriore considerazione riguardoc alla
complementazione.

Foiché, come é noto, cgni reticolo distributivo D é il reticolo degli

ideali di un insieme parzialmente ordinato P, possiamo trasferire il

1]

concetto di complementazione da P a D, come suggerisce la Fig.12

S
AN
0 1./\./2 (P=1. | P
\./0
=3 , 22=1 , 4 =0
Fig.12
Peniamo ora [a,b] = {x€D : a ¢ x ¢ b}

Yale allora la seqguente notevole proprieti
4.1 Tecrema

Fer cgni esup-irriducibile 1 di D i ha

[0.7pp] =0 [on7]ali,1]- ¢

Fertanto, per ogni sup-irriducibile 1 di D, possiamoc definire 1=
contrazione di M mediante 1 e la restrizione di M ad ]t che indicheremo
rizpettivamente, seguendo la consuetudine della tecria insiemistica, can
MAT ed M-1.,

Se poi indichiamo can My 17unica matrcide sul reticolc D=Di¢ Y,
possiamo facilmente estendere alle matroidi sugli inciemi parzialmente

ardinati la segquente
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4.2 Definizione
Diremo "Polinomic di Tutte-Grothendieck s TOMyx 2" i1 palinomio
associato alla matroide M su D, definito dalla recurcione
TiMgix,») = 1
TiMix,») = r=DhDI D =r M DT oM ) ix,y) 4

L] — s r . - .
+ (x=1 P M =P M 1oy i x 0 (per 1 sup-irrid. di D>

dove h(D;1) indica 1 altezza di 1.
Sfruttando il teorema 4.1 <ij pud infatti dimostrare che TiMsx,»> dipende

s0lo da M e non dalla scelta di | in D. (Sij veda anche la Fig.13)

M/ L

Fig.18

Le valutazioni di TiMix,»>, in un qualunque anellao commutativo, costitu-
iscono i cosiddetti "T-G invarianti"” (Brylawskiy.
i pone quindi in modo naturale 1a questione

"Ecistono per le matroidi su P dej T-G invarianti altrettano signifi-

cativi che nel caso booleanc? Ed, eventualmente, quali?"
Per ora, possiamo indicarne, a titolo di esempio, solamente uno elemen-
tare

TiMs2,1) = numera deqgli indipendenti di M
Se ocani elemento di D & indipendente in M, si ottiene un metoda

ricorsive per contare il numero degli ideali di P.
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Yorrei infine concludere questa breve ecsposizione, tentando di dare
una risposta a quella che avrebhe dovuto ecsere 12 proima domandas
"che cosa é la teoria delle matroidi?"

Se F é un insieme parzialmente ordinatc e DEFY il reticola dei Suoi
ideal i, questi é, a sua volta, parzialmente ordinato; porremo
D2¢Fy = DL(DCF)Y) e, per semplicita, identificheremo un elemento di DECE)
con 1 insieme dei suoci sup-—irriducibili massimali.
Con queszte convenziconi e notazioni, € facile osservare che le collezioni
dei circuiti, delle basi e degli iperpiani di una matroide M su F =cno
elementi di D2(P) & che si ha

€Y= B 5 BY = collezione degli iperpiani
e Y indica la complementazione in D2¢P) .

Pertanto‘]a teoria delle matroidi su P é la teoria di certe Y -orbite

di DZ:¢py,
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