
PIGS DE CYCLE ET DfiRIV^ES PARTIELLES

Donainiqne DUMONT

ResUMfi. - Nous introduisons qu&tre suites de polynomes en trois v&ria. bles pri;senta, nt
de fortes analogies. Cha.ciinp de ces suites est d^finie pa,r une r6currence faisa.nt intervcnir des
d^riv^es pa.rtietles, chn.cune peat (igalement se definir ̂  partir du d^nombrement des pics de
cycle pairs et impairs dans une cert&ine cla.sse de permutations. En outre, lorsqu'on a.nnule
une v&ri&ble a,d6qua, te, leg qua. tre suites de polynomes en deux v&ria.bles qu'on obtient; ont des
fonctions g^n6ratrices ordina.ircs pouvant s'ecrire comme fra.ctions continues, lesqiielleg sont, des
extensiona de celles relatives aux nombres d'Euler et dc Genocchi. EnRn, lorsqii'on identiHe
deux va-ri&bles, les polynomes d^g^n^s qu'on obtienfc ont pour fonct. ions g^n^ra. l-. rices ordina,ires
des series de fra.ctions ra. fcionnelles qui, elles aussi, ont tou(, es In. meme forme. Ici nos preuves
sont purcment combinn. toires, et Ie probl^me est pos6 d'une version a.nalytique de ces r^sutfcal. s,
d'aut&nt que nous ne connaissons pa, s lcs fonctions g6nerat, riceii exponentielles des qi ia. tre siiitpR

etudi6es, sa,ufpour la prfrnif're qiii est line foncfcioii elliptique.

1. Deux exemples gimples

Oonsiderons les involutions sans point fixe de 1'ensemble [2n] = {1, 2,... , 2n},
c'est-a-dire la classe des permntations ne mmportant qne des cyclps de longaenr
2, par exemple I'involution :

<r=(l6)(24)(37)(58).

Les points maximaux dps cycles de rette involution, qu'on pent aussi appeler pics
de cycle, sont lcs quatre cntiers 4, 6, 7, 8. Gomme il y en a un impair et trois pairs,
nous lui faisons correspondre 1c monomp xy3. Nous posons :

Mn(x, y}-= , '('r)^(^)y (ff lnv(2n)),

ou la, soinme est ptendur a tontes los involn+ions sans point fixc de [2n], et, on
p(ir) et t'(ff) sont resp<*rtivpment Ie nombre dp pirs dp cyrk pairs rt, impairs dp ̂ .
Lr polynomp Mn cst donr hnmngpnc de dpgr<; n, ft, comme noiis nous pnsons k
problpmp de Ie ralcnler par rerurronrf, iious alion+issons a la prnposition suivantc :
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PROPOSITION 1. - On a :

Mi(x, y}=r,

Mn(x, v) =2xv [~^. + ^y)Mn-1 (:rl y) + yM"-i (;r' »).

Demonstration. -- Etant donnee <r une involution sans point fixe de [2n],
definissons sa restriction /?, involution de [2n - 2], comme suit :

si (2n - l, 2n) est un cycle de <r, alors p est la restriction triviale;
sinon, on a deux cycles (a, 2n - 1) et (b, 2n) qu'on remplace par (a, fc), sans

change? Ie reste.

Reciproquement, toutc p se prolonge en une <r de 2n- I mani^rcs diff^rentes :
soit on choisit 1'un des n-1 cycles (a, &) de p et on 1c remplace soit par (a, 2n-1) et
(fr, 2n), soit par (a, 2n) et (&, 2n- 1), soit on ajoute simplement (2n - l, 2n). Dans
1c premier cas, on aura remplac^ 1'une des lettres x ou y du monome xi(p)yr'(f')
par 2-ry, dans 1c second cas on aura simplement multiplie Ie monome par y. Oeci
acheve la demonstration. .

Void les premieres valeurs de ces polynoines :

Mi (a-, y) == y,

Mt(x, y)=y2 +2xy,

Ms (a-, y) = y3 + lOa-y2 + 4.c2y etc.

dont nous mentionnerons pour m^moire la fonction genera+rice exponentielle :

1

71_ _JLg2(^-y)( _ 1
= 1 +y(+ (y2 + t2xy) ̂  + ... +M^(a-, y)^ + . .

Interessons-nous a present a un dcuxicme exemple bien proche, puisqu U s'agit
de considerer les involutions bipartites de [2n], c'est-a-dire de se restreindre a cclles
qui satisfont la condition supplementaire que dans chaquc cycle lcs deux termcs
sont deux entiers dc parites differentes. Exemple :

<r = (8 1)(72)(65)(43) est bipartite.

Par convention, nous ajouterons 1c cycle siipplementaire (0, 2n + 1) ou, re qui
revient an meme, nous compterons un pic de cycle impair en plus. Ainsi k cpttp
involution bipartite a nous associons 1c monome a-2y3. Et nous introduisnns Ie

polynomp enumpraipur analogue :

An(x, y) -= ̂  xt^y^<r) [n 6 Invbip(2n)).
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PROPOSITION 2. - Le» polynomes An »f>nt lf» polynomes ewleriens :

Ai(. c, y) == .ry,

A^x, y) =^y^+ ̂ J An-i(x, y).

Demonstration. -- La preuve est calquee siir celle de la proposition 1, il
convient simplement de respecter 1c caractere bipartite dans 1c prolongement dc p
a. (T. Si dans 1c cycle (rt, b) choisi pour 1c prolongement a est pair et b impair, on
remplace (a, 6) par (a, 2n- 1) et (A, 2n), ce qui se traduit par Ie remplacement, de x
ou de y par xy. Le cas du prolongement trivial correspond au chobc de (0, 2n - 1)
comme cycle (a, &). On obtient ainsi les polynomes puleriens. |

2. Les pennutatioiiB. Les polyn6mes de Schett

Nous considerons a present 1'ensemble Sn dc toutes les permutations de
{l, 2,..., n}. Nous dccomposons chaque permutation a en cycles et appelons pic
de cycle un entier p strictement superieur a son antecedent et a son image par la,
permutation :

<7-'(p) <p><7(p).

Excmple : <T = (1 24)(376)(5) a un pir de cycle pair (4) et <in pie de cycle impair
(7).

Mais ail lieu de lui faire correspondre 1c monome xy comme dans 1'etude
precedente, nous preferons introduire un monome en trois variables en consid^rant
les aretes de cycle. Une arete de cycle est un couple (k, cr(k)) que nous noterons
k -r <r(k) pour distinguer du cycle de longueur 2. Nous distinguerons :

- les aretes de cycle incidentes a un pic de cycle impair, c'est-a-dire dont I'origine
k ou 1'extreniite ff(k) est un pic de cycle impair, que nous appellerons arptes de
type »;

- les aretes de cycle incidentes a, un pic de cycle pair, ou aretes de type y;

- les autres aretes de cycle, app decs ba»9e» oil de type z. En particulier toute
boucle k -^ k est une arete de type z.

En outre nous convenons d'ajoutpr une are+c 0 -+ n+1, dc type x ou de type
y selon que n + 1 est impair on pair. Nous posons :

Xn(x, y^)-=^T^y^zh^ (<r 5^),

ou t(cr), p(a) et, 6(17) sont respertivpmpnt IP nombrc d'aretes de type x, y on 7, dp
la permutation o.
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Exemple : a la pprmu+ation ci-dessus correspond Ie monome x2y3 z3. Nous

proposons a present line nnuvelle demonstration (cf (4]) pour la proposition
suivante :

PROPOSITION 3. Le» polynomes Xn sont les polynomes de Sehp. tt, donnes
par la relation de recurrence :

XQ = -r,

Xi = yz,

^n = {yz^- +2;a'^-+-cy^-)x"-i-

Demonstration. -- Poiir restreindre unc pernautation <r de iS'n a, une pernauta-
tion p de 6'n-i, on siipprinie simplement n de son cycle. Reciproqiiement, pour
prolonger p sur Sn-\ en une permutation (T sur .S'n, on choisit une arete dc cycle
a -» &dep. Sia -+ 6et0 -+ n sont deux aretes distinctes, on les remplace par
a -» n, n -^ &ct0 -* n+1. Siau contraire I'arete choisie est 0 -* n, alors on la
remplace par n -*n et, 0 -* n+1. Supposons n pair et envisageons les trois cas :

- Oas ou a -> b est une arete de type x. On la remplacc par a-»n etn -+ 6 qui
sont deux aretes de type y, on convertit 1'autre arete incidente a 1 ancien pic de
cycle impair, elk aussi de type x, en une arete de type z, enfin on change 0 -^ n
en 0 -+n+ 1. D'ou, sur IP monomp, 1'operation y2 (z/x)(x/y}-^ == yz-^

- Gas on a -^ b est une areie de type y. Si die est distincte dc 0 -> n, on la
remplace par a-^n etn -' b qui sont deux aretes de type y, on convcrtit I'autre
arete incidente a 1'ancien pic de cycle pair, elle aussi de type y, en une arete de
type z, enfin on change 0-*nen0-»n+l. D'ou y2 (z/y)(x/y)fy = ^^- Si

I'arete de type y choisie est 0 -> n, on la remplacc par n -> n de type z et par
0-» n+ 1 de type x, re qui redonne la mpme chose.

- Casou a -> frest de type z. On la remplace par a-*' net n-> ft qui sont, de
type y et on change 0-^nen0-+n+l, d'ou 1'operation y2 {x/y)-^ = xyf^.

La demonstration est tout-a-fait analogue dans Ie cas ou n est impair. B

Void les premieres valeurs des polynomes de Schett, etudips en [4] ponr leur
lien avec IPS fonctions elliptiqi ies do Jacobi :

XQ = .r,

Xi == yz,

Xi =.ry2 +.r22,

X3 =y3 2+yz3+4a-2yz,

X, = xy4 + 14.ry2 ^ + ;rz4 + ^y2 + 4.r^2.
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3. Les permutations circulaires et les polyn6mes Tn

Reprenant une id^e de Desire Andre 2 , nous restreignons a present, 1c meme
denombrement a I'ensemble (7n des permutations eirculcuref de {l, 2,..., n}, et.
posons

Tn(^»^)=Ea;t(<T)yp(<T)z6(<r) (<r (7n),
a

avec cette difference que nous n'ajoiitons plus une arete 0 -> n+1 a ceUes du cycle
unique de la permutation.

PROPOSITION 4. - Le» polynomes Tn satisfont la relation de rfeurrence :

Ti=^
-.. 2/Z_9__L i_9__L. -9-

'2n = y"(-7-+ --^-+ -^-)^'2n-l,
x <fx y (fy oz

z 9 . z a . 9

x Qx yQyQz
^+, =..2(^+^+^ ^.

Demonstration. - En effet la derivation est la mcmc que dans 1c cas de la
proposition precedente, a ceci prcs que nous n'avons plus a remplacer 0 -» n
par 0 -» n + 1, ce qui supprime 1c facteur ^ dans 1c cas n pair, Ie facteur A
dans Ie cas n impair. Autrenient dit, si nous notons en abrege Sch I'operateur de
derivation definissant les polynomes de Schett : Xn = Sch{Xn-\}, la recurrence
sur les polynomes Tn est :

T^=y-Sch(T^-, ),

r^+, = ^^(r, ^.
y

Voici les premieres valeurs des polynomes Tn :

Ti =^

72 = y2,

Ts = 1xlz,
T4=2a-2y2 +4y2 z2,

n =^z+12x'ty'lz+Sx2z3,

Tg = 4.r4y2 + 12.r2y4 + 64.r2y2 z2 + 24y4 z2 + lGy2 z4.
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4. Lea permufcations bipartiteit et leg po£yid6me8 Gn

Une permutation o de (2n] est dite bipartite si, pour tout k  . (2»], k et a(k)
sont deux entiers de parites opposees. Par commodite pour les denombrements on
convient d'ajouter un cycle (0, 2n + I).

Exemple : 2n = 8; <r = (1 45638)(27)(09).

Une permutation <7 de [2n+1] est dite bipartite si la meme condition est v^rifi^e
pour tout k 6 [2n], et si <r(2n + 1) est impair et constituc done, de ce fait, la seule
entorse au caractere bipartite.

Exemple : 2n+l=9; r= (1 456938)(27).

Nous definissons a present la suite Gn(x, y, ::) comme suit :

(?2n(a-, y, ^) = E Tt(<r)yP ''T^n+l-t(<r)-"('T) (<7   P»p(2n)),
<T

G2n+l (.r, y, ^ = E ̂(<T)yP ('7)^+1 -'(^-P^), ^   5tp(2n +1)),
a

ou i(a) et p(<r) d^signent, comme dans 1c cas des involutions sans point fixe, Ie
nombre de pics de cycle impairs et pairs de <r. Pour les permutations de Bip(2n),
1'entier 2n + 1 figure done toujours parmi les pics de cycle, tandis que pour les
permutations de Bip{2n + 1), il n'y figure qu'a. condition de ne pas etre point fixe.

PROPOSITION 5. - Lea polynomes Gn{x^y^z} »a,ti»{ont la ricurrence :

(?1=^,

G2"=^(£+^+£)0'"-. :=a;y(£-
c-(^^^)(;'-

Demonstration. - On restreint une permutation r de 2n + I en supprimant
2n + 1 de son cycle et en creant (0, 2n + 1). Dans les exemples ci-dessus o est
la restreinte de r. Inversemcnt, pour prolonger une permutation <r bipartite sur
[2n] en une T sur (2n + I], on choisit une arete "p<ur-^ impair" p-» * de <r qu'on
remplace par p -» 2n+l et 2n+l ->«', et on supprime (0, 2n + 1). Si 1'arete p -> »
choisie etait 0-^ 2n+ 1 onla rcmplace simplpmcnt par Ie point fixF (2n + 1).

Remarquons que Ie polynome Oyn(xi y, ^) d^fini plus haut comnae polynome
enumerateur des pics de cycles est egalement, polynome enumerateur sur les
permutations (T des aretes pcHr-^impair selon leur type x, y ou z, et en re SPIIS
noiis dirons que les aretes p --» i rep^rent IPS pies dc cycle. Examinons re qai se
passe dans IP denombrement de ces aretps quand on prolonge <7 en r. A part. la,
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derivation de 1'a.rete p -> i choisie et quel que soit son type, rien n'est change
piiisque p -> 2n+ 1 reinplace 0 -> 2n+ 1 en tant qu arete de type x. En fait, T a
une arete pair-* impair de moins que cr et la derivation n a pas cr^e de nouveau
pic de cycle, mais par convention G'2n+i doit avoir Ie meme degr^ que (?2ni par

consequent 11 faut naiiltiplier par z. D1ou 2 ( ̂ + ^;+ ^-).

Exemples ci-dessus : 1c inonome de <r est x^ytz^ 1'arete choisie pour Ie prolonge-
ment est 6 -* 3,dc type y. On supprime cet y et, on niultiplie par -?, d'ou 1c mononie
de T : x'lyz1.

A present pour restreindre une permutation o sur [2n] en une p sur [2n - 1]
on precede comme suit : on pose * = <r-l(2n), i' = <r(2n), p1 = <r(2n - 1), et. on

remplace les aretes i -<. 2n, 2» -> »' et 2n- 1 -*p' par 2n - 1 -> »' et * -> p',
cela sauf si <r(2n - 1) == 2n auquel cas on supprime simplement 2». On supprime
egalement Ie cycle (0, 2n + 1).

Exemple : la restreinte de <r = (1 45638)(27)(09) est p= (1456327).

Inversement on prolonge une permutation bipartite p sur [2n - 1] en une <r de
la maniere suivante :

- soit on choisit une arete impcar-^pair notee »
2n - 1 -> «' pour creer les aretes »" -* 2n, 2n - 1
deux aretes du cycle (0, 2n + 1);

p' qu'on supprime ainsi que
p7 et 2n -» *'/ sans oublier les

- soit on choisit I'arete impair-^impair 2n - 1 -» *"' qu'on remplace par
2n - 1 -^ 2n et 2n -+ i', et on ajoute encore Ie cycle (0, 2n + 1).

Remarquons que les aretes impair-*p<ur ne rep^rent pas, an sens precise plus
haut, tous les pics de cycle de p puisque 2n - 1 est repere par 2n - I -> *', que
nous decompterons done couime arete de type x. En revanche dans v les aretes
imp<ur-*pair suffisent a reperer tons les pics de cycle. Dans Ie prolongement de
/? a <7, on derive done une arete reperante quelconque * ->p/ ou 2n-l -» »', et
on cree deux nouvelles aretes impair-^ pair, 1'une, » -> 2nou2n- 1 -> 2n, de
type y, et 1'aiitre, 2n+l -^ 0, de type x, 1'autre arete de type x 2n - 1 -» p
rempla^ant 2n - 1 -> »/ dans Ie dccompte si on a derive une arete *' -* p'. D'ou

^(^+^+A)-
Exemples ci-dessiis : p a pour monome xyz2, on derive I'arete 3 -> 2 de type z

ct on obtient <T, dont Ie monome s'obtient en rempla<;ant nne occurence de z par
.ry, d'ou x7y z. Q
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Voici les premieres valeurs des polynomes Gn '.

<?1 =^,
0-t = xy,

 

;3 = 3-2+^2,

<?4 = x2y + xy2 + 2a-yz,

C?5 = a-2^ + 6.ryz + y2 z + 2iF^2 + 2yz1,

Ge = x3y + 6x2y2 + xy3 + 12x2yz + l2xy2 z+ ?-?.

5. Les permutatione bipartiteg circulaires et lea polynfimes Hr,

Une permutation btpartite eireulaire est a peu pres une permutation bipartite ne
comportantqu'un seul cycle. En fait, dans Ie cas [2n] on convientde lui adjoindrele
cycle (0, 2n + 1), et dans 1c cas (2n +1] on accepte non seulement 1'arete 2n +1 -^ »
dans 1c cycle mais aussi la possibilite d'un point fixe (2n + 1).

Exemples : sur [10], <r = (1 l038529476)(0 11); sur [7], <r'= (1 45236)(7) ou
a" = (1475236).

Nous defimssons les polynomes Hn(x, y, z) pour n > 2 comme suit :

H2n{x, y, z) =^x'^y^zn+}-t^-^ (a C Bipcirc{2n)),
<r

^2n+i(a-, y, ^) =^xi^y^zn-i^-"^ (<T 6 J?tp<-tr<. (2n+ 1)).
(7

ou »'(<r) et p(<r) designentle nombre de pics de cycle impairs et pairs de <r avec les
conventions ci-dessus. Remarquons que les aretes p<u'r-* impat'r de a repfrent ses
pics de cycle, par consequent les polynomes Hn sont ̂ galement enum^rateurs de
ces aretes selon leurs types. Dans les exemples d-dessiis, a a pour monome a-3y2 ^,

ff' et <7" ont Ie meme monome xyz.

PROPOSITION 6. - Le» polynomes Hn fatisfont la rteurrenee :

H-i(x, y, z)=xy,

^2n+i (.r, y, ^) = (^+ !, + ^) ̂n(. r, y, ^) (2n+ 1 > 3),
H^{^y^) =^^+^+ J^ H^-^y^} (2n > 4).

De ce fait le» polynomes Hn font »ymetriques dans le» trois variables d partir de
n == 4.
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Demonstration. - On restreint une permutation bipartite circulaire <r sur
[2n+ 1] en une p sur [2n] par suppression de 2n+ 1 et creation du cycle (0, 2n+ 1).
Inverscment on prolonge p en choisissant unc arete pair-^impair quelconque. Si
cette arete est 0 -* 2n+l onla remplace simplement par la boucle (2n + 1).
Sinon, on remplace rette arete p -^t etO -» 2n+l par p -> 2n+l ei 2n+l -»«.
Dans les deux ca.s il n'y a eu aucune crpat. ion de pic de cycle ci Ie resultat sur 1c

monomeest (^+^+^).

Nous definissons a present la restriction p d'une permutation bipartkc circulaire
o sur [2n] de la maniere suivante : iious posons t = <r-l(2n), *' == <r(2n),
p=ff-l(2n-l), p'=ff(2n- 1).

- Si*'9t 2n- 1 et i' ^ 2n - 1, nous supprimons les aretes »' -> 2», 2n -* *',
p -» 2n-l, 2n-l -^ p', ainsi que 1c cycle (0, 2n + 1), puis creons les aretes
p-»»", p/ -^ 2n- 1 et 2n- 1 -> »', enfin renversons Ie sens de la sequence d aretes
^p' -».... _>., ) en sequence (*" -^ . -. -» p'), en ne laissant finalement inchangee que
la sequence (»' -» . . ^p). Exemple : la restriction dc <r = (1 10 3 852947 6) (0 11)
estp=(938521674).

- Sit' == 2n- 1, nous supprimons les aretes 2n -> 2n-l, t" -* 2n et2n-l -* p ,
creons p' -» i et la boucle (2n - 1), enfin renversons Ie sens de la sequence
(?'->. -. -» ») en sequence (i -^ ... -^ P'}'i

- Si»"= 2n- 1, nous supprimons simplement 2n du cycle.

Reciproquement, pour prolongcr p^ il suffit de choisir une arete p -+ «" de
p, de la supprimer ainsi que 2n - 1 -» * , de renverser 1c sens de la sequence
^ _» ... _» 2n - 1), de crecr » -* 2n, 2n -> »', ainsi que Ie cycle (0, 2» + I),
autrement dit de creer exactement deux nouveaux pics de cycle, 2n et 2n + 1,
1'un de type x et 1'autre de type y. Exactement, car d'une part 1c pic de cycle
2» - 1, quand il existe ailleurs que sur 1'arete p -» «", est conserve, d autre part
1c fait d'avoir inverse 1c sens de la sequence (»'-»... -* p) n'a en rien modifie sa
contribution en pics de cycle. II reste que 1c polynome J?2n etant de degr^ n + 1
et Hin-\ de degre n - 1, il convlent encore de multiplier par z. Du point de vue
des aretes pair-^impair, la prolongee <r en a deux de plus que p, et meme trois
apres suppression de 1'arete p -^ i qui definit Ie prolongement, creation de 1 arete
de type xO -^ 2n+l, de 1'arete de type y 2n -^ *', et d'une arete de type /. D'ou,

sur Ie monome, la derivation xyz (^ + ^+ ,̂ )- I
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Voici les preinieres valeurs des polynomes Hn '.

Hi == a-y,

Bs=x+y,

5-4 = 2-ryz,

fi-5 = 2-ry + 2a;^ + 2y^,

He = ^yz + Axy2 z + ^xyz2,

5-7 = 4.c2y + 4a-2z + 4a-y2 + 2txyz + 4.c^2 + 4y2 ^ + 4s-?2,

5-8 = Sx3yz + 40. r2y2 z + 40.r2y2 2 + 8ry3 ^ + 40ry2 ^2 + 8a-y.?s,

6. Quelques fractiona continues

On montre assez farilement, suivant Touchard (cf [6] et [8]), la formule suivante.
Si (<!n)n>l est une suite quelconque, que nous appellcrons valuation, alors on a :

== 1 + ClU + (<'1<'1 + Cl<-2)u + (<'1<'1<"1 + ClCiCy +<'1<*2<'1
1-

ClW

1-
C2U

+Ci<;2C2+<;l<-2C3)u3+--- + (^<-di<'d2. .. <.<<»)""+

C3U

la sommation pour chaque n s'effectuant sur les suites ou mots de Dyek d =
(<fi, <f2, . . ., dn) que 1'on definlt par la condition {6) suivante

(fl=l,
K(f, <d, -i+l (1 <*'<").

Le produit Cdtcdi .. . Cd. est appele poids de la suite de Dyck d relativement k la.
valuation (<;n).

En fait, nous aurons surtout atiFaire a la prespntation suivante de la formnle de
Touchard:

1

1-
ciyu

1-
C-tXU

= 1 + ciyu + (ciciy2 + cicyxy)u't + (<-i<-i<-iy3

+ (<'lCl<'2 + ClCiCi +CiCfC3)xy^

1-
cyyu + Ci<*2C23;^ +

1 -

1-

CinXU

<'2n+iy"

+(Y^c, ^... c^Wy<W)un+---.
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ou p(d) et i(d) designent respectivement Ie nombre d'cntiers d, pairs et impairs de
la. suite de Dyck d.

Nous aliens a present nous restreindre, dans chacune des classes de permutations
considerecs precedemment, a la sous-classe de celles qui out Ie maximum de
pics de cycle. Dans Ie cas des invohitions il ne s'agira pas a proprement parler
d'une restriction, mats dans Ie cas des permutations, dans celui des pea-mutations
circulaires et dans celui des permutations bipartites, nous nous restreindrons k
celles qui, operant sur [2n], out » pics de cycle (dans 1c cas des perrautations
bipartites drculaires sur [2n], ce nombre maximum tombe a n - 1).

Gonvenons done de ranger ces n pics de cycle par ordre decroissant :

2n= pi > p2 > Ps> . -.
> Pn-

La suite p= (p, ) verifie en outre la condition (n-) :

p. >2(n-*+l) (!<*<»)

qui exprime 1c fait que p., p, +i, ... pn et leurs (n -* + 1) images par 1ft permutation
sont des entiers distlncts et tous inferieurs ou egaux a p,. Posons alors :

di = pi - 2(n - ». ) - 1

La suite d = (<f, ) ainsi definie est line suite de Dyck. Les conditions (6} ei (ff)sont
equivalentes et r^ciproquement la donnee d'une suite de Dyck d^finit un ensemble
de n pics de cycle.

Exemple : o = (8 56 1)(73)(42), permutation sur [8], a 4 pics de cycle 8, 7, 6,
4 auxquels correspond la suite de Dyck d = (1, 2, 3, 3).

Nous aliens montrer que pour chacune des classes de permutations consid6r6es,
Ie nombre de celles qui ont one suite de pics de cycle p donnce est egal au poids
Cd. Cd, ... <'d» de la suite de Dyck d correspondant a p relativement a. une certaine
vaiuation dependant de la classe consideree. En outre, p, et d, sont toujours de
parites opposees d'ou

p(a)^i(d}eti((r}=p{d).

Dans chaque cas, on obtiendra done une fraction continue comme fonction g^n^-
ratrice ordinaire des polynomes Pn(a;, y, 0), Pn etant une notation g^nerique des
differentes suites de polynomes introduites ici, et 1'annulation de la variable z
traduisant 1c fait qu'on s'est restreint a la sous-classe des permutations ayant un
nombre maximum de pics de cycle done sans aretes de type z (on pourrait, par
analogie avec les permutations <i/f<-rnanfe»d'Andre [l], les appeler eyelalternantef).

PROPOSITION 7. - 2/e» »»'i suttea de polynomes introduites verifient le»
tdentites suiv antes :
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1- yu
=l+^Mn[x, y}un

«>1

^ _
2xu

1-
3y«

^ _ {2n}xu

^ (2n + l)yu

1-
=T+^A, (a-, y)un

">l

1-
xu

1-
2yu

2xu

1- nyu

1-
nxu

1-
y2U =^X^{x^O}un

n>0

1-
4.F2U

1-
9y2u

1- {2nfx'tu

^ 
(2n+l)2y2u

1- yu
=E(72"(a?'y'°)u"

n>0

1-
a; u

1-
4yu

1-
4.FU

1 - n2yu

1-
n2a;u
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1-

1-

1-

1xin

6y2»
12a-2u

==^T2n+2(^y, 0)«"
n>0

1-

(2n-l)(2n). r2u
(2n)(2n + l)y2«

1-

1-

2yu
= :r + £ ̂ 2n+2 (a-< y> o)wn'

n>l

2xu

6yu

1 -
6.FU

1-
n(n+ l)yu

n(n+ l)a-tt

od"H'2r»+2(a;, ?^) = (l/^)Jr2 n+2(a-, y^)-

Remarque. - II manque a cette liste la formule smvante, pour la d^monstra-
tion de laquelk nous aurions besoln d'un autre modele combinatoire, celui des
pistolets([5\, [9]) :

1-
yu

=^G'2n+i(o, y^)ttn-
n>0

1-
2zu

1-
4yu

n(n - 1)^«

1-
n2yu

Dfmonftration. - Pour BabUr la premiere formule, nous devons denombrer
lcs involutions sans point fixe de la forme

(pl^l)(P2<92)... (Pn. 9")'
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ou la suite des pics (p, ) a etc donnee, decroissante et satisfaisant (ff). Dans ces
conditions U y a

pn - 1 ==<fn chobc possibles pour qn,

pn-i - 3 == rfn-i chobc possibles pour gn-i,

pi - 2(» -»') - 1 = di chobc possibles pour g, etc.

Le nombre d'involutions repondant a la question est done egal k didf . . . <fn, la
valuation correspondante est <-n == n, et on rafRne en pics pairs et impairs en
rcmpla^ant alternativement c^n-i par (2n ~ l)y et can par {2n)x. Notons qu'on
trouve une preuve analytique de cette formule a partir de la fonction g^n^ratrice
nacntionn^e plus haut dans [10].

Pour etablir la deuxieme formule, nous considerons les involutions bipartitcs.
Fixons done a nouveau une suite de pics (p. ) a laqueUe correspond la suite de
Dyck <I, ). Le nombre de choix pour gn n'est plus pn - 1, mais 1c nombre d'entiers
inf6rieurs a pn et de parite opposee, or ce nombre est la partie entiere

. (^)^(^
Plus g^neralement, pour choisir g, , il faut pxclure parnu les entiers inf^rieurs k p,
tous ceux dejaoccupes par p, +i, g, +i ,p, +2, g«+2,. . . , Pr», 9n qui sent au nombre de
2n - 2»" et comportent autant de pairs que d'impairs, et parmi les entiers restants
en choisir un de parite opposee a p,, soit

E
'pi -2(n- .).. (. +1

chobc.

On doit done prendre pour valuation Cn = E{(n + 1)/2), ce qui donne la fraction
continue d'Euler, rafHnee en celle des polynomes euleriens.

On passe aux deux formules suivantes en observant qu'a, une permutation <T
de (2n] ayant n pics de cycle p, on fait correspondre bijectivement un couple
ordonne de deux involutions sans point fixe ayantles memes pics que <r, la premiere
appliquant ces pics sur leurs images par <r, la seconde appliquant de meme lcs
antecedents des pics sur les pics. Gette correspondance bijective ^tablit que la
valuation pour les permiitations n'cst autre que Ie carr^ de la valuation pour les
involutions. En outre la permutation sera bipartite si et seulcment si les deux
involutions 1c sont egalement. Cela suffit a ctablir les deux formules. La premiere
concerne en fait 1c cosinus elliptique cn(u) (a ce sujet, voir [6] et [10]), fonction
generatrice exponentielle des polynomes Xin{x, y, Q) qui degenere en sec(u) poiir
x = y == 1, la seconde consti+ue un analogue Genocchi pnisque les coeffirients
(?2n(l, l, 0) sont, de maniprp similaire, les nombrps de Gpnocchi de deuxi^me
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espece on "medians" (a ce sujet, cf. [3], [5] et [9]). Quant a, la premiere des deux
dernieres formules, 11 s'agit d'un analogue tangent^ car leg Tin{l, l, 0) soni, les
nombres tahgents [9], mais nous ignorons si, comme dans Ie cas secant, 1'extension
proposce ici cst en relation avec une fonction elliptique.

Pour etablir les deiix dernieres formules il faut simplement, dans Ie chobc de
1'antecedent q, et dc I'image g' du pic de cycle p,, tenir compte du fait que la
permutation finale <r doit etre circulaire, et qu'on doit done 6viter dc boucler
un cycle avant 1'etape finale. Pla<;ons-nous done dans Ie cas des permutations
circulaires sur [2n] ayant n pics de cycle donnes (pt )i<«<n. Pour 1'ant^cedent qn

depn ily apn - 1 choix, pour son image q'^ il restc pn - 2 chobc, d'ou, a ec
stade, dn(dn - 1) choix. A present supposons choisis les antecedents et images
de p, 4. i, p,-4-2,... , pn. Gomme certaines images de pic peuvent avoir etc choisics
comme antecedents d'un autre pic, il s'est forme des eheunef de pt'ca, chacune

commen^ant par un antecedent et aboutissant a une image, et aucune chame ne
s'etant fermee puisque nous supposons que 1c chobc a etc correct. Pour choisir
1'antecedent, g, de p, il suflRt de cholsir un entier inferieur a p,, different des n - »
pics p, 4-i, p, -|-2r . . iPn <*t <le lcurs n-t" antecedents (mais pouvantetre une de kurs
images), ce qui represente

pi - 2(n -t") - 1 =<f, choix pour g,.

Pour choisir ensuite 1'image g,/ de p,, 11 faut un entier inferieur a p,, different des
n-»" pics et de leurs n-i images, mais aussi different d'un element suppl^mentaire
qui est, soit 1'antecedent g, si celui-ci n'a pas etc choisi parmi les images des pics
anterieurs, soit, dans Ie cas inverse, 1'antecedent de pic qui inaugure la chaine
aboutissant a ^f,, cela pour, dans un cas comme dans 1'autre, eviter de boucler un
cycle. Alnsi il y a

di - 1 chobc pour g,'.

A 1'etape finale, il ny a que rfi = 1 chobc possible pour l'ant6c^dent comme pour
I'image de pi pour boucler Ie cycle unique de la permutation. D'ou une valuation
Cn == »(n - 1) pour n >2etci = 1.

Le cas des permutations bipartites circulaires est tout'a-fait analogue, a ceci
pres qu'une telle permutation sur [2n + 2] comporte au maximum », et non pas
n+ 1, pics de cycle, done comporte toujours des aretes de type z. D'ou la necessity
dc diviser prealablement par z Ie polynomc avantde porter ̂  = 0. II faut ̂ galement
choisir images et antecedents de manlere bipartite, ce qui conduit a la valuation

n+ 1
Cn =E{'- ^(nyl)-l) (n>2)et. i=l.
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7. Quelquee series de fractions rationnelles

PROPOSITION 8. '- Les polynomes etudief dans le» sections preefdentes
satisfont Ie» identites suiv antes :

V- _L3. 5... (2n-l)(n __ ^ y- ̂ ^ ^^
^ (l-2(a. -l)Q(l-4(. F-l)(). '.. (l-2n(x-l)Q = ^ Ju"^ J
n>l n>l

n!(n

E , -(. -». ), -, (:''Q, )... U-M. -»<) = £, <l^A"--l"n
^o-«. -^:r^(. -i). )=gx2n-'-u""

E ̂ -^-^-^-w = ^(^)^^, u)'-
E(. -(. -,.)("^->, (. -»o=S<1^"-'1--1"
^0-<. -,0.. (^-. ^-.. )^xln'l--"+'

(n-!)!»!(" __ V^/-. _ . /^ i i^n

E (!_(, - l), )(l -*4'(^'li^... (1 - n'[. - W = ^ 02"-('- '. 1""
V" .w ". - -. - ^ -- ̂7T = y(l/a-)(?3n(T, l, l)(n

(1-(.r-1)0(1-4^-1)0... (l-^(. r--l)t)=:^/va;^3n^l'J
(n!)2(n

2-^
">l

S(
n>l

v^
^ (1 - 2(z - 1)()(1 - 6(z - 1)Q ... (1 - n(n+ 1)(^ - 1)Q

W(" , . ,. ,, = F^(i, i,. )r
(1 - 2(^ - 1)0(1-6^ - 1)()... (1 - n(»+1)(^ - 1)0 ~ ^/""v"'"

(»-l)!n!(n ==^;^2n(l, l^)<'
n>l

E
n>l

(n-l)!(n+l)!<" _ ^ ^ ^ ^ ^^n
(l-2(. -l)Q(l-6(z-l)Q .. (l-n{n+l)(. -l)/)-~^"'""lv''"~

En outre, ft on eubstitue z d x dans Xn(a-, l, l) on obtient ̂ -1-1(1, 1, 2), d'oti
une reeeriture de» troifiime et quatri^me identite». De meme, on a

G2n-i(l, l, 2)=^2n(l, l, ^)

Demonstration. - Nous noiis bornerons a resumer les dpmonstrations rombi-
natoires de ces identites, toiites ralqnees sur IP mpmp modele. Dans chaque ras, lc
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mernbre de gauche est de la forme :

v^ Untn

^(l-a, (x-l)t)---(l-an(x-l)tY

Dans ce developpement, ie coefficient de (" est

k=n-l

^ Un-kSk(at,. ---, an-k+l)(x-l}k,
fc=0

ou Sf: designe la fonction symetrique homogene de degre k dans les (a«)i<»<n-fc+l .
Quand a, == *', ces fonctions symetriques sont les nombres de Stirling de deuxieme
espece, quand a,- = t'2 ce sont les nombres dits factoriels centraux etc.

On se propose de calculer par inclusion-exclusion 1c nombre de permutations
d'une classe donnee ayant un nombre determine de pics de cycle d'une parity
determinee. A cet effet nous denombronsd'abordles couples (<7fc, <r), ou Ck designe
un ehoix de k pics de cycle et <r une permutation possedant ces pics de cycle, plus
d'autres eventuellement. On montrc (cas par cas... ) que Sk{ai) est 1c nombre de
ces chobc Gk et que ttn-fc est Ie nombre de manieres de completer chaque chobc
en une permutation <r. La variable (x - l)k indique qu'on en dcduit Ie nombre dc
permuta+ions ayant Kxactemeni un certain nombre de pics de cycle par inclusion-
exclusion. .

Remarquons pour conclure qu'on peut sans grande dlfllcult^ demontrer les six
premieres formules par des calculs sur les fonctions gen6ratrices, ou par d autres
considerations combinatoires. La seconde notamment est unc identite bicn connue

Uant les nombres euleriens aux nombres de Stirling [7]. Quant aux cinq dernieres
formules, elles ont ete etablies par des calculs analytiques dans 1c cas x = z -=0
(pour une demonstration globale, cf. [3]).
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