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SCHULZE

TEXTE ZUR TETRAKTYS

von

WERNER SCHULZE (Wien)

Das Wort "Tetraktys" (tetrakt{s) begegnet in der harmonikalen Literatur immer
hiufiger (llaase 1966, Schwabe 1966, 1967, 1985, Jahoda 1971, van der Waerden
1979, Stossel 1982, Schulze 1983). Mancherlei Verwirrung ist als unaus-
weichbare Folge eingetreten. Anliegen einer friheren Arbeit des Verfassers
(Schulze 1983) war es zu zeigen, dah Name und Sachverhalt auseinanderklaffen,
dafy tetraktysche Sachverhalte frilher und um ein mehrfaches 6fter gegeben sind
als ausdriicklich unter dem Namen "Tetraktys" reflektierte Pythagorismen als

philosophische, mathematische oder musiktheoretische Lehrinhalte.

TIamblichos (De vita pyth. 82) berichtet in seiner Darstellung pylhagoreisch-
akusmat.ischer Weisheitssitze, daB diese Spriche /akolsmata) Fragen entweder
der Art "Was ist" oder "Was am meisten" oder '"Was soll man tun oder nicht"
beantwortet hitten., Zur ersten Gruppe gehtre zum Beispiel der Satz: "was ist
das Orakel zu Delphi? Die Tetraktys; das ist auch die Harmonie, in der die

Sirenen [singen|."

Das Wort Tetraktys steht noch in einem weiteren vormehmen Zusammenhang: dem

pythagoreischen Schwur (entweder in seiner isolierten Uberlieferung oder im

Kontext des "Goldenen" Gedichts, jedoch stets in Versform). Ob der Schwur dem
Gedicht entnomnen oder in das Gedicht aufgenommen worden ist, sei dahin-
gestellt. Der Zusammenhang von Delphischem Orakel, Tetraktys und Harmonie der
Sirenen wird freilich, wie es scheint, in einem Prosa-Satz tberliefert. Wir
vermuten jedoch, daB auch hier ursprilnglich ein Zweizeiler bestand, mit
Tetraktys als Endwort der ersten Verszeile. (Burkert 1962, 64 versteht auch
die Wortgruppe "Alles aber gleicht der Zahl", die von den antiken Autoren
hdufig mit dem Tetraktys-Schwur gekoppelt wurde, als Vers.) Es bedarf keines
tiefen Eingriffs, um aus Tamblichos' Satz einen doppelzeiligen Vers zu bilden:

T totL 10 év Aehgolg pavielov; 1) yap Tetpantic:
b3 1] 1 1] 1
dnep dévaog dpuovla, év § ai Leupfivec.

In freier Ubersetzung:

Was aber ist das Orakel zu Delphi? Es ist dle Tetraktys.

Ewig zugleich Harmonie, in der die Sirenen singen.

Greifbar ist das Wort "Tetraktys" erst im pythagoreisch geprigten frilhen

Neuplatonismus (Plutarch, Theon, Nikomachos, Sextos Empeirikos, Athenagoras,
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lamblichos, Hierokles, Proklos), wo es in der Schwurformel des pythagoreischen
Bundes und in misiktheoretischen und arithmologischen Erdrterungen Verwendung
findet.. Die folgende Auswahl TEXTE ZUR TETRAKTYS zeigt all diese Ansatz-
punkta: Hierokles (Anfang 5. Jhdt. n. Chr.) kommentiert die Schwurformel,
Philipp (4. Jhdt.. v. Chr.) beschreibt den tetraktyschen Sachverhalt im Geist

der platonischen Akademie, Theon {(Anfang 2. Jhdt. n. Chr.), neben Plutarch der

kundigste Deuter der Tetraktys, listet die zahlreichen Dedeutungen des Wortes auf,

HIEROKLES VON ALEXANDREIA Uber den Tetraktys-Schwur

In Aureum Pythagoreorum Carmen Commentarius XX, 11 - 21 (Kohler)

(Ubersetzung: W. Schulze, basierend auf der Ubertragung durch F. W. Kshler,
in: Hierokles. Kommentar zum pythagoreischen Goldenen Gedicht, Stuttgart 1983)

Hierokles kommentiert Vers 46 und Halbvers 47 des Goldenen Gedichts:

vat pa tov duetépg ¢uxd napabdvia tetpantdv,

s 1} ’
nayav aevdov ploewg.

46 Wahrhaft, bei Ihm, der unserer Seele schenkte die Vierheit,
47 Quellkraft ew'ger Natur.

Fir ihn |den Autor des Carmen Aureum| wird der Eid auferdem zum Dogma: Man
misse den Lehrer der Wahrheit so hoch ehren, daB man auch bei ihm schwort,
falls es einmal zur Bekrdftigung der Lehrsitze nétig sei, und daB man nicht
nur den Satz: "Das hat er selber behauptet" mit Bezug auf ihn sagt, sondern
auch, das verhalte sich so und so "bei ihm". Zugleich aber erteilt er im Zu-
sammenhang mit den trefflichsten Verhaltensweisen theologische Belehrungen und
legt dar, daB die Vierzahl ftetrds), die "Quelle der ewigen" Weltordnung, mit
dem Demiurgen-Gott identisch sei. Weshalb dieser Gott aber eine Tetras ist,
wirst du deutlich erkennen aus Jenem heiligen Wort (hierds Liges/, das man
Pythagoras zuschreibt, und in dem dieser Gott als "Zahl der Zahlen" gepriesen
wird. Denn wenn alles Seiende durch seine immerwihrenden Ratschliisse seine
Existenz hat, dann 1st klar, daB auch die Zahl, die sich in jeder Gestalt
feldos) des Seienden findet, mit dem in jenem liegenden Ursprung verknlpft ist
und dafl sich die erste Zahl dort befindet (denn von dort ist sie auch herge-
kommen). Der von der Zah) durchmessene Raum 1st aber die Dekas: Will man
namlich weiterzihlen, kehrt man wieder zur Eins, Zwel und Drei zuriick, z#hlt
die zweite Dekade bis zur Auffiillung der Zahl zwanzig, genauso die dritte

- daBl man also dreiBig sagt -, und so immer weiter, bis man zu hundert
gelangt, nachdem man die zehnte Dekade durchgezﬁhlt hat. Und wiederum z3hit
man auf dieselbe Weise einhundertzehn und kann so ad infinitum /méchria
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apeinoul fortfahren, indem man den Abstand der Dekade immer wieder
durchlduft. Der Dekade Vermigen /djnwnis) aber ist die Tetrade: Denn bevor man
beim Durchzdhlen die in der Dekade vorliegende Vollkommenheit erreicht,
gewahrt man eine in der Tetrade vereinigte Vollkommenheit: Bei der Addition
von der Zahl eins bis zur Zahl vier ergibt sich nlmlich als Gesamtsummme die
Dekas: eins, zwel, drei und vier ergibt zusammen die Zehnzahl. Auch ist das
arithmetische Mitte! zwischen eins und sieben die Vierzahl: Denn um die
gleiche Zahl iUbertrifft sie irgendwie und wird Ubertroffen, da sie um die Zahl
drei hinter der Zahl sieben zuriickbleibt und um die Zahl drei die Zahl eins
iiberschreitet. Die Besonderheiten der Monade und der Hebdomade sind die
schbnsten und besten: Denn als Ausgangspunkt jeder Z&hlung impliziert die
Monade die F&dhigkeiten aller, und die Sieben hat, gleichsam mutterlos und
Jungfréulich, die Wertigkeit der Eins im zweiten Rang. Sie wird namlich weder
von einer Zahl innerhalb der Dekade hervorgebracht (wie die 4 aus zweimal 2,
die 6 aus zweimal 3, die 8 aus zweimal 4, die 9 aus dreimal 3 und die 10 aus
zweimal 5), noch bringt sie eine der Zahlen innerhalb der Dekade hervor (wie
die 2 die 4, die 3 die 6 und die 5 die 10). Da die Tetras aber in der Mitte
zwischen der unerzeugten Eins und der mutterlosen Sieben liegt, hat sie die
Wirkkrdfte derer, die hervorbringen, und derer, die hervorgebracht werden,
zugleich zusammengefaBt, insofern némlich, als sie als einzige innerhalb der
Zehn sowohl von einer Zahl hervorgebracht wird als auch eine hervorbringt.
Denn die Zwei bringt, indem sie sich selbst verdoppelt, die Vierzahl hervor;
und die Vierzahl, zweimal genommen, produziert die Acht. Auch findet man in
der Tetrade die erste Erscheinungsform der dritten Dimension (.steseon/: Denn
der Monas entspricht der Punkt, der Zwei die Linie - sie erstreckt sich von
etwas zu etwas -, und mit der Drei steht die Fléche in Zusammenhang, denn die
elementarste der geradlinigen Figuren ist das Dreileck. Das Dreidimensionale
aber eignet der Vierzahl, denn die erste Pyramide sieht man in der Tetrade,
vobei die Drei in Gestalt der dreieckigen Grundfldche untergelegt und die Eins
ihr als Spitze aufgesetzt ist. Auch gibt es vier Erkenntnisformen des
Seienden: Geist, Wissen, Meinung, Wahrnehmung. Denn man beurteilt alles
Seiende entweder mit dem Geist, dem Wissen, der Meinung oder der Wahrnehmung.
Mit einem Wort: Die Tetrade macht alles Seiende von sich abhidngig: die Anzahl
der Elemente, der Jahreszeiten, Altersstufen, Wohngemeinschaften, und man kann
nichts anflhren, was nicht auf der Tetraktys als Wurzel und Ursprung basieren
wirde. Die Vierzah! ist, wie wir gesagt haben, Schopferin (demioungds/ und
Urheberin /aitia) des Universums, geistig wahrnehmbarer Gott, Urheber des
himmlischen und sinnlich wahrnehmbaren Gottes. "Geschenkt” aber ist dessen
Erkenntnis den Pythagoreern durch Pythagoras selbst, bei dem nun auch der Ver-
fasser dieses Gedichtes den Schwur le{stet. wonach die Vervollkommnung der
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Tugend uns zur Erleuchtung der Wahrheit emporfilhren werde. Dementsprechend
kdnnte man also auch sagen, daB zwar das Gebot “Heilige den Ei1d!" zumal bei
den ewig und unwandelbar bleibenden Gittern zu beachten sei, daB aber nun auf
den Lehrer geschworen werde, der uns "die Tetraktys geschenkt™ hat. Dieser war
keiner der unsterblichen Gbitter, auch keiner der naturhaften Heroen, sondern
er war ein Mensch, durch die Angleichung an Gott ausgezeichnet, und gegenilber
seinen Anhdngern wahrte er das Ebenbild Gottes. Angesichts dieser dermaBen
bedeutenden Aussagen leistet man also einen Eid auf 1hn, wobei man unversehens
Jene Ehrfurcht, welche des Pythagoras Schiller 1hm entgegengebracht hatten, nun
auch selbst thm entgegenbringt, und indem man seine Wlrdigkeit durch die
Lehrgegenstdnde (mathémata/, die er vermittelt hat, nachweist. Das wichtigste
aber dieser Lehrgeblete ist die Erkenntnis der demiurgischen Tetraktys (¢és
demivungikés tetnakitjjos gndaisl.

Kommentar:

Van der Waerden unterscheidet gelehrte und gldubige Pythagoreer beziehungs—
weise pythagoreische Schriften. (Diese Trennung ist zweifellos treffender als
die von Kayser und anderen Autoren bevorzugte Differenz esoterisch /
exoterisch.) Hierokles war keiner der groflen Gelehrten aus der Geschichte des
Pythagoreismus, sondern "exoterisch" berichtet er voll Begeisterung Uber das,
woran er glaubt und wovon gesagt wird, an das zu glauben zur pythagoreischen
Gelsteshaltung gehdre: Das Charisma und die géttliche Herkunft des Pythagoras,
die "Herrlichkeit" des tausend Jahre zuvor lebenden geistigen Ahnherrn
(Pythagoras sei zwar kein unsterblicher Gott gewesen, auch kein Heroe, aber
als Mensch Gott ebenbildlich). So ist es nur verstdndlich, daf "beil ihm"
geschworen wird, dafl man sich auf ihn beruft, und daB der Hinweis auf ihn zum
"Beweis" eines Dogma wird ("er selbst hat es gesagt").

Die Aufzihlung der Vierheiten ist dZhnlich wie bei Theon Smyrnaeus (Exp. rerum
math. 93-99}, doch wird keine systematische Reihung von Tetraktyes gegeben,
sondern die Vierzahl, die gleichbedeutend melstens fetrds und selten
tetnaktys genannt wird, zelgt sich in allem Seienden, weil sie doch vom
Handwerker-Gott, dem Demiurgen, in die Welt gelegt worden war: 1 2 3 4 |ist
die erstgereihte und zugleich die Tetras schlechthin; ihre geometrische
Sonderheit wird herausgestelltT_Ihr musikalischer Sinn bleibt allerdings
unerwdhnt. Die Potenzreihe 1 2 4 B erfdhrt nur beillufig eine kurze
Wirdigung - daB die 4 dieser Zahlengruppe angehdrt, ist ein weiteres Moment
ihrer Auszeichnung - , und insgesamt werden in lockerer Welse sechs von
Theons elf Tetraktyes aufgezdhlt.

Da 4 arithmetische Mitte zwischen 1 und 7 ist, ist die Dreiheit 1 4 7 als
solche sowie jedes Glied dieser Gruppe durch den griundenden Konnex mit den
beiden anderen in einen Sinnzusammenhang gestellt. Wiesehr H. dies alles in
Gldubigkeit bewundert, liest man zwischen den Zeilen.

Wie schon gesagt, unterscheidet H. zwischen Tetras und Tetraktys nicht. Monas,
Dyas, Triaes, Tetras, ... Dekas unterliegen nicht tiefschirfender philosophi-
scher Erorterung, sondern sind in dem flUr H. typischen schlichten Verstkindnis
zuallererst die Zahlen Eine, Zwei usf. Wenn dargetan wird, weshalb die
Tetraktys in die Schwurformel integriert ist, wird dies durch die vielfHltigen
Beziige der Tetras erkldrt, um dann pl&tzlich wiederum das Wort Tetraktys ins
Splel zu bringen. Nicht auf das Wort kommt es an, sondern auf die universelle
Bedeutung der Vier.
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PHILIPP YON OPUS Uber die Medietlten
(indirekt Uber den Sachverhalt der Tetraktys)

Epinomis 990 £ - 991 B

(Ubersetzung und Beifigungen in gerader Klammer: W. Schulze)

I1.] Wie sich eine Potenz(zahl) - und ebenso ihr reziproker Wert - stets um
das Doppelte wandelt, so formt nach derselben Proportionalitit (ena<ogia/ die
gesamte Natur Gattung und Art. Als erste Verdoppelte wandelt sich die Zahl Eins
zur Iwei nach einem Verh¥ltnis (logos/; das Verdoppelte ist eine Quadratzahl,
und wiederum verdoppelt gelangt sie ins Kubische und Kdrperhaft-Greifbare
fhapton), |somit| von der Eins zur Acht fortschreitend. Wird die verdoppelte
|Zah1| als Mitte aufgefaBt, ist sie griBer als das niedrigere Glied und um das
selbe MaB kleiner als das groBere; das eine der beiden Randglieder iiberragt
also die Mittelzahl um denselben Teil wie das andere von ihr Uberragt wird.

]2, In der Mitte zwischen 6 und 12 sind das Anderthalbfache und das Vier-
drittelfache gemeinsam vorhanden; hingegeben dem seligen Reigen der Musen hat
das Vermigen dieser beiden |3:2 und 4:3|, in threr zwiefachen Mitte, den
Menschen den Gebrauch von 'symphon' und 'symmetrisch' zugewiesen sowie die

Freude an Rhythmus und Tonleiter (Aaamonial.

Kommentar:

Diese Stelle gehtrt zu den dunkelsten Formulierungen "Platons". Die Darstellung
hat eine solche Knappheit, dabei aber auch Undeutlichkeit und MiBverstdndlich-
keit, wie sie Platon nicht eigen ist. (Dazu Fritz, Kurt von: "Philippos von
Opus", in: Paulys Real-Encyclopidie der classischen Altertumswissenschaft 38,
Stuttgart 1938, Sp. 2351ff, Zitat Sp. 2362: “Der haupteichliche stilistische
Grund, die Epinomis Platon abzusprechen, ist ihre Dunkelheit und die grammatische
Schwierigkeit, Undurchsichtigkeit und manchmal selbst Inkonsistenz der Sdtze.")
Dafl die Epinomis von Philipp von Opus stammt, ist - nachdem bereits in der
Antike Diogenes Laertios (III, 37) und Suidas dlese Ansicht vertreten hatten -
heute allgemein anerkannt; die Epinomis ist als 13. Buch der "Gesetze" von
Platons perstnlichem Sekretdr Philippos verfaBt, der Herausgeber (und wohl auch
Korrektor) der auf Wachstafeln eingeritzten 12 Blicher "Gesetze" war. (Aus der
umfangreichen Literatur zum Thema: Miiller, F.: Stilistische Untersuchung der
Epinomis des Philipp von Opus, Diss. Berlin 1928; Dént, Eugen: Platons SpHtphi-
losophie und die Akademie. Untersuchungen zu den platonischen Briefen, zu Platons
"Ungeschriebener Lehre' und zur Epinomis des Philipp von Opus, Wien 1967).

Subjekt dieses Abschnitts ist nicht die Zahl, sondern offensichtlich

dgnamis (Vermbgen, Mhchtigkeit, Macht, Fihigkeit), das heifit die "Dynamik” der
Zahl: einmal die Befdhigung der Zahl als Entwicklungs-Grund des Weltgesetzes,
sodann auch umgekehrt das, was hinter der Zahl steht, was die Zahl befidhigt, was
ihre Dynamik allererst schafft.

Der Ubersetzte Textabschnitt ist Tim. 35 A nachgebildet. Er gliedert sich, grob
gesagt, in zwel Teile, deren einigendes Band der Begriff der "Mitte" darstellt.
(Als Philosoph und Mathematiker war Philipp die Medietlitenlehre ein besonderes
Anliegen; unter seinen zahlreichen Schriften, die Suidas aufgelistet hat,
befindet sich eine Abhandlung mit dem Titel "Die Medietiten".) Ausgegangen wird
von der fUr Platon signifikanten geometrischen Reihenprogression, viergliedrig in
Zusammenhang mit der Dreidimensionalitdt der Dingwelt, des Korperlichen,
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Hlapt.ischien. Es wird die Proportionenfolge 1:2:4:8 entwickelt; jedes der beiden
Mittelglieder ist geometrischee Mittel sBeiner Nachbarglieder. Auf den ersten
Blick "unvermittelt" springt der Autor dann auf die Randzahlen 6 und 12 mit ihren
beiden Mitten, dem harmoniechen und arithmetischen Mittel; dabei wird die enge
Verbindung von kanonischer Tetraktys (6 8 9 12) und dekadischer Tetraktys

(1 2 3 4) sichtbar Ieingeklammert das vom Autor nicht Geaagtel:

6 : |8 =09 :12
|1 :| 4/3 = 3/2 |: 2|

]

Ist das geometrische Mittel das grundlegende Weltgesetz, schaffen harmonisches
und arithmetisches Mittel die Hinwendung zu den Musen, die den Menschen "an
Rhythmus und Harmonie sich erfreuen" gelehrt haben. Das heift aber: Die
Oktavkette 1:2:4:8 ist Ausdruck der Selbigkeit (zum Terminus siehe den
platonischen Timalos), Rhythmus und Klang kommen durch andere "Mittel" (im
mathematischen und Ubertragenen Sinn) und durch die Grundzahl 3 in die Welt. Mehr
noch und ganz konkret: Die Zahlen 1, 2, 3, 4 schaffen die Rhythmik- und
Tonleliterproportionen {hAawmonia ist hier musiktheoretisch als Tonleiter zu
verstehen). Mit 2:1, 3:1, (4:1), 3:2, 4:3 iat alles hinsichtlich der
Silbenlédngenproportionen in der Versmetrik gesagt - hoherzahlige Proportionen
gelten als a-logos, "maB-los" - , und alle (ungliicklicherweise "pythagoreisch"
genannten) Tonpositionen der diatonischen Leiter sind, auch wenn in der
griechischen Antike unmittelber nicht so gedacht wurde, mathematisch als Reihung
von Quinten (3:2) oder Quarten (4:3) verstehbar (1:1, 9:8, 81:64, 4:3, 3:2, ...).

THEON VON SMYRNA Uber die Tetraktys

Ta wata tO0 padnuatixov yphoipa ele¢ thv MMAdtwvog avdyvwoiv
Expositio rerum mathematicarum ad legendum Platonem utilium 93 - 99 (Hiller)

(Ubersetzung, Hervorhebungen und Beifligungen in gerader Klammer: W. Schulze)

Nun aber wollen wir zum Thema der Ubrigen Analogien und Medietdten zuriick-
kehren; denn, wie wir sagten, ist die Analogie auch eine Medietit, aber nicht
auch die Medietdt eine Analogie. DaB die Analogie zugleich eine Medietdt ist,
mdge unsere Darlegung iiber Analogien und Medietiiten begleiten.

11.1 Da, wie gezeigt, sdmtliche Proportionen der symphonen Intervalle in der
Tetraktys der Zehnzahl [(dekds/ aufgefunden werden, ist hierliber folglich
zuerst zu sprechen. Denn die Zehnzahl |Subjekt| konstituiert die Tetraktys
|0bjektf: 1 und 2 und 3 und 4 ist 10. In diesen Zahlen besteht die Symphonia
der Quarte in der Proportion 4:3, der Quinte in der Proportion 3:2, der Oktave
im Verhdltnis 2:1 sowie der Doppeloktave mit 4:1; mit 1hnen wird das
unvertnderbare Diagramm vollsténdig ausgeflUllt. |Unter dem “unverdnderbaren
Diagramm” sind die Fixpositionen des zweioktavigen Tonsystems gemeint.] Diese
Tetraktys fungiert in der Musik gleichsam als Synthesis, da doch in ihr
sdmt1iche symphone Intervalle gefunden werden. Aber nicht bloB deswegen ist sie
allen Pythagoreern heilig, sondern weil sie auch die Natur des Ganzen zu sein
scheint. Deshalb hatten sie [die Pythagoreer| auch den Eid
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Wahrlich, bei 1hm, der unserer Seele schenkte die Vierheit,
Quelikraft und Wurze)l ewig wihrenden Seins in sich bergend.
Dabei meinen sie mit dem, der schenkte, Pythagoras, weil diese Rede liber die

Vierheit seine (Er-)Findung zu sein scheint.

]2.1 Diese zuerst bestimmte Tetraktys bringt die Summation der ersten Zahlen
zu einem Abschlufi. Eine zweite Tetraktys ist die aus der Einheit durch

Multiplikation herauswachsende, geradzahiig und ungeradzahlig. Den Anfang

beider bildet die Monas, well diese Ursprung sowohl aller geraden, ungeraden
und, wie vorher gezeigt, aller gerad-ungeraden Zahlen ist; ihre Proportion ist
einfach: hintereinander drei Zahlen, gerade und ungerade. Zusammen bilden sie
eine Synthese - weil doch keine Zahl weder ausschlieBlich gerade noch
ausschlieBlich ungerade ist. Folglich zeigen sich nun zwei multiplikative
Tetraktyes, eine gerade und eine ungerade; die gerade hat den Logos 1:2 -
auch die erste der geraden Zahlen, die 2, ist selbst aus der Einheit durch
Verdoppelung hervorgewachsen - , die ungerade wird vermehrt durch Verdrei-
fachung. - wie auch die erste ungerade Zahl, die 3, durch Verdreifachung aus
der 1 herausgewachsen ist. Folglich ist beiden die Einheit gemeinsam, die zu-
gleich gerade und ungerade ist. Die zweite Zahl unter den geradzahligen und
verdoppelten ist die 2, unter den ungeraden und verdreifachten aber die 3; die
dritte unter den geraden ist die 4, bei den ungeraden die 9, die vierte unter

den geraden die 8, unter den ungeraden die 27.

In diesen Zahlen werden die vollendeteren Proportionen ({égoi/ der Symphonen
gefunden, mitinbegriffen auch der Ganzton. Die Monas vermag die Bedeutung
‘Beginn', 'Ausgang' oder 'Punkt' zu haben; die zweiten Glieder, die 2 und 3,
bringen die Linie zum Ausdruck, sie sind unzusammengesetzt, prim, in der
Einheit bemessen und der Natur zugemessen; die dritten Glieder, 4 und 9, haben
das Vermbgen der viereckigen Flichen mit gleicher Seitenldnge; und die vierten
Glieder, 8 und 27, bringen den allseits gleichseitigen Wirfel hervor. Folglich
vollzieht sich aus diesen Zahlen und aus dieser Tetraktys eine Vermehrung vom
Punkt bis zur Dreidimensionalitiit: nach dem Punkt die Linie, nach der Linie die
Fliche, nach der Fliche der Kbrper. Aus diesen Zahlen 11eR Platon im Timaios
auch die Seele bestehen. Die #uBerste dieser sieben Zahlen ist gleich den

anderen sechs: 1+42+3+4+8+9 = 27.
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Also gibt es diese zwel Tetraktyes, die summative und die multiplikative; sie
umfassen die musikalischen, geometrischen und arithmetischen Logoi, aus denen

auch die Harmonie des Gesamten besteht.

]3.] Die dritte Tetraktys ist jene, die nach derselben Proportionalitdt
fanalvgial die Natur jeder geometrischen Figur umfaBt. Denn was in der vorigen
Tetraktys die Einheit ist, das ist in dieser der Punkt; was in jener die
eindimensionalen Zahlen 2 und 3, das ist in dieser die Doppelgestalt der Linie
als Kurve und Gerade, |und zwar| nach der Geradzahligkeit die Gerade, da sie
von zwei Punkten begrenzt ist, nach der Ungeradzahligkeit aber die Kurve, weil

diese doch von einer unbegrenzten Linie umschlossen wird; was in jener
Tetraktys die Quadratzahlen 4 und 9, das ist in dieser die Doppelgestalt der
Fléche als gerade oder gekrlmmte; was in jener die Kubikzahlen 8 und 27 - die
eine gerad-, die andere ungeradzahlig - , das ist in dieser der Korper,
ebenfalls von zwelfacher Wesenhelt, ndmlich einerseits von gekrlmmter
Erscheinung wie Kugel und Zylinder, andererseits geradflﬁéh1g wie Wirfel und
Pyramide. Diese ist also die dritte Tetraktys, die jede geometrische Figur
vollends beschreibt anhand von Punkt, Linie, Fldche, Korper.

]4.] Die vierte Tetraktys ist die der einfachen Korper: Feuer, Luft, Wasser,
Erde, die in zahlenmifiger Proportionalitdt (analogia/ stehen. Denn was in
jener die Einheit, 1st in dieser das Feuer, was dort die Zwetheit, ist hier
Luft; Dreiheit |entsprechend| Wasser, Vierheit Erde. Denn die Natur der
Grundstoffe ist feinteilig bis grobteilig, so daB dasselbe Verhiltnis (légos/
von Feuer zu Luft wie von 1 zu 2 besteht, zu Wasser wie 1:3, zu Erde wie 1:4,
und das andere analog zueinander. |Hier irrt Theon in seinem Verstlndnis von
Tim. 32; Platon spricht hinsichtlich der 4 Elemente nicht von 1, 2, 3, 4,
sondern von der geometrischen Reihenproportionalitiit, also der multiplikativen

Doppel-Tetraktys 8:4=2:1 und 1:3=9:27.|

|5.] Die fiinfte Tetraktys ist die der geometrischen Formen aller Kirper, Denn
die Pyramide 1st die Form des Feuers, der Oktaeder der Luft, der lkosaeder des

Wassers, der Wirfel der Erde.

|6.] Die sechste 1st die des Wachstums. Der Same ist analog der Einheit und
dem Punkt, das Wachstum in der Linge ist analog der Zweiheit und Linie, das
Breitenwachstum analog zur Dreiheit und Fliche, das Dickenwachstum zur Vierheit

und zum Kidrper.

17.] Die siebente Tetraktys ist die der Gemeinschaftsformen. Anfang und wie
eine Einhelt ist der Mensch, die Zwel die Familie; Drei das Dorf, Vier die
Stadt. Aus diesen ist das Volk zusammengesetzt.

Diese sind die stofflichen Und wahrnehmbaren Tetraktyes:
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|8.] Die achte Tetraktys ist die erkenntniskritische: Geist, Vernunft,
Meinung, Sinneswahrnehmung. In seinem Wesen ist der Geist wie die Linheit; die

Vernunft ist wie die Zweiheit, weil sie Vernunft von etwas ist; die Meinung 1ist
wie die Dreil, weil sie sich zwischen Vernunft und Unwissenheit befindet; die

Sinneswahrnehmung ist wie die Vier, weil der Tastsinn allen Sinneswahrnehmungen
gemeinsam ist und diese in der "Abtastung" |solchermaBen| vierfach wirksam werden.

19.1 Die neunte Tetraktys, aus der das Leben zusammengesetzt 1ist, 1ist Seele
und Kbrper: Denn die Seelenteile sind der vernunftbegabte, der aufbrausende und
der begehrende, und der vierte Teil ist der Kdrper selbst, in dem sich die
Seele befindet.

110.] Die zehnte Tetraktys ist die der Jahreszeiten, durch die alles entsteht:
Fruhling, Sommer, Herbst, Winter.

|11.] An elfter Stelle die Lebensperioden Kindheit, Jugend, Mannes- und
Greisenalter.

Somit gibt es 11 Tetraktyes: die erste nach der Summation der Zahlen, die
zweite in fhrer Multiplikation, die dritte nach der geometrischen Figur, die
vierte die der einfachen Korper, die finfte der geometrischen Kdrperformen, die
sechste nach der Kategorie Wachstum, die siebente nach den Gemeinschafts- und
die achte nach den Erkenntnisformen, die neunte die der Lebensteile, zehntens
die Jahres-, elftens die Lebenszeiten. Alle tragen in sich eine Analogie: Denn

was in der ersten und zweiten die Einheit, ist in der dritten der Punkt, in der
vierten Feuer, in der fiinften die Pyramide, in der sechsten der Same, in der
siebten der Mensch, in der achten der Geist, und die lbrigen analog. [Es folgt
eine Aufzihlung gemiB unserer Ubersichtstabelle.]

Der aus diesen Tetraktyes zusammengesetzte Kosmos ist in Vollkommenheit gefiigt
nach der Geometrie, Harmonie und Zahl - durch die Kraft der Zahl rings-
umerhellend die gesamte Natur, jede geometrische Figur, alle einfachen Korper
|Grundelemente| und ihre Zusammensetzung; und schlieBlich, weil alles an der
Zahl teilhat, hat sie selbst an nichts Anteil. Deshalb leisteten die
Pythagoreer den zuvor ausgesprochenen Eid, und |fiigten hinzu?|:

Alles gleicht der Zahl.

Kommentar:

Grund, von der Zehnzahl und der durch sie begrindeten Tetraktys 1 2 3 4 zuerst
zu sprechen, ist nicht elne ihr zugesprochene prinzipielle Vorrangstellung,
sondern schlicht ihre musliktheoretische Auszeichnung (Fixpositionen des zwei-
oktavigen systema teleion). Eine andere Bedeutung hat die dekadische Tetraktys
laut Theon offenbar nicht. Schreibt man dle Proportionen des Viertonrahmens
Ausgangston-Quarte-Quinte-Oktave als Bruchzahlen 1/1, 4/3, 3/2, 2/1 und bringt
auf gemeinsamen Nenner, erhilt man 6 B 9 12; trotz dieser naheliegenden
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Transformation kommt bel Theon die kompletie, aus 4 Gliedern bestehende Gestalt
12:9=8:6 nirgends vor; 6 8 9 12 tritt weder als geschlossene Form noch unter
dem Namen 'Tetraktys' ins BewuBtsein, existiert fUr Theon nicht ale bevorzugte
Zahlengruppe. (12:9:8:6 bedeutet die Zusammensetzung der Oktave aus
Quarte-Ganzton-Quarte. Theon teilt 2:1 mathematiech im Sinne des arjthmetischen
und, davon getrennt, des harmonischen Mittels, das ist im musiktheoretischen
Sinne die Fugung der Oktave aus Quarte und Quinte (12:9:6) beziehungsweise Quinte
und Quarte (12:8:6).)
Nikomachos spricht in entsprechender Weise von 6 B 9 12 als der "ersten"
Tetraktys: Die Konstitution der symphonen Intervalle ist Kennzeichen fUr die
Reihung an erster Stelle, gleich ob von 1 2 3 4 (Theon) oder 6 8 9 12
(Nikomachos) die Rede ist.

Breiten Raum schenkt Theon den Potenztetraktyes; sie stehen im Zentrum der

Tim. 69 u 80
Polit. 508 D, 546 B,
Tim. 322 A

Tim. 31 B sqq
Epln. 891 A

Tim. 35 B

Polit. 544

64 | Polit. 546 B
729 | Polit 587

Erdrterung, sie sind die Tetraktys im eigentlichen Sinn. Theon entwickelt die
Potenztetraktyes in Lambda-Form (nicht umgekehrt: er versieht nicht die
Lambda-Figur mit den Zahlen der geraden und ungeraden Potenztetraktys). Die
“Henne/Ei-Frage" ist damit klar zu beantworten: Zuerst war die Tetraktys. Lambda
und Tetraktys gehdren freilich innig zusammen, denn es ist das Kapitel Uber die
Tetraktys, in dem Theon die Lambdafigur bringt.

Worauf es vor allem ankommt: Die 11 Tetraktyes sind zum Verstdndnis Platons
notwendig. Systematisch und pHdagogisch aufbereitet werden sie Platon gleichsam
rlickgegeben, dem Verstdndnis Platons nutzbar gemacht. (Mit Ausnahme eines kleinen
Irrtums sieht Theon die Dinge vollends richtig.) Damit wird einmal mehr unsere
These bestdtigt, wonach es nicht auf die Wortbildung fetrds oder {etraktis
ankommt - tetrakt{s kommt bei Platon nicht vor, er sagt oft tetrupldaion
(vierfach) - , sondern auf ein bewuBtes Denken aus dem Zahlenkontext der
Tetraktys mit Zuschreibung weitreichender Bedeutungen derselben per analogiam,

also in guter harmonikaler Manier.

8
7
8
27

slzacia | Polit. 534 A

Tyrannis | Politikos 291 C sqq
bt
-
Kbrper
Erde

Tyrannis | Polit. 545C-576 B
begehrend

Unterletb
trig, gesetzt

Kbrperwelt
Tauschung

Wandelbares | Pollt. 534 A

Ungerechtigkeit

Demokratie
Ollgarchie

abt
-Fliche
Wasser
nlang
48

4

II‘

4

]

81

Oligarchie
Mischformen

ab

Demokratie
zornmitig

Brust

Es ist nicht zuviel gesagt: Niemand vor und nach Platon, auch keiner seiner

Kommentatoren, ist in seinem Denken von der Tetraktys sosehr bestimmt worden wie

Platon.

a8
2
A
2
3
8

Timokratie
Aristokratie
ah
Linie
Luft
Sdvoa

KoOnlgsherrschaft
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SCHULZE FELLMANN

ZUR GESCHICHTE DER KLOTHOIDE (Vortrags-Kurzfassung)

von E.A,Fellmann, Basel Herbst 1986
Herrn Prof. Hlawka zum 70. Geburtstag gewidmet.
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Als spezialfall seiner ziemlich allgemeinen Theorie der Balkenbiegung
slellte sich JAKOB BERNOULLI auch das Problem, das wir figlich als "inverses
Problem der lamina elastica" bezeichnen kénnen, niamlich "eine Kurve zu finden,
deren Krimmung in den einzelnen Punkten der Bogenlinge proportional ist; d.h.

die [Kurve), die durch ein angchingtes Gewicht in eine Gerade gebeugt wird"

["invenire curvam, cuius curvetudo in singulis punctis est proportionalis

lonyitudini arcus; id est, quae ab appenso pondere flectitur in rectam"]

{3, 1084-1086] (Hervorhebung von mir).
Der erste Teil dieses Werktitels koinzidiert

mit der Gleichung (1), doch der unterstrichene

é Zusatz ordnet der Kurve mit der natiirlichen

é X | Gleichung r-s =const. eine mechanische Eigen-

Z | schaft zu. Dieser Sachverhalt, den JAKOB

23 . BERNOULLI nicht beweist, sondern sich damit

2¢ q? begniigt, die Kurve durch eine Punktkonstruktion
Fig. 2 anzugeben, hat auch dem Herausgeber von JAKOBs

Opera, NIKLAUS I BERNOULLI, nicht eingeleuchtet,
und es ist Fast sicher, dass JAKOB auch die Gestalt der gesuchten Kurve ver-—

borgen geblieben ist: die Kurve k ist tatsdchlich eine klothoide.

II

Im ersten Anhang zu seiner Methodus von 1744 [4] [5] wird dasselbe
Problem unter dem Titel De curvis elasticis von L.EULER behandelt und
teilweise geldst. EULER schliesst - allerdings auf theoretisch noch breiterer

Basis als JAKOB BERNOULLI - unmittelbar an dessen Problemstellung an (Fig.3):

Annahmen:
am = s = AM
P — Gewicht zur Streckung (Biegung)

Ps — Moment der wirkenden Kraft fiir
den Punkt M

r —— Krimmungsradius in m [r ist wegen
der Konvexitdtbeziglich der Axe
negativ zu nehmen.

Dann gilt

Fig. 3 Ps = — [=a
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wo I'.'k2 eine von der Elastizitdt der Feder abhdngige Konstante ist, und somit
rs =a° . (2)

pies ist wieder unsere Gleichung (1). Aus (2) folgt nach einfacher Umformung

und Integrieren

ds s ds s?
= = S = —— = t. i .
I 7 J a2 237 [ = Tangentenwinkel ¢ )
Die "Amplitude" des Bogens am verh&lt sich also wie das Quadrat dieses

Bogens. Demnach sind - so fdhrt EULER fort - die rechtwinkligen Xoordinaten

dieser Kurve (2) gegeben durch

[Dass EULER hier die Koordinatenachsen vertauscht, soll nicht weiter stéren.
Da fiir st stets r¥, erweisen die Gleichungen (3) den Spiralencharakter der
Kurve., Ohne diese niher anzugeben oder darzustellen, geht er weiter:

Mittels der Sinus- und Cosinusreihen entwickelt EULER x und y in
Potenzreihen von s, dle fir nicht Zugrosse s stark konvergieren, sodass
die kartdischen Koordinaten hinreichend genau bestimmt werden kdnnen. Doch
versagen die Relhen leider fiir s + =. Mittels der Substitution s%: 2a'= ¢

folgen aus (3) nach einfacher Rechnung die Gleichungen

_ _a |sin¢ d¢ i __a [cosddd n
ol R (

Um die bestimmten Integrale auszuwerten und entsprechende Ndherungswerte
von x und y flir s+ ® zu erhalten, betrachtet EULER die speziellen Intervalle
¢ = kv und fihrt die Bestimmung auf die Integralformeln zurick:

©
o Lad k .
a (-1)k _a (-1)
x 2 Jsirwddb gm Py = cos$ d¢ gm- . (5)
0 [}

So "vermeidet man zwar das Einsetzen des Unendlichen, aber dafir wird die
unendliche Reihe [ z...] in die Rechnung eingefihrt. Da deren Summe bisher
nicht bekannt ist, macht die Losung dieser Frage bis jetzt noch die grdssten

Schwierigkeiten...” [5, p.62].
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35 Jahre spiiter gab EULER sclbst die L&sung dieses Problems, das er
seinerzeit den Mathematikern aufgegeben hatte, vollstdndig (6].und rein
analytisch, Ausgehend von der Gleichung (2) und einigen zweckmdssigen
Annahmen (Fig.4) gelangt er wieder
zum Gleichungspaar (4) und gibt
erstmals eine Skizze der spiraligen
Kurve, dle wir nach CESARO (13)
Klothoide nennen, EULER verweist
nun bei der Auswertung der bestimmten
Integrale (4) mit unendlicher Obergrenze

auf seine frihere (1744) unvollkommene

Methode, dle er jetzt verwirftzugunsten

einer "neuen, durch gliicklichen 2Zufall

Fig. 4
gefundenen, einzigartigen Methode", mit
deren Hilfe sich beweisen ladsst, dass
streng gilt
© @
lcos¢ d¢ _ (sind¢dé _ /7 6)
S e A

sodass sich fiir (Fig.4) die Polkoordinaten (des Punktes Z)

— — o a =
= = — ==Vn
AC A c 2 2
ergeben. Dieser "gliickliche Zufall” besteht kurz in folgendem:
Mittels seiner Gammafunktion (cf. [7) und [8])

fxn_le—pxdx = I'(n)
0

gelangt EULER nach Einfihrung des k.k. Zahlenpaars p*gqgi mit p = fcosa ,
q = fsina in Verbindung mit der Formel von Moivre zum - meistens nach

POISSON benannten - Formelpaar

j(x”-le—pxcos gxdx = L T'(n) cosna
o

(7)
J "_le_pxsin gx dx = L T(n) sinna J ,

FLLLMANN

sofort das Resultat (G)

N | —

von welchem der Spezialfall g = 1, p =0, n =

liefert |

Anmerkung: Ueber das zweite Integral von (7) gelangte EULER am Schluss
der hier betrachteten Abhandlung zu seinem (fidr die Analysis so ungemein wich-

tigen) Resultat

(8)

von welchem HARDY (9] elf verschiedene Beweise diskutiert hat.

111

Im Zusammenhang mit Intensitdtsbestimmungen bei der Lichtbeugung stiess
FRESNEL (zur Zeit des Wienerkongresses) [10] auf die - heute nach ihm be-

nannten - Integrale

v 2 v 2
TV . TV
cos ——/— dv ; sin—dv ,
; 2 2
° [}

indem sich - nach gewissen Annahmen - die Lichtintensitét J in einem bestimm-

ten Punkt des Beugungsspektrums ergibt als

2 28
v 2 v 2
J =k cos-ﬂ—v dv + sinﬂdv .
2 2 I
- —w

Zur Auswertung dieser bestimmten Integrale gab FRESNEL Tafeln fiir Werte
von 0.1< v <5.1 1in Zehntelgradschritten auf vier Dezimalstellen, spiter [11}

bis 5.5 und verfeinert.

A.CORNU deutete diese Resultate geometrisch und gelangte mit einem
{("eulersch" anmutenden) Ansatz schliesslich zur exakten punktuellen Darstellung
der Doppelspirale mit den zwei asymptotischen Punkten [12], wie sic in Fig.5
dargestellt ist, CORNU benitzt die einfache Substitution 2¢ = ﬂv7, und tat-
sdchlich fiihrt sie von Gleichung (3) direkt 2zu den Eulerschen Gleichungen (4).

Fig.6 zeigt die Halbklothoide in der Originalform, die ihr EULFR gegeben hat.

17
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mit konstanter Winkelgeschwindigkeit gedreht wird. Unter diesen Voraussetzungen

ist die Krimmung direkt proportional der Lange des durchfahrenen Bogens, dieser

mithin eine Klotholde (rs = az)_Die varilerung des Parameters a licfert eine

homothetische Kurvenschar mit a als Homothetiefaktor und dem Ursprung als

Homothetiezentrum.

M v

Mit der logarithmischen Spirale, die bekanntlich eine Unmenge schbénster

e—

Eigenschaften aufweist, kann die Klothoide in dieser Hinsicht natirlich nicht

Fig. 6 konkurrieren, doch liegen ihre Geheimnisse auch in tieferen Schichten des

mathematischen Bergwerks., Wdhrend sich das Gesetz der spira mirabilis unmittel-

ot - bar in den natirlichen Wachstumsformen vielfdltig manifestiert, erweist sich

<
T
v

die Klothoide jedoch als Schliissel zu mindestens dreil phinomenologisch grund-

1
verschiedenen Problemkreisen, die uns von der Natur vorgelgt werden:

1. Die Xlothoide 18st das Formproblem der (idealen) elastica lnversa.

5 2. Sie veranschaulicht die Verteilung der Intensitdtsextrema in Beugungs-

Fig.
spektren.

Diese imposante Kurve hiess CORMUsche Spirale, bis sie von CESARO [13] in 3. Sie optimiert die Dynamik und Kinematik von Fahrzeugen.

Klothoide (klwBG, die Spinnerin [Parze]) umgetauft wurde. Erst in jingster Wahrscheinlich liesse sich dieser Katalog vermehren; vielleicht wiirde durch
Zeit nennt man sie wieder EULERsche Spirale [14]. weitere Erkenntnisse sogar eine Mathematik klothoIdal bedingter Phidnomene
ermdglicht. Erste Ansdtze hierzu liegen in verschiedenen Arbeiten iber die
v Klothoide und die nichst hdhere Kurvengattung der sogenannten Pseudospiralen

von der natiirlichen Gleichung r = ks™ von CESﬂRO, PIRONDINI, ONNEN, PUISEUX,

Abgesehen von Darstellungen in einigen Lehr- und Kurvenbiichern geriet
WIELEITNER und anderen Forschern vor. Doch das berschreitet die Grenzen

die Klothoide bei den Mathematikern in den Hintergrund des Interesses, bis
unserer Miszelle.

sich die Ingenieure (Strassenbau nachdem 2. weltkrieg) ihrer annahmen. Im
Diese hingegen scheint wieder einmal mehr das "axiom der Wissenschafts-

Strassenbau missen namlich Richtungs&nderungen 1in der Linienfihrung durch . i 3
geschichte" zu besttigen: Tadgt ein Satz oder edin Sachverhalt den Namen

Einschaltung von Uebergangskurven moglichst stetig ausgebildet werden. Als . R A - . .
eines bestimmten Fomschens, so0 stnebt die Wahnscheinfichkelt dafir, dass

solche wurden bis in die Finfzigerjahre vorwiegend Lemniskaten, kubische )
diesen Fornschen den Enstentdecker des besagten Satzes bezw. Sachverhaltes

Parabeln und Kreisbogen mit doppeltem Radius des Hauptbogens verwendet, sel- 3
{ist, gegen Null. (Denkbare Ausnahme: LEONHARD EULER]. Ad hoc-Beispiele:

tener Klothoiden. Die ersteren wurden der Klothoide vorgezogen, da ihre Ab-

steckungselemente leichter zu rechnen waren, bis 1953 die allen Anforderungen 1. Die CORNUsche Spirale wurde von EULER entdeckt, analysiert und skizzlert.

geniigenden KlothoIdentafeln von P.KLAUS [15] vorlagen. 2. Die FRESNELschen Integrale stammen von EULER und wurden von diesem
auch bewdltigt.

Die Klothofde ist namlich die von allen welitaus zweckmissigste - auch
3. Die POISSON-Integrale [Gleichungen (7), p.4] wurden von EULER einge-

in theoretischer Hinsicht: Ein Autolenker erzielt auf einfachste Weise eine fihrt und mittels der Gammafunktion erschlossen

Richtungsinderung, indem bei konstanter linearer Geschwindigkeit das Lenkrad
* N
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THE KIEPERT CONICS
Raoland H. Eddy
Mamor ial University of Newfoundiand

8t, John'm, Newfoundliand, Canada, A1C 687

1. INTRODUCTION.,

Friedrich Wiliheim August Ludwig Kiepert was barn In
Brealau Iin 1846, He received his Dr, Phil, degree from the
Univermity of Berlin In 1870 under K, Weleratrass whose
lectureas he eisbaorated on and dimtributed in manumcript form
to other univermities, After teaching at Darmatadt, he
moved to Hannover as prafessor of higher mathematicms and
iater, in 1901, to become Dean, He continued there after his
emeritum In 1921 until his death in 1934,

Klapert'm work (m a good sub ject of atudy for this
conferenca mince his Interests encompammed both pure snd
nppl ied mathematics, Him extensive work on elliptic
functliona emphasized bath theory and applicationsa,

Oon the pure side, he pubtished, In 1869 In Nouv, Ann, Math,
(wae have not as yet located this referenca), reaults

concerning a hyperbals and a parabaols which now bear his

name, Again, on the spplied aide, he plonesered the

appl ication of mathematical principles to personal Insurance
mchemea and Ianter extended thim to (ndustrisl insurance
practicen, In thim talk, we shall concentrate on the conlica

which bear his name,
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2, THE HYPERBOLA

In keeping with the theme of the conference, wve ahali
mtart, In an applied setting, with the following problem in
staticu, Suppose three equal waights are each attached to a
plece of mtring tied together at a knot P, I1f the weights
are then pamsed through three noncoll inear holes A,8,C in a
horizontal tabl/e top, with P above the table, the symtem im
in equl!libriun when the knot Ix at the Fermat point of A8C.,
To enaure that P im in the Interfor of ABC, no angle
must be as great as 1200.

Thim point has an Interesting geometric aigniflicance In
that it Torricelii's molution to the faollowing problem posed
to him by Fermat, Find a poilnt P In the plane of a given
trisngle ABC such that the sum AP + BF + CP Is mininun,
Further, thims point can be obtained by the following
geometr lc conatruction, On the aides of the given triangle
ABC am bamem conmtruct equiiaterial triangles A'BC, AB'C,
ABC' then AA', BR', CC' are concurent at the Fermat polint,

It e an (mmed{ate conmequence of Cava's theorem that
concurrency atilt! holda (f the conmstructed triangles are
aimilar isosceles with bame angle ¢ . Am ¢ varies, the
locum of the point of concurrency, which we now conaider as
the centre of perspective of ABC and the trisngle A'B'C’
(called Kiopert'm triangl®), (m an rectangular hyperbola,

clrcumacr ibed to ABC, with equation.

CDDY

-y
1) =in(B - C)AY + min(C - A)vya + ain(A - 8)ag = 0 ,
where a, B, Y sra the trilinear (also called trisnguliar or
normal ) coordinatems of P with respect to ABC, ite axes are

parallael to Steiner's axes af ABC and It im the Apollonian
hypaerboila of the arthocenter of ABC with raapect ta Steiner'sa
@llipse (see Camey [(21), Thim iw Kiepert's hyperbaila.

More recently, Bottema and van Hoorn (1] propomsed the
faotlaowing problem, Let P be a point In the plane of a
nonequi iateral triangle ABC and let 1 be the trilinear
polar (or harmonical) of P with respect to ABC,
Show that the locus of the points P such that N Iis
parpendicular to the Euler |ine of ABC, Is a rectangular
hyperbola passing through the vertices of ABC, through Iits
centroid and through iIts orthocentre. Curiously, the
moclution ia Kiepert's hyperbola although apparently no
mention of that fact was made either by the proposers or
by any of the solverws,

Another interesting aspect of this conic iw aseesms by
conaidering ite Image with respect to the (msogonal

transformation. In general, this traneformation (s defined

pointwvise by the remlationship (a, g, YY) (i, %, $) -
(By, vya, af) sea Camey (2], and Is wel! defined for all painta

in the pisne except for thowe Incident with the trisngle of reference,

For a more general treatment of thia transformation see Euves

and Kimberling, [3] ., From equation (1) , it s seen
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that the hyperbola psames through the centrolid Gli 8’
and the orthocenter H(sec A, smec B, meac C), hence its

tranaform (m the |ine
(2) ain(B — Cl)a + ain(C - A8 + sin(A - B)y = 0 ,

which contsins the clircumcentre Ol(comA, cosB, cosC)

and the Lemaoine (aymmedian) point K(m, b, c), Thim

ia the Brocerd lina of ABC; it contsins the Brocerd
diameter and im perpendicular to the |ine containing the
centres of the clirclea of Apallonius (Lemoine | ine),

3, THE PARABOLA,

Since the trisngles ABC and A'B'C' are In perspective
from a point, they are salmo Iin perspective from a |ine
(Demargues' two trisngle theorem), The envelcpe of thia |ine,
which |Is determined by the Intersectionas of the correaponding

mnidems of ABC and A'B'C', |m Kiepert'a paraboia with equation,

agsin (n trilinears,
3) j;bz- cz)c & Jﬁcz— -z)p * Jﬁ-z = bz)v - 0 .,
see Casey (21, Interestingly, thim Iinescribed conic has the Euler

line of ABC as Ite directrix and (ta focum im the point whose Wallace

(Simpson) line is parallal to the Euler |ine, In addition,
it ham the Lemoine | ine, described mbove, as one of I(ta
tasngents,

EDDY

4, CONCLUS ION

it |ma momewhat murprlieing that, even though the Kiepert
conice occupy important pomitiona in the general ephere of
Evclidean geometry, they secem to be relatively unknown today.
Thim fact ia even more surpriming sincae the concepts to
which they are relatad, for example the Euler lina, Brocard
line, Lamoine line, symamedian point, are very well known.
There are, no doubt, other intersting properties of thewme
conica, known or yat to bhe discoverad, consequently, they

would esem to merit further study.
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NISTONISCHE VNTWICKLY 6 UND AVWENDUYGEN
DEN KETTENDRUCHE
Milo¥ Ganak
Es ist Dhekannt danss die Nriiche der VForm
a
LI = (1)
a
2
h]+
b, + .
B
By +:
oder
n a,| a
1' 2 (o
e R T s 2)
0+ |hl |h2 'bk

und b1 Konstanten,wie
- die

ttie sen.Kettenbriiche darstellen,wobeil ay
auch die recllen oder komplexen Funktionen sind,fier sind ay

partiellen Zihler, h1 - die particllen Nenner, bo - der frele Glied

und "i/hi i-ter Kettenglied.Die Nrliche der Form

D] P a r a,| Py
1 1 2 2
2= o e B e R s e d
T =0, » %7 TO o Ntm T, TT,
a a,| ag | r
1! 2 K K
. . v+ + %t == ()
o |b1 |h2 ‘bk Ok )

nennt man die giiltiren Briiche fiir den Kettenbruch (1) .
Schon 2000 Jahre befassen sich die Matematiker mit der Theo-

rie der Kettenbriiche.Dabel konnen wir parallel die historische Fnt-

wicklunp der fundamentalen Ketteubhruchstheorie wit den Anwendungen
in anderen mathematischen Gebieten wic Algebra,Zahlentheorie,reelle
und komplexe Analysis,Wahrscheinlichkeitstheorie,numerische Analy-
sis,Thecoric der Differential- und Interralpleichungen u.s,w, und
mdererscils die Fntwicklung der Anwendungen der Kettenbriche in der
Physik,Chemic,Mechanik und Elektroteclhnik folgen,Fs ist auch mig-
liech,die historische Entwicklung verschicdener Verallgemeinerungen
der Kettenhriiche Letrachten,Die priosse Mathematiker des XVI11T-XX
Jahrhunderts wie z.b. Euler,Jacobl oder Poincare hahen die Verallre-

meinerumeen mit cinem linearen Charakter cingefiibrt.Andercrseits ha-

26

CANAK

ben die neusten Vernllﬂomcinnrunnnn/vnrzweiute,1nLenran und arceolii-
1re Kettenbriiche/ eine nichtlineare Charakteristilk.Man konn hicr anel
einen tiefen Zusammenhang und ein Wechuselspiel zwischen reiner nnd
angewandter Mathematik im Laufe der Geschichte sehen.Die neuen Lrpreh-
nissce in der Ketitenbruchstheorie crmiglichen diec Anwendune in der Me-
chanik und Technik und umgekehrti crweckt die Betrachtung verschiecide-
ner "verzweipten Erscheinungen” in der Natur und Wissensehnft die in-
fiihrung der neunen mathematischen Negriffe und Verallgemelnerunpen,

Es besteht keiln schriftliches Dokument,iass die alten Gricchen
den euklidischen Algorithmus zur Konstrulktion verschiedencr letten-
briiche niitzen,llie erste belkannte Kettenentwicklung

3+ ——iLﬁr ("

61-—3
fiir [13 finden wir nach R.Bowhelli /1572/,/siehe [1]/.E1ne iihnliche
Intwicklung

s =u+ Bl 21y 2 (5)
rab P.Cataldi/1613/,/siehe [2]/.U.Schwenter/1630/,/siehe [3]/ und
Chr.lluygens/1696/,/siehe [h]/ haben die giiltigen Briiche als Approxi-
mation eines Kettenbruches bhetrachtet.lie erste unendliche Kettenent-
wicklung

o o E

W =1+ K (2n-1)7/2 (6)
finden wir hel W.Brouncker/1659/.

L.Euler/1748/,/siehe [5]/ hat systecmatisch eine Kettenhruchsthe-
orie nusrehildet.Er zelgte doss sich diec Kettenbriiche in der Zahlen-
Lheorie wic auch in der Analysis anwenden lassen.Seine Ergebulsse on-
ben auch Lagrange,Gauss,fialois,liouville u,s.v.

Die mnalytische Theorie hatte auch einen langen FEntwicklunrsveg,
Euler formicrte oline Bewels dic Ketltenentwicklungen fiir einipen Inte-
gralen und Totenzrellien.Er fand auch die Ldosung der NICATIschen Dif-
ferentialgleichung in der Form cines Kettenbruches.

Jd.Lamhert /1718/,/siehe [b]/ entwickelte 1In(1+x),arc tr x und
lg x 1in die Kettenbriiche und erforschie dic Frage der Konverrenz
der Kettenbriiche nach diesen Funkiionen,Lagrange fand die Entwicklung
rir (%)M waa _fht/(lq-t") wnad Euler aueh fiir In[(1+x)/(1-x1] .
Gnuss erhielt die mettenentwicklung fiir den Quotie.. L
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F(n,h,c,2) /F(n,h#l,cxl,z) {7)
der hyperreometrischen Funktionen,Aher die entsprechiende Konverrenz-
frage crforschte L, Thamé /1887/,/siche [7]/.“ns Problem der Darstel-
lung edner heliehipen Potenzreibe mit einem Kettenbruch untersuchten
M,Stemn [7],J.Hei]urmnnn [8] und G.Frohenius [0].

In dem zwanzipgsten Jahrhundert entwickelte sich weiterhin die a-
nalytische Theorie der Kettenbriiche mit Anwendungen und ihre FKrgeh-
nisse paben dabel S,.RNamanujan,G.Watson,C.Preece,0.Perron,E.Van Vleck,
0,¥Wall,l.Nlamburger,J.Sholat,A.Pringshecim,S,Pincherle,0.Szasz u.s.w,
Viele historischen Angaben aus dieser Problematik finden wir in [lﬂ N

In der neusten Zeit werden cinige,filr die Praxis sehr wichtipe
Verallgemeinerunpgen der gewshnliclien Kettenbriiche,durch die verzweipg-
ten,integralen und areoliren Kettenbriiche eingefiihrt,

In der Monographiec [li] ,/1974/ hat P.Dodnaréuk die Frage der
Konvergenz der verzweigten Kettenbriiche erforsceht und die rekurren-
ten Formeln filr die Ausreclmung des Ziihlers Pm und des Nenners Om
des m-ten gliltigen Bruches l’m/Qm ausgefithrt,

Die lincaren elektrotechnischen Schemas lassen sich mittels
der algebraischen, linearen Gleichungen heschreiben,die sich auf
Grund der NIRCHNICFPschen Rlegeln aushilden.In der Theorie der ver-
zwelipten Kettenhriiche ist bekannt,wie sich jede Komponente der Li-
sung eines nalpeehraischen Systems mit hilfe eines verzweigten Ket-
tenhruches darstellen kann.Einec snlche Darstellung «ibt nicht nur
die numerischen Wertc der Komponenten,sondern zeigt auch nuf Art
und Teihenfolre der Verkniipfung der verallgemeinerten Widerstiinde,
was die Konsiruktion der elektrotechnischen “chemas crmiglicht,

Die Anwendung der Theorie der verzwelgten Kettenbriiche in den
clektrotechnischen Berechnungen wird in der Arbeit (12] von I.Ero-
hov/1978/ausfiihrlich erforscht.Wenn die Zahl der Gleichungen zu
gross 1st,kann man anstatt des unendlichen Ketienbruches,seinen
giltigen Nruch nehmen,Es wird gezeipt,dass ein solcher Fehler nicht
zu1 gross ist und das entaprechende eclektrotechnische Schemn vercin-
facht sich im grossen Teil.

fLine weitere Vernllgemelnerung erhi#lt sich,wenn man in einen
verzwelpten Kettenhruch die Summen mit den Intepralen vertauscht,

Die TFrage der Konverpenz der Integralen Kettenbriiche hat R, Mihnlj-
tuk/1978/ in seincr Arheit [13] erforscht,Auch M,Sjnvavko imd T,
Qinovoiovoei hahen cinige Ergebriisse zn dieser Fheorie ienehen,V,
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Skorohopgnlko /1963/ nutzte in seilner Monographic []h] die Theorfe
der inteprralen Kettenhrliche zur Lisung eines pralktischen I'roblews
der Astrophysilic,

In seiner Arbeit []5] hat Jder Verfasser noch eine Verallpemei-
nerang des Negriffs des pewiihnlichen Kettembruches durch die sgn.,
areoliiren Ketienbriiche der IForm

- v, (z)Zl Vg (z)-z| w. (2)Z]

s(z,Z)=v (2)+ T + 71 +... ¥ T+ - (&)

wohel wk(z) helicbige analytischen Funktionen sind,einpefiihri . Dic-

se Keltienbriiche ermiglichen eine neue Art der Interpolation/ of -In-

terpolation/ einer nichtanalytischen,komplexen Funktion V(z,%).

In seiner Monographie [1Q]zeigte I.Vekua wie sich die Theorie
der verallgemeinerten analytischen Funktionen in der Theorie des
momentefreien Spannungszustandes ciner elastischen Schale anwenden
kann,Die Spannungszustand einer clastischen Schale lisst sich mit
Hilfe clner verallgcmeinerten analytischen Funktion,die die Lisung
eines elliptischen Systems der Differentialgleichungen von VEKUA-
typus darstellt,beschreihen,Aber die Theorle der areoliren Ketien-
briiche und speziell die o -Interpolation ist cine giinstipge und ef-
fektvolle Methode in der Theorie der verallgemelnerten analytischen
Funktionen . Niihmlich,wenn wir auf der Mittelfliiche der Schale (n+l)
- verschiedenen,geschlossenen Konturen auswiihlen,und wen. die Wer-
te der Funktion W(z,Z) auf diesen Konturen gepeben sind,so kiinnen
wir diese Funktion durch Anwendung der o -Interpolation mit ciner
rationalen Funktion in Form eines Kettenbruches (8) approximieren,
der cinfacher und giinstiger fiir die numerischen DRerechnungen ist,
Die Rechnung ist ganz einfach hei den Rotationsschalen,denn in die-

sem Fall konnen wir fiir die Konturen cin System des Kreises
a.
T — 3 a1 - [ -
zZ = ;l‘ , /1=0,1 .,. n/ auswihlen und dann die OLai/z In

terpolation anwenden,
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BINDER

WANN EXISTIERT EINE MITTLERE BEWEGUNG?

- EIN ZAHLENTHEORETISCHES PROBLEM

Christa Binder

(Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Edmund Hlawka, zum 70.

Geburtstag gewidmet.)

Venn man auf elnem Kreisumfang der Linge 1 elnen Faden
umwickelt, der in regelm4fiigen, gleichen Abstinden Knoten
hat, dann bilden diese Knoten - nach wunendlich vielen
Wicklungen - eine Menge auf dem Krelisumfang, die nicht nur
dicht, sondern auf dem ganzen Kreisumfang glefchm&fiig dicht
Ist. (Vorausgesetzt, der Knotenabstand wird durch elne
irrationale Zahl gemessen).
In dieser Formulierung tritt der zahlentheoretische Satz,
der uns in dieser Arbeit stets begleiten wird, 1909 bei Bohl
{3] erstmals auf. In anderen gleichbedeutenden
Formulierungen lautet er, zum Beispiel, folgendermafen:
Sel a eine irrationale Zahl; mit (x) bezelichnen wir die CZahl
x=[x) ([x] ist die zu x nlichstkleinere ganze Zahl). Sei
J={a,b] ein beliebiges Teilintervall des Einheltsintervalls
{0,1> und n(l) die Anzahl der n Zahlen
Cka) ¢k=0,1,2,...,n-12

die im Teilintervall J liegen, dann gilt die Bezfehung

(1) lim n¢J)/n = b-a '
(n gegen unendlich) fUr jedes solche Teilinterwvall.
Heute sagen wir nmit der von Hermann Veyl 1916 in (8]
eingefUhrten Terminologie:
Venn a eine irrationale Zahl Ist, dann Ist die Folge (na)
sletchvertellt modulo 1.
Vie kam es nun zur Formulierung eines solchen Satzes, und
welchen Zusammenhang hat «er =zu dem {m Titel erwdhnten
Problem der Existenz mittlerer Pewegungen?
Lagrange hat in seinen astronomischen Untersuchungen die

Stérungen gewisser Elemente der FPlanetenbahnen durch Jden
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Einf i e Aanden e Planetsn Lestrmihtet und  die Frage
gostellt, unter welchsn Pedingungen dlese Elemente stabil
blettwn, Genauver:  Ein FPlanetensystem, das aus n Planeten
hestwht, howege sich um einen Zentralstern (die Sonne). Die
Flanctenbahnen =ind in erster Niherung Ellipsen, deren

Elemente Stérungen unterworfen sind. Vir untersuchen dlie

folgenden Elemente: die L¥nge des aufsteigenden Knotens (die

Schnittgerade der Bahnebene mit der unverdinderlichen Ebene),

die Neigung der Bahn (den vinkel zwiechen der Bahnebene und

der unverlnderlichen Ebene), die Perihelliénge (gemessen

durch den  Winkel zwiechen der  Knotenlinie  und dem

connennicheten Punkt der Bahn) und die Exzentrizitdt. Eine

e veranschaulichen

kleine Skizze nége diese Begriff

unverdinderliche Ebene E

. feste Gerade in E

. Schnittgerade zwischen E
und Babnebene = Knoten
Winkel mift HBhe des auf-
steigenden Knotens
Neigungswinkel
Ferihell&inge

der Stérungsfunktion liefert nun

Die Differentialgleichung

nach Entwicklung in eine Fourierreihe und Integration in

erster Ndherung fUr die gestdrte Planetenbahn

2) Ucos,(t)=A|cos(g|t+B‘)+Afcos<gzt+ﬂ:)+...+A”cos(g"t+5“)

using (t)=A,sin(g t+M, y+A-sin(gzt+Bd+. . +A sin(g, t4B.)
u ist die Exzentrizitit der Planetenbahn,
,n) sind reelle Zahlen. Eine

y die Perihelllnge,

t die Zeit, A,, g.., B, i=1,. .-
Shnliche Beziehung gilt fur die Knotenlinie und die Neigung.
(NEheres Uber diese Ableitungen und die darin auftretenden

Konstanten findet man in Charlier [51). Die Glieder auf der
rechten Seite von (2) geben die Stdrungen an, die die m
Plancten des Systems auf die BahngriiBen eiunes der Planeten

auztiben. Ez  geht nun darum. =V untersuchen, ob diese
Starungen hei wa-hsendem t H’”B werden oder ob sie zwischen
wndlichen Grenzen bleiben, d.b- di= Pahn stabil bleibt. Man
capt, e existiert eine mittlere Feweguns, wann @t in der
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Form got=ctax darstellbar jet, wobed X tihr alle 1wl hen
endlichen Grenzen Llefbt. Berelts Lagrange hat gezelgt, dafl
in folgenden F&llen immer eine mittlere Bewegung existiert:
1) fur n=2, 2) f0r n®3, wenn ein A, gréfer als die Summe der
Ubrfgen A, {st. Diese RBehauptung kbnnan wir lefcht
geometrisch veranschaulichen. Vir werden diese geometrische
Interpretation auch bei den welteren Untersuchungen nitzl{ch
finden. 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, daB die A, verschieden
und der Grdfe nach geordnet sind. Auch die g, k8nnen als
verschieden angenommen werden. Der KuUrze halber schreiben
wir fUr g,t+f,=a,. Die Summanden auf der rechten Seite van
(2) k8nnen als Polarkoordinaten eines Vektors mit der Linge
A, angesehen werden. Im Fall n=3 hat man aleo, wenn die

Lagrangesche Bedingung erfullt ist:

Der Summenvektor, die linke Seite von (2), liegt sicher in
dem eingezeichneten Kreis, seiln Richtungsvektor ist
beschrédnkt, d.h. es existiert eine mittlere RPewegung. Hier
eingezeichnet ist nur der Fall n=3, man sieht aber leicht,
dap die gleiche SchluBweise auch fUr grdferes n mdglich ist
Auch den Fall, daB ein A, gleich der Summe der Ubrigen
Koeffizienten is5t, kann man &hnlich behandeln.
Nun wollen wir den nicht-Lagrangeschen Fall fUr n=3 genauer
betrachten. Vir folgen hier Bohl, der dies in (3] als erster
untersucht hat. Zundchst zelgt er mittels einer
Transformation, daf ez genilgt, die Gleichung

3 uctgy = (A+Rcosx+Coosy)/ (Bsinx+Csiny)

(X= (g ~g Yt4B ~B,, y=¢(g ~g dt+B.~B,)

zu betrachten. Aus  den Lngen AB,C wird ein Dreieck
gebildet. Die VWinkel, die B und C gegenlberliegen sefen w.
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undw ey Cuwoche vonoyoum Vielfache von 2F hlngt von der
Anzahl der Bherschreitungen  dappeltperiodisch  angeordneter
Verhindungsstrecken je zweler Punkte, fUr die ZHhler und
Nenner In 3 gleichzeitig varechwinden, ab. Bohl
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transformiert dadurch die Frage nach dem Verhalten von y fUr
wachsende t zur Frage mnach dem asymptotischen Verhalten
einer zahlentheoretischen Funktion, die folgendermafen
erklirt werden kann: gesuct ist die Anzahl der Gitterpunkte
mit positiven ganzzahligen Koordinaten, die sich in einem
schiefliegenden Farallelstreifen unterhalb von Y=t befinden.
Die Breite des Streifens entspricht dabel der Fllche des
Dreiecks A,B,C, der Anstieg der Paralellen ist
(g:—g.)/(g:—g,)=p.
Von dieser Zahl hsngt das asymptotische Verhalten, und damit
die Existenz der mittleren Bewegung, ab.
Bohl zeigt den folgenden Satz:
Der Ausdruck y(t) strebt, wenn t unbeschr&nkt whchst, nach
einer endlichen Griéfie, so dafi stets elne charakteristische
Zahl existiert. Dieselbe 1iIst, falls P eine Irrationalzahl
darstellt gleich
1M (g wy tg W tg-wa)
(die Fliche des Dreiecks) falls aber ¢ eine Rationalzahl
darstellt, so ergibt sich ein anderer Vert (der
Parallelstreifen wird gewissenmaBen periodisch). Bohl =zieht
sus dieser Aussage die Folgerung: Ist @ rational, dann
existiert eine mittlere Bewegung, ist p {rrational, dann
existiert keine mittlere Bewegung. Eine Entscheidung ist
also Im allgemeinen nicht mdglich.
Felix Bernstein hat 1912 in [1) erkannt, daf die Sktze, die
in den Jahren 1909/10 von Bohl, Sierpinski und Weyl - jeder
von einer vdllig anderen Problemstellung ausgehend - gezeigt
wurdediie gleiche zahlentheoretische Aussage darstellen,

némlich die bereits anfangs erwlhnte Gleichverteilung mod 1

der Zahlenfolge (un). Er baut auf den Ergebnissen von Bohl
auf und untersucht das Problem mengentheoretisch. Dabei
kommt. er zu dem Schlufl, dafB die geometrische

Valhrecheinlichkeit fUr die Existenz einer mittleren Bewegung
Null sel. (Er verwendet Kettenbriche und Lebesguesche

MaRthuorie. ) An dieze Behauptung von Bernstein schlieft sich
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nun eine Diskuds-.lon  awn, ERED noah i laht 1910 in  ten
Mathematischen Annalen auspeiragen wurde. Als erster meldet
sich Bohl zu Vort [(4]. Er meint, daB es doch mdglich e&ein
kBnnte, daB be i der Entstehung des Planetensystems

Verh¥ltnisse vorlagen, die zur Fulge haben, daB gewisse, mit
der Bewegung des sich echliefilich bildenden Systems
zusammenhdngende Gr¥fen Speczialwerte annehmen, d.h. daf sich
die betrachteten Grbpen nicht notwendig wie zuflllig
gewhdhlte reelle Zahlen verhalten miften. Auferdem seien die
Ausgangsgleichungen nur Nbherungen. Bernstein verteidigt in
(2] seine Aussage mit wahrscheinlichkeitstheoretischen
Argumenten.

Von Bernetein auf die astronomische Problemstellung und auf

das gleichzeitige Auftreten der zahlentheoretischen
Fragestellung aufmerksam gemacht, untersucht nun Hermann
Veyl die Situation genauer. Er findet einen neuen,

wesentlich einfacheren und verallgemeinerungsfihigen Beweis
fUr die =zahlentheoretische Aussage - das heute so genannte
Veylsche Kriterium - wund trégt dies im Sommer 1913 1in
Gdttingen vor. Anl&flich seiner Berufung nach Zurich h#lt
Veyl am 9.Mai 1914 vor der Schweizerischen Mathematischen
Gesellschaft einen Vortrag mit dem Titel ¢ber eine Anwendung
der Zahlentheorle auf die statistische Mechanik und die
Stérungstheorie ((71), in dem er die Theorie der
Gleichverteilung (diese Bezeichnung wurde von VWeyl in seiner
fundamentalen Arbeit (81 eingefihrt) auf verschiedene
Gebiete anwendet: auf die Bewegung einer Billardkugel, auf
die statistische Mechanik und eben auf die Stdrungstheorie.
Hier gelingt es ihm, die Beschrénkung auf drei Planeten,

Uber die Bohl nicht hinausgekommen ist, fallenzulassen, da

seln Satz - das schon erwlhnte Veylsche Kriterium - auch in
htherdimensionalen RHumen glltig ist. Als Beispiel
untersucht er den Fall von 4 Planeten genauer. Dazu

betrachtet er Gelenkvierecke wund berechnet deren Fl&chen.
Dieses Problem hat 1{hn auch noch in sphterer Zexit
beschdftigt; so =z.B.1916, als er in (8} wieder «fiir die
Mathematiker dieser Zeit wahrscheinlich SChwet
verstdndliche) Bemerkungen Uber die Invarfanz dieser Fl&ichaen

macht und dabed ein falsch berechnetes Integral angibt: ader
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1O ([0 vl 101y gl er dleses Intergral horriglert
dahet kurz Uber die Geschfchte unseres Satzes sprichl  und
weiltere Aussagen Uber mittlere Bewegungen macht. Zurlick zu
1914: In den Aussagen von Veyl finden sich einige
Ungereimtheiten; er meint z. B, im Gegensatz =zu Bohl und
Pernstein, daPB immer eine mittlere Bewegung existiere. Dies

24

kdnnte auf einer wunterschiedlichen Auffassung des Begriffs
der mittleren Bewegung beruben, oder auf der Elle, in der
diese Arbeit niledergeschrieben wurde, oder auch auf einer
ungenauven Ubersetzung Iins Franzdsieche (der letztgenannten
Ursache widersprechen allerdings die gleichbleibenden
Aussagen von Veyl aus splterer Zeiﬂ‘

Abschliefiend noch eine Bemerkung Uber die praktische
Anwendbarkeit der dargestellten Untersuchungen (Bohl [3],
S.109):

Die Fedeutung des behandelten Froblems fUr die Astronomie
dirfte, wenigstens 1In seliner bisherigen Gestalt, gering
sein. Man kann dasselbe jedoch auch als mathematische Frage
auffassen, und es schien mir In jJjedem Fall geboten, dile
meiner Meinung nach (bisher) unkorrekte Behandlung derselben

zu verbessern.
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DER FUNFTE MERKWURDIGE PUNKT ~ ANMERKUNGEN ZU SEINEM ENTDECKER

UND DESSEN UNTERSUCHUNGEN ZUR DREIECKSGEOMETRIE

Peter Baptist, Bayreuth

Das 19. Jahrhundert brachte eine Fillle von neuen Ergebnissen zur
Dreiecksgeometrie. Eine groBe Zahl wertvoller Beitrdge lieferten
Mathematiker im Schuldienst. Einer ihrer bekanntesten Vertreter
ist Karl Wilhelm Feuerbach (1800 - 1834), dessen Satz ilber die
Bertlhreigenschaften der zum Dreieck gehdrenden Kreise nach H. Eves
{3] wohl zu den elegantesten Ergebnissen der Dreiecksgeometrie
z8hlt. Neben wissenschaftlichen Zeitschriften und Biichern waren in
der damaligen Zeit insbesondere die Jahresberichte der Schulen
wichtige Publikationsorgane. Hier finden sich viele erwdhnenswerte
Aufsdtze von heute fast vergessenen Verfassern. Dieses Schicksal
widerfuhr auch dem Namensgeber des fiinften merkwiirdigen Punktes*),
der nach Christian Heinrich von Nagel (1803 ~ 1882) benannt ist.

Biographische Notizen

GroBen EinfluB auf den Mathematikunterricht im K8nigreich Wirttem-
berg hatte der 1803 in Stuttgart geborene Christian Heinrich von
Nagel. Nach dem Studium der Theologie und Mathematik, einer zu sei-
ner Zeit nicht seltenen Kombination, war er kurze Zeit Vikar. 1827
begann er seine Schullaufbahn am Lyceum in TlUbingen. Daneben promo-
vierte er und habilitierte sich in Mathematik an der dortigen
Universitdt. Als Privatdozent hielt er dann auch Vorlesungen zur
Geometrie. Im Jahre 1830 trat er eine Mathematikerstelle am Gymna-
sium in Ulm an. Um Nagel in Wirttemberg zu halten, wurde er 1844

Die ersten vier merkwirdigen Punkte sind die klassischen Transversalenschnitt~
punkte Schwerpunkt S, Umkreismittelpunkt M, Inkreismittelpunkt I und HShen-
schnittpunkt H.
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Zwel nichtparallele Ecktransversalen
2 AY und BZ schneiden sich in einem
Punkt P. Mit Hilfe der Streckenver-
AY BZ
— und :% zelgt er, das
AP BP
auch CX durch p verliuft, X,Y,2 sind

3 hdltnisse

A ! B jeweils Beriihrpunkte der entsprechen-

den Ankreise bzw. des Inkreises.
Dieses Vorgehen ist wesentlich aufwendiger als das Arbeiten mit dem
Ceva', da die fir den 'Ceva‘’ bendtigten Seitenabschnitte bei Nagels
Vorgehen ebenfalls gebraucht werden,

Am Beispiel des Existenznachweises filr den Nagel-Punkt soll nun diese
Beweismethode niher erliutert werden.

Beispiel: Die Existenz des Nagel -Punktes

Entscheidend fiir Nagels Beweistechnik ist das Teilverhdltnis, mit dem
der Nagel-Punkt N die durch einen Eckpunkt des Dreiecks und den zuge-
hérigen 'FuBpunkt' der Nageltransversale bestimmte Strecke teilt. Ist
Y der Beriihrpunkt des Ankreises an die Seite [CB], d4.h. also der 'FuBs-
punkt’ der Nageltransversale, so gilt:

r wWobel s := %(a+b+c) . (#)

2l 1Z
i
o

Der Beweis von (*) erfolgt mit Hilfe dhnlicher Dreiecke. Die Nagel~-
C transversalen AY und BZ schneiden
sich in N. Nagel zeichnet nun eine
Parallele zu AY durch C, die die
y Ecktransversale BZ in R schneidet.
Wir haben nun zwei Paare Xhnlicher
Dreiecke

B OANZ ~ ACRZ und ABRC ~ ABNY .

Mit Hilfe der hieraus sich ergebenden Streckenverhiltnisse bekommen
wir

é§ = g—z -+ und daraus folgt (=) .
NY
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Nagel zeigt nun mit (#) die Existenz des Transversalenschnitt-
punktes. Er argumentiert folgendermaBen (X,Y,Z seien die Berlhr-
punkte der Ankreise an AB, BC bzw. CA):

AY n BZ = {N) . Wegen (%) gilt: -
. AN ?

AY und CX schneiden sich in einem Punkt K : AY n CX = (K)

p.h. AL -5,
AK
AY _ AY

Da — = — ist, fdllt K mit N zusammen und CX geht durch N
AN AK

Bem.: Nagel muBf bei seinem Vorgehen fiir jeden der betrachteten
Transversalenschnittpunkte ein (#) entsprechendes Teilver-
hdltnis bestimmen. Diese Ergebnisse - Analoga des bekannten
Teilverhdltnisses des Schwerpunkts auf den Seitenhalbierenden
sind schon fiir sich allein sehr interessant.

Als Belspiel sel noch der Gergonne-Punkt G angefithrt.

Hier gilt (Y ist der Berilhrpunkt des Inkreises an (BC]) :

J— 2
&_X= '3'%;:‘:‘) , wobel q := ab+ac+bc ,
AG
bzw.
-— r +r +r
é% = _E;_j?;——s , wobei mit r_,r, ,r_ die Ankreisradien
AG b “c bezeichnet werden.

Kollineare Punktetripel

Neben der Existenz merkwilrdiger Punkte bewles Nagel, in Analogie

zu der ihm bekannten Euler-Geraden, die Kollinearitdt bestimmter
Tripel merkwilrdiger Punkte. AuBer der Euler—Geraden gibt Nagel

noch fUnf weitere Tripel an, wobel der Schwerpunkt S jedem dieser
Tripel angehtrt. Mit ihm kollinear sind der Nagel-Punkt N und der
Inkreismittelpunkt I, der Gergonne-Punkt G und der Mittenpunkt O,
jewells ein HuBerer Nagel-Punkt und der entsprechende Ankreismittel-
punkt. Weiterhin zeigt Nagel, daB der Schwerpunkt S die durch die
beiden anderen kollinearen merkwlirdigen Punkte gebildete Strecke
jewells im Verhdltnis 2:1 teilt.
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Die Beweise werden nicht, wie der bei Euler, mit analytisch-trigo-
nometrischen Mitteln gefUhrt, sondern Nagel legt, wie bereits er-
widhnt, groBen Wert auf die "Reinheit" der Methode. D.h. elementar-
geometrische Aussagen sollen mit elementargeometrischen Mitteln
bewiesen werden.

Die Nachweise sowohl fir die Kollinearit¥t als auch filr das Teil-
verhdltnis erfolgen fiir jedes der Tripel einzeln mit gleicher
Beweistechnik. Greifen wir wiederum den Nagel-Punkt exemplarisch
heraus. Zu zeigen ist der

Satz: N,S,I sind kollinear und N§ = 2-ST.

Als Vorbereitung zu dem Beweis dieses Satzes zeigt Nagel zwei Hilfs-

sitze.

Hilfssatz 1: Die Gerade durch den Eckpunkt C eines Dreiecks und
den Nagel-Punkt N ist parallel zu der Geraden durch
den Inkreismittelpunkt I und dem Mittelpunkt M, der
Seite (AB], d.h. cNI ™, .

Hilfssatz 2: Es gilt: CN = 2-IM_ .

Die Beweisidee fiir den Hilfssatz 1 ist besonders interessant. Nagel
betrachtet zwei Dreiecke mit gemeinsamer Grundseite [IMc], deren
dritter Eckpunkt C bzw. X (= Berilhr-

// punkt des Ankreises an [AB]) jewells
c auf der Geraden CN liegt. Er weist

‘nach, daB die beiden Dreiecke AIMCC

i, und AIM X flidchengleich sind. Somit
/11! miissen die H8hen auf [IMC] gleich lang

M/ I sein und es gilt CNIl IM .
X/ )
A ,I// M B

Mit Hilfssatz 1 zeigt nun Nagel, daB die Dreiecke AACN und AIMaMc
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dhnlich sind (Ma bzw. M sind die
Mittelpunkte der Seiten [BC] bzw.
[AB]). Aus den sich ergebenden glei-
chen Seitenverhiltnissen und

AC = Z-Ma_M; folgt Hilfssatz 2.

H, B

Wie beweist nun Nagel den obigen Satz? Er geht davon aus, daB sich
die Geraden IN und CMc in einem Punkt S schneiden und zeigt, daB S

der Schwerpunkt ist.

Wegen Hilfssatz 1 gilt:
c AISM_ ~ ACSN .
Mit Hilfssatz 2 folgt daraus
CS = 2§ﬁ:, und somit ist S Schwer-
I punkt. Ebenfalls aus der Ahnlichkeit
der beiden Dreiecke folgt
N§:5I = 2:1.

M

[

Soweit der Einblick in Nagels Beweistechnik. Ebenso verfihrt er bei
den vier weiteren Tripeln. Um eine Verallgemeinerung, die sich hier

anbietet, hat er sich anscheinend nicht bemilht.

Nagelsche Punktepaare (vgl. [11])

Wir wollen nun die Einzelergebnisse von Nagel zusammenfassen und

definieren in Verallgemeinerung obiger Resultate:

Definition: 2Zwei Transversalenschnittpunkte P,P' und der Schwer-
punkt S selen kollinear. Liegt S zwischen P und P*
und gilt PS = 25B', so heiBt das Paar (P,P') Nagelsches

Punktepaar.
Damit erhalten wir den

Satz: Gegeben sind ein Dreieck ABC und ein Nagelsches Punktepaar
(P,P'). Verbinden wir denjenigen Punkt des Nagelschen Punkte-
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paares, der vom Schwerpunkt doppelt so welt entfernt ist wie
der andere mit einer Ecke des Dreiecks und den anderen mit

der Mitte der Gegenseite, so sind die beiden Geraden parallel
und die erste Verbindungsstrecke ist doppelt so lang wie die

zwelite.

Umgekehrt 138t sich zeigen, daB die Schnittpunkte jewells zueinander

paralleler Eck- bzw. Mittentransversalen ein Nagelsches Punktepaar

bilden. Wir k8nnen diesen Satz sogar etwas allgemeiner formulieren,

indem

gehen.

Satz:

wir nur von der Kopunktalitdt der Mittentransversalen aus-

Gegeben sind ein Dreieck ABC und ein beliebiger Punkt P' in
der Ebene. Die Gerade =Y durch die Ecke A des Dreiecks sel
parallel zu der Geraden durch P' und der Mitte der Gegenseite
A'. Analog erhalten wir die Geraden 9g durch B und 9c durch C.
Dann gilt:

(1) Die drei Geraden 9p'9p'9c schneiden sich in einem Punkt P.
(2) Die Punkte P,P°’ sind ein Nagelsches Punktepaar.
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LAUGWITZ
D. Laugwitz, Darmstadt

DAS BEISPIEL CAUCHY: WECHSELBEZUGE ZWISCHEN ANWENDUNG UND GRUNDLEGUNG DER
REELLEN ANALYS1S?

Es soll die Grundlegung der Analysis untersucht werden, wie sie in Cauchys
drei groBen Lehrbilchern zu finden ist, dem Cours d'analyse (C, 1B21), dem
Résumé des legoms (R, 1823) und den Legons sur le calcul différentiel (L, 1829).

Ich zitiere nach den Oeuvres Ser. Il tome 1II (fiir C) und tome TV (fiir R und L).

1. Cauchys Motto

Ich werde Cauchys eigenes Motto ernst nehmen, welches er in den Avertissements
zu R (p. 9) und L (p. 267) formuliert: 'Mon but principal a été de concilier
la rigueur, dont je m'étais fait ume loi dans mon Cours d'analyse, avec la
simplicité que produit la considération directe des quantités infiniment pe-

tites. '

In der Introduction zu C (p. 10) hieB es schon: 'Em parlant de la continuité
des fonctions, je n'ai pu me dispenser de faire comnaftre les propriétés prin-
cipales de quantités infiniment petites, propriétés qui servant des base au

caleul infinitésimal.'

Man muB also die unendlich kleinen GriBen aus drei Griinden ernst nehmen: Sie
sind grundlegend fiir die Analysis, sie sorgen fiir Einfachheit, und sie lassen
sich mit der Forderung nach Strenge vereinbaren. Li8t man Cauchys eigenes Motto
auBer acht, so kommt man in die seit Abel 1B26 viel diskutierten Schwierigkei-

ten schon bei den beiden ersten Lehrsitzen zur Stetigkeit und zur Reihenkonver-

genz:
(A) 'Théoréme I. - Si les variables x,y,z,... ont pour limites respectives
les quantités fizes et déterminées X,Y,l,..., et que la fonction f(x,y,2,...

80it continue par rapport 4 chacune des variables x,y,z,... dans le voisinage
du systéme des valeurs particuliéres x=X, y=Y, z=2, ..., f{x,y,z),... aura

pour limite f£(X,Y,Z,...).' (C, p. 47).

(B) 'Théoréme I. - Loreque les différents terms de la série (1)

[uo tu tu, ¢ ...l sont des fonctions d'une méme variable x, continues par
rapport d cette variable dans le voisinage d'une valeur particuliére pour
laquelle la série est convergente, la somme s de la série est aussi, dans
le voisinage de cette valewr particuliére, fonction continue de x.' (C, p.
120; unveriéndert so noch 1833 in Résumés analytiques, Oeuvres (2) X, p. 56;

inhaltlich unverlndert mit einem instruktiven Beispiel 1853, Ceuvres (1) XII,

p. 33). 4s
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2. Fiinf Standpunkte

Die Einstellung der Mehrheit der Mathematiker (und Historiker) dazu ist: Die
Sitze sind falsch. Das trifft zu, wenn man sie in das Begriffsschema der punkt-
weisen Stetigkeit und Konvergenz preBt, also von den Begriffen des Autors we-

sentlich abweicht. Das ist fachwissenschaftlich und historisch unzullissig.

Fachwissenschaftlich brauchbar, aber unhistorisch und Cauchys Motto beiseite
lassend ist die oft wiederholte Bemerkung, daB Cauchys S#tze bei zusdtzlichen
GleichmiRigkeitsannahmen richtig werden. (Das gilt nicht fiir einige Resultate,
die als Vertauschung von Grenziibergdngen interpretiert werden.) Fiir eine kriti-

sche Auseinandersetzung s. Spalt 1981.

Ein dritter Standpunkt (Robinson 1966) benutzt die moderne Nichtstandard-Analy-
sis und wird damit der Infinitesimalauffassung gerecht, nicht aber in Cauchys

eigenen Begriffen; damit ist auch das unhistorisch.

Viertens ist Giusti 1984 zu nennen, der versucht, wirklich in Cauchys eigenen
Begriffen zu bleiben und mit Folgen arbeitet; insbesondere sind die unendlich
kleinen GréBen fiir Giusti nichts anderes als Nullfolgen. Das wird im Falle (B)
befriedigend durchgefiihrt, 148t sich aber in komplizierteren Sachverhalten aie
(A) nur unter Verletzung von Cauchys Wunsch nach Einfachheit realisieren.
Letztlich versucht auch Giusti eine Elimination der unendlich kleinen Gréfen,

entgegen Cauchys erklirtem Motto.

Meine eigene Position, die fiinfte
lich kleinen Gri8en mathematische

fiir Zwecke des Beweises oft durch

in der Liste, ist: Fiir Cauchy waren die unend-
Gegenstinde eigener Art, die er allerdings

Nullfolgen reprisentieren konnte, ohne sie

mit diesen zu identifizieren (in L werden sie iibrigens auch durch stetige f(x)

mit f£(0) = 0 reprisentiert, wobei er dieses Wort ausdriicklich gebraucht).

Andernfalls hitte er in seinem Motto ja von Nullfolgen gesprochen und nicht von

unendlich kleinen Gr&Ben.

Man denke auch daran, daB Cauchy als Physiker bedeutend war, und daB seine
Lehrbiicher sich an Ingenieure wandten. Streng sollten sie sein, aber zusidtzlich
muBten sie fiir die Anwendungen brauchbar sein. Unsere historische Erfahrung
zeigt, daf die Analysis fiir die Physiker und Ingenieure immer Infinitesimal-
rechnung geblieben ist. Jeder Analytiker weiB, daB die fiir die Anwendungen
wichtigen Aussagen diejenigen sind, die man spHter mit GleichmiBigkeitsannah~
men begriindete; fiir Cauchy folgten diese Aussagen infinitesimalanalytisch.
Sollte er nicht aus seiner Erfahrung gewuBt haben, daB er damit die fir die

Anvendungen relevanten Aussagen erhielt?
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3. Cauchys Gebrauch der unendlich kleinen Gréflen

Allerdings gibt Cauchy keine Theorie der unendlich kleinen GroBen, ebensowenig
wie er eine Theorie der reellen Zahlen gibt. Ihn interessiert in beiden Fdllen
nur, daB man brauchbare Reprisentanten hat; fir die reellen Zahlen sind das

oft die Dezimalzahlen, manchmal andere konvergente Folgen, und fiir die unend-

lich kleinen GriéBen sind es oft Nullfolgen, manchmal Funktionen mit f(0) = O.

Wie erklHrt Cauchy selbst die unendlich kleinen GréBen? Es sind Variable, die
gegen Null konvergieren: 'On nomme quantité variable celle que l'on considére
comme devant recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les wnca
des autres. - Lorsque les valeurs numériques (Absolutbetrige) d'wie méme va-
riable décroissant indéfiniment, de maniére d e'abaisser au-dessous de ‘tout
nombre donnée, cette variable devient ce qu'on nomme un infiniment petit ou
wne quantité infiniment petite. Une variable de cette espéce a zéro pour 1i-
mite.' (C, p. 19; anschlieBend librigens eine analoge Beschreibung der unend-

lich grdBen GriéBen; R, p. 16; L, p. 273).

Die Uberschrift der 6. Lektion von L (p. 325) ist: 'Sur les dérivées des fonc-
tions qui représentent des quantités infiniment petites', und von da an findet
sich 6fter die Ausdrucksweise von Funktionen als Repridsentanten von unendlich

kleinen GréBen.

Ich iiberpriife die Auffassungen an Cauchys Sdtzen und Beweisen. Eine Funktion
heiBt stetig (in einem Intervall), wenn ein unendlich kleiner Zuwachs der Va-
riablen stets (toujours) nur eine unendlich kleine Anderung der Funktion be-

wirkt.

Der Beweis zu (A) ist: Fir a =0, 8 ~0 (~ 0 meine Abkiirzung fiir unendlich
klein) gilt wegen der Stetigkeit in der zweiten bzw. ersten Variablen

f(x+a, y+B) - f(x+a, y) » O bazw. f(xta, y) - f(x,y) ~ 0, und Addition er-
gibt f(x+a, y+8) - f(x,y) = 0; Cauchy ersetzt x,y durch X,Y und dann
x+a, y+B8 wieder durch x,y und ist fertig. Schreibt man das mit Folgen auf,

so kommt man in einen Dschungel. Das sieht man auch deutlich am beriihmten

'Gegen'-Beispiel
f(x,y) = ——-Lzzx 7. X=Y=0.
x“+y
Zum Beweis von (B) setzt Cauchy s, = Uy tu, + ... ‘un-l' LT tu_ e

und 5 = s +r_. Dann ist
n n

s(x+a) - s(x) = s_(x+a) - s (x) + rn(x+a) - (.
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Fiir jeden méglichen (d.h. endlichen) Wert von n ist die erste Differenz
rechts unendlich klein, wegen der Stetigkeit der LI Fiir hinreichend groBe
n werden die beiden Werte der L 'insensible', wir wirden sagen kleiner
als ein gegebenes € >0, wegen der Konvergenz. Die ganze rechte Seite ist

kleiner als 3¢, die linke alsoc =~ O.

Auch hier will mir das Einsetzen von Folgen nicht gelingen: rn(x+a) wird zu
einer Doppelfolge. Hingegen gelingt das, wie Giusti auch bemerkt, bei dem Bei-

spiel aus 1853,

s(x) = sin x + sxn22x . sm33x ... ,

Hier setzt Cauchy x = % mit unendlich groRem n. Nach seiner Infinitesimal-
version des Konvergenzkriteriums (sn konvergiert genau dann wenn LI 0 fir
alle unendlich groBen n) miite bei Konvergenz der Reihe der Rest fiir unend-
lich groBe Indizes »~ O sein, aber es ist - gemdB seiner Integraldefinition! -

fiir dieses x und n

< sin t
r (x) ~ { —+—dt = 0,6244 ...

Dieses Beispiel diskutiert u.a. auch Spalt 1981, 1983. DaB die Summe s(x)
nicht stetig ist, widerspricht Cauchys Satz (B) nicht, denn die Voraussetzung
der Konvergenz der s, iiberall (toujours) ist nicht erfiillt. Die Uberlegung
gibt noch ein Indiz dafiir, daB die Variable bei Cauchy auch infinitesimale

Werte annehmen darf.

Der Satz (B) ist wichtiges Hilfsmittel im Cours, z.B. beim Binomialsatz (C,
pp. 141-142). Die Reihe

sy = I ¢ x"
n
n=o

wird bei festem x zwischen -1 und +1 als Funktion von u betrachtet.
Sie konvergiert und geniigt der Funktionalgleichung ¢(u)¢(u') = ¢(u+u'). Da
die Reihenglieder stetige Funktionen von u sind, ist nach (B) auch die Summe
stetig. Fiir rationale p stimmt sie wit (I+x)u iberein, also wegen der
Stetigkeit auch fiir reelle wu.

Anschliefend leitet Cauchy die Reihen fir e® und 1In x her. Fir p = &.

a~0 gilt bei |ox| < 1 (also sicher fiir alle endlichen reellen x!)
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Qean)' /™ a1+ 24 12‘7 (1-a) ’;T (1-a) (1 - 2a) +

Nun m8chte Cauchy o gegen Null gehen lassen, was in spliterer Terminologie
wie die Vertauschung von Grenziibergingen auesieht. Aber mit (B) kann man so
schliefien: Fiir festes x ist jedes Reihenglied eine stetige Funktion der Va-
riablen a; die Reihe konvergiert iberall (z.B. Quotiententest), also ist die

Summe stetig in a, und man kann o gegen Null gehen lassen. Entsprechend

folgt die Logarithmusreihe bei |x| <1 fUr u + 0 aus
2 3 u v In{1+x)
_x X ey Gy -1 _ e -1
X 7 (1-1) + 5 Q-0 -3z) - ... o 5
M 2
= In(I+x) + 5 Cln(lex)1” + ...

Wie zeigt Cauchy die Integrierbarkeit stetiger f(x) ohne explizite Verwen-
dung der GleichmiiBigkeit? Die N#herungssummen unterscheiden sich, wenn man

eine gemeinsame Verfeinerung der Intervallteilungen nimmt, um

ieo“l-xJ !cluz—xp + ... %t ¢ X-x IL

n-] n-
und das ist nach den Mittelwertregeln aus C gleich * e(X -xo), te  ein

Mittelwert der #e fiir unendlich kleine Intervalle LW sind die €

K?
wegen der Stetigkeit sdmtlich unendlich klein, also, so schlieBt Cauchy selbst-

verstindlich, auch €. (R, p. 122 ff., bes. 125 unten).

Angezweifelt wurden auch Beweise von Sitzen f{iber Ableitungen, wie uxy = uyx'

g% f u(x,y)dy = f ux(x,y)dy. Man darf auch hier nicht iibersehen, daB Cauchys
Begriffe nicht punktweise gemeint sind. Fiir die Definition der Ableitung f'(x)
(R, p. 22) wird f(x) als stetig in einem ganzen Intervall vorausgesetzt,

———f("“)i'f(") gebildet,

fiir unendlich kleines i der Differenzenquotient
dann i + 0 betrachtet. 'Cette limite, lorsqu'elle existe, a une valeur déter-
minée pour chaque valeur particuliére des x.' Zuerst ist die Funktion f£'(x)
da, dann ihr Wert an einem speziellen x =X,- Wdhrend des Grenziibergangs i + O
darf x noch variieren! (Der Vorrang der Funktion vor der Zahl zeigte sich
schon bei den Reihen: Zuerst werden Funktionenreihen untersucht!)

Fir g-n~0 folgt £'(6) -£'(m = (£'(p) - £LL@)y L) -F)

also sogar die Stetigkeit von f'(x) . Cauchy erwdhnt das nicht. Es ist damit

aber einzusehen, daB seine Sitze und Beweise richtig sind, wie im einzelnen
ausgefiihrt werden kann. Einen Beleg fiir die hier vertretene Auffassung sehe
ich mit Giusti in einem Beweis in R, p. 44-45.
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Dem scheint entgegenzustehen, dafi Cauchy die Stetigkeit von £'(x) als eigene
Voraussetzung zu formulieren pflegt; aber das tut er auch fiir die Stetigkeit
von f(x) selbst bei Existenz von f'(x), obwohl jene eine unmittelbare Folge
aus

f(x+i);-f(x) - £'°(x) w0

ist. Es ist eine gute Praxis von Lehrbuchautoren, die Voraussetzungen nicht

immer minimal zu formulieren.

4, Versuch einer GroBenlehre

Es handelt sich um einen Vorschlag zur Diskussion. Cauchy stellt (z.B. C, p.
37-38) unendlich kleine (groBe) GréBen durch gegen O (=) konvergente Folgen
dar, Grofen in der Umgebung (voisinage) von X, durch xo+u. a unendlich
klein, und - wie mir scheint - GréBen in gegebenem Intervall durch Folgen aus
dem Intervall. Allgemein will ich sagen: GrdfBen werden durch Zahlfolgen reprd-
sentiert. Fir GréBen schreibe ich kleine griechische Buchstaben, wie Cauchy
a,B, ... oft fiir unendlich kleine GréSen, filr eine reprdsentierende Folge
dann jeweils a, bn. Das Rechnen mit GroSen ergibt sich aus dem Rechnen mit
Folgen, a+8 hat als reprisentierende Folge a, +bn, f(E) hat f(xn) etc.
(Ob eine GroBe mehrere reprisentierende Folgen haben kann, bleibe noch offen.)
Wichtig ist, wie an Beispielen in 3. zu sehen war, da8 die Gr&Ben eigenstidndige
mathematische Gegenstinde sind; die Darstellung durch Folgen kann in Beweisen

verwendet werden. (Ahnlich machen wir es ja mit den reellen Zahlen.)

Cauchys Redeweise 'toujours', das moge mit 'iiberall' oder 'stets' (in einem
Intervall etwa) iibersetzt werden, interpretiere ich als 'fiir alle GréBen &'
(in dem Intervall), 'dans le voisinage' entsprechend durch ‘'fiir alle infinite-
simal benachbarten GrdBen'. Im einzelnen 148t sich nachweisen, daB das mit

Cauchys Gebrauch konsistent ist und zu richtigen S#tzen und Beweisen fiihrt.

Eine befriedigende Behandlung von Folgen von GrdBen, wie sie z.B. bei der
Diskussion des Integrals auftreten, wird mit folgender Festlegung mbglich:
Wenn zwei Folgen sich nur fiir endlich viele Indizes unterscheiden, reprisen-
tieren sie dieselbe GréBe. Die darauf gegriindete GriBenlehre ist seit 1958
untersucht worden (Schmieden u. Laugwitz, Math.-Z. 69; Laugwitz 1976, 1986).

Die Darstellung durch Funktionen in L 1#At sich analog behandeln.

LAUGWITZ
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Cauchys Grundlegung der reellen Analysis war wesentlich davon becinfluft, daB
er Lehrbilcher fiir Ingenieurstudenten schrieb. Er hielt die unendlich kleinen
GréBen fiir ein einfaches und anwendungsfreundliches Hilfsmittel. Wo mdglich,
ersetzte er 'finite' Zugdnge durch infinitesimale; der Taylorsche Satz wird
1823 in R aus dem Restgliedintegral hergeleitet, 1829 in L aus der eigens dafiir
vorangestellten Theorie der Ordnungen des Infinitesimalen. Letztere war ihm in
der Zwischenzeit auch in der Differentialgeometrie niitzlich gewesen. Die Bedeu-
tung des unendlich Kleinen nimmt bei Cauchy mit der Zeit eher zu, von einem

Wunsch nach ihrer Elimination kann keine Rede sein.

0b seine Grundlegung der Analysis die Anwendungen beeinfluBft hat, ist fraglich;
sicher ist nur, daf allgemein in der Physik und Technik, auch in der Geometrie,

infinitesimales Denken und Sprechen bis ins 20. Jahrhundert hinein iiblich blieb.

Cauchys sogenannte Fehler waren keine, mit einer groBen Ausnahme: Er iiber-

schdtzte die Fihigkeit der Mathematiker, ihn zu verstehen.
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VOLKERT
DAS KONTINUITATSPRINZIP IN DEN AUSEINANDERSETZUNGEN UM
DIE SCHWINGENDE SAITE

(Klaus Volkert, Universitdt zu Kéln)

Vorbemerkung: Im Folgenden méchte ich einige Anmerkungen zum Kontinuitdtsprin-
zip und zu dessen Rolle in den Auseinandersetzungen um die schwin-
gende Saite vorstellen. Wiahrend die mathematischen und mathematik-
historischen Einzelheiten im eigentlichen Vortrag geschildert wer-
den sollen, mbchte ich hier einige eher allgemeine Uberlegungen
skizzieren. Damit hoffe ich, die Vorbereitung auf die Diskussion
zu erleichtern.

1. Zum Inhalt des Kontinuitdsprinzips:

Das Kontinuitdtsprinzip (loi de continité, lex continuitas) wird im allgemeinen
Leibniz zugeschrieben. Im Jahre 1687 gab dieser folgende Formulierung des frag-
lichen Gesetzes:

'Wenn in der Reihe der gegebenen GroBen zwei Fdlle sich stetig einander néhern,

so daB schlieBlich der eine in den anderen iibergeht, so muB notwendig in der
entsprechenden Reihe der abgeleiteten oder abhdngigen Gréfen, die gesucht wer-

den, dasselbe eintreten.' (Ubersetzung von Cassirer/Buchenau)

oder vielleicht etwas deutlicher:

'tiner gefegelten Ordnung im Gegebenen entspricht eine geregelte Ordnung im Ge-
suchten. (Ubersetzung von Cassirer/Buchenau)

Der moderne Leser wird hierin bereitwillig eine Formulierung des Stetigkeitsbe-
griffes sehen wollen (kleine Anderungen des Argumentes ziehen ebensolche der
Werte nach sich; stetige Abbildungen erhalten die topologischen Struktur). Die-
ser Stetigkeitsbegriff spielte im 17. und 18. Jahrhundert zwar eine gewisse Rol-
le, dominant war jedoch ein mehr qualitativer Sinn von Stetigkeit. Eine Kurve
(gelegentlich auch eine Funktion) wurde stetig (kontinuierlich) genannt, wenn
sie als Ganze 'in einer Gleichung enthalten ist'.1) Um allen sprachlich beding-
ten Verwechselungen aus dem Wege zu gehen, mochte ich diese Eigenschaft als Mono-
genitdt bezeichnen. Ist ein Stiick einer monogenen Kurve gegeben, so scheint ;;__
plausibel, daB mit ihm der Verlauf der Gesamtkurve bereits festgelegt sei: der
Ausschnitt bestimmt eindeutig die zugehdrige Gleichung, welche wiederum den Ver-
lauf der Kurve im gesamten Definitionsbereich unzweideutig fixiert. Modern for-
muliert: monogene Funktionen sollten analytisch sein; insbesondere sollte fiir
sie das Prinzip der eindeutigen analytischen Fortsetzbarkeit gelten.Z) Bezogen
auf physikalische Probleme erhdlt das Kontinuitdtsprinzip damit folgende Formu-

lierung:
alle Losungen physikalischer Fragen sollten in analytischen Funktionen auszudrik-

ken sein.3)
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Die zu jener Zeit bekannten Funktionen waren alle ausnahmslos analytisch. Unter-
sucht man gewdhnliche Differentailgleichungen mit analytischen Koeffizienten, so
sind die Losungen derselben wiederum analytische Funktionen. Beschrdnkt man sich
auf physikalische Probleme mit einem Freiheitsgrad, so wird das Kontinuitédtsprin-
zip nicht verletzt (jedenfalls solange man nur analytische Koeffizienten zulant!).
Erst bei partiellen Differentialgleichungen - bei Problemen mit zwei oder mehr
Freiheitsgraden also - &ndert sich die Situation grundlegend. Ist z.B. eine LO-
sungsfunktion y(x,t) der Gleichung Y = 0 gesucht, so ergibt sich y(x,t) = w(x)
mit einer vollkommen beliebigen Funktion w!

Das erste Problem mit zwei echten Freiheitsgraden (d.h. solchen, die sich nicht
durch Symmetriebetrachtungen reduzieren lassen wie z.B. im Problem der Bewegung
im Zentralkriftefeld), das systematisch untersucht worden ist, war die schwin-
gende Saite. Es fiihrt auf die bekannte Wellengleichung yt = ateYyy-

2. Der Status des Kontinuitdtsprinzips.

Nach Leibniz dndert sich dieser je nach Anwendungsbereich:

'Es [ﬁas Kontinuitﬁtsprinziﬁ] ist von unbedingter Notwendigkeit in der Geometrie,
bewdhrt sich jedoch auch in der Physik, da die hdchste Weisheit, die der Quell
der Dinge ist, die vollkommenste Geometrie ausiibt und eine Harmonie beobachtet,
an deren Schénheit nichts heranreicht. Ich bediene mich daher dieses Prinzips
hiufig als einer Art von Priifstein, mit dessen Hilfe sich sogleich auf den er-
sten Blick, selbst ohne eindringliche Untersuchung der Tatsachen, der Irrtum

und der innere Mangel an Zusammenhang bei manchen Theorien aufzeigen laft.'
(Ubersetzung von Cassirer/Buchenau)

Man kann das so interpretieren: im Bereich der Mathematik - der Vernunftwahr-
heiten also - ist das Kontinuitdtsprinzip logisch notwendig, demnach entweder
ein beweisbares Theorem oder ein unumgdngliches Axiom. In den Naturwissenschaf-
ten hingegen ist sein Charakter normativ: suche solche Losungen, die dem Kontinui-
titsprinzip gegniigen! Resultate, die dies nicht tum, sind unvollkommen und daher
verbesserungsbediirftig. ' Dieser Zug wird in einer Standardwendung d'Alemberts,
der ansonsten sicherlich jeglicher Metaphysik Leibnizscher Provenienz abhold war,
‘es sei gegen die Regéln (!) des Kalkiils [Ldsungen. die nicht dem Kontinuitdts-
prinzip gehorchen] anzunehmen. ' ) sehr deutlich.

Auch Euler war anfdnglich ein Anhdnger des fraglichen Grundsatzes. £ine Stelle,
wo dies klar hervortritt, findet sich im zweiten Band der 'Introductio’:

1§518. ... Denn wenn dergleichen nicht angegeben werden sollten, so miiite man an-
nehmen, daB die Curve in dem Punkte B plétzlich aufhére, und dies wire dem Ge-
setze der Continuitdt zuwider, und folglich falsch.' (Ubersetzung von Michelsen)

Die Beschiftigung mit der schwingenden Saite war es, die Euler zur Anderung sei-
ner Position veranlaBte. Mit der Aufgabe des Kontinuitdtsprinzip stand Euler lan-
ge leit allein unter den Mathematikern und Naturwissenschaftlern-.6)
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3. Auseinandersetzungen um die schwingende Saite

4. Die Rolle des Kontinuitdtsprinzips

Diese beiden Punkte werden im Vortrag ausfiihrlich dargestellt werden. Der Leser
sei vorweg auf die sehr ausfiihrliche Schilderung bei Truesdell (=EULER (2)X1,2)
oder auf KLINE, 1972; 502 - 521 verwiesen.

5. Eulers Motive fiir die Aufgabe des Kontinuitdtsprinzips

Eulers Motive sind auf zwei verschiedenen Ebenen angesiedelt:

- zum einen sind sie mathematischer Natur, indem Euler einsieht, daB partielle
Differentialgleichungen sich ganz anders verhalten als gewbhnliche. An die Stel-
le der beliebigen Integrationskonstanten treten ndmlich frei wdhlbare Funktionen
(vgl. EULER (2)X; 444);

- zum andern sind sie naturwissenschaftlicher Art, wenn Euler erkennt, daB sich
dem Kontinuitdtsprinzip widersprechende Zusténde in der Tat realisieren lassen.

Beides zusammengenommen, verbunden mit dem Streben nach mégiichst grofier Allge-

meinheit, 1&Bt Euler den entscheidenden Schritt tun:

'... it is now hard to understand that Euler's refutation of Leibniz's law was
the greatest advance in scientific methodology in the entire century.'

(Truesdell in EULER (2)XI,2; 248)

Aus der Natur des Kontinuitdtsprinzips als Norm folgt, daB es sich nicht mit lo-
gischen Mitteln entkréften 1dBt. Denn es ist ja, angewandt auf die Physik, kein
ableitbares Theorem noch ein begriindbares Axiom sondern eine Vorschrift oder Richt-
linie, in welchem Bereich man Ldsungen zu suchen habe. Hiergegen kann man nur argu-
mentieren, indem man zeigt, daB ein solches Vorgehen unzweckmdBig ist. Dies ist
dann der Fall, wenn die Kldrung tatsdchlich auftretender Probleme verhindert wird.
Genau in diesem Sinne argumentiert Euler gegen D'Alembert: da die Ausgangslage

der Saite beliebig gewdhlt werden kann7 , darf man nicht annehmen, daf} die erzeugen-
de KurveH eine monogene sei:

'Ayant donc décrit une semblable courbe anguiforme, soit réguliére, contenue dans

une certaine équation, soit irréguliere, ou méchanique, son appliquée quelconque

PM fournira les fonctions, dont nous avons besoin pour la solution du probléme.'
(EULER (2)X; 72)

Ist f(x) die Ausganglage zwischen 0 und 1 und ist F(x) die ungerade und periodische
Erweiterung von f auf ganz R, so wird die Losung gegeben durch

yi(x,t) = F(x+at) + EF(x -at) (a eine positive Konstante)
gleichgiiltig, ob F eine monogene Fuktion ist oder nicht. 9) Wie aber beweist man, daB
F tatsdchlich keine monogene Funktion zu sein braucht? Euler hat diese Schwierlg-
keit erkannt und einige Lbsungsversuche unternommen Neben Bemerkungen mit eher
appellhaftem Charakter ('Mals, du01qu 1l en soit teld fie Fait rien & 1a recherche
présente attendu qu'il est certain qu'il y a une infinité de cas ol le mouvement
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d'une corde ne sauroit 8tre déterminé par le mélange de plusieurs trochoTdes’ 10)

(EULER (2)X; 238)) gibt es mindestens zwei Stellen, wo Euler versucht, ein Bei-
spiel einer nicht-monogenen Anfangslage vorzufiihren:
1. Angenommen, die Ausgangskurve f(x) sein ein Halbkreis (gelegen zwischen 0 und 1):

-7 ’,

’, N )

B h H
1

~ - -

Dann sieht F wie oben angedeutet aus. An den Stellen 0 (=A) und | (=B) wird die
natiirliche Gleichung des Halbkreises nicht fortgesetzt (dann erhielte man ja
den Vollkreis!). Wie sollte aber unter diesen Voraussetzungen die Gleichung

von F aussehen?

'Alnsi, si la figure ADB etoit un arc de cercle, sans se soucier de la continua-
tion naturelle du cercle, on répétera la description de ce méme arc de cercle
ADB & 1'infini alternativement au dessus et dessous de 1'axe; et la méme régle

a toujours lieu, de quelque nature que puisse &tre la figure initiale de la
chorde.

37. Les différentes parties semblables de cette courbe ne sont donc lifes entr!
elles par aucune loi de continuité, et ce n'est que par la description, qu'elles
sont jointes ensemble.' (EULER (2)X; 249f)

2. Euler hat 1765 eine ganze Arbeit einem Fall gewidmet, von dem er mit Bestimmt-
heit glaubte, er fithre nicht auf eine monogenen LOsung. Es geht um die Bewe-
gung einer nur teilweise ausgelenkten Saite:

A B
Mit Hilfe dieses Beispiels hofft Euler, seine Widersacher d'Alembert und Daniel
Bernoulli endlich (der Streit dauverte mittlerweile schon fast 20 Jahre!) zu

iberzeugen:

'Car 1'un et 1'autre de ces illustres Adversaires est obligé de reconnoitre que
ce cas n'est renfermé dans leurs solutions du probleme des cordes vibrantes; ...
{EULER (2)X; 426)

Zu dem Problem selbst &duBert sich der Verfasser folgendermaBen:

'Mais il me sera encore permis de douter, que toutes les figures possibles dont
les cordes sont susceptibles. soient contenues dans l'équation rapportée,[a.i.
die Fourierentwicklung] quonque le nombre de ses termes puisse etre augmenté a
1'infini. Entre plusneurs raisons que je pourrois alléguer pour justifier mes
doutes, le cas que j'ai ici en vue,[s. oben] me semble fournir une preuve trés
convaincante.

...; alors il sera sans doute trés difficile, pour ne pas encore dire impossible,
de déterminer les coefficiens de 1'équation de M. Bernoulli, en sorte qu'elle

exprime cette figure mixte d'une ligne courbe quelconque AMC et d'une droite CB.'
(EULER (2)X; 430)

Etwas spdter heifit es dann:

'Voild donc¢ un cas bien 1ncontestable, auquel la solution de M. Bernoulli est ab-
solument inapplicable; ... (EULER (2)X; 431)

55



VOLKERT

Die Lésung dieses Problems sollte erst rund 80 Jahre spiter durch Dirichlets
Arbeiten iiber Fourierreihen (nach den wichtigen Vorarbeiten von Fourier selbst)
gefunden werden: eine stetige stiickweise monotone Funktion (oder eine mit be-
schrinkter Schwankung) ist an allen Stellen in eine Fourierreihe entwickelbar
und wird durch diese auch bis auf Unstetigkeitsstellen dargestellt.

7. Lusammenfassende Thesen

1. Die Auseinandersetzung um die schwingende Saite litt unter der mangelnden
Klarkeit tiber den Status des Kontinuitdtsprinzip.

2. Sie machte deutlich, daB es zweckmdBig ist, zwischen Funktionen und deren
Eigenschaften scharf zu trennen und letztere falls erforderlich explizit
als Voraussetzungen einzuflihren.

3. Eulers starkes Argument gegen Daniel Bernoulli - ndmlich das Fehlen einer
allgemeinen Formel zur Berechnung der Koeffizienten der Fourierreihen -
wurde in der Tat erst durch Fourier entkrdftet. Euler behielt insofern recht,
als es Anfangslagen gibt, die nicht durch eine Fourierreihe darstellbar sind.

4. Auch d'Alemberts Position 1dBt sich verteidigen. Nach einer wohlwollenden
Lesart hitte er namlich bloB darauf hingewiesen, daf die Losungsfunktionen
bestimmte Voraussetzungen erfiillen missen (z.B. zweimal partiell diferenzier-
bar sein).

5. Dessen ungeachtet erweist sich Eulers Beitrag als der fruchtbarere. Er war der
Einzige, der den prinzipiell neuen Charakter der partiellen Differentialglei-
chungen erkannte.

7. Die Frage 'angeregt oder anregend' ist zu einfach; in Wahrheit findet ein kom-
plizierter WechselwirkungsprozeB statt zwischen dem mathematisch-philosophisch

Mdalichen und dem physikalisch Wirklichen,

8. Anmerkungen

R Eulers bekannte Formulierung aus der 'Introductio' (2. Teil, §9) lautet:
'Linea scilicet curva continua ita est comparata, ut eius natura per unam
ipsius x functionem definitam exprimatur.'
In der 'Introductio' (anderswo nicht immer!) identifiziert Euler 'Funktion'
mit ‘'analytischem Ausdruck'.

2) Cauchy war wohl der erste, der erkannt hat, daB selbst C®-Funktionen (ganz ab-
gesehen von den monogenen) nicht analytisch sein miissen. Sein beriihmtes Bei-
spiel aus den 'Résumés des legons sur le calcul différentiel' lautet:

2
f(x) = e 1/x fiir x %0 und f(0) = 0 (38. Vorlesung). DaR das oben genannte
Prinzip fragwirdig ist, war allerdings schon in dem Moment klar, in dem man
zwei Terme kannte, deren zugehdrige Graphen ih einem Intervall zusammenfallen,
sonst aber verschieden sind. Das hat Euler méglicherweise selbst schon an der
von ihm betrachteten trigonometrischen Reihe
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sin x , sin 2x _ sin 3x
Tt
Funktion E;%—i. sonst erhdlt man Parallelen zu dieser Strecke (EULER (1)XV; 449f),

Fourier, der ein dhnliches Beispiel in der 'Theorie analytique de la chaleur' be-
trachtet (im §177) kommentiert dieses folgendermaBen: 'Es giebt also Functionen,

die fiir in gewissen Intervallen gelegenen Werthe ihrer Argumente vollig mit ei-

nander zusammenfallen, wihrend sie sonst von einander ganz verschieden sein kon-

nen.' (§220; ibersetzung von Weinstein).

- ... erkannL. Diese gibt im Intervall von 0 bis 2wdie

Die beriihmte Formel 'natura non facit saltus', die Leibniz gepragt hat, wird meist
als mit der angegebenen Formulierung &quivalent betrachtet. Weitere interessante
Zusammenhinge lacsen sich zum Determinismusproblem herstellen.

Im genannten Bereich - dem der Tatsachenwahrheiten - ist eine vol lkommene Er-

kenntnis, also eine die die Notwendigkeit des Kontinuitdtsprinzip einsehen konn-

te, fir uns endliche Menschen nicht méglich. Deshalb kann uns dieses Prinzip ledig-
lich als erkenntnisleitendes dienen.

Wortlich heiBt es bei d'Alembert:

" [Euler a proposé,] qu'il suffit que F(x+t) & F(x-t) ne conservent pas toujours
la méme forme. A cela je répond qu'il a lui-meme tacitement supposé cette iden-
tité de forme dans la démonstration qu'il a donné ... J'ajoute qu'il est contre

toutes les régles de l'analyse de faire ainsi changer de forme ...°
’ (d*ALEMBERT, 1761; 32)

So identifiziert.lagrange 'Funktion' und 'Reihe', setzt also die Analytizitat
stillschweigend voraus. Erst 1811 wird er schreiben: 'Das Prinzip der Unstetig-
keit von Funktionen ist heute allgemein anerkannt fiir die Integrale partieller
Differentialgleichungen ...’

Die Auslenkung muB natiirlich infinitesimal sein und die Saite darf nicht zerris-
sen werden.

Dieser Terminus stammt von d'Alembert ('courbe génératrice'). Gemeint ist die
ungerade und periodische Erweiterung der durch die Anfangslage bestimmten Kurve
iber die fixierten Enden der Saite hinaus.

D'Alembert bemerkte in einem Brief an Lagrange spitzfindig, wie man wohl das ge-
suchite y bestimmen solle, wenn man keine Gleichung fir dieses zur Verfiigung habe.
(LAGRANGE XIII; 24). Euler konterte durch eine geometrische Konstruktion der ge-
suchten Kurve, die ohne jegliche Rechnung auskommt (EULER (2)X;72f - EULER (2)X;
246f - EULER (2)X; 429f).

Der heutige Leser erkennt leicht, daB es um das Problem der Darstellbarkeit einer
beliebigen (zweimal differenzierbaren) Funktion durch eine Fourierreihe geht (Tro-
choide war der alte Name fiir Sinuskurve). Wihrend d'Alembert immer stur forderte,

man miisse sich auf den monogenen Fall beschrénken, hatte Daniel Bernoulli behauptet,
jede Lésung des Problems lasse sich durch eine solche Reihe darstellen. Wire dies
der Fall, so hitte man einen analytischen Ausdruck fiir jede Losung! Also wiirde das

Kontinuitdtsprinzip gelten.
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Die Werke Eulers sind nach der Gesamtausgabe unter Angabe der Serien- und Bandnummer
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I. Die Entstehung der Kinematik.

1834 fiihrte A.-M. Ampére das Wort Kinematik (cinématique) fiir eine, damals grossen-
teils noch zu entwickelnde Wissenschaft der Bewegung ein, in welcher die Ursachen der
Bewegung ausser Acht gelassen werden . Gegen den Hintergrund der damals aufkom-
menden Maschinenlehre ist es zu verstchen, dass Ampére beispielsweise an die
Bewegungen dachte, die in Maschinen auftreten.

In seinem Essai driickte Ampere eine Einsicht aus, fiir welche die Zeit reif war. In der
Maschinenlehre liess sich klar ein wichtiges geometrisches Problemgebiet unterscheiden
und bald erschien R. Willis, Principles of Mechanism, London, 1841, das erste Buch
iiber Getriebelehre, in dem die Ursachen der Bewegung vollig ausser Acht gelassen wur-
den. Das erste vergleichbare franzosische Buch war Ch. Laboulaye, Traité de
cinématique, Paris, 1849. Ich nenne dieses Untersuchungsgebiet Getriebekinematik.
Aber auch in der theoretischen Mechanik war klar geworden, dass es fruchtbar ist, den
geometrischen Teil der Bewegung selbstindig zu untersuchen. Z.B. enthilt Poinsots
Théorie nouvelle de la rotation des corps (1834) D im ersten Teil ein Kapitel: "Du
mouvement des corps considéré en lui-méme”.

Zur gleichen Zeit begann M. Chasles die Entwicklung einer Geometrie der Bewegung.
Die erste Arbeit, Mémoire de géomertrie sur la construction des normales & plusieurs
courbes, wurde 1829 der Société Philomatique angeboten . Man kénnte hier auch den
jung verstorbenen E. Bobillier nennen, der in den dreissiger Jahren des vorigen Jahrhun-
derts eine verloren gegangene Abhandlung unter den Titel "Lois géomertriques du
mouvement” schrieb. Ein Auszug aus dieser Abhandlung erschien in Bobilliers Cours
de Géomerrie . Diese aus der theoretischen Mechanik oder aus der Geometrie stam-
menden Resultate wurden bald zusammen zu einem Untersuchungsgebiet, das ich
theoretische Kinematik nenne. Auf diesem Gebiet beschiiftigt man sich mit allgemeinen
kinematischen Eigenschaften der Bewegung.

Zu der theoretischen Kinematik gehéren auch die geometrischen Betrachtungen iiber
Beschleunigungen, die in den vierziger Jahren von J.V. Ponceler und spiter von z.B.
A.C. Bresse und H. Résal angestellt wurden. Das erste vollig der theoretischen Kinema-
tik gewidmete Buch war H. Résals Traité de cinématique pure, Paris, 1862.

1) A-M. Ampére. Essai sur |s philosophie Jdes sciences, Paris, 1834, p.51

2) Frschienen in lournal de Mathémati pures et appliquées. Tome X VI, 185),
1) Bulletin de Ta Société Mathématique de France, Tome bieme. 1877-78,

4) E. Bobillicy, Coure de Géomerric, Paris, 1B70 (14¢ Aullage).
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Il. Die Bliitezeit

In den sechziger Jahren des vorigen Jahrhunders fing die Blitezeit der Kinematik an.
Die "Abstract”-Zeitschrift Forischrine der Mathematik widmete in der Periode 1868-
1900 fast dauernd mehr als eine Prozent ihrer Seiten nn das Kapitel "Kinematik™. Rela-
tiv viele Mathematiker und Ingenieure waren in der Zeit an Kinematik interessiert.

Der Schwerpunkt der Untersuchungen der zuerst in Frankreich lag verschab sich in den
sechziger Jahren nach Deutschland. Eine besonders wichtige Rolle spiclte dort der ein-
flussreiche Ingenieur F. Reuleauxr. Anfang der sechziger Jahren entwickehte Reuleaux
ein Kinematisches System womit er Ordnung in der Vielheit von verschiedenen Getriebe
schaffte und womit z.B. eine, ziemlich natiirliche Klassifikation der Getriebe méglich
wurde ¥,

Mitte der siebziger Jahren wurde das System an vielen deutschen polytechnischen
Schulen unterwiesen. Diese entwicklung innerhalb der Getriebekinematik hat auch die
Entwicklung der theoretischen Kinematik angeregt. Zum Beispiel hielt der Mathematiker
S.H. Aronhold 1866-67 in Berlin Vorlesungen iiber "Kinematische Geometrie™ wozu er
von Reuleaux eingeladen war 9,

Ausser Reuleaux ist im Deutschland der 70er un 80er Jahren der Mathematiker L. Bur-
mester besonders wichtig, 2.B. wegen seiner Beitrage zur Anwendung der theoretischen
Kinematik in der Getriebekinematik ”. Bis dahin hatten sich Getriebekinematik und
theoretische Kinematik ziemlich unabhiingig entwickelt. Wegen seiner Einfiihrung gra-
phischer methoden fiir die Analyse und Synthese von Getrieben kénnte man Burmester
mit dem Erfinder der Graphostatik Culmunn vergleichen.

Auch in Frankreich gab es in der zweiten Hilfte des vorigen Jahrhunderts wichtige
Entwicklungen in der Kinematik. Zu nennen sind hier die beitrige von A. Mannheim
und G. Darboux die die Arbeiten von Chasles anschliessen.

Die wichtigsten Entwicklungen in England in der Zeit beziehen sich auf aus starren
Stiben zusammengestellie Gelenkwerke. Zu nennen sind die Arbeiten von J.J. Sylves-
ter, A. Cayley, S. Roberis und A.B. Kempe.

In der zweiten Hilfte des vorigen Jahrhunderts hat in Russland P.L. Chebyshev sich
eingehend mit Gelenkwerken beschiftigt.

In der theoretischen Mechanik wird die auf synthetisch-geometrischen Betrachtungen
gegriindéte Behandlung, der man z.B. bei Poinsot begegnet, im zweiten Teil des 19ten
Jahrhunderts ausfiihrlich fortgesetzt. Dabei widmen z.B. W. Schell, Theorie der
Bewegung und Krdfie, Band 1, Leipzig 1870, J. Somoff, Theoretische Mechanik Band 1,
Kinematik, Leipzig 1878 (aus dem Russischen) und W. Thomson and P.G. Tait, Treatise
on Natural Philosophy, London 1867 sehr viele Seiten der Kinematik.

III. Das 20ste Jahrhundert.

Am Ende des 19ten Jahrhunderts war die Bliitezeit der Kinematik schon vorbei, und im
Laufe des 20sten Jahrhunderts trat die folgende Lage ein. In der theoretischen Mechanik
wurde die Rolle der Kinematik zu einer sekundairen: die Kinematik umfasst eine
Gruppe von Standardresultaten. Neue Entwicklungen gibt es kaum. Gleichzeitig mit
dem Riickgang des Interesses an der Geometrie bekam auch die Kinematik unter

5) F. Reul T i Ki ik: Grundzoge ciner Theorie des Maschinenwesens, Braunichweig, 1875.
6) S.H. Aronhold, Grundziige der ki i G ie, Verein zur Beférderung des Gewerbefeisses in Preussen,

51, 1872, pp.129-155.
7 L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, Band 1. Die ebene Bewegung, Leipzig, 1888,
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Mathematikern weniger Beachtung. Interessant is die Tatsache, dass die Kinematik in
der Maschinenlehre als ein wichtiges Problemgebiet erhalten blieb, wo die im 19ten
Jahrhunden oft von Mathematikern in Gang f_eselzte Entwicklungen auf dem Gebiete
der Getricbekinematik weitergefiihrt werden ®. Dabei spielen Ingenieure die Haupt-
rolle.

IV. Das Wattsche Parallelogramme als Beispiel.

Die in 1784 von James Watt patentierte angeniherte Geradfiihrung, das sogenannte
Wattsche Parallelogram ¥, hat im 19ten Jahrhundert in der Geschichte der Kinematik
eine wichtige Rolle gespielt.

Im wesentlichen besteht der Wattsche Mechanismus aus einem Dreistabgetriecbe ABCD
mit AB = DC (4bb. 1).

Abb. 1 ' Abb. 2

Der Erfolg der Erfindung beruht darauf, dass die Mitte M des Stabes BC die damit ver-
bundene Kolbenstange der Dampfmaschine niherungsweise geradlinig fithrt. Man
bekommt das “Parallelogram™ wenn man ein Gelenkparallelogram BCEF hinzufiigt
(D.M.F collinear) um die brauchbare Strecke der Bewegung zu vergrossern. Dann
{Abb. 2) fihrt F die Kolbenstange. M und F beschreiben gleichformige Kurven. Die
Wattsche Erfindung hat Mathematiker und Ingenieure zur Lésung von zwei Probleme
angeregt.

Problem|:
Gibt es ein Gelenkwerk womit eine genaue (also nicht angeniherte) geradfithrung
moglich ist, und so nicht, wie bekommt man die beste angeniiherte Geradfiihrung?

Problem?2:
Welche Kurve wird vom Punkt M beschrieben?

Ich werde jetzt drei Beispicle geben, die zeigen wie diese Probleme die Entwicklungen
beeinflusst haben.

8) Dos Untersuchungsgebiet entwickehe sich im Zeitabschnitt 1930-1970 sogar exponentiel. Vgl J. de Groot. Bibliography
of Kinematics, I Vals, Eindhoven, 1970,

9) T. Koeluer, A comtiittion to the Tlistory of Kinemotics - 1, Wanl's straight-line linkages nnd the early French contribu-
tions 1o the theory of the planar 4-bar coupler curve, Mechanism and Mnchine Theory 18, 1983, pp.37-42.
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Beispiel 1.
Schon am Anfang der 50er Jahre war Chebyshev vom Problem | fasziniert. Seine erste
Arbeit dariiber erschien schon 1854 '®. Er griff das Problem als ¢in Problem der
Analysis im Wesen so an. Wenn ein Punkt M eines Gelenkwerkes niiherungsweise eine
gerade Linie beschreibt, dann ist die Abstand f(x) von M zu dieser Linie in einem
gewissen (normalisierten) Intervall —1 < x < | klein. Wir kénnen annehmen dass
f(x) = kg+k;x +kox?+ ... kx"+ k.4 x"*' + R(x). Die zentrale Frage ist dann diese:
Fiir welches Polynom n-ter Ordnung U(x) ist

max | f(x) —U(x) |

x|~ 1,1}
minimal?
Dahinter steht der Gedanke, dass man mittels einer Anderung der Dimensionen des
Gelenkwerkes die Funktion F(x) auf dem Intervall mit dem Polynom verringern kénnte.
Ohne Beweis formuliert Chebyshev zunichst den Satz dass fiir das gesuchte Polynom
der Ausdruck | f(x) —-U(x) l in [-1,+1] zumindest (n + 2) mal seinen Maximalwert
erreicht (einschliesslich eventuell der Werte in x = -1 und x = +1) V. Mittels dieses
Satzes bestimmt Chebychev z.B. im Falle dass k,,,#0 und R(x) = 0 das Polynom

U(x). Chebyshev zeigt, dass in diesem Fall
Ux) = kg+kox + kP + .k x" + ko X"+ = y(x)

ist, wobei
k
y = 2—2}[(”\/,‘2—1)““ + (x=Vx2-rH)

Hier entdeckt Chebyshev die bekannten Chebyshevpolynome:

To=1LT,=x,T, 4 =2xT,—T,_, ; denn firn = 0,1,2,... gilt (abgesehen von einem
Multiplikationsfaktor), dass y = T, T, Ty, = - - ist.

Chebyshev hat diese Theorie auch tatsichlich beim Entwurf von Gelenkwerken
angewandt. Im 20sten Jahrhundert sind die Methoden von anderen weiterentwickelt wor-
den und sie werden in der Getriebekinematik noch immer beniitzt. Bekanntlich haben
die Chebyshevschen Ideen unabhingig von der Kinematik in der Approximationstheorie
noch immer grosse Bedeutung.

Beispiel 2.

Am Anfang der 60er Jahre fand der Franzose C.N. Peaucellier ein Gelenkwerk mit dem
eine exakte Geradfiithrung moglich ist. Erst als 1870 der Russe Lipkin unabhiingig das
gleiche Gelenkwerk erfand und Chebyshev nachdriicklich auf die Bedeutung der Erfin-
dung wies, bekam Peaucellier Anerkennung. Chebyshev besuchte 1873 England und
erregte bei Sylvester grosse Begeisterung fiir Gerad(fiihrungen und andere Gelenkwerke.
Die Arbeiten von Sylvester, Cayley, Roberts und Kempe auf dem Gebiet der
Gelenkwerke sind fast alle direkt oder indirekt dieser Begeisterung zu verdanken 12,

10) P.L. Chebyihev, Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes. Ocuvres de Tschebychel. Tome

{, pp.109-143.
11) Woher hat Chebyshev diesen Saiz? Er gibt keine Quellen, sondern schreibi nur: “comme on I sait™ als ob der Sauz
allgemein bekannt war,

Beweise des Satzes gibi es in C. de ia Vallée Poussin. Lecons sur I'spproximstion det fonclions d’une varisble réelle.
Paris, 1919, pp.76-78 und E. Borel, Lecons sur les fonctions varisbles réelles et les développements en sénes de po-
Ilynomes, Paris, 1905, pp.82-92.

Vgl. auch P.L. Chebyshe:. Sur les questions de minima qui se rattachent a la répreseniation spproximative des foncuions,
Ocuvres de Tschebychel, Tame I, pp.271-378.

12) T. Koetsier. A contribution 10 the History of Kinematics - tl, The work of English mathematicians on tinkages during
the period 1869-78, Mechanism and Machine Theory 18, 1983, pp.43-48.
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Beispiel 3.

Dic Bestrebungen, eine genave Geradfithrung durch moglichst wenig Gelenke zu
erziclen, haben in der 70er Jahren in Deutschland L. Burmester angeregt, seine "Bur-
mestertheorie™ zu entwickeln. In dieser rein geometrischen Theorie untersuchte er Situa-
tionen die durch (vier oder mehr) Lagen einer bewegten Ebene in einer festen Ebene
gebildet werden.

In seiner ersten Arbeit zu diesem Thema 'Y zeigte Burmester z.B., dass es im
allgemeinen genau einen Punkt in der bewegten Ebene gibt, der fiir vier beliebige Lagen
aul einer durch diese Lagen bedingten Geraden liegt. Man kann dann bei einem gege-
benen Gelenkwerk zwei Grenzlagen einer vom Gelenkwerk bewegten Ebenen wiihlen
und dazwischen zwei andere Lagen der Ebene. Der Punkt, der in den vier Lagen aul
einer Geraden liegt, kann zur Geradfiihrung benutzt werden.

Die Burmestertheorie spielt noch immer eine wichtige Rolle in der Getriebekinematik.

Die drei Beispiele zeigen klar, dass das Wattsche Parallelogramm die Entwicklung der
Geometrie und der Analysis beeinflusst hat. Dabei 6ffnete die Getriebekinematik primér
neue Maglichkeiten fiir die Anwendung und Weiterentwicklung mathematischer
Theorien und nur sekundir fiihrte dies zu Resultaten, die auch ausserhalb des Anwen-
dungsgebiet eine Rolle gespielt haben. Ich glaube, dass letzteres nur im Falle der Che-

byshevschen Resultaten so ist.

13) L. Durmester, Ueber die Geradfithrung durch das Kurbelgetriebe [-Theil. Civil-Ingenieur, 22, 1876, pp.397-606 und
Talcl XXX
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Goethes Hexen-Einmaleins

Die Hexe (mit grofer Emphase fdngt an, aus dem Buche zu
deklamieren):

Du muBt verstehn!

Aus eins mach Zehn,
Und zwei laB gehn,
Und drei mach gleich,
So bist du reich.
Verlier die vier!

Aus fiinf und sechs,
So sagt die Hex ',
Mach sieben und acht,
So ist's vollbracht:
Und neun ist eins,
Und zehn ist keins.
Das ist das Hexen-Einmaleins.

Meinen kleinen Bericht mdchte ich dem unterhaltsamen Rahmen-
programm zuordnen. Ich nehme ihn so wenig ernst wie Goethe
selbst dieses kleine Stiick seltsamer Mathematik ernstgenoméen
hat. Dariiber hat Helmut Kracke in dem schénen Buch berichtet
das er nach der ersten und letzten Zeile der bekannten Hexen:
verse benannt hat. Aber wenn schon Hexen, die ihren Namen ja
voT Hag, dem Zaun, herleiten, mit Hilfe zauberischer
Krdfte (iber Hecken und Ziune setzen, so Juckt es immer wieder
einmal einen der "hunderttausend Narren", sich an einer Deutun
der Klapperverse zy versuchen und damit einen Zaun Zu Uberwin-g
den, den der Dichter gezogen hat. "GewShnlich glaubt der Mensch

wenn er nur Norte hdrt €s musse [ -
» si d 1 wa der
h d be docll auch S

Mit dem richtigen Einmaleins, das wir alle als Kinder lernen
m?Btenr haben die verse ja nur das zu tun, daB die Zahlen von
eins bis zehn in der richtigen Reihenfolge vorkommen. Dieses
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Einmaleins war wohl fiir viele einfache Gemiter der Gipfel

der Rechenkunst. Heinrich Heine hat in der "Harzreise" ge-
schildert, wie dem Wanderer ein Schulbub seinen Katechismus
zeigt, der auf der letzten Seite das Einmaleins abgedruckt
enthdlt. Das gibt dem Spdotter AnlaB, sich iber den Widerspruch
zwischen der Trinitdtslehre und dem simplen Rechnen lustig zu

machen.

Auch Mephisto spielt auf den Trinitdtsgedanken an, wenn er
gleich Im AnschluB an die Verse der Hexe sagt: "Mein Freund,
die Kunst ist alt und neu. Es war die Art zu allen Zeiten,
durch drei und eins und eins und drei Irrtum statt Wahrheit

zu verbreiten." Vielleicht steckt im Hexen-Einmaleins doch
einiger Tiefsinn! Sicher verstand Goethe von der "Mathematik
mehr als das simple Einmaleins. Man liest immer wieder die
bekannten abfdlligen AuBerungen Uber Mathematik und Mathe-
matiker. Harro Heuser, Professor an der Universitdt Karlsruhe,
hat aber in einem iberaus geistreichen und witzigen Vortrag
berichtet, daf sich Goethes Zorn vor allem gegen die mathe-
matische Vergewaltigung der Natur gerichtet hat (Newton!),

daB er aber ein sehr sicheres und deutliches Urteil iiber die
reine Mathematik hatte: "Diese Beddchtlichkeit, nur das Nichste
ans Nichste zu reihen, oder vielmehr das Néchste aus dem Nich-
sten zu folgern, haben wir von den Mathematikern zu lernen,
und selbst da, wo wir uns keiner Rechnung bedienen, missen

wir immer so zu Werke gehen, als wenn wir dem strengsten Geo-
meter Rechenschaft zu geben schuldig wdren." Er charakteri-
sierte die geistige Freiheit und Kreativitdt des Mathematikers
sehr schén in einem Urteil {iber Descartes, von dem er sagte,
bei ihm duBere sich die Fazilitdt in mathematischen Kombina-
tionen so, wie sie sich bei anderen 'im Spielgeist' zeige."
Sind wir nicht in der Hexenkiiche ebenfalls in einem verriickten
Spiel?

Es ist weiterhin anzunehmen, daB Goethe bei seinem Studium
des Neuplatonismus auch antike Zahlenlehren und -deutungen
kennengelernt hat. Ich gehe einen Schritt weiter mit der Ver-

HILDEBRANDT

mutung, die ich nicht belegen kann, daB ihm der Gedanke der
figurierten Zahlen begegnet ist, also die auf die Pythagoreer
zurickgehende Praxis, die Zahlen geometrisch zu deuten. Wir
kennen noch heute vom Wirfel her die Punktmengen fir kleine
Zahlen in bestimmter Anordnung, z. B. die FOnf als Quincunx
mit ihren Symbolbedeutungen.

Immer ist dabei die Eins als fons et mater numerorum der Ur-
sprung aller Dinge, hdufig dient sie als Symbol fir das gétt-
liche Selbst.

x
"Aus eins mach zehn":
Aus einem Punkt entwickelt sich im
Sinne der Entwicklung des Vielfdltigen X
das gleichseitige Dreieck mit zehn Punk- X X
ten, das die Pythagoreer als Tetraktys X X X
kannten. Es hat bekanntlich eine hohe X X X X
symbolische Bedeutung.
"Und zwei laB gehn, Und drei mach gleich":
Loésche die Zeile mit zwei Punkten aus X X X
und mache sie der dritten Zeile mit X X X
drei Punkten gleich. X X X X
"Verlier die Vier": X
Losche die Zeile mit den vier Punkten X X X
weg. X X b3
“ Aus fUnf und sechs, so sagt die Hex',
mach sieben und acht, so ist's voll-
bracht":
Vergrdfiere die bisherige Anzahl der o x o0
Punkte durch zwel neue, die in die x  x X
rechte und linke obere Ecke zu setzen xoox X
sind.

65



HILDEBRANDT HILDEBRANDT

“Und neun ist eins":
. N : ~-
Das entstehende Gebilde ist die bekannte b Heinrich HEINE “Die Harzrejse"

Kegelaufstellung mit neun Punkten, die na-
tiirlich ebenfalls aus der eins entsprungen

gedacht werden kann. w - «

“Die Kinder sahen an meinem Ranzen, daB ich ein Fremder sej,
und griiBten mich recht gastfreundlich. Einer der Knaben er-
zdhlte.-mir, sie hitten eben Religionsunterricht gehabt, und
er zeigte mir den Kénigl. Hannov. Katechismus, nach welchem
man ihnen das Christentum abfragt. Dieses Biichlein war sehr
schlecht gedruckt, und ich filrchte, die Glaubenslehren machen
dadurch schon gleich einen unerfreulich léschpapierigen Ein-
> druck auf die Gemiiter der Kinder; wie es mir denn auch er-
schrecklich miBfiel, daB das Einmaleins, welches doch mit
der heiligen Dreiheitslehre bedenklich kollidiert, im Ka-
techismus selbst, und zwar auf dem letzten Blatte desselben,
abgedruckt ist und die Kinder dadurch schon frihzeitig zu
sindhaften Zweifeln verleitet werden ktnnen."

"Und zehn ist keins":

Die alte zehn ist verschwunden. Es bleibt
eine Fiqur iibrig, die man als Trinitdts-
symbol empfinden kann, denn die neun ist
oft als die “"grofBe drei" gedacht worden.
Dieser Gedanke wird dadurch erhértet, daB
wenige Zeilen spiter Im Text (ber den
Trinitdtsgedanken sp8ttische Bemerkungen
fallen.

Es ist nicht schwer, die schwache Stelle dieser Deutung zu
finden, sie liegt in der Zeile "und drei mach gleich". Ein
befreundeter Germanist wies mich auf &;n groBen Artikel iber

das Wort "gleich" im Grimm'schen Wérterbuch hin. Hier sieht

man, in wie reicher Weise das Wortchen "gleich" gebraucht werden
kann, so daB meine Interpretation nicht unméglich scheint.

Helmut KRACKE
"Aus eins mach zehn und-zehn ist keins"
1970, rororo Nr. 6680

Philipp Melanchthon, der praeceptor Germaniae, hat kurz vor
seinem Tode auf einem Zettel notiert, wie er sich darauf freue,
im ewigen Leben Christus selbst nach der Auflésung theologischer
Probleme zu fragen. Freuen Wwir uns darauf, den Olympier
Goethe im Elysium zu fragen, welche der hunderte von Deutungen
seiner eigenen entspricht, oder ob er uns alle mit einem ver-
gniigten Unsinn an der Nase herumgefihrt hat.

Harro HEUSER

"Goethe contra 'Mathe'"

Vortrag, am 23.01.1984 gehalten vor der Goethegesellschaft
in Karlsruhe
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Entwicklung der Mathematikgeschichte in Persien

Die historische Erlorschung der Mathematikjeschichte im
lran 1st noch sehr jJung. Der Zeltpunkt des Beginns kann
etwa mit dem 2.Jahrzehnt dieses Jahrhunderts ansegeben
werden, Die erste methodische Forschungsbestrebung war
die Herausgabo der Zeitschrift 'Name DaneSwaran' (Briefl
der Gelehrten) unter der Leitung von Eleqﬁt al-5al taneh,
In den Jahren 1918-1946 wurden sie, in fiinf ﬁﬁnden'zusam-
mengefaft, herausgegeben., Sie beinhalten Mathematikge-
schichte sowle die der Astrononmie.

Herr Sajed Djalaladdin Tehrani gab 1928 dle Jahreszeit-
schrift 'Gahname'(Kalender) heraus, die bis zum Jahre
1937 erschien. Tehranl befaflte sich in dieser Zeitschrift
mit dem Leben persischer und islamischer Gelehrter und
auf der Grundlage der Wissenschaft mit lhren mathemati-
schen und astronomischen Werken. Sein besonderes Augen-

merk jedoch galt den astronomischen Werken,

In Persien haben sich auf dem Gebiet der Mathematikge-
schichte besonders folgende Personen hervorgetan:

- Gholamhossein Mossaheb

- Abulghasem Qurbani

- Parviz Shahryari

- Ahmad Aram

- Gholamhossein Sadri Afshar

- Muhammad Tagi Danis Pafuih

Herr Mossaheb, verstorben 1981, wurde besonders auf dem
Gebiet der Zahlentheorie bekannt, Seln erstes geschicht-
liches Werk war 'Gabr wa mugabala' von ‘Umar Haiyam (1048~
1131), das er im Jahr 1838 herausbrachte., Es beinhaltet
die arabische Abschrift, die Ubersetzung derselben in die
persische Sprache und einige Erl_duterungen dazu., Weiter
ist darin eine Zusammenfassung der Geschichte der Mathe-
matik von Beginn bis zu Unar Haiyam, also bis zum 12.Jh.,
enthalten. AuBerdem veroffentlichte Mossaheb in den Jehren
1930-1935 die Zeitschrift 'Magale rijadiat 4li wa mogaddamati!'
(Zeitschrift der Einfiihrung und der hdheren Mathematik).
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S1e beinhaltet u.,a. einiges iiber dle Geschichte der Mnthe-
matik.

Weiter schrieb er eine ausfiihrliche Einfiihrung In die Zah-
lentheorie, die in fiin{ Biichern zusammengefalt ist. In
dieser Einfiihrung befinden sich geachichtliche Hinweise,
Aufgaben und Arbeiteh der verschledenen Zahlentheoretiker,
aber auch Angaben iiber Leben und Werke der in diesem Buch

aufgefiihrten Mathematiker.

Der bedeutendste persische Forscher, der sich mit der Ge-
schichte der Mathematik auseinandersetzt, ist A.G.Qurbani.
Er war Dozent an der Universitit Farah Pahlewi in Teheran
und lehrte 'Geschichte der Wissenschaft'.Von ihm sind
bisher folgende mathematik-historischen Werke erschienen:
'Blrunlname', in dem er die Werke des Abu Raihan Biruni
(973-1048) erforscht, !'Nasawiname!, Erforschung der mathe-
matischen Werke des All b. Ahmad Nasawl (gest. etwa 1030),
'KaSaniname', Erforschung von Leben und Werken des Al Kasi
(gest. etwa 1429), ebenso das Buch ‘'Riyddidanan-i irani az
Hwarizml t& Ibn-i Sina' (Mathematiker von Hwarizmi bis Ibn
SIna). Es stellt Leben und Werke von 26 persischen Mathe-
matikern vor, dle in der Zeit vom 8.Jh. bis zum 11.Jh.
wirkten. Zu ihnen gehdrten u.a. al-gwﬁrizmi. Banii Musa,

Abi Gafar al-Hazin, Abd 1-Wafa’ al Buzagani, al-Hugandi, al-
Karagi, Ibn SIna. Das Buch erschien 1971 in Teheran. Es bein-
haltet u.a. Fotokopien von Originalschriften einzelner
Mathematiker und wichtige Juellenangaben iiber persische Rii-
cherﬂ%%gden europiischen Katalogen noch nicht aufgenommen
sind.

AuBer den aufgefiihrten Werken schrieb A.G.Qurbani seit 1953
verschiedene Artikel iiber die Geschichte der Mathematik

in den Zeitschriften 'Sohan Abadi’, 'Sohan Elmi' und 'Rahnani
Kitab!',

Herr Shahryari hat sich besonders durch Uber setzungen vonm
Russischen und Franzdsischen ins Persische einen Namen ge-
macht. Hauptsichlich durch ihn werden un# die neuesten For-
schungsergebnisse und andere Beltriige sowjetischer Mathema-
tiker auf dem Geblet der Geschichte bekannt gemacht. Einige
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seiner idbersetzungen sind unter folyenden Titeln arachie-
nen: 'Die Mathematik im Osten’., Das Werk beinhaltet u.a.
Beltrage der sowjetischen Historiker K.Gnedenko, I.Volodarsky,
J.flerschinka, A.Juschkewitsch und B.,%osenfeld. Seit 1975
wird eine sehr interessante Vierteljahreszeltschrifti 'A§ti
ba Riyﬁ%idit' (Ausedhnung mit der Mathematik) unter seiner
Leituny herausgegeben. Sie befalt sich besonders mit der Ge-
scnichte und Entwicklung der Mathematik allgemein, aber auch
mit den Lebenswegen einifer alter Mathematiker, sowohl der
persischen als auch der europilschen. Die Zeitschrift setzt
sich aus Beltrigen einzelner Autoreh zusammen. Vielfach wer-

den hier auch Ubersetzungen aus anderen Sprachen verdffentlicht.

In den letzten 30 Jahren sind zahlreiche erwdhnenswerte
Ubersetzungen in Persien erschienen. Einer der bekanntesten
persischen Ubersetzer ist Ahmad Aram , der in arabischer und
englischer Sprache sowlie in Geschichtswissenschaften sehr be-
wandert ist und dessen Biicher man wegen seiner einmaligen
Ubersetzung gern liest. Er iibersetzte von C.A.Nallino'Die Ge-
schichte der islamischen Adronomie' und von G.Sarton 'Geschichte
der Wissenschaft' ins Persische sowie viele Handschriften aus
dem Arabischen. Vor vier Jahren hat man anldflich seines 70.
Geburtstages das Buch 'Aramname', was soviel heiBt wie 'Buch
des Aram', herausgegeben, Es enthilt Vortrige, die zu seinem
Jubildum gehalten wurden.

Ein anderer Ubersetzer, von dem zahlreiche Publikationen
vorliegen, ist G.H.Sadri Afshar. Ihn kennt man vor allem

durch die Ubersetzungen der Werke 'Introduction to the History
of Science' von G,Sarton, die er 1974 begann und von deen er
bisher die Binde I und II iibersetzt hat. AuBerdem hat er Jah-
relang, von 1979 bis 1983, eine Monatszeitschrift mit dm Namen
'Hodhod', was zu Deutsch 'Wiedehopf' bedeutet, herausgegeben.
In dieser Zeitschrift wurde vor allem die Wissenschaftsge-
schichte publiziert. Im Jahre 1971 schrieb er das Verzeichnis
'‘Kitabname ‘Ulum Iran (Verzeichnis iiber die Wissenschaft im
Iran), das vom Wissenschaftsministerium verdffentlicht wurde.
Unter anderem wurden darin die persischen Handschriften aus

dem Mittelalter bekannt gemacht. Im gleichen Jahr schrieb er
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das Buch 'Sargozandte saz__minha wa nehddha-1 olmi wa amuzedt
dar lran' (Geschichtse der wissenschaftlichen FEinrichtunpen
und Or;zanisationen im Iran). In diesem Buch werden auch Hin-
weise auf die mathematik-geschichtlichen Aktivititen im Iran
und insbesondere zahlreiche Angaben iiber die entsprechende

Literatur gegeben.

Eine umfangreiche Studie iiber die vorhandene wissenschaflt-
liche Literatur hat Herr Danis-PaZuh gemacht. Er hat ein drei-
baindiges Buch unter dem Titel 'Fihrist-i mikrﬁfilfk-i
Kitabhana-i Markazi-i Danisgah-i Tehran' (Verzeichnis der Mi-
krofilme in der zentralen Universitdtsbilblisthek Teheran) her-
ausgegeben (Rand I 1969, Band II 1974, Band III 198,). Er hat
auBerdem grofe mehrbindige Verzeichnisse der Handschriften
fiir die verschiedenen Bibliotheken des Landes angefertigt,
die Werke der verschledenen Diziplinen enthalten.

Einige Aktivitdten in Bezug auf die Mathematikgeschichte
unternimmt die ‘'Persische Mathematiker-Gesellschalt', gegriin-
det 1969, die auf ihren Jahrestagungen much Vortrige zur Mathe-
matikgeschichte hdlt, die danach in einem Berlcht veroffent-
licht werden. AuBerdem gibt die Gesellschaft zwei Zeitschrif-
ten heraus, die mathematische und geschichtliche Beitrige ent-
halten.

Die in Persien befindlichen Handschriften sind teilweise
in Privatbesitz, iiberwiegend jedoch in staatlichen oder nach
der Revolution verstaatlichten Bibliotheken untergebracht. Die
grobte Bibliothek des Landes ist die Zentrale Universitits-
bibliothek in Teheran, die iiber Verzeichnisse der alten ara-
bischen und persischen Handschriften verfiigt. Leider existiert
in diesen Verzeichnissen keine Gesamtaufstellung der Orte, an
denen die jewelligen Schriften zu finden sind. Deshalb habe
ich mit lli1fe einiger Studenten ein solches angefertigt, wo-
durch es moglich ist zu wissen, in welcher Bibliothek und an

welchem Ort dle gewiinschte Schrift auszuleihen ist.

Weitere wichtige Bibliotheken sind die
- Parlamentsbibliothek und die Malek-Biblbthek in Teheran
sowie die

- Bibliothek Astane Quds Radawl in Mashad.

Seit 1981 besteht ein Komitee, das sich 'Komitee der Kul-

turrevolution' nennt. Ihm gehdren u.a. der Staataprisident,
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Jder Miniaterpriasident und der Kulturminister an sowic mehrere
Vertreler jeder NDisziplin. Sie erstellen z.0B. die Richtlinien
der verschiedenen Fiicher und entscheiden dariiber, welche Fii-
cher gestrichen oder neu aufpenommen werden sollen. Dieses
Komitee hat beachlossen, dal an den IIniversititen, die natur-
wissenschaftliche Fachrichtungen eingerichtot haben, die Ge-
schichte der jewelligen Disziplin sowie 'Philosophle der Wis-
senschaften' zum Pflichtfach fiir angehende Lehrer und Natur-
wissenschaftler mit 2 Wochenstunden erhoben wurde. Seit einem
Jahr ist lediglich die Mathematik-Geschichte, nicht zuletzt
auf mein Drdingen hin, auf 3 Wochenstunden erhsht waorden,

Man macht es sich mit diesen belden Fidchern nicht leicht, wes-
halb auch noch kein Institut der Geschichte der Naturwissen-
schaften entstanden ist, Die Historiker méchten diese Ficher
gern bei sich haben. Manche mdchten aus beiden Fachrichtungen
ein extra Institut einrichten und wieder andere mﬁchtenﬁie
gern den jeweiligen naturwissenschaftlichen Fachrichtungen
sowie der Philosophie hinzufiigen.

Fiir mich personlich wire es interessant, Ihre Meinung zu
diesem Punkt in der nachfolgenden Diskussion zu erfahren.

Alireza Djafari Naini
Department of Mathematics
Faculty of Science

Shahid Beheshti University

Eveen. Tehran. Iran

SCHNEIDER

Zusammenfassung des Referates von
Ivo Schnelider

MutmaBliche Wurzeln einer frithen Glilcksspielrechnung

bei den Arabern

Die dltesten bislang bekanntgewordenen Quellen einer bewuBten
Behandlung von G licksspielproblemen mit mathematischen Mitteln
entstammen dem 13. und 14. Jh. Es ist dies einmal ein Abschnitt
Ulber das Wiirfeln mit drei Wirfeln in dem aus der Mitte des 13. Jh.
stammenden Epos "De vetula", die aus dem Jahr 1283 stammende
Aufzihlung von 13 verschiedenen Wilrfelspielen aus dem Spielebuch
Alfons des Weisen und ein vor einigen Jahren in Florenz ent-
decktes Manuskript, das ziemlich genau um 1400 geschrieben wurde,
und in dem ein Spezielfall des Teilungsproblems richtig gelést
wird. In den beiden Manuskripten des 13. Jh. ist arabischer Ein-
fluB zumindest in der verwendeten Fachterminologie unverkennbar.
Allerdings unterscheiden sich diese Termini nicht wesentlich von
den zu dieser Zeit entweder in lateinische Ubersetzungen oder
bereits in die entstehenden Formen der romanischen Sprachen iiber-
nommenen arabisciien Worter. Das bedeutet, daB ein méglicher ara-
bischer Einflu8 mit groBter Wahrscheinlichkeit nicht direkt ver-
mittelt wurde, sondern {iber lateinische Ubersetzungen arabischen
Schrifttums. Eine kleinere Wahrscheinlichkeit bleibt etwa filir

die Behandlung des Wirfelspiels mit drei Wiirfeln in "De vetula”
dafilr, daB die dort angebotene I6sung von einem arabischen lehrer
stammt. Der Autor von "De vetula” kénnte im Jahrhundert der
Kreuzziige mit einem solchen arabischen Iehrer, sdhnlich wie zu Be-
ginn dieses Jahrhunderts ILeonardo von Pisa,in direktem Fontakt
gestanden haben. Fiir eine solche M&glichkeit spricht auch das
unmittelbare Auftauchen dieser mathematischen I.8sung in einem
mittelalterlichen Epos, das sich mit dem I'eben und insbesondere
den .liebesproblemen eines Edelmanns dieser Zeit auseinander-
setzt. Anders als in allen bekannten spiteren Manuskripten, in
denen G licksspielprobleme mathematisch behandelt werden, ist
hier die "literarische" Umgebung v&1llig unmathematisch. Hinzu
kommt, daB das Problem in einer Weise geldst wird, fiir die es
keine bils jetzt bekannten Vorbilder gibt und im Vergleich zu der
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spitere weniger vollstindig sind. Das bekannteste '
dem Bereich der Glilcksspiele entnomme:g?aéighfst“az—zahr“.
Dieses vulgdrarabische alte Wort ist die Wurzel filr die heute
zufall bedeutenden W&rter "azar", "azzardo" und "hasard" in

den romanischen Sprachen und im Englischen. Das Wort "“azar"
taucht auch im Spielebuch Alfons des Weisen zur Bezeichnung
eines speziellen Wirfelspiels auf. Dies allein ist als Ausweis
fuir eine aufgrund der schnellen und friihen Verbreitung des
Wortes wahrscheinlich sogar sehr intensive Gliicksspielpraxis

bei den Muslimen v81llig ausreichend. Andererseits fehlt jeder
Beleg fir den Versuch arabischer Mathematiker, spezielle G liicks-
spielprobleme mit jhren Mitteln zu 1l8sen. Bei dem groBen Interes-
se der Araber filr die Mathematik ist nicht auszuschlieBen,
daB man Probleme wie das in "De vetula" enthaltene Wirfelproblem

oder das Teilungsproblem mathematisch zu behandeln versuchte.

Quellen fir solche Versuche sind allerdings bis heute nicht
gefunden worden. Dafiir gibt es eine Reihe von mdglichen Griinden.
Diese betreffen eine in die Hunderttausende gehende Anzahl von
unbearbeiteten arabischen Manuskripten, ebenso eine nicht
schdtzbare Anzahl von lateinischen Manuskripten, die entweder
Ubersetzungen arabischer Manuskripte darstellen oder Kompila-
tionen, Uberarbeitungen von solchen Ubersetzungen. Unbearbei-
tete Manuskripte dieser Art kénnen sich z.B. in allen groBen
Handschriftensammlungen Europas befinden. Auch die bis heute
iiblichen Verfahren der Katalogisierung des mittelalterlichen
Manuskriptbestandes in Spezialgebieten wie der Mathematik ver-
zichten grundsdtzlich auf eine Inhaltsangabe, die eine kritische
Durchsicht jedes einzelnen Manuskripts voraussetzt. Das bedeu-
tet, wie z.B. die Funde in Florenz zeigen, daB noch immer mit
Uberraschungen zu rechnen ist, wenn man beginnt, bestimmte
Bestdnde systematisch zu erfassen. Andere Griinde betreffen das
im Zusammenhang mit dem Verbot des Genusses von Wein von
Muhammad ausgesprochene G liicksspielverbot. Es wird in diesem
Zusammenhang darauf hingewiesen, da8 die in der Geschichte

des Islams hdufig auftretenden Reinigungs-Kampagnen, das Vor-
handensein mathematischer Texte, die sich mit Gliicksspielpro-
blemen befaBten, weitgehend ausschlieBen. Dieser Standpunkt
wird allerdings aufgeweicht, wenn man dieses G liicksspielverbot,

wie es in Sure, 5, 90, ausgesprochen ist, ndher betrachtet.
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Was Muhammad dort verbietet, ist nicht "zahr", sondern 'maisir",
das dort als Teufelswerk gegeiBelt wird."Maisir" war zunlichst
ein Pfeilspiel, das bei den Arabern der Dschahilija, also

der vorislamischen Zeit, weit verbreitet war. Es sind davon im
wesentlichen zwei Formen Uberliefert, die im Zusammenhang der
beim Schlachten mit Vieh {iblichen Fleischverteilung angewandt

wurden.

Offenbar war das Wirfelsplel bei den Arabern zur Zeit von
Muhammad nicht bekannt. Es scheint erst 1m Rahmen der nach
Muhammad einsetzenden Ausbreitung des Islams aus einem oder
mehreren der eroberten Iinder Eingang gefunden zu haben. Ein
moglicher Kandidat ist z.B. Agypten, in dem Spielwiirfel schon
sehr friih benutzt wurden. Von daher ist es denkbar, daB es einige
Zeit gedauert hat, bis das von Muhammad ausgesprochene Verbot
von 'fraisir"als auch fiir das mit 'zahr” bezeichnete Wirfelspiel
gliltig angesehen wurde. Dieser Zeitraum 1l&d8t sich natiirlich
nicht ndher bestimmen. Er kénnte allerdings ausgereicht haben,
um auch eine mathematische Behandlung zu ermdglichen, die einen
bis heute nicht mehr rekonstruierbaren Eingang in die abendlan-
dische literatur fand. Fiir die Existenz elner solchen Periode
spricht auch die Beachtung bzw. MiBachtung des Verbots von
WeingenuB. Das Verbot wurde in der Anfangszeit streng einge-
halten, aber schon unter den Omaijaden der ersten Hdlfte des

8. Jh. erreichte die MiBachtung dieses Geboctes einen Hohepunkt.
Dies gilt auch noch fiur die frithen Abassiden. Gerade in die-
ser Fihrungsschicht wurde eine Art von MiBachtung der von
Muhammad vorgeschriebenen Iebensweise deutlich, da diese offen-
bar an den Gewohnheiten vor allem der arabischen Beduinen oriemn
tiert war. Im Rahmen dieser vor dem Hintergrund der Hochkulturen
etwa des alten Persischen Reiches entwickelte Herablassung
gegenilber einer fUr die primitiven Nomaden angepaBten Iebens-
form entstand ein Klima der Duldung von Abweichungen gegeniber
den Vorschriften des Koran. Ein solches Klima konnte sehr gut
ausgereicht haben fiir eine kurze Blite einer potentiellen

G liicksspiel-Mathematik. Der Nihrboden filr eine solche Méglich-
keit war sicherlich spdter wesentlich ungiinstiger geworden, als
sich z.B. im 10. Jh. die orthodoxe Auffassung von al-Bagillani
durchsetzte.
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Wenn sich, was im Rahmen der beim derzeitigen Wissensstand
moglichen Spekulationen nicht ausgeschlossen werden kann,
muslimische Mathematiker Uberhaupt mit Glicksspielproblemen
nach dem 9. Jh. beschidftigt haben, dann muBiten sie jedenfalls
auBerhalb der Orthodoxile stehen. Dafilr gibt es grunds&tzlich
zwel M8glichkeiten. Entweder war die Unvereinbarkeit einer
mathematischen Behandlung von Gliicksspielen mit dem Zufalls-
begriff der Orthodoxie Uberhaupt nicht bewuBt, oder man liefB
einen G egensatz zur Orthodoxie zu. Fir diese zweite M8glich-
keit gibt es verschiedene Beisplele. So gab es auch fir
strenge Moslems mehr oder minder groBe Nischen, etwa als
Mu'tazilit auBerhalb der Orthodoxie zu stehen und sich mit den
Quellen aus anderen Kulturkreisen zu beschdftigen. Diese Quel-

len betrafen auier den klassischen griechischen indische Schrif-

ten, die seit der Mitte des 8. Jh. ilbersetzt und interpretiert
wurden. Unterstellt man, da8 bei den Indern schon viel friher

Versuche angestellt worden waren, Gliicksspielprobleme mathema-

tisch zu l8sen, so waren mdgliche arabische I8sungen Weitergaben

oder Weiterfilhrungen von entsprechenden indischen.

SCHOLZ

Bymmetriskonzente in _den Kristallstrukturtheorien der ersten
Hélfte des (9, Jshrhunderts und die Entstehunc des
aeometrischen Gruppenbeoriffs

E. Scholz

1. Einflhrung von Bymmetriekonzepten in die Kristallographie

Im Jahre 1615 wurde von zwei Kristallographen im Rahmen
unterschiedlicher Kristallstrukturtheorien aber nicht
unabhdngig voneinander auf die Bedeutung von Symmetrie—
gesichtspunkten fiir die Kristallographie hingewiesen: wvon
R.J. Haily (Mémoire sur une loi de cristallisation , appellée
loi de symétrie. Mém. Muséum d'Histoire Naturelle 1. B81-101,
206-225, 273-298, 341-352) und C.S. WeiB (Ubersichtliche
Darstellung der verschiedenen natilrlichen Abtheilungen der
Krystallsysteme. Abh. PreuBS. Ak. Wiss. Berlin 1815/1818B, 289-
336) . Hally explizierte in dieser Arbeit ein Prinzip., das er
in seinem ab den 1790er Jahren antwickelten Ansatz einer
jati i schon geit einiger Zeit
implizit verwendet hatte. Grob gesprochen handelte es sich
dabei um einen Aufbau der Kristallpolyeder aus kleinen
molekularen Polyedern, die nach gewissen Regeln an einen von
18 "Kernen/Grundgestalten' angelagert wurden. Diese Regeln
erfiillten ein iv ini
i i Noch =ziemlich implizit
wurden von Hailiy auf diese Weise die Symmetriesysteme zu den

Gruppen o=, Den, Dsn, Dan, Dan, Can, Ci(Schoenflies—
Notation). die spdteren 7 holoedrischen Kristallklassen,
charakterigiert.

Weis vertrat im Gegensatz zu Haily den dynamistischen
Standpunkt, d.h. er versuchte, den Kristallaufbau durch
gesetzmifig strukturierte Krdftesysteme zu erklaren. Dabei
dachte er an den Aufbau solcher Kraftesysteme aus
(geometrisch unabhdngigen) Hauptkr&ften, die er geometrisch

durch 3 Achsen charakterisierte. Die Analyse der
vorfindlichen Kristallformen fiihrte ihn auf die Angabe von
Achsensystemen, die unmittelbar und 1:1 mit 7
Symmetriesystemen (den holoedrischen Kristallklassen) in
Beziehung standen. Dariiberhinaus verwies er auf die

Mbglichkeit von einfachen Kristallgestalten, die einem System
zugeordnet waren aber nicht die volle Symmetrie aufwiesen,
sogenannte “halbfléchige" Gestalten. Implizit begann Weif so
mit einer Auflistung von Untergruppen vom Index 2 in einem
holoedrischen System (hemiedrische Kristallklasasen).

Im AnschluB an WeiB lag es daher nahe, mdgliche weitere
hemiedrische oder noch weiter untergeordnete Symmetriesysteme
zu suchen und die Charakterisierung der Symmetriesysteme zu
verbessern, fiir die in der zeitgendssischen Mathematik kein
verwendbares Konzept vorlag. So wurden im dynamistischen
Proaramm der Kristallstrukturtheorie in der ersten Halfte des
19. Jahrhunderts in dieser Hinsicht einige entacheidende
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Fortschritte gemacht: im stellte 1826 eine
vollstindige Liste der kristallographischen Punktsymmetrie—
systeme auf (32 Kristallklaesen. implizit sdmt liche

Untergruppen der 7 holoedrischen Klassen) . J.F Heasel, der
diesee Ergebnis nicht kannte, erhielt es 1830 erneut, nachdem
er simtliche endliche Punktsymmetriesysteme im euklidischen
Raum best immt hatte (implizit also alle endlichen
Untergruppen wvon O0(3,R)) Er verband dies mit einem
geometrisch formulierten Vektorkalkiil mit rationalen
Koeffizienten ("Gerenstrahlgesetz"), &hnlich wie Justus G,
Grafmann. der Vater Hermann G.'s, der 1829 einen symbolisch-
algebraischen Kalkiil vorstellte, in dem Symmetrieoperationen
und vektorielle Rechnung miteinander verbunden waren
("geometrische Combinationaslehre") .

2. Bravais®’ Kristallstrukturtheorie

Obwohl des Symmetrieprinzip von Hally im Rahmen geines
atomistischen Programms zum erstenmal in die Kristallographie
eingefiihrt worden war, wurde es in der ersten Hélfte des 19.
Jahrhunderts von den vom Dynamismus beeinfluBten Forschern in
wesentlich fruchtbarerer Weise weiterentwickelt als von den
Atomisten. Das &dnderte sich jedoch um die Jahrhundertmitte
durch die Arbeiten Auguste Bravais' (1811 - 1863), der die
atomistische Theorie unter verschiedenen Aspekten jiingeren
Entwicklungen anpaBte und ihr eine neue Gestalt gab.
Insbesondere nahm er einen Teil der Symmetriekonzepte aus der
dynamistischen Schule auf und entwickelte sie wesentlich
weiter.

In zwei Arbeiten stellte er zunachst eine geeignete
mathematische Grundlage zusammen (Mémoire sur les polyédres
de forme symétrique., J. d. Math. 14, (1849) 141-180; Mémoire
sur les systémes des points distribués réguliérements sur un
Plan ou dans 1'éspace, J. Ec. Pol. 19 (1850), 1-128) , auf
die er dann in seiner Kristallstrukturtheorie aufbauen
konnte (Etudes cristallographiques, ibid. 20, 101-278).
Handelte es sich in der 1849er Arbeit um eine erneute
Ableitung samtlicher endlicher Punktsymmetriesysteme
(implizit: endlicher orthogonaler Gruppen) unabhingig wvon
Hessel, 80 stieB er in der zweiten Arbeit in Neuland vor. Er
analysierte ebene und réumliche Punktgitter und
klagsifizierte sie nach Symmetriegesichtspunkten. Dabei
entdeckte er Zundchet, da8 die maximalen endlichen
Punktsymmetriesysteme rs&umlicher Gitter (nahezu) mit den
Weifschen holoedrischen Systemen Ubereinstimmen und sich die
Gitter entsprechend in 7 ("Bravais"-) Systeme unterteilen.
Dariiberhinaus fiihrte er eine feinere Unterteilung in 14
Raumgittertypen ein, die in enger Beziehung zu den Haiiyischen
Grundformen stehen.

Vom Symmetriegesichtspunkt her enthielt die 1850er Arbeit
eine Reihe bemerkenswerter Beobachtungen:
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— explizite Diskussion der Abbildung unendlicher
unbeschrénkter Punktmengen im Raum (Punktgitter),

- explizite Diskussion, wenn auch nur teilweise Angabe
unendlicher r&umlicher Symmetriesysteme (Isometriegrup-—
pen Isom(T") von Punktgittern T,

=~ geometrische Charakterisierung des orthogonalen Anteils

(T) von Isom(T) ( : Isom (E®) ——> 0O(3,R)) durch eines
der in 1849 studierten Punktsymmetriesysteme ,

- dadurch implizite Charakterisierung wvon 14 durch
semidirekte Produktbildungen angebbaren kriestallographi-
schen Raumgruppen Isom(T") = (T)*T' (I'* Translatjons-—
gitter zum Punktgitter I') .

Im Rahmen seiner Kristallstrukturtheorie (1851) ging Bravais
davon aus, daB die Molekiile durch Atompolyeder mit endlichen
Punktsymmetrien zZu charakterisieren geind und stellte
hypothetische Regeln fiir die zul&issige Zuordnung von Molekiil-
und Gittersymmetrien in einer Kristallstruktur auf. Das
Ergebnis war eine Liste, in dem " implizit 71 durch
semidirekte Erweiterungen charakterisierte kristallogra-
Phische Raumgruppen (von 73 insgesamt vorhandenen) angedeutet
waren.

3. Ubertragung des Gruppenbagriffs in die Geometrie

Der Gruppenbegriff bildete sich wahrend des zweiten Drittels
des 19. Jahrhunderts wie Dbekannt zunkichst in der
algebraischen Gleichungstheorie und Zahlentheorie heraus.
Natiirlich gab es auch innerhalb der Geometrie Angdtze, die in
impliziter Form ein Stilck Gruppendenken enthielten (auBer in
Mébius' isoliertem Vorgriff von 1827 auf das "Erlanger
Programm" insbesondere in der projektiven Geometrie, der
Kinematik und - wie angedeutet - in der geometrischen

‘Kristallographie) . Eine explizite Ubertragung von

Gruppenterminologie und -methoden in die Geometrie erfolgte
jedoch erst Ende der 1860er Jahre durch C. Jordan (1869
Mémoire sur les groupes de mouvements. Ann. di Mat. 2:
Oeuvres 4 (1964), 231-302).

Jordan verwies ausadriicklich auf die Anregung der von ihm in
(1869) verfolgten Fragestellung durch Bravais. Er
charakterisierte eine Bewegungsgruppe als unter Komposition
abgeschlogsenes System wvon Bewegungen (implizit stets
Existenz von Inversen vorausgesetzt) oder auch als System der
Deckbewegungen eines verallgemeinerten Moleklleystems (auch
fiir kontinuierliche Gruppen!). Er unterschied kontinuierliche
von diskreten Gruppen, bewies die Homomorphieeigenschaft der
schon von Bravais betrachteten Reduktion rdauml icher
Bewegungen auf ihren orthogonalen Anteil, klasgifizierte die
Gruppen gemdR ihrem orthogonalen Anteil in “Kategorien" und
versuchte eine mdglichst vollstdndige Herleitung der
mdglichen Bewegungsgruppen (Angabe durch Systeme von - ggfs.
auch infinitesimalen - Erzeugenden). Dabei ging er auBer der
veranderten Fragestellung und Terminologie auch dadurch
entscheidend iiber Bravais hinaus, da8 er durch systematische

79



SCHOLZ

80

Verwendung von Schraubenbewegungen nicht nur semidirekte
Gruppenerweiterungen von Translationsgruppen durch
orthogonale Gruppen sondern auch solche mit nichttrivialem
Faktorensystem (implizit) ine Auge faBte.

Die endgilltige Durchsetzung des Gruppenbegriffs in der
Geometrie wurde ab den 1870er Jahren entscheidend durch die
Arbeiten Lies und Kleins iber Transformationsgruppen
geprdgt. Diese Arbeiten hatten einen eigenen Hintergrund in
Fragestellungen der projektiven Geometrie. Doch stand in
Lie/Kleing Arbeiten aus den friihen 1870ern der Aspekt von
stetigen n—Parameterscharen von Transformationen viel stirker
im Vordergrund als der Gruppenaspekt (System von
Operationen). Das fand etwa auch in der von den beiden
vervendeten Terminologie seinen Niederschlag: Sie sprachen
zundchst in einer nicht einheitlichen Terminologie iiber
“Scharen", "Zyklen" etc. von Transformationen.
Bemerkenswerterweise finden sich in beider Arbeiten, in denen
sie zum erstenmal zur Verwendung der Terminologie von
"Transformationsgruppe" Ubergingen, ausdriickliche Verweise
auf Jordans Mémoire von 1869 (Klein: Uber die sogenannte
Nicht-Euklidische Geometrie; Math. Ann. 6 (1873); 6GA 1
(1921), 311-343. Lie: Uber eine Klasse geometrischer
Transformationen (Forts.); Christiania Forh. Vid. Selsk.
(1872): GA 1 (1934), 153-210). Die Jordansche Arbeit scheint
daher durchaus eine katalysatorische Rolle bei der Fixierung
der Ideen Lies und Kleins {iber Transformationsgruppen
gespielt =zu haben; dieser Eindruck wird durch inhaltliche
Parallelen weiter gestiitzt.

4. Hathematisierung der Kristallographie - Theorstische
Mathamatik

Zum SchluB drei Beobachtungen und eine These:

(i)Die Kristallographie bildete in ihrem Symmetriestudium
wahrend der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts einen, groBen
Reichtum an implizit gruppentheoretischem Material heruus (7
holoedrische Kristallklassen bei Haiiy und Weis, 32

Kristallklassen bei Frankenheim, Algebraisierung von
Symmetrieoperationen der holoedrischen Klassen bei J.G.
GrafSmann, endliche Punktsymmetriesysteme bei Hessel und

Bravais, 71 Bravaissche Raumsymmetriesysteme). Darin gewann
sie einen deutlichen Vorlauf vor der zeitgendéssischen
Mathematik.

(ii) Dies war offenbar eine wesentliche Erfolgsbedingung filr
die Einfithrung des expliziten Gruppenbegriffs und
gruppentheoretischer Methoden in die Kristallographie durch
Schoenflies u.a. ab Ende der 1880er Jahre. Die Ausarbeitung
der Theorie der kristallographischen Raumgruppen enthielt
zundchst eine Explizierung und Aufklirung schon bestehender,
weit entwickelter Ansidtze im Material der
Kristallstrukturtheorien, bevor sie zur Vertiefung und
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Erweiterung der von den Kristallographen schon eingesetzten
Strukturen Uberging. Dadurch wurde letztere erst BoO
fruchtbar.

(iii) DariUberhinaus ging dem Einfluf der geometrischen
Gruppentheorie auf die Kristallographie ab den 1870er Jahren
(L. Sohncke im Anschluf an Jordan) kurz vorher ein Einflus
in umgekehrte Richtung voraus. Bravais' Theorie wurde zum
Ausléser fiir Jordans Ubertragung des Gruppenbegriffs in die
Geometrie und trug dadurch zZur Herausebildung der
geometriechen Gruppentheorei bei. Insofern haben wir in der
Mathematisierung der Symmetriekonzepte der Kristallographie
im 19. Jahrhundert einen sehr schonen Fall einer dialogigchen
Interaktion zwischen theoretischer (autonomer) Mathematik und
einer mathematisierenden Einzelwissenschaft vor uns, der gar
nicht der Figur einer gewimeermaBen a posteriori “Anwendung"
vorher ausgearbeiteter reiner Strukturkonzepte entepricht.

Mdglicherweise ist dies sogar bie zu einem gewissen Grade
typisch fiir fruchtbare Anwendungsbeziehungen der Mathematik.
Das lieBe sich dann in die nur dem ersten Anschein nach
paradox klingende These fassen:

Anwendungen der Mathematik enthalten mehr als
blofe
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EINIGE  RICHTUNGEN IN DER ENTSTEHUNG UND TV DER
HISTONISCIHEN ENTVICKLUNG DER KLASSISCHEN THLORTE
DEN MANDWERTAUFGADEN FUR DIE AUALYTISCHEY FUYE-
TTO“EN

Milos Canak

In der Theorie der Randwertaufgahen fiir die analytischen Funk-

tionen der komplexen Verknderliche spilelen die folgenden Randwert-
aufgaben von Riemann und Ililbert eine zentrale Rolle,
I'roblem N: Es sel eine einfache,glatte,geschlossene Kontur L. ge-
geben,dle die komplexe Ebene anf das ausserliche Gehiet D~ und das
innerliche Gebiet DV tellt.Es seien weiterhin G(t) und g(t),/teL/
die gegebenen Funktionen die auf 1. der Bedingung von liolder

16 (t) = E(t <A Lty = 17 ()
geniigen,wobel A und A positive Zahlen sind und 0G<A < 1.Man
soll zwel Funktionen F*(z)und F™(2z) bestimmen,dle analytisch res-
pektiv in D¥und D~ sind und die auf L der Randbedingung

FY(t) =G(t) F (t) +g(t) (2)
genligen,
Problem H: Bs sel eine einfache,glatie,geschlossene Kontur L und
die reellen Funktionen a(s),b(s) und c(s) des Bogens s der Kon-

tur I gegeben . ,Man soll die Funktion f(z)=u(x,y)+iv(x,y) bestim-
men,die in nt analytisch ist und die auf L der NMandbedingung

a(s)u(s)+b(s)v(s) = c(s) )

geniigt,

NDie Grundmethode fiixr das Auflosen des Problems (2) ist die The~
orie des Integrals vom CAUCHYschen Typus.,Die ersten Erforscher die
diese Problematik untersuchten waren J.Plemelj [1],[2] una J.Sobho-
cki [3] .Sie haben die Eigenschaften des Integrals vom CAUCHYschen
Typus auf der Integrationskontur erforscht und die fundamentalen
Formeln/PLEMELJ-SONOCKIsche Formeln/ ausgefiihrt ,die das Auflosen
der Randwertaufgabe R ermdglichen . Wichtige Ergehnisse zu dieser The-
orie gaben auch A.Harnac [h] und N ,Musheligvili [5] .

Die Randwertaufgabe (2) finden wir zum crsten Mal in der Ar-
beit [6] von Riemann.,Die ersie Ldsung des homopgenen Problems(2)

/e (t)=0/ gab Hilbert [7] durch Konstruktion einer FREDIOLMschen
Integralpgleichung dere Ldsung gleichzeltig die losung der RNandwert-
aufgabe darstellt,Auch E,Picard [8] reduzierte die Randwertaufgnbe
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von lliecmann auf eine Integralgleichung und niltzte dahel das Intepral
vom CAUCHTYschen Typus.Plemelj [1] zeipte,dass sich die Losung des
RIEMANNschen Problems mittels eines Intepgrals vom CAUCHYschen Typus
ausdrilicken lisst.Bel Aufltisen einer singulliren Integralgleichung mit
dem CAUCHYschen Kern ltste Carleman [9] unterwegs auch die nichthomo-
gene Nandwertaufpgabe von NMiemann mit konstanten Koeffizienten in ei-
nem speziellen Fall,Die erste vollstlindige Losung des Problems (2)
fand F.Gahov/1936/,/siehe [10]/.

Welitere Erforschungen entwickelten sich im Sinne verschiedener
Verallgemeincrungen des Problems (2).W1r kdnnen folgende Verallge-
meinerungen hetrachten:

1/ Die Verallgemeinerungen kiénnen im Dezug auf die Koeffizienten
G(t) und g(t) sein.Anstatt der HOLDERschen Bedingung kdnnen sie ei-
ner anderen Bedingung genligen,

11/ Das Problem RN 1llsst sich flir die mehrfachzusammenhlingenden
Gebieten untersuchen,

I11/ Die Randbedingung kann neben der unbekannten Funktionen auch
die Ableitungen oder die integralen Glieder enthalten,

IV/ Die Kontur L muss nicht immer glatt sein.Sie kann auch Win-
kelpunkte,Rtickkehrpunkte,Endpunkte und andere Singulariteten ent-
halten,

v/ Die Kontur L muss nicht geschlossene sein,

vi/ Man kann ein System von n-Randwertaufgaben mit 2n-unbekanno-
ten Funktionen auflidsen,

VII/ Die Nandbedingung (2) liisst sich verallgemeinern,

VII1/ Man kenn den mehrdimensionalen Fall untersuchen.

Ix/ Es 18t méglich auch die nichtlineare Nandwertaufgabe betrachten.
x/ Randwertaufgabe R kénnen wir fiir verschiedene Klassen der
nichtanalytischen Funktionen aufldsen,

Die erste Losung des RIEMANNschen Problems mit unstetigen Koef-
fizienten G(t) und g(t) gaben Hilbert und Plemelj.L.fibrikova
fand die LSsung des verallgemeinerten RIEMANNschen Problems mit un-
stetigen Koeffizienten,

B.llvedelidze [12] generalisierte das Problem R filr die mehr-
fachzusammenhingenden Gebieten,

Man kann auf verschiedene Art und Weise das Problem R im Sinne
111/ verallgemeinern,J.Krikunov [lj]hnt das folgende Problem
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el k o+ ] k .+
d A FT(t) T a® F(1)
-Zlbk(t) - +J b (¢,T) — L at] = r(t) (1)
feo dt L aT
untersucht, wobel ak(t),bk(t) - gegebene,stetige Funktionen sind
und Ak(t,1r),nk(t,19 - FREDIIOLMsche Kerne darstellen,

Um die Verallgemeinerungen der Randwertaufgabe it im Sinne v/
zu erforschen,muss man zuerst die entsprechenden PLEMELJ-SONOCKI-
schen Formeln fUr die Winkel- und Riickkehrpunkte nusfiihren,Solche
Formeln finden wir in der Monographie [lh] von N.Musheligvili.

F.Gahoi[}S] hat das Problem R 1im Falle wenn das Kontur L
aus n-glatten,einfachen Kurven besteht/wenn L keine geschlossene
Kontur ist/ untersucht.Er gab auch die Lgsung fiir das Problem R
mit n Randbedingungen und mit 2n unbekannten Funktionen/s.[lé]/.

Die Verallgemeinerungen im Sinne VII/ haben eine grosse theo-
retische und praktische Bedeutung,und viele russischen und anderen
Erforscher gaben ihre Ergebnisse zu dieser Theorie.Eine wichtigste
Rolle spielen hier die folgenden Randwertaufgaben von Haseman und
Carleman:

Problem As: Es sel eine glatte,einfache,geschlossene Kontur L ge-
geben,Es seien G (t)und g(t],/te L/ die gegebenen Funktionen die
der Bedingung von Hilder (1) genligen ,Man soll zwel Funktionen F*lz)
und F7(z) bestimmen,die analytisch respektiv in D% und D  sind
und die auf L der Randbedingung

F(el (£)) = G(LIF(t) +g(t) 5)
gentigen,wobel A (t} einen Homtomorphismus der Kurve L auf L
darstellt,

Problem C: Man soll die Funktion F(z) bestimmen,die analytisch in
DY 1st und die auf L der Randbedingung

F (ot (t))= G(t)F(t)+ g (t) (6)
genligt . Dabel ist J_(t) ein Nomomorphismus der Kurve 1. anf L,der
der Bedingung von Carleman ol{ol (t)) = t geniigt.,

Die ersten Erforschungen des Problems Ils finden wir in der
Dissertation [}7] von C.lHaseman,Das erste vollstindige Aufldsen
dieses Problems gab D,Kveselava [18] mittels der Methode der Inte:.-
gralgleichungen,
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Das I'roblem der Form (6) definierte zum ersten Mal T.Carleman
/1931/,/siehe [19]/.D1e vollstlindige Lisung dieser Randwertaufgabe
gab D,Kveselava [20] o

Der mehrdimensionale Fall wurde relativ split von L.Sozanov
/1973%/,/siehe [21]/ gelbst,

In seiner Arbeit [?2] hat A.Susea die folgende nichtlineare
Randwertaufgabe von RIEMAVNtypus

[F+(t)]a(t)= G(t)[v‘(t)]h(t) (7)
erforscht,wobel a(t) und bh(t) die Randwerte einiger bestimmten a-
nalytischen Funktionen darstellen,Dieses Problem hat F.Gahov im all-
gemeinen Fall gelﬁst.M.ﬁanak [2q]hat,durch Zuriickfihrung auf die ge-
wthnlichen Differentialgleichungen,eine Klasse der Lbisungen des Pro-
blems (7) gefunden, )

Alle diesen Verallgemeinerungen lassen sich auch auf die Rand-
wertaufgaben von Hilbert,Haseman und Carleman anwenden.Eine grosse
Zahl der historischen Angaben gibt es in der Monographie [2&].

Die Verallgemeinerungen im Sinne X/,doh.die Randwertaufgaben
fiir die nichtanalytischen Funktionen ktnnen wir hier wegen ihren
Ausfithrlichkeit nicht tlberlegen.Es ist zuerst notwendig,die Theorie
der nichtanalytischen Funktionen und ihre Historie erkennen/s.[25]/.
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1. Introduction

It is part of folklore in mathematics that the origins of
discrete mathematics lie in recreational mathematics. In
particular graph theory would have arisen from the problem of
the Koénigsberg bridges, W.R. Hamilton's game of the tour
around the world, and the famous four-colour problem for maps.
This is a tenable position in so far that nowadays the problem
of the existence of an Eulerian walk, or a Hamiltonian circuit
in a graph, and the problem of colouring planar graphs are the
classical problems in graph theory. However, a closer look at
the original sources, in which these problems were formulated
and 'solved' for the first time shows that these classical
problems were not framed in graph-theoretic language. So one
could say that the origins of graph theory have to be found
elsewhere.

Around the middle of the nineteenth century five authors
independently published mathematical texts that more or less
explicitly contained results on trees, in chronological order:
von Staudt, Kirchhoff, Cayley, Listing, and Jordan.

2. Electrical networks

In 1845, while he was still a student at Kdnigsberg,
G.R. Kirchhoff had formulated the two fundamental laws for
electrical networks. They appeared in an appendix of a paper
on the distribution of electrical currents in a disk!. Two
years later, in the December issue of Poggendorf's Annalen,
he published a fundamental paper, in which he exploited his
two laws to determine the strengths of current in the wires of

an arbitrary electrical network, given the resistances and the
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electromotoric forces 1in the systemz. The two laws give rise
to two systems of linear equatlons, one assoclated with the
closed figures (circuits) in the mesh, the other with the
crossing-points (vertices). Kirchhoff developed a method to
obtain n independent equations, where n is the number of
wires. Besides some physical arguments and elementary matrix
theory, he evolved a number of ideas and propositions that are
purely graphical. Thus he produced a critical set of circuits,
from which all other circuits can be obtained by a composition
procedure. Further he settled an exchange property for such
critical sets of circuits. Essential for these results was the
use of what we now call a spanning tree of the network. His
proofs were not always complete. But apart from these minor
gaps, Kirchhoff had already deduced a fundamental result that
eventually formed one of the basic ideas for matroid theory to
be developed by H. Whitney in 1935.

Kirchhoff himself did not return to the subject, neither
did other physicists in the nineteenth century. Except for his
two laws, the above results were not incorporated in physical
textbooks. Finally early twentieth-century physicists
reconsidered the topic.

3. The polyhedral formula

In the 1750's Euler obtained the polyhedral formula,
relating the number of vertices, the number of edges, and the
number of faces of a polyhedron®. His proof was not flawless,
and he did not realize that he had to specify for which
polyhedra the formula holds. About a century later, K.G.C. von
Staudt was the first to formulate correct hypotheses that have
to be fulfilled by polyhedra so that they satisfy Euler's
formula". The proof was given in the concise style so
characteristic for von Staudt's writings. It involved the idea

of a spanning tree for the vertex—-edge skeleton of a polyhedron.

Euler's formula was the starting-point for J.B. Listing for
a long paper entitled Der Censue rdumlicher Complexe®. He
introduced the idea of a 'complex' built up from simpler pieces
such as vertices, edges and faces. In the main theorem he

determined the ‘census' of a complex, a relation between the
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number of vertices, of edges, of faces, and of subcomplexes,
and some other parameters. This involved among other things
circuits of edges. A special type of complexes are the linear
complexes consisting of vertices and edges only. They played
a particular role in Listing's paper, for by carefully
contracting higher dimensional pileces to points and lines,
Listing was able to get from a complex a linear complex that
reflects the spatial structure of the original complex. In
studying these linear complexes 'trees' occurred, and some of
Kirchhoff's results were 'rediscovered'.

In later years this polyhedral mathematics was one of the
main sources for the genesis of algebraic topology culminating
in the work of H. Poincaré&, and others (as O. Veblen). Herein
Kirchhoff's results were incorporated.

4. Assemblages of lines

In 1869 M.-E.-C. Jordan published a paper entitled Sur les
assemblages de lignes®. Here he considered assemblages of
lines in 3-space consisting of points and lines, where each
line joins two points. For these lines, only the ends matter
and not their spatial structure. So Jordan's objects are (in
modern terms) graphs embedded in 3-space. Two assemblages can
be 'pareil' (i.e. alike or similar), which amounts to being
isomorphic as graphs. Jordan stated the general problem of
determining the 'connected' non-similar assemblages with m
lines. He gave a method for those assemblages in which
connectivity can be destroyed by cutting one line. These are

precisely the trees (embedded in 3-space). His method consisted

of specifying (in various ways) certain central points, by
which (non-)similarity can be more easily determined, and
recursive procedures will be available.

5. Trees, enumeration and chemistry

Arthur Cayley, one of the most prolific mathematicians in
history as it is, 1s also the one who has published the most in
graph theory in the last century. All of these papers were
exclusively on trees. In 1857 appeared On the theory of the
analytical forme called trees’. This paper is the first in
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history that contains graphs in the modern abstract sense
without any spatial connotation. Cayley was motivated by work
of J.J. Sylvester on the transformation of differentials®. The
problem of evaluating the succesive application of differential
operators inspired Cayley to consider rooted trees associated
with such expressions of differential operators. The paper
itself is then solely concerned with the enumeration of rooted
trees with n edges. The subject of Cayley's enquiries was
always enumeration, either of rooted or of unrooted trees, of
special types of trees such as those representing the molecule

. Usually he exploited generating

structure of chemical isomers
functions and computed the values for small n. His first paper
mentioned above, as well as his papers on chemical trees were

8710 as was his use of central vertices

inspired by Sylvester
in trees. Sylvester was the one who coined the word graph in a
paper’! and in a letter to the editor of Nature'!?. He envisaged
in his visionary mind a great future for the use of graphs in

chemistry as well as in the theory of invariants.
6. Concluding remarks

Above we have singled out four sources for the genesis of
graph theory: electrical networks, the theory of polyhedra,
assemblages of lines, and Cayley's trees and chemistry. Cayley
was the first to recognize trees as distinct mathematical
objects interesting in their own right. This was shared by
Jordan's assemblages of lines (which were still embedded in
3~-space). On the other hand, some ten years before Cayley's
first paper on trees, Kirchhoff had already obtained some
fundamental results in the context of electrical networks.
Finally the ambassadorial work of Sylvester should not be
underrated. In the last decade of the nineteenth century in
the wake of Sylvester's propagation of graph theory,
fundamental work was done related to the map-colouring problem,
by which the theory of linear graphs gained momentum. In
contemporary terminology the above sources are still reflected.
When we address the question whether mathematics is inciting or
incited, the theme of this conference, then we will not get an

unambiguous answer. The case of trees and graphs shares this
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feature.
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ON SOME ANCIENT COMPUTATION SCHEMES FOR TABLES AND PROBLEMS

Evert M.Bruins

Many interpretations given for mathematical procedures turn out
not to be consistent with preserved documents. The main reason
for that is: too great influence of the knowledge of later pe-
riods, as e.g. concluding from (a-b)?= a?-2ab+b? that ancient
Greeks must have known that (-b)?= +b?, whereas the school texts
from "Babylon" show explained a-(b-c)=(a-b)+c and a(c-d)=ac-ad
sufficient for all deductions needed. For division tables of mul-
tiples of a divisor were composed ... and unfortunately called
"multiplication tables" whereas the multiples were calculated by
simple additions. Tables of squares also were computed by "recur-
rence”, purely additively either by (a+%)’=a’+a+%, adding % to
the sum of the numbers in the foregoing line a, a? or "adding odd
numbers” by (a+1)?=a?+(2a+1). As results of computation often
correspond to a "best approximation"” from continued fractions
again and again the continued fraction is "reanimated" for ancient
mathematics. Thus recently by Knorr and Fowler. Carelessly, as long
ago proposed, Aristarchos' fraction 7921:4050 > B88:45 is conside~
red as the fifth convergent of 1/1, 2/1, 43/22, 45/23, 88/45,
133/68, 354/181 and 7921:4050 > 7920:4050 = 88:45 (cancelling a
factor 90!) is "overlooked". For square roots the tradition from
the Tell Harmal texts to Archimed's lower and upper bounds for d?=N
follow from (d-a) (d-b)=d?-(a+b)d+ab$0 to the approximation of YN
by dw N+ab
a+b
otherwise upper bound with a=b "Heron's" formula (N+a?)/2a. One
should not forget that Greeks operated with rationals a=(x1,y1),
b=(x2,y2) and thus with (x1x2+Ny1y2, x1y2+x2y1) combining a, b.
If - as already at Tell Harmal - one wishes to have an idea on the

, lower bound if a,b are at the opposite sides of 4,

accuracy on checks (x1x2+Ny1y2)’-N(x1y2+x2y1)’=(x1—Ny;)(xa—Nyi).

A relation for halving trapezia, called after Diophantos, is attes-
ted for the II-nd millenium B.C. in

(ax+by) ?+ (bx-ay)?=(a?+b?) (x?+y?), of the same type. The lowest
value possible is then in absolute value 1. For N=3 e.g. (1,1)
17-3.1%=-2; (2,1), 2?=-3.1*=1, (1,1)(2,1)=(5,3); (5,3)(5,3)=(26,15);
(5,3) (26,15)=(265,153) < V3 <(26,15) (26,15)=(1351,780) ,Archimed's

value!
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For N=a’+p a first approximation (a,1) leads by recursion to
(a,1)(a,1)=(2a*+p,2a) and again (a,1) (2a?+p,2a)=(4a’+3ap,4a’+p).
The check yields respectively N-a?=p; (2a’+p)?-(a?+p)(2a)’=p?,
(4a*+3ap)?-(a?+p) (4a?+p)?=(-p)*® and these formulas serve to imme-
diately providing "best continued fraction" solutions for N=a’+p,
p=1,-1,2,-2,4,-4. The first not of this form is 19=4?+3]1 The re-
cursion formula holds true for any N, also for N=p/q and leads
to (qx1x2+py1y2)’—pq(x1y2+x2y1 '=(qx;—py;)(qxa—py5) from the appro-
ximation (qx1x2+py1y2,q(x1y2+x2y1)). The "best possible”value is oblai-
ned for Iqx;—py;l =1. We have |x?-py?’/ql2 1/q and the value 1/q
is reached for x;—pqyé1, y1=qY, thus leading automaticaly to
VE7§‘= (YEE)/q. All these simple facts were overlooked by Fowler
when, 1980 he published an exceedingly long paper in Truesdell's
"Archive" computing continued fractions for 7575 and thus only
adding "worse approximations" to the immediately known "best ones"
from YEE:
Another big error was made by G.J.Toomer treating the "table of
chords"” of Ptolemy and looking for a relation with the Indian tab-
les of chords. In Centaurus 1973 he completely missed the point
with the Indian tables ... and tried to adapt Ptolemy's table
suggesting a "possible" choice for the number of units of the ra-
dius at 21600/2W, rounding it off at 3438 coming in the region of
the Indian "Radius". Also here we have, however, a recursion.
Ptolemy - one should not forget that - applies the "chords" sub-
tended by an angle with its vertex on the perimeter of the circle
and thus - "sine-theorem" - the chord = 2R sinx, and x happens to
be one half of the angle at the centre. We have clearly 2R=120°,
it means R a sexagesimal (higher) unit. Leaving out the factor 2R,
treating the diameter as a unit one has two formulas for the chord
subtending the sum and the difference of two given arcs: the gene-
rally called "theorem of Ptolemy" provides

sin{a+b)=sina cosb+cosa sinb; we don't need

negative arc but have too

sina cosb=sin(a-b) +sinb cosa and from these

two relations

sin(a+b) +sin{a-b) =2cosb sina!

This provides the recurrence.
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"b\ If b is the interval of the table the re-

. currence for t =sinfb)is t . Mt "t s Me2cosb.
5"‘" We have t;=0, t,=sinb, t2=2cosb sinb,
3 t,=4cos’b sinb-sinb=3sinb-4sin’b and the re-
currence is in fact applying the modern for-

Cos

mula, at the n-th step,

. _ n-1_,n-2, n-3 n-3, n-5
sin nb= sinb {M" - ("IN T (O N

If b becomes small then M is nearly 2, and the computation can
proceed "with small, easily computed; “correction”

b
= - - 2
=2t 4sin’3 t .

There is nothing of a linear interpolation as formerly suggested
by O.Neugebauer and recently repeated by Toomer. There is also no
Indian scheme ... but there is some common basis: the Indians com-

puted Sinx=Rsinx and used correspondingly
Sin(n+1)x-2Sinnx=-Sinnx/Sinx.

The right hand side is independent of R, the left hand side is,

thus only for a specific value of R the formula might be exact.

It is! The relation, easily deduced, is 4R Sin'%shmm1frhevalue

for x=3°45' is then Rsinx=233,52735..., R=3570,58386. The Indian
tables, due to a "numerical trap” - the Indians used a=225,223,214,..
or 3448 <R < 4000. Toomer obtained his R using Ptolemy's value of
T=3;8.30=3,141 .. and obviously forgets that this value of W is
obtained from the inscribed 360-gon using chord1=1;2.50. Thus

Toomer used Ptolemy's value as "2Rsinx" with R=60 in 1;2.50x3=3;8.30.
all his tedious computations have no sense, neither his trials to
find a scheme for the "sequence" in which Hipparchus computed even-
tually his table of chords. [We remark that in the recurrency

the quality 4sin’% is for x=3°45"', 4,2-.'10-3 and for x=0°1' only
1,9x10-5. Ptolemy interpolates to find his chordil linearly. The
exact relation is 3x=1°34'15"4x)of which the "first - x1=0 ~ appro-
ximation" for x yields 0°31'25"!] recentl

As a third item, again and again repeated,Yemphasised by Sabra,
Pingreec and others, we indicate "the important developement of
spherical trigonometry by Islamic scientists". There is nothing

of the sort. The "lapsus" of Islamic scientists was that they
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started to work "on the sphere itself" instead as Ptolemy using
the "euclidean trihedral"” from which, if one wishes to make vi-
sible the three angles only one method is possible, which than
constructs the "polar triangle", so difficult to discover from
the "Islam". Ptolemy gave the fundamental reduction of Menelaos-
theorem on the sphere - using the trihedral - and showing, that
in the "plane length" one has to see "chords of corresponding
arcs". He derived then the relations in the orthogonal trihedrall
Having at disposal the "orthogonal triangle"-relation, onecan -
just as in plane geometry - decompose any general triangle into
two orthogonal ones and compute any element wished from three
given data.
Indeed, taking the orthogonal along OC trihedral, taking OB=1,
and naming sides and angles according to the known conventions,
we see projecting in two ways OB on OA (once via OC!) the for-
mula 8

1. cosc=cosa cosb and then

2. sind=sina/sinc

cos .
3. cosd= gosa sinb _ cosa sinf

sinc
or also cosa = ﬂsi.s_in_tl = ELb
cosb sinc tgc
sina _ _tga

4. tgu = cosa sinb  sinb

and finally combining

- 1 _ 1
5. tg« taB = o553 cosb - cosc

If amongst the three data of a general triangle there are one or
two angles, on finds always a pair "side and adjacent angle", say
a, . Then one computes the elements from the orthogonal triangle
built by the altitude from C, and the third datum provides a se-
cond for the remaining triangle, next to the altitude h. No pro-
blem at all! Remain the cases that a, b, c or d,ﬁ ¥ are given,
of which the last - solved by polar trianglest - is renowned as
the most difficult. Both are simple, and solved along the same

pattern.
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I. The altitude splits the side c into two parts p, g with
either p+g=c or p-g=c. Then cosa=cosh cosp, cosb=cosh cosq,
thus cosa cosg=cosb cosp. Inserling g=c-p yields
cosa (cosc cosp+sinc sinp) = cosb cosp,
tgp cosa sinc = cosb-cosa cosc (= sina sinc cosf’!)

II.The altitude splits the angle ¥y 1into two parts P, Q and one
has cosu=sinP cosh, cosp=sinQ cosh thus cos« sinQ=cosfi sinP
and with ¢=P+Q immediately cosa sinp cotP = cosf+cosa cosg,
from which P,Q etc. whereas cosf+cos« cosy = sina sing cosb!

We show the determination of the gibla, using only one division
and sine-functions. PX is the meridian of the place X, PM that
of Mecca, the angle XPM is then the difference in longitude.
Known arey=g,-a, resp. 9M=q.—b the latitudes of X and M. Then we
have §=B-b and

sinyg sinB cosb - cosB sinb _ cosb cosT - cotB sinb cosT -

cotq = =

sint tgT sinB B sinT
. siny cost - tgy, cosy

s1nt

Here with tg9M=sinu yM=21°40', w=23°24"

sin(y+%) +8in(¢9~T) ~sin (¢ +w) +sin (y ~w)
2sint

cotq =

Examples and Conclusions.

1. The above given relations provide the solution of x?-Ny?-=1
immediately for N£51, except N=19, 22, 31, 41, 43, 46.

2. Checking the advantages of the &pots compared to the "conti-
nued fraction" up to N=200 we had as the most complicated
case - of which there are very few! - N=181, for which the
continued fraction for /N is
(13;2,4,1,8,6,1,1,1,1,2,2,1,1,1,1,6,8,1,4,2,26,...}} its 22nd
convergent yielding 11112257707 181x82596761%= -1, The gpols
works as follows: 181=132+12=14?-15, thus (27,2) yields
27?-181x2?=5; then (14,1) (27,2)=(740,55)=(148,11) - 4-th con-
vergent - 1487-181x11?=3; next (13,1)(148,11)=(3915,291)=
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(1305,97) - 5-th convergent - 1305?-181x97?=-4, and
(1305°+3x1305) /2 = 1111225770, 97(1305%+1)/2 = B2596761 - the
22-nd convergent, but without the continued fraction. Finally
by "sguaring” the smallest solution:
24696454238241858017-181%x183567298683461940% =1,

The recursion tn+1=Mtn-tn-1 for the sine function - "shift,
subtract" - leads to a saeries of polynomia, beginning with
t0=0, t1=1, t2=M,

M | A R HR T T e
M?-1 1 2 3 4 5 6 7 ...
M -2M 71 3 6 10152128 ...
M4—3M’+1 /'1 4 10 20 35 56 . o
MP—4M? +3M 71 5 153570 . . ...
M8-sMteemr -1 71 6 2156 126, . ...
M7 -6M>+10M? —aM 719 Ce

from which the coefficients, in columns, evidently, are the
arithmetical series of higher order, in diagonals "Pascal's
triangle”.

Ptolemy leaves out in his famous trisection of the values of
chord 1 1/2 p his results for chord 12, chord 6, chord 3, and
merely states chord 1 1/2 = 1.34.14, chord 3/4 = 0.47.8 from
which he concludes 2/3 chord 3/2 < 1.2.50 < chord 1 <

< 1.2.50.(40), >4/3 chord 3/4, thus chord 1 = 1.2.50. If one
computes, with a few square roots, the very values

chord 3/4 = 0.47.7.24.47 , chord 3/2 = 1.34.14.42.19 one
has in fact 4/3 chord 3/4 = 1.2.49.53.3 ; 2/3 chord 3/2 =

= 1.2.49.48.12.

This shows that 1.2.50 is outside the interval indicated by
Ptolemy and that Ptolemy's conclusion is wrong!l

His decision to take chord 1 = 1.2.50 corresponds to

sin 30'=0,008726852, whereas the more precise value is
0,008726536; the error is 3,17X10_6, and this 1s too great to
base the table of chords on! The problem that the "60th"

the parts of the degrees do hardly ever correspond to the va-
lues following from the interpolation in the table of chords
given Almagest II,11 and contains the strange fact, that the
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!/.If
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‘230
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"increasing" for 1' at 180P 15 0'.0.0 for 9/30 "™

is simply -

and only -~ explainable by the fact that the wrong conclusion

in I,10 indicated above ~ corresponds to Ptolemy's knowing
better values, having at his disposal a better table. We com-

puted using the "sum-formula", which Ptolemy says to have

used - and the recursion which he could have, had he used a

more - slightly more - precise value for chord 1/2, the re-
cursion system starting with 2 cos 15' = M = 1,99998096411
0,004363309, which differs at the 120-th step

and sin 15!

in the ninth decimal. The

o.coqidived
o.cofiz 16]15
0.0130d94¢
0,0/Fys2]3
c.o210ISwb0
00281760
0.05051§710
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o_o_)‘?zla:."‘f
0.¢y3f2¢rr3
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The deviations from Ptolemy's "stated procedure" do already
occur at 1°45'., The fact that up till now, the most recent

works as G.J.Toomer, 1984, included do not remark Ptolemy's

wrong conclusion makes all previous treatings of the table

of chords, Almagest I,10 unwarranted and basically wrong.

Ptolemy made the table Almagest I,11 rounding off values

from a more precise table, his entries being the middle column

in what is given above.

GRIFFITHS

Mathematical Discoveries prior to 1750 were mainly stimulated

by previous Discoveries and by calculated and observed Data

particularly relating to Astronomy. by P L Griffiths

Summar

Greek mathematicians prior to Euclid were nearly all also
interested in Astronomy. Theorems in Euclid's 'Elements'
stimulating later discoveries include book 1 proposition 47,
book 3 proposition 20, book 6 definition 1 and book 6 proposition 3
used by Archimedes to obtain the lengths of the sides of a reqular
circumscribed polygon to obtain a value for -"<.31-7 but )3%2, d

Ptolemy applies Euclid book 3 propositon 20 for the cyclic

quadrilateral theorem which assisted in the construction of the

first definitely known table of chords (in the Almagest book 1

. chapter eleven).

Apart from some developments in China, there were virtually
no improvements to Ptolemy's mathematics until 1425 in Southern
India and 1603 in Europe. There were also no significant
improvements to Ptolemy's astronomy until Copernicus in 1514.
Kepler's fallacious area law has created considerable trouble
for later mathematicians and astronomers in the form of wasted
effort and misunderstanding generally. However, Kepler's first
law about planetary orbits being elliptical, and his third law
the distance law-héve been very important in the development of
astronomy.

Most of the important works of the Greek mathematicians were
translated from the Greek into Arabic in approximately 900 AD at
Bagdad and were then translated from Arabic into Latin in Spain

in approximately 1190 AD. The invention of printing increased
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the circulation of the works of the Greek mathematicians after
1483.
L, a
Atana o [+ £an a,
Aa

long division by algebra, the techniques of integral calculus,
the infinite series for anotangents, chords, coschords, sines

and cosines were known to the astronomer Madhara of Sangamagrama

by 1425 in Southern India, but had to be rediscovered in Britain

later in the 1600s.
The discovery of logarithm by John Napier arose from tables
=3

of sines, the sine sum formula sin C—& t+ 9‘—) = 2sn2cos
2 2 2 2

and from the present value tables in Simon Stevin's work
'Tables of Interest', but € and -L were not evaluated until 1714
by Roger Cotes. e

Antonio de Sarasa by 1649 discovered that the area under
a rectangular hyperbola up to a certain point measures the
logarithm of the distance along the x axis. This formed the

basis of the discovery by Nicholas Mercator in 1668 of the log

- ax _ — 2ty aed — o *
/og(lf)&)- I_Li’—_)‘r. —’¢+—; "":T +:---'

This was also based on the integral calculus technique

series

rediscovered by John Wallis in his ‘Arithmetica Infinitorim'

(1655) which also contained the method of construction of
4 - 3.3,5.857.7. ...
T 2. 4. k4.6.6.8.- -

Isaac Newtop% mathematical discoveries include the

application of inéegral calculus to find an expression for the
area up to a particular point under the quadrant of a circle.
An expression for the arcsine series can then be obtained.
Newton applies the reversion of series technique which he
discovered so as to obtain the sine series from the arcsine

series, and so as to obtain the antilog (later known as the e)

series from Mercator's log series.

2 GRIFFITHS

Newton adjusted the antilog series so that 1t could include
observed data particularly relating to the path of ‘a comet.

By 1705 Edmund Halley had obtained algebraic expressions
for compound interest, sinking fund, present value of a sum
and present value of an annuity.

By 1714 Roger Cotes had discovered the formula

et* = cosSx +LSnx
obtained by mixing together some of the infinite series
discovered or rediscovered by Isaac Newton.

Abraham de Moivre's mathematical discoveries include
in 1697 a technique for ralsing a polynomial to any power
whether integer or fractional.

In 1707 De Moivre converted Newton's multiangle formula
and Leibniz's subdivision angle formula from chords into
sines. In a letter to Johann Bernoulli dated 6th July
1708, De Moivre arrived at the multiangle formula for tangents
based on James Gregory's arctan series.

In 1725 De Moivre arrived at the technique for computing
life annuities from the data in Halley's mortality tables
and from Halley's present value of an annuity formula. In
1738 De Moivre also computed the present value of a sum to
be received on the death of a certain individual whose age
is known.

By 1730 De Moivre had constructed the formula showing
the connection bé;yeen factorials and powers known as Stirling's
formula. De Moivre also discovered the relationship between

the logarithm of a number and the summation of the reciprocals

of successive integers up to that number. The relationship
is a difference later known as Euler's constant.
~n
The formula (:"-%;) appears for the first time in De

Moivre's Miscellanea Analytica (1730) as an expression for
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antilog (—') . In arriving at these formulae, De Moivre

UNIV

made use of Jacques Bennoulli's formula for the summation of
successive integers each raised to the same power.

By 1733, De Moivre had arrived at the formula for the
normal curve derived from the binomial series; and he also
applied calculated data techniques for arriving at the area
under the normal curve up to certain units of standard deviation.

In his 'Introduction in Analysin Infinitpfum' (1748)

Euler arrived at expressions for the values of'the summation

of the reciprocals of the squares of successive integers

each raised to the same power e.g. [ "‘J—; tal ‘f‘—l-_L - = _'_7_1'-:'
" 3t 4 6

apparently by applying

-3 IR iy é
e*-e™ - x :+__>¢,+_=5+_>g..-.] -
= T,

= RS 1 7 x
[0 Gy 1)L GF) T -
At this point I must come to an end, because mathematical

discoveries after 1750 are too difficult for me.

August 1986

1 CHUENMEINTEN
- ADOLY ADAM
[LETR SN

THL. T L) Ny M

Zur Geschichte der Statistik
als Methodenlehre der Empirie.

Josepf Hain, urspriinglich Lehrer der Mathematik und spéter
Ministerialsekretir der k.k. Direktion der administrativen Statistik
in Wien, hat im Frilhjahr 1852 den ersten Band seines "Handbuches der
Statistik des dsterreichischen Kaiserstaates" herausgegeben. Im Vorwort
des Handbuches schreibt Hain:

"Ourch die trefflichen Werke von Quetelet, ..., Dr. Christian

abgesprochene Selbstindigkeit erlangt und ist in die Reihe der mathe-
matischen Erfahrungswissenschaften eingetreten ... Nur in der Trennung
der Statistik von der Staatenkunde liegt das Heil fiir die Statistik als
Wissenschaft." Etwa hundert Seiten dieses Werkes sind einer "mathe-
matischen Statistik" gewidmet.

Die Statistik wurde - was kaum bekannt ist - als Lehre von den
Staatsmerkwiirdigkeiten zum Beginn des 16. Jahrhunderts von Konrad Celtis
(1459 - 1508) an der ersten deutschen Humanistenhochschule (1502) in
Wien gelesen.

Mit Johannes Krafft von Gmunden (1380/85 - 1442), dem Begriinder der
I. Wiener mathematischen Schule und Zierde der Wiener Universitdt (so
der "Humanistenpapst" Pius I1.),begann die Verbesserung der Himmels-

ADAM

rinz.onesy 16.10.1986

Bernoulli, ... usw. hat die Statistik die ihr lange Zeit hindurch ganzlich

statistiken und die Instrumentalisierung der einschldgigen Datenverarbeitung.

Das Instrumentum solemne (1429) war eine planare Nachbildung der geo-
zentrischen Planetenbewegungen mit Epizyklen (Volvellengerit).

Nikolaus Krebs von Kues (1401 - 1464), der mit Georg Aunpeck von
Peuerbach (1423 - 1461), dem Vater der deutschen Astronomie und ersten
bodenstandigen Humanisten (der Wiener Universitdt) in enger Verbindung
stand, war so, wie spiter Nikolaus Kopernikus (Scholar der Krakauer
astronomischen Schule, die kurzfristig als Sachwalter und Bindeglied
zwischen der 1. und I1. Wiener mathematischen Schule fungierte), mit dem
Gedankengut der I. Wiener mathematischen Schule vertraut.
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Der Cusaner hat bereits den Obergang vom pradikativen Substanz-
denken der Antike und Scholastik zum funktionellen Strukturdenken der
Moderne vollzogen und mit seiner Schrift "De staticis experimentis"
(1450) die Statistik als Methodenlehre der Empirie begriindet. Als
Instrument der Datenverarbeitung verwendet er die Waage (gewogener
Mittelwert?), kannte das Prinzip der groBen Zahl (Ausgleich von
statistischen Schwankungen) und das statistische Priifen von Hypothesen.

Die statistische Methodik des Cusaners wurde durch John Dee
(1527 - 1608) in England mit dem Programm einer "experimental science"
(Archemaster) und dem Hinweis auf Nikolaus von Kues (Mortlakener Biblio-
thekskatalog, 1583) eingefiihrt und 1570 im Vorwort des John Dee zur
ersten englischen Euklid-Obersetzung (Henry Billingsley) ausfiihrlich
vorgestellt.

Demzufolge wire das Wiegenfest der deutschen Schule der Statistik
(als Methodenlehre der Empirie beziehungsweise Lehre von den Massen-
erscheinungen und Wiederholungsvorgingen) mit dem Jahr 1450 und die
Entstehung der angelsdchsischen Schule der Statistik mit 1570 zu datieren.

Die "Neue Wissenschaft" des Galileo Galilei (1564 - 1642) hat somit
bis jetzt unerkannte Quellen.

Die beriihmte MeBdoktrin des Galilei, die sich auf die spirituelle
Metrologie (Lehre von den MaBen und Gewichten) der Weisheit Salomons
(Kapitel 11, Vers 21) stiitzt, die vom Kirchenvater Augustinus (345 - 430)
in das abendlindisch-christliche Denken eingebracht wurde, in der
Trinitdtssymbolik des um 1200 geborenen Albertus Magnus (Zahl=Gott Vater,
MaB=Gottes Sohn, Gewicht=Heiliger Geist) ihre Personifizierung fand
und in den scholastischen "Calculationes" (Kalkulationswissenschaft,
Physik des 14. Jahrhunderts, ein Rechnen ohne Messen, zum Beispiel das
"MaB der Siinde" des Wilhelm von Ockham, um 1284 - 1349) wirksam war, ist

ziemlich eindeutig auf Nikolaus von Kues zuriickzufiihren, wobei, wie so
oft, der typische Renaissancewissenschaftler Galilei seine Quellen ver-
schwieg und als eigene Geistesleistung ausgab.

Johannes Kepler (1571 - 1630), der den Cusaner schdtzte, hat die
tychonischen Himmelsstatistiken fiir die Priifung von Hypothesen der Planeten-
bewegungen herangezogen. Auch er hat sich mit seiner Getriebelehre (z.B.
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ventillose Zahnradpumpe, Planetariengetriebe) und Rechentechnik am

Bau der ersten digitalen Rechenmaschine auf Rdderbasis (1623) beteiligt,
wie aus einem Brief von Wilhelm Schickard (der unter anderem mit

seinem “hebrdischen Rad" auch eine Grammatikmaschine baute) hervor-
geht.

Somit hat Kepler die deutsche Tradition weitergefiihrt, indem
seit Johannes von Gmunden (1429) die Statistik und maschinelle Daten-
verarbeitung immer Hand in Hand gegangen sind (zum Beispiel: 1890
die erste programmierte Hollerithmaschine, System Otto Schdffler, und
die Organisation der "Statistischen Fabrik" durch Heinrich Rauchberg
in Wien, oder 1948 - 1951 die Entwicklung der computergestiitzen
Simulationstechnik am Institut flUr Statistik der Universitdt Wien durch
die "Arbeitsgruppe fir experimentelle Statistik").

Das Institut fir Statistik und Informatik der Universitdt Wien
hat diese Tradition iiber mehr als ein halbes Jahrtausend gepflegt.

Die Leistungen des Polyhistors Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
auf dem Gebiete der Datenverarbeitung sind bisher noch zu wenig ge-
wiirdigt. Bemerkenswert ist, daB er in dem ersten Bericht iiber seine
bindre Arithmetik auch ein (rdderloses) Binidr-Rechengerdt beschreibt,

das allerding nie gebaut wurde.

Nicht zu vergessen wire der Humanist Johannes Reuchlin (1455 - 1522),
der am Hofe des Kaisers Friedrich I11. zu Linz (1492/93) in die jiidische
Esoterik eingeweiht wurde und durch die Wiederbelebung der christlichen
Kabbalistik jene Impuise gab, die viele Wissenschaftler der Barockzeit
zur Beschiftigung mit "Zahlensprachen" anregte (als Vorldufer der Pro-
granmiersprachen. Hier wire auch der Mihlviertler Broselwebstuh?, etwa
um 1680, zu erwihnen, der schon lange vor der Lochkartenprogrammierung
iiber eine Laufbandprogrammierung zum Weben vierzigschdftiger Muster ver-
fiigte. ).

Die sakralen Wurzeln der Formalwissenschaften (seit der Nummern-
geometrie der Chou, China, ca. 11.Jahrh. v.Chr.) werden meines Erachtens
von der Mathematik- Historiographie zu wenig beachtet. Im Lichte der
Neuroanthropologie und Humanentwicklungsforschung und vor allem in der
Diskussion um das Wesen der "Kiinstlichen Intelligenz" wiirde dieser
thematische Asnekt wertvolle Erkenntnisse beisteuern.
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JOSEF PETZVAL - EIN ANGEWANDTER MATHEMATIKER DES 19. JAHRHUNDERTS
H.K. Kaiser, Technische Universitit Wien *)
In mathematischer Hinsicht ist das achtzehnte Jahrhundert vor
allem durch den Ausbau der Analysis und deren Anwendung. auf die
verschiedensten Wissenszweige, besonders die Mechanik, gekenn-
zelchnet. Der enorme Aufschwung der Mathematik ging an Usterreich
- genauer: an den habsbufgischen Erblanden - beinahe spurlos vor-
bei. Wdhrend anderswo bedeutende Fortschritte in der mathemati-—
schen Forschung erzielt wurden, fand in Ysterreich die wissen-
schaftliche Forschung auf dem Gebiet der Mathematik praktisch
nicht statt. Die Grlinde hiefir liegen in erster Linie im Dar-
niederliegen der h8heren Schulen, die wir am Beispiel der Univ-
ersitdt kurz skizzieren wollen.

In der ersten H¥lfte des 18. Jahrhunderts war die Universitit
Wien fast zur Gdnze in der Hand der Jesuiten. Diese sahen die
Aufgabe der Universitdt in der bloBen Weltergabe des tradierten
Wissens , nicht aber in der selbstindigen Forschung. Dadurch war
die wissenschaftliche Bedeutung der Universitlt Wien sehr gering.
In einem Bericht der Hofkanzlei aus dem Jahr 1749 lesen wif%

"Zur Mathesis, Experimentalphyaik, Chemie und Botanik fehlt es
an aller Anleitung. Dafur sind nicht einmal Lokale und Instu-

mente vorhanden."

So entschied sich Maria Theresia zu einer Universitdtsreform,
deren Durchfilhrung sie in die Hiinde ihres Beraters Gerhard van
Swieten (1700 - 1773) legte. 1752 wurde durch die "Voraschrift
wegen kiunftiger Einrichtung der humanistischen und philosophi-
achen Studien” dem Studenten die Absolvierﬁng eines zweljidhrigen
Lehrganges an der philosophischen Fakult#t vorgeschrieben, bevor
dieser an einer der "oberen" Fakult#ten studieren durfte. Dieser
Kurs war mit wdchentlich 20 Stunden Vorlesungen veranschlagt. Die
Mathematik wurde nur im ersten Jahr unterrichtet, die hdhere
Mathematik und Astronomie wurden nur als Freifach angeboten.
Unter Maria Theresia wurde die Universitit voll verstaatlicht.
An die Spitze der Fakultdt traten Studiendirektoren, die die
staatliche Uberwachung auszufilhren hatten. Die Ernennung der

Professoren war der Kalserin vorbehalten, die Steuerfreiheit

*) Herrn Prof. Hlawka, in Verehrung, zum 70.Geburtstag gewidmet.
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der Universitdt wurde abgeschafft und die Jurisdikition der Uni-
versitdt stark eingeschrlnkt. Der Staat (ibernahm die Verwaltung
und Kassafilhrung, eine 1760 eingerichtete Studienhofkommission
besorgte die oberste Aufsicht tiber alle Studienangelegenheiten
in den dsterreichischen Erblanden.

Das Leben an der Universit#t stand vollkommen unter staatlicher
Kontrolle. So sah zum Beispiel die Studienordnung der philoso-
phischen Fakultdt in Graz vor, daf die Namen alle auditorum auf
elne Tafel geschrieben werden muBSten, die in den H8rsilen aufge-
stellt wurde. Jeder Student hatte seine Anwesenheilt an dieser
Tafel durch Unterschrift nachzuweisen. Der Vorgang wurde durch
einen "vertrauten Aufseher"” {lberwacht. Weiters wurde vorgeschrie-
ben, das die Professoren von den Abwesenden sogleich die Ursache
fir deren Fernbleiben zu ergrlinden und "die Nachldgsigen monat—"
lich zur weiteren Veranlassung einzureichen" hitten. Die Vortra-
genden hatten sich streng an vorgeschriebene Lehrbiicher zu halten,
eine Anderung der Vorlesungsunterlagen konnte nur mit Genehmigung
der staatlichen Behdrden erfolgen. Begrilndet wurde diese MaBnahme
damit, daB8 dadurch das Mitschreiben entfalle und deshalb die
Effizienz von Lehre und Lernen gesteigert wilrde. Natilrlich wurden
damit die Lehrinhalte durch den Staat gesteuert. Diese orientier-
ten sich ganz an den Bedilrfnissen des Staates und éinem reinen
NUtzlichkeitsdenken. So gab Josef II. folgende Weisung?

"Dén jungen Leuten muB nichte gelehrt werden, was sie nachher
entweder sehr sellsam oder gar nicht zum Besten des Staates
gebrauchen kdnnen, da die Studién in Universitdten wesentlich
fir die Bildung der Staatsbeamten dienen, nicht aber bloB zu

Erziehung Gelehrter.

Der 8sterreichische Universitlitsprofessor war also ein weisungs-
gebundener Beamter. Die Forschung war bestenfalls ein geduldetes

4
Privatvergniigen. Josef II. bemerkte:

"Eine gesittete, sittsame und ordentliche Jugend ist nothwendi-
ger als eine gelehrte."
Zwar gab es bis 1848 immer wiedeér Ansltze einer Réform, die aber
keine wesentlichen Anderungen brachte. 1819 wurde sogar der Be-
such ausldndischer Universititen filr Usterreicher verboten, was
zu einer gdnzlichen Abkoppelung der &sterreichischen Wissen- ~
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schaftsentwicklung von der internationalen Szene fihrte.

Trotz dieser wissenschaftsfeindlichen Atmosphdre wirkte an der
Universitdt Wien ab 1837 ein bedeutender Mathematiker, n&dmlich
Josef Petzval. Petzval war von Beginn seiner Tdtigkeit in Wien an
wissenschaftlich aktiv. Zur vollen Entfaltung konnten seine Akti-
vitdten aber erst ab 1848 kommen, als zundchst als Folge der
Revolution der Unterrichtsminister Franz Freiherr von

Sommaruga am 30. Md3rz 1848 die Lern- und Lehrfreiheit propa-
glerte. 1849 begann Leo Graf Thun seine Universitltsreform, die
in der Angleichung an die deutschen Hochschulen gipfelte. Die
Universitdt wurde in vier gleichwertige Fakult&ten gegliédert,

an deren Spitze frei gewHdhlte Dekane standen. Die Studiendirbk-
toren wurden abgeschafft und die Leitung der Universitit einem
Universititskonsistoriim Ubertragen. Die zwei philosophischen
Jahrgdnge wurden als 7. und 8. Klasse des bis dahin sechsjdhri-
gen Gymnasiums abgetrennt und der philosophischen Fakultit, an
der die Mathematik weiterhin beheimatet war, ausdriicklich die
Mehrung des Wissens - also die Forschung - aufgetragen. Durch
alle diese Mafnahmen kam es dann in der zweiten Hilfte des vori-
gen Jahrhunderts zu einem Aufblithen der Mathematik an der Univer-
sitdt Wien.

Die folgenden Ausfilhrungen wollen wir der Beschreibung des Lebens-
weges und der wissenschaftlichen Leistung von Josef Petzval
widmen, der es verstanden hat, trotz widriger HuBerer Umst4nde
bedeutende Beitrdge zur Mathematik und deren Anwendungen zu
liefern.

Josef Max Petzvaf)wurde am 6.1.1807 in Szepes-Bédla, einem Ort in.
der deutschen Sprachinsel der Zips (heute in der CSSR), als Sohn
eines Volksschullehrers geboren. Nach dem Besuch der Volksschule
in Késmark verbrachte er die drei ersten Klassen des Gymnasiums in
Podolin (Pudlein),die zweiten drel Klassen in L&cse. Die Unter-
richtssprache am damaligen Gymnasium war Latein. Es gab nur einen
Klassenlehrer, der alle Gegenstdnde unterrichtete. Der Unterricht
verliéf ziemlich eintdnig. Petzval schreibt selbst darUber:)

"Zu Beginn des Unterrichta eine halbe Stunde Beten, darnach
Ausbesserung der abgelieferten Arbeiten, weitera, kdrpaerliche
Zlchtigung jener Schiller, welche schlechte Aufgaben geliefert
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hatten, Diktieren von neuen Aufgaben und zum Schluse ein Falb-

stindiges Dankgebet!”

In allen Fdchérn bis auf Mathematik war Petzval ein guter Schiller.
Wegen seiner Schwdche aus Mathematik war sogar ein Abgang aus

der Schule und der Beginn einer Schuhmacherlehre geplant. Da fand
Petzval in der Bibliothek seines Vidters das Buch "Analytische Ab-
handlungen {lber die Elemente der Mathematik" von Mathias Hauser.
Petzval arbeitete das Werk in den Ferien ohne fremde Hilfe durch
und wurde, als er probeweise wieder in die Schule geschickt
wurde, zum Klassenbesten im Fach Mathematik. Zur Vorbereitung
seines Universitltsstudiums ging Petzval flr zwei Jahre an das
Lyzeum nach Kaschau.Seinen Lebensunterhalt verdiente er sich,
indem er Privatstunden gab und sich als Hauslehrer verdingte.
1826 belegte Petzval den Ingenieurkurs an der - damals deutschen-
Universidt Budapest. 1828 wurde ihm das Ingenieurdiplom verlie-
hen, auf das er Zeit seines Lebens sehr stolz war. Neben seinen
Studien betrieb er eifrig seine Hobbys, nimlich Reiten, Turnen,
Ringen und Fechten. Petzval galt als einer der elegantesten und
geschicktesten Sibelfechter von Budapest und spiter von Wien. 1828
trat er als praktischer Ingenieur (Wasserbau) in den Dienst der
Stadt Budapest, wo er sieben Jahre verblieb. Uber seine bauamt-
liche Tdtigkeit wird folgende Begebenheit geschildert:,

"Als tm Jahre 1830 die Donau ungewShnlich gestiegen war und
auch fir Budapest die Gefahr einer Uberschwemmung brachte,
traf Petzval, wie dies in seiner energischen Natur lag, so-
fort und ohne viel zu fragen selbstdndige MaBregeln und ord-
nete die verschiedenen Vorkehrungen zur Bekdmpfung der Gefahr
an, die nicht ohne Erfolg geblieben waren. Dafilr hatte er dann
an Stelle eines Dankes fur die "Uberschreitung seiner Kompe-
tenz" und die dadurch verursachten Kosten von seinem Vorge-

getzten - eine Rige einzustecken."

Ubrigens hat Petzval spliter -(1860) Wien einen Plan filr die Wien-
fluBregulierung entworfen, die eine teilweise Einw&lbung und eine
zwelgeleisige Uferbahn vorsah. Die Annahme des Vorschlages wurde
zwar hintertrieben, die ausgefilhrte Regulierung deckt gich jedoch
weltgehend mit Petzvals Vorschlagf
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Neben seinem Beruf beschiftigte sich Petzval weiterhin mit mathe-
matischen Studien an der Universitdt. Besonders widmete er sich
den Werken von Qauchy und Poisson. SchlieBlich promovierte

er 1832 an der Universitit Budapest. Im selben Jahr begann er dort
seine Lehrtdtigkeit in den Fidchern Mathematik, Mechanik und
praktische’ Geometrie. Diese Aktivititen filhrten schlieBlich zur
Ernennung zumordentlichen Professor filr h8here Mathematik an der
Universitdt Budapest im Jahr 1835,

Als 1836 die Stelle eines ordentlichen Professors flr h8here
Mathematik an der Universitit Wien ausgeschrieben wurde, be-
teiligte sich auch Petzval am .. Konkursverfahren und wurde 1837
nach Wien berufen? An dieser Universitdt wirkte er bis zu seiner
Emeritierung im Jahr 1877.

Petzval war eine sehr streitbare und elgenwillige Pers8nlichkeit.
Seine Elgenarten brachten ihm vor allem in spdteren Jahren den
Ruf eines Sonderlings ein. Als stlindigen Sommerwohnsitz bezog er
eine Wohnung il ehemaligen Kamaldulenser—-Kloster auf dem Kahlen-
berg. Von dort aus ritt er tliglich auf selnem arabischen Rappen
in die Stadt. Auch das Fechten pflegte er nach wie vor. Er gab
sogar, als 1848 wegen der politischen Wirren die hdheren Schulen
geschldssen waren, den Mitgliédern der akademischen Legion in
den Rdumlichkeiten der Technischen Hochschule Fechtunterri¢ht.

Er war iiberzeugt, daB ein gesunder Geist nur in einem gesunden
K8rper beheimatet sein k¥nne. So unternahm er zum Ausgleich fur
seine wissenschaftliche Tdtigkeit nicht nur ausgedehnte Wanderun-
gen, sondern er beschiiftigté sich auch mhit Vorliebe durch
Holzhacken.

Petzval war ein beliébter Lehrer. Sein Vortrag soll sehr klar und
lebendig gewesen sein. Uber dié Anwesenheitskontrolle zu Beginn
der Vorlesungsstunden setzte er sich hinweg - er hielt sie flr
unwlirdig. Uber die Zustinde, die er an der Wiener Universitit

vorfand ,duBerte er sich kritisch:m

Unter dér drtckendan Herrschaft des bdsen Geistes der Mit—
geherei mit der Wigsenschaft litten bei uns und leiden auch:
noch jetzt alle wissenachaftlichen Bestrebungen und besonders

die prodiktiven. Das war das hdchste Lob, welches man einem
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dsterreichischen Universitdtsprofessor erteilen konnte, er setl
mit der Wissenschaft mitgegangen. Es gab nur eine verdienst-
liche Arbeit, die er unternehmen konnte: ein Lehrbuch zu
schreiben. Eigene Forechungen waren ein bloB geduldetes
Privatvergnigen und zogen dem -Forscher h8chetens von Setiten
der Behdrden einen Verwetis zu, wenn er dabei einmal eeine amt-
lichen Gutachten lUber alle mdglichen Dinge zwischen Himmel und
Erde etwas nachldssiger betrieb. Unser Erziehungssystem tist
eine mit der Mitgeherei im innigsten Einklang stehende Stall-
filtterung, sie erzeugt sehr viel zahmes Vieh und eintges
wilde, das seine Selbstdndigkeit allen Hindernissen zum Trotze
hartndeckig bewahrt und 8o auch trotzdem jene wenigen
gelbstdndigen Denkar liefert, die der ¥sterreichische Gelehr-

tenstand aufzuweigen hat."

Bis zur Studienreform hielt Petzval Vorlesungen {ber Mathematik
und Mechanik nach den Lehrbilchern "Anleitung sur h¥heren Mathe-
matik" (Littrow) und "Traité de Mechanique" (Poisson). Danach
umfasste seine Lehrtdtigkeit in erster Linie die analytische
Mechanik und verschiedene Aspekte der Theorile der Differential-
gleichungen, aber auch Arithmetik und Algebra, Analysis und

ihre Anwendungen in der Akustik, sowie mathematische Optik. In
den letzten Jahren vor seiner Emeritierung kamen noch Vorlesungen

iiber Sonnenfinsternisse und vor allem {lber Musiktheorie hinzu.

Seine Ansichten {lber Mathematik, die sicherlich auch Inhalt und
Stil seiner Vorlesungen bestimmten, drilckte er in einem Vortrag

14)
(1857) auf folgende Weise aus:

"Man soll die Mathematik nicht ale Zweck, sondern nur als
Mittel zu einem hdheren Zweck bastrachten, welcher ist das
Studium der Natur. Daher gollte man nur jene Differential-
gleichungen studieren, denen man bei den Problemen der Physik
und Mechanik begegnet; denn von der Untersuchung derjenigen,
die gar kein anderes Verdienst haben, als daB sie sich inte-
grieren lassen, steht nie etn erheblicher Nutzen zu er-
warten ... Ich mdehte fort und fort der Jugend zurufen:
Haltet Euch an das Studium der Natur, dem einzig und alletin
eine wiirdige Mathematik der Zukunft entkeimen kann, auf daB

gie euch in eurer wissenschaftlichen Laufbahn immer leite
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an threr Hand, bis sie euch an ihr Herz nimmt."

Petzval war ein ausgezeichneter Redner, der mit groBer Schlag-
fertigkeit ausgestattet war. Wissenschaftliche Auseinander-
setzungen flhrte er mit HuBerster Hdrte, mit seiner scharfen
Zunge schuf er sich viele Feinde. Mit beiBender Ironie’(oft ist
man versucht zu sagen: mit Gehiissigkeit) machte er sich gelegent-
lich Uber seine Umgebung lustig. So soll er Uber.einen Kollegen fol-
genden Spruch in Umlauf gesetzt haben: "Was deiiyauchfangkehrer
unter Mohren, ist der N.N. unter Professoren”. Auch gegenilber
der Obrigkeit bewahrte er sich sein unabhingiges Denken. So
erscheint er als Verfasser eines Minderheitsvotums in Sachen
"Habilitation von Privatdozenten”, in demer gegen einen Gesetzes-

entwurf aus dem Jahr 1850 auftritt:”

Auch Petzvals wissenschaftliches Werk ist durch Fehden gekenn-—
zelchnet. Zundchst wollen wir kurz seine Leistungen auf dem Ge-
biet der Optik anfihren.

Im Jahr 1838 stellte Daguerre in Paris die ersten brauchbaren
Photographien auf Jodsilberschichten her. Der Wiener Physiker
Andreas von Ettingshausen wurde nach Paris geschickt, um die
Erfindung zu studieren. Nach seiner Riickkehr versuchte Ettings-
hausen, seine Kollegen fiir die Probleme der Photographie zu
interessieren. Das gr88te Problem der damaligen Zeit waren die
langen Belichtungszeiten (etwa eine halbe Stunde), die
Portritaufnahmen nahezu verunméglichten. Petzval riickte diesem
Problem 2zu Leibe, indem er sich an die Konstruktiom licht-
stdrkerer Objektive machte, wobei er versuchte, die Aufnahme-
optik m&glichst frei von Fehlern zu machen. Auf Grund der Be-
rechnungen Petzvals stellte der Wiener Optiker Voigtlinder eine
aplanatische, sehr lichtstarke vierlinsige KOTE}nation her, das
sogenannte Petzvalsche Portrét-Doppelobjektiv, das Hei voller
Offnung deutliche und gleichm&fig helle Bilder lieferte. Mit der
gleichfalls in Wien von den Gebrldern Natterer entwickelten licht-
erpfindlicheren Jodchlorplatte waren nun kurze Belichtungszeiten
méglich, wodurch nun problemlos Portritaufnahmen durchgeflihrt
werden konnten. Petzval hatte mit seiner mathematischen Konstruk-
tion des Objektivs einen neuen Weg gewiesen, der das langwierige
und kostspielige Experimentieren ablbste. Ubrigens wurden 1841
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die ersten Momentaufnahmen vom damaligen Bibliothekar der Tech-
nischen Hochschule in Wien, A. Martin, durchgefuhrg? Der neue
von Voigtldnder produzierte Photoapparat fand rasche Verbreitung
und machte den Optiker Voigtlinder reich. Petzval, der anfangs
die kommerzielle Bedeutung seiner Leistung nicht erkannt hatte,
wurde mit einem bescheidenen Geldbetrag abgespeist. So war der
Streit mit Voigtland%a vorprogrammiert, der dann auch mit voller
Heftigkeit entbrannte. Versuche Petzvals, mit anderen Wiener
Optikern zusammenzuarbeiten, brachten keine finanziellen Erfolge.
1843 berechnete Petzval einen Feldstecher (der sich in England
groBer Beliebtheit erfreute), spiter (1857) kamen noch das soge-
nannte Petzvalsche Orthoskop filr Landschaftsaufnahmen und Repro-
duktionen von Karten und Urkunden, sowie Nebelscheinwerfer,
Scheinwerfer fiir die Belagerung der Festungen etc. hinzi. Petzval
wollte seine Untersuchungen {lber Optik in einem groB8angelegten
Manuskript publizieren. Dieses wurde allerdings bei einem Ein-
bruch in seiner Wohnung vernichtet. Petzval konnte sich zu einer

neuerlichen Niederschrift nicht entschlieBen.

Die Beschdftigung mit den Anwendungen der Mathematik entsprach

ganz Petzvals Uberzeugung. So schrieb er einmal:

"Der Gelehrte hat nicht nur Untersuchungen anzustellen und

Gebilde hervorzubringen, die zu einer Erweiterung der Wissen-— -
schaft fiihren, sondern auch solche, die 2ur ‘Steigerung der Er-
werbsfdhigkeit der Bevdlkerung und zur Verschdnerung des sozi-

alen Lebens beitragen."

Es ist daher nicht verwunderlich, daB8 Petzvals zweilte hervor-
ragende wissenschaftliche Leistung auf einem Gebiet erfolgte, das
ebenfalls der anwendungsorientierte: Mathematik zuzuzihlen ist.

Er publizierte 1853 bis 1859 nimlich ein zweibindiges Werk "Inte-
gration der linearen Differentialgleichungen mit constanten und
verdnderlichen Coefficienten". In der Einleitung des ersten Bandes

*)
schreibt er:

"Gegenwdrtiges Werk hat zum Zweck, nicht diese Wissenschaft,
ingofern, als sie den Wissenschaftsforschern zugdnglich ge-
worden, zu erschdpfen, als vielmehr dasjenige, was der Ver-

fasser selbet gefunden hat, in so tiel m¥glich gerundeter Form
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mitzutheilen Der hier baesprochena Gegenstand fing sechon
vor 18 Jahren an die Aufmerksamkeit des Verfassers zu erregen
<also 1833> und die erste Frucht der eingeleiteten Forschungen
war eine Integrationemethode fUr Differentialgleichungen mit
Coeffizianten von der Form d+bzr mittels bestimmter Integrale,
welche jedoch in vielen Fdllen die ndtige Anzahl particuldrer,

Genilge laiatender Werthe nicht lieferte..."

Auch diese wissenschaftliche Leistung ist von elner gewissen ~
Traglk umgeben. Das monumentale Werk , hauptsdchlich in der Zeit
der wissenschaftlichen Isolation Usterreichs geschrieben, igno-
rierte die Literatur seiner Zeit. Obwohl das Buch gediegen ge~
schrieben ist und viel Neues enthdlt, veralterte das Werk rasch
und machte auf  die Fachwelt nicht den von Petzval erhofften Ein-
druck. Petzval hat - wahrscheinlich unabh8ngig von seinen Vor-
gingern - die Idee der Laplacetransiormation wiéderentdeckt und
in “seinem Buch 2zu einem vielséitig brauchbaren Instrument zur
L&sung von Differentialgleichungen ausgebaut. Bald kam es um die
Verwendung der Laplacetransformation zu einem heftigen Prioritdts-
streit. Petzval war mit Simon Spitzer, einem seiner Schiller,
verfeindet. Als Grund filr diese Feindschaft gibt Spitzer")in
einem Buch aus dem Jahre 1878 an, daB8 Petzval Spitzers Bewerbung
um eine Professur an der Technischen Hochschule mit den Worten
hintertrieben habe: "Herr Spitéer i8t kein Mathematiker, sondern
nur ein Rechner." Jedenfalls bezichtigte Spitzer 1857 Petzval

dés Plagiats, woraus sich ein heftiger Streit entwickelte, in dem
beide Seiten vor pers®nlichen Angriffen nicht zuriickschreckten.
Sogar die lokale Wiener ptesse’ berichtete tiber die Auseinander-
setzung. Spitzer zeigte in der Auseinandersetzung nur mangelhafte
Literaturkenntnisse, und gab Laplace die Prioritdt, obwohl sie
eigentlich ElUler gebiihrte (worauf Ubrigens auch A. Weiler be-
reits 1856 hingewiesen hatte) . Jedenfalls wurden die Polémiken
rund um Petzvals Buch bekannter als das Werk selbst und die Fach-
welt nahm ohne Uberpriifung der Urheberschaft die Bezeichnung

LO)
"Laplacetransformation" an.

Noch eine weitere Auseinandersétzung tribte das wissenschaftliche
Leben Petzvals. Als Christian Doppler das nach ihm benannte
Prinzip publizierte, trat Petzval vehement gegen die Richtigkeit
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und die Herleitung des Prinzips auf. Petzval setzte dem

Dopplerschen Prinzip das “Gesetz von der Erhaltung der Schwin-
gungsdauer” entgegen. Hatte Petzval auch von der Sache her un-
recht, so sind seine Angriffe auf die unexakte Herleitung des

Prinzips in Dopplers Arbeit berechtigt.

In seinen spéteren Jahren beschdftigte sich Petzval intensiv mit
Musiktheorie.”) Er entwickelte ein eigenes 3T-stufiges Tonsystem,
fir das er sogar ein eigenes Instrument baute. Unter séinen
brigen Arbeiten sind vor allem die posthumen Publikationen~
"Theorie der Stdrungen der StUtzlinien”’l’und'“Aus den Vorlesun-

gen Josef Petzvals iber Ballistik"in zu erwdhnen.

Nach seiner Emeritierung lebte Petzval sehr zuriickgezogen. Leo
Kdnigsberger, der damals mehrere Jahre als Professor fllr Mathe-
matik an der Universitdt Wien gewirkt hat, bekam ihn nie zu Ge-
sicht. In spdten Jahren ging Petzval noch eine Ehe ein, die aber
schon nach wenigen Jahren mit dem Tod seiner Gattin endete.

Petzval war von 1849 an wirkliches Mitglied der Akademie der
Wissenschaften in Wien, ab 1873 korrespondierendes Mitglied der
Ungarischen Akademie der Wissenschaften, und 1877 wurde ihm der
Titel Hofrat verliehen. Bereits 1850 wurde er filr seine Ver--
dienste um die Photographie Ritter des Franz-Josef-Ordens. Am
17.9.1891 starb Josef Petzval in Wien.

Im November 1901 wurde seine Bilste im Arkadenhof der Universitidt
Wien aufgestellt, durch die Bemiihungen der Photographischen
Gesellschaft (Petzval war Ehrenmitglied dieser Gesellschaft) er-
hielt er ein Ehrengrab. ’ .

Sieht man die Biicher ﬂbér Géschichte der Mathematik an, so fin-
det man den Namen Petzval nur selten, jedenfalls nicht so oft
wie man dies auf Grund seiner hervorragenden Leistungen erwarten
miisste. Die Grilnde hiefilr sind vielfdltig. Wesentlichen Anteil
daran hat sicherlich die wissenschaftliche Isolation Uster-
reichs in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunerts, wodurch einer-
seits Petzval die Kenntnisse der neuesten wissenschaftlichen
Resultate und die davon ausgehenden Ideen nicht vollst#ndig
kannte, und anderseits Petzvals Erkenntnisse relativ spit ins

Ausland gelangten und daher bei ihrem Bekanntwerden zum Teil
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schon Uberholt waren. Ein weiterer Faktor waren sicherlich
Petzvals Streitigkeiten,in denen einige seiner Leistungen
herabgemindert wurden. Und schlieBlich spielte die Petzval eigene
Uberheblichkeit und Uberschitzung der eigenen Bedeutung, wie man
aus den folgenden Ausfilhrungen von Leopold Gegenbauer entnehmen
kann, eine Rolle:

"Aue meiner eigenen Erinnaerung weiB <ich beispielewaiae, daB
ihm die Reden, welche ar bei der 32. Versammlung deutscher
Naturforscher und Arste, die im Jahr 1856 in Wien stattfand,
gehalten hat - in denen er u.a. den oft citiertan Ausspruch
getan hat, "er habe ‘drei Wissenachaften beihahe von dar Grund-
feate bie an den Gipfel ausgebildet” (Theorie der Differential-
gleichungen, Dioptrik und Akustik) - sowie die offenbar ab-
sichtlich unrichtigen Mittéilunéen ilber die Ergebnisse sainer
nicht publizierten Untersuchungen, die er damals in Vortrdgen
und gespridchsweise seinen Berliner Fachkollegen Kummer und
WeierstraB gegenilber machte, von dem ersten niemals vergeben
wurden, obwohl sich mein unvergeBlicher Lehrer Weierstraf in
seiner bekannten milden, selbst die geringste Leistung aner-
kennénden und jedermann aufmunternden Weise wiedzrholt bemtihte,
ihm von Petzval eine giinstige Meinung beizubringen. Kummar
brach derartige Erdrterungen stets mit der Bemerkung ab: "Was
er uns ir Wien vorredete, zeigt, daB er ein ganz dummer Kerl
t8t" worauf WeierstraB zu erwidern Dflegte: "Dumm ist er

nicht, er hat nur uns fur dumm gehalten." "

Dennoch blelbt der Wert seiner wissenschaftlichen Leistungen,und
es wdre sehr zu wilnschen, daB sich Bsterreich in Zukunft ver-
stédrkt der groBen Gelehrten aus seiner Vergangenheit bewuBt wilrde.
Vielleicht wire die 180. Wiederkehr von Petzvals Geburtstag im
kommenden Jahr eine passende Gelegenheit dazu!
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IN YBHS GENOREN — 1IN YBHS GESTORBEN

Es werden Streiflichter aul das Leben des dsterreichischen Mathema-

tikers WILHELM WIRTINGER (1865 - 1945) geworfen.

Die Einlejtung bringt den Text einer von der Stadt Ybbs im Jahr 1958
gewidmeten Gedenktafel.

Hofrat, Universitatsprofessor Dr. Wilhelm Wirtinger, geboren

am 19.7.1865 in Ybbs, gestorben am 16.1.1945 in Ybbs, Mathema-

tiker von Weltruf, Lehrer an den Universitdten Innsbruck und

Wien, Ehrendoktor von Innsbruck, Hamburg und Oslo, wirkliches

Mitglied der Akademie der Wissenschaften Wien, korrespondie-

rendes Mitglied der Akademie Berlin, Gottingen und Miinchen,

sowie der Pidpstlichen Akademie Rom, EhrenbUrger der Stadt Ybbs.
Auf weitere Ehrungen wird hingewiesen. Einer Aufzdhlung der wenigen Pu-
blikationen iiber Wirtingers Leben und Wirken (1) folgt ein kurzer Bericht
iiber das Ergebnis einer im Juli 1986 durchgefiihrten Literatur-Recherche,
die von den Begriffen Wirtinger-Kalkiil, Wirtingersche Ungleichung, Wir-
tingersche Thetas ausging und den Zeitraum von 1972 bis 1985 umfafite (2).
Dabei fanden sich noch andere mit dem Namen Wirtinger verbundene
Bezeichnungen hauptsdchlich in der amerikanischen Literatur, aber auch
in russischen, japanischen, italienischen, tschechischen, polnischen, chine-
sischen und anderen Zeitschriften. Es wird auf den von Wirtinger bereits vor
dem Bekanntwerden der Theorie der Integralgleichungen geschaffenen Ausdruck
"Bandenspektrum" (3) aufmerksam gemacht, der spdter im Gebiete der Eigen-
werte allgemein iiblich und anonym iiberall eingebiirgert wurde. - Als sehr
wertvolle Quelle diente eine durch die Osterreichische Akademie der Wissen-
schaften veranlafite Autobiocgraphie vom Juni 1939. Diese wurde fiir die Streif-
lichter wiederholt herangezogen und stellenweise wortlich wiedergegeben. Die
Einleitung schliefit mit einem Zitat Johann Radons, des beriihmtesten wirtin-
ger-Schiilers, in welchem er die Hoffnung ausdriickt,

"daB es einmal moglich sein wird, Wirtingers Andenken durch

eine wiirdige Ausgabe seiner gesammelten Abhandlungen zu ehren.

Das wire ein monumentum aere perennius, des groflen Mannes wir-
dig und cine Ehrenpflicht seines Vaterlandes." (4)

Als erster Zugang zur Persdnlichkeit Wilhelm Wirtingers werden drei Themenkrei-

se behandelt.

Fiir Herrn Prof. Hlawka, zu seinem 70. Geburtstag.
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Die Vorfahren. Ahnen mit dem Namen Wirtinger konnen bis 1716 als Riemer ()
nachigewiesen werden; sie kamen aus dem Marchfeld und siedelten sich im Wein-
viertel, etwa 40 km von Wien entfernt, an (G). Alle ibrigen Vorfahren vidter-
licherseits, Minner wie Frauen, entstammen denselben Gegenden und scheinen
dem Bauernstand, vielleicht auch dem Winzerstand angehdrt zu haben. Der Rie-
mermeister Georg Wirtinger (1789 - 1855) lief mindestens zwei Sthnen eine
héhere Schulbildung zuteil werden. Der eine wurde der Vater des Ma-
thematikers. Johann Ev. Wirtinger (1826 - 1909) hatte an der Wiener Univer—
sitdt Medizin studiert und wirkte ab 1864 in Ybbs an der Donau als Hausarzt,
spdter als Primararzt an einem von der Stadt Wien errichteten und erhaltenen
Versorgungshaus (7). Er war in seinem Beruf auch forschend und publizistisch
tdtig; dem Schn Wilhelm, seinem einzigen Kind, brachte er wohlwollendes Ver—
stdndnis entgegen. Dies war umso wichtiger, als der Knabe seit seinem achten
Lebensjahr infolge einer Scharlach-Diphtherie stark horbehindert war. — Die
Vorfahren miitterlicherseits kamen aus entfernteren Ldndern der Habsburger
Monarchie und fiihrten gréBtenteils slawische Namen. Hervorgehoben werden der
Grofvater Augustin Powolny (1815 - 1892) und die GroBmutter Rosalia Schlechta
(1817 - 1879). Des GroBvaters technisches Interesse und seine Féghigkeiten tra-
ten beim Enkel verstédrkt hervor, da sich auch in der Familie seiner GroBmutter
ghnliche Qualitéten vererbten. Ein militdrischer Biichsenmacher konnte gewifl
mathematische Begabung weitergeben. Uber die Mutter selbst schreibt
Wilhelm Wirtinger nur wenig. Sein #dltester Enkel aber berichtet in Gesprichen
einiges iiber "die Dame" Beate Wirtinger, geborene Powolny (1841 - 1895), was

ihm seine Mutter, Wirtingers Tochter Melly (1894 - 1977), erzihlt hat.

Die Schulzeit relativ ausfiihrlich zu behandeln, mag manchem Historiker unndtig
erscheinen. Indes ist darauf hinzuweisen, daB einerseits dieser Abschnitt im
allgemeinen fiir den spdteren Lebenslauf eines Menschen bedeutungsvoll sein
kann, und dafl andererseits gerade bei Wirtinger in dieser Zeit nicht nur sei-
ne Liebe und Begabung zur Mathematik sich zeigen, sondern auch sehr markante
Charaktereigenschaften nachweisbar werden, Charakterziige, die auch den Greis
noch zieren, die ihm aber auch sein ganzes Leben anhaften. - Die neun Jahre
seiner Gymnasialzeit verbringt Willy an drei Gymnasien: Seitenstetten, Melk,
und St. Polten (8). Die Griinde fiir den zweimaligen Schulwechsel sind in den

autobiographischen Aufzeichnungen aus 1939 offen dargelegt. Archivalien aus
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Seitenstetten und Erinnerungen lebender Personlichkeiten bezeugen nicht nur
die Richtigkeil aller Angaben "des grioften Mathematikers Europas'", sondern
auch dessen inerschiitterliche Treue. Ja, selbst Eigensinn und Widerspruchs-
geist sind dokumentiert und tauchen in persodnlichen Erinnerungen wieder auf.
Wilhelm Wirtinger selbst schildert detailliert seine friihzeitige Beschafti-
gung mit der mathematischen Literatur, die weit iiber das Ungewohnte hinaus-
ging. Die Stiftsbibliothek in Melk stand ihm - v6llig ordnungswidrig - offen,
ilberdies konnte er von seinem Taschengeld auch Biichereinkdufe tatigen. Dies
zeugt fir Verstdndnis im Elternhaus und im Konvikt. In den letzten Schul jah-
ren gibt es keinerlei schulische Schwierigkeiten, die Jahreszeugnisse werden
immer besser, und das Reifezeugnhis enthdlt die besten Benotungen der ganzen
Gymnasialzeit. - Aus Studien im Archiv der Osterreichischen Akademie der Wis-
senschaften ergibt sich eine weitere Besonderheit; iiber sie scheint Wirtinger
sich nie geduflert zu haben: als "stud. gymn." der siebenten Klasse reicht er
bei der kaiserlichen Akademie eine Arbeit zur Veroffentlichung ein (9). Der
Wortlaut des ablehnenden Gutachtens von Emil Weyr vom 8. Juni 1883 ist erhal-
ten. Uber den Verbleib des Manuskripts, das dem Jjungen Autor ordnungsgemifB re-

tourniert wurde, ist bisher nichts bekannt.

Die Zdsur der Jahrel1909 bis 1919 oder das "unfruchtbare Jahrzehnt" im mque
Wilhelm Wirtingers wird von Radon in seinem Nachruf erwdhnt und begriindet.
Hornich itibergeht in seinen beiden Gedenkartikeln diese Liicke in den Publika-
tionen seines verehrten Lehrers; auch Carathéodory und Furtwingler schweigen
zu diesem Zeitraum. Wirtinger selbst geht in seiner Autobiographie aus dem
Jahre 1939 in der ihm eigenenaufrichtigen Art kurz auf diesen bemerkenswer-
ten Abschnitt seines Lebens ein; er gibt mehrere Ursachen an, die nun, bei-
nahe acht Jahrzehnte nach ihrem ersten Auftreten und fast fiinfzig Jahre nach
ihrem Bekenntnis, genauer untersucht und erldutert werden. Es sind drei Be-
reiche zu unterscheiden: Persénliche Schwierigkeiten mit den fiir die En -
zyklopéddie iibernommenen Verpflichtungen; sie lassen sich einerseits
durch Wirtingers spezifische Begabung zur mathematischen Forschung, anderer-
seits durch seine geringe Neigung zur Kompilation erkldren. Zwei stark ausge—
prédgte Charakterziige mSgen dabei eine Rolle gespielt haben, Starrsinn und Mut
zum Aufgeben. Eine tiefer gehende Untersuchung, insbesondere aufgrund von Kor-

respondenzen mit F. Klein, R. Fricke, A. Krazer und anderen Mathematikern des
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Wilhelminischen Deutschen Reiches, steht noch aus. Eine zweitle Ursache liir
die Stagnation der schopferischen Tiitigkeit sind die harten Schick-
salsschlage, die das Ehepaar Wirtinger 1912 und 191% zu erlei-
den hatte. Dazu liefern Osterreichische Archive und ein Grab auf dem Gerst-
hofer Friedhof in Wien ausreichende Unterlagen. SchlieBlich wirkte sich die
matericlle Not der Jahre des Ers ten Weltkricecges, mehr
aber noch die politische Situation jener Zeit negativ aus. Nicht nur Wilhelm
Wirtinger litt unter dem Eindruck grofer, folgenschwerer Umwdlzungen an De-
pressionen. - Es konnte noch eine weitere Ursache gegeben haben; die Stich-
hdltigkeit dieser Vermutung wire zu untersuchen. Auf der Naturforscherver-
sammlung in Salzburg, im September 1909, hatte Wirtinger einen Vortrag zum
Thema "Die konforme Abbildung durch Abelsche Integrale' gehalten. Noch 30
Jahre spdter hdlt er es trotz aller Bescheidenheit und Grofzigigkeit fir er-
wihnenswert, dafl dieser Vortrag nie verdffentlicht wurde. Es scheint nicht
durch seine Schuld so gekommen zu sein. Wer weiB es? Wie Wirtinger schlief-
lich doch aus seiner geistigen Notlage herausgefunden hat, dariiber gibt er
selbst — wieder in der Autobiographie - Andeutungen. Dort heiflit es: "Im Jah-
re 1919 schrieb ich iUber Aufforderung des Verlages der 'Naturwissenschaften'
als Beitrag zu dem Heft, welches dem siebzigsten Geburtstag von Klein gewid-
met war, den Artikel 'Klein und die Mathematik der letzten fiinfzig Jahre'
(10). Die damaligen Zustinde wirkten natiirlich auf Stimmung und Darstellung
stark ein und es bedurfte einer solchen Aufgabe, um den Blick und die Hoff-
nung auf Besserung nicht zu verlieren." Etwa um dieselbe Zeit hatte Wilhelm
Wirtinger bei einem seiner jahrlichen Besuche in Seitenstetten bei Gregor dem
GroBen ein Wort gelesen, von dem er sehr beeindruckt wurde, weil es ganz auf
seine Situation pafte. Es bleibt offen, ob er durch dieses Wort zum Nachden-
ken angeregt wurde, oder ob er nur seine miihsam errungene eigene Haltung zur

verdnderten Lage bestatigt sah.
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EHELE]S RUSSELL'S PROBLEMS WITH THE CALCULUS

Dr. Irving H. Anellis
Philosophia Mathemaiica
110 McDonald Drive, #8-B

Ames, IA 50010-3470 U.S.A.

Beginning in 1896, after working on his Essay on the Foundations of
Geometry, Russell for two years pursued an interest in the physics of solid
mechanics, with special attention to the geometric foundations of Newtonian

dynamics and the motions of rigld bodies. Russell's goal was to establish

in physice the same kind of certainty that had traditionally been assoclated
with geometry, Russell visited the Cavendish Laboratory and studied there
the work of James Clerk Maxwell on gas kinematics and electrodynamics.,
Recollecting these studies and the search for epistemological certainty in
physlcs, Ruesell wrote to P, E. B, Jourdain that "what is philosophically
interesting in the principles of dynamics belongs to problems of logic and
arithmetic,"[1] This is not to say, however, that Russell had originally
shared Hilbert's goal of axiomatizing physlcsi rather, Russell was interested
in the philosophical foundations of physics,

Russell recorded his thoughts on philosophy of mathematics and philo-
sophy of physics in a notebook entitled Various Notes in Mathematical Philo-
sophy.[2] 1In these writings, Russell attempted to discover how continuous
motlons of rigld bodies could be accounted for in discontinuous space,
Russell was particularly troubled by the phenomenon of action-at-a-distance,
As Russell noted In the *Note on matter and motion" [3], the concept of
action-at-a-distance leads to an antinomy if one assumes that space is ab-
solute, If space is absolute, then it 1s a continuum and matter must have

extension, and can transfer its motion to other matter only through direct
contact. Hence, there can be no actlon-at-a-distance. If, however, space
i1s not absolute, but relative, then a related antinomy occurs.

For Russell, space is relational; it is composed of discrete geometric
points or Boscovician puncta, and is therefore discontinuous. Geometry
describes spatial relations or, as Russell sald [4#], "compares different
parts of space.” Geometry ls impossible without motion.[5] But on this
relational view of space, no spatial relation is measurable, since there are
no abgolute parameters of measurement., Moreover, 1if gpace is composed of
discrete points and is hence discontinuous, we can have action-at-a-distance,
but motion must be discontinuous, there can be no continuous motion, Thus,
the new antinomy for which Russell must account is the phenomenon of con-~
tinuous motlion in discontinuous space,
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An even deeper problem for Russell was the need to provide a computa-
tional tool for description of motion. Nelther Newton nor Lelbniz were
ever completely satisfied with the intellectual foundatlons which they pro-
vided for the infinitesimal calculus. Yet the calculus showed itself,
despite its lack of rigorous foundation, to be an admirable tool for com-
puting velocitles and accelerations of matter in motion. Newton, for
example, gave three separate accounts of the calculus: his "infinite
1ittleness” is the same as Leibniz's infinitesimal; he also provided the
explanation in terms of fluxions, an in terms of "prime and ultimate ratios~
or differentials, This philosophical insecurity of the concept of the
differential was explored by George Berkeley.[6] Behind Berkeley's express
concern about infinltesimals as the "ghosts of departed quantities" were
the serious problems of treating the differential increment Ax now as zero,
now ag nonzero, and the question of the existence of limits and one-sided
1imits, for example in the case of llmx_.0 1/x,

These same concerns arose for Russell, If we treat infinitesimals as
very small, but not zero, that is, as "unasslgnably small," then, said
Russell [7], there can be no infinitesimale, since "we cannot assign a
quantity smaller than any assignable quantity.” But Infinitesimals must
exist, and must be understood as very small numbers, close to zero, but
not zero, if diffferentiation is to be possible, and if differentiation is
to glve a sum and and the ratio of these sums is to glve a determinate
differential coefficient, For, "unless we can assign [such an unassignably
small quantity], we must remain ignorant of it.*[?] Thus, for Russell, the
"difficulty in the calculus"” is that "while professedly dealling with continua,
it 1s applicable only by supposing them discrete,” so that "whenever the
calculus is used, we have the inevitable contradiction of an indivisible
element in a manifold which, ex hypothese, is divisible ad infinitum,."[8]

What, precisely, is thls contradiection? Why must we suppose that

continua are discrete? Russell writes [?] that

in differentiation, we have to compare two connected continuous
variables, whose increments, when small and finite, have a ratio
which is very nearly some finlte number, and differs less and
less from this number ag the increments decrease. ..,The
inerements and their ratio...must be expressed as numbers, not
as continuous quantities; for the problem is the reduction of
continua to number,.... Hence the changes in the increments,

so far as they can be dealt with, are discrete: we suppose the
increments to change continuously, 1t ie true, but we can only
arreat and observe the change when it arrives at some number,

Russell concludes that "the calculus can only have loglcal validity if it
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is8 equivalent to the method of lndivisibles, i.e. if it abandons the notion

of continua,"[?] Thus, "infinitesimal calculus [is] 1s really only possible

where we have indivisibles and finite differences.”[4] Thus, the problem
arises of how to discuss continuous motion if the mathematical apparatus
for doing so depends upon discontinuous numbers, numbers which are discrete
and indivisible, and if the motion must occur in relational, hence discon-
tinuous space,

Speaking of continua and the A-method of finding the derivative of a
function, Russell explains [9] that "either our increments, in the last
stage, in which the 1imit is supposed to be reached, are still finite, or
they are absolute zero, In the first case, we have still the method of
indivisibles; in the second, the limit becomes unmeaning.... The ratio of
two absolute zeros [is] such a limit [es] will give no result whatever,”
Russell is saying thet the meaningfulness of limits of (certain) functions
is completely dependent upon the existence of an infinitely divisible
number continuum, The problem arises for Russell because, for him, all
numbers are discrete and indivieible., He recognizes (during this period
of his Iintellectual 1ife) the existence only of the strictly positive
integers, There is, he says, no number continuum, and he recognizes
neither infinitely large nor infinitely small numbers. Not only are there

for Russell neither infinite nor infinitesimal numbers; but there are neither

real numbers nor infinitesimale to account for those very small numbers
close to zero which allows us to obtain a numerical ratio Ay/Ax for a deri-
vative dy/dx., Russell says [9] of the number continuum that "there are

parts, l.e, differentiations.,” He goes on to say, however, that "this leads

to the notion of the smallest possible differentiation, and this to the
mathematical zero, i,e. to a zero quantum, which yet is a quantum and a
quantum of precisely the same kind as the other quanta of the continuum,*
namely the strictly positive integers. Thus, the problem is that "in the
differential calculus, dx is of the same kind as x, and is a quantum, but
yet =0, This,” he says, "is nonsense," explaining that "the only way to
give sense to dx is to suppose it small but finite, and thus abandon con-
tinuity.,"

Most of the problems with the calculus whicn Russell pointed out were
rooted in re jection of the real continuum, then. More exactly, Russgell
re Jected both Cantorian set theory, with its construction of the real
continuum, and Cantorian transefinitism, as a result of which re Jection the
Cauchy-Welerstrass theory of limits must be faulty insofar ag it is founded
on the real numbers. [10] Russell alluded to some of the problems which he
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gaw with the calculus in his review of Arthur Hannequin's Egsal Critique
sur l'Hypotﬁése des Atomes dans la Sclence Contemporaine [B8] and Louis
Couturat's De 1'Infini Mathématiqua [(11], as these related to his rejection
of Cantorian set theory. 1In the paper “On some difficultles of continuous
quantity" [7], in the Various Notes {2], and in "On the relations of number
and quantity”[12], Russell undertook to present a unified and concentrated
effort to make explicit and explain the problems which he perceived in
both the Leibnizian and Newtonlan infinitesimal analysis, and in the
number-theoretic foundations of what he was later to learn constituted the
Cauchy-Welerstrass real analysis (Russell did not learn of the exlistence
of Weierstrass® work until late in 1896). In none of these works, unfor-
tunately, did Russell undertake to present a unified or gystematic treat-

ment of hie own number theory.[13]
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UBER CHARAKTERISTIKA IN DER MITTELALTERLICHEN ABENDLANDISCHEN
MATHEMATIK (verkiirzte Fassung)

Wolfgang Kaunzner

Herrn Prof. Dr. Edmund Hlawka, Wien, in Verehrung
zum 70. Geburtstag gewldmet

Die alltdglichen Bedlirfnisse der Menschen erforderten auch nach
der Axiomatisierung der Geometrie andere Voraussetzungen, als man
slie von dort her hidtte entnehmen kBnnen. Die der Geometrie zu-
grunde liegende Denkweise wurde zum Vorbild filr eine Reihe von
Wissenschaften, so daB die deduktive SchluBweise durch zwei Jahr-
tausende hindurch das Feld beherrschte. Die Geometrie wurde so zu
der Disziplin, an deren Fundierung sich andere Wissensgebiete
"more geometrico" orientierten.

In der Arithmetik lagen die Verh#ltnisse anders. Bis ins 15. Jh.
hinein fehlte ein brauchbares Hendwerkszeug, mit welchem man die
arithmetischen Operationen leicht und lbersichtlich hdtte durch-
fihren knnen. Erst selt damals sind die indisch-arabischen Zif-
fern mit dem dezimalen Stellenwertsystem und verstindliche Opera-
tionszeichen allm#hlich Allgemeingut der Gebildeten,.dile hiermit
unrzugehen und welterzuarbelten vermochten. An Grundlagen waren
aber nur die natUrlichen und rationalen Zahlen mit der Null all-
gemein anerkannt, nicht die negativen und irrational-algebraischen,
unbekannt die irrational-transzendenten oder gar die einfach-
komplexen. Erst als der reelle bzw. der algebraisch abgeschlos-
sene Kérper der einfach-komplexen Zahlen vorlagen, konnte in Arith-
metik und Algebra Hquivalent ein logisch fundiertes System aufge-
baut werden, ebenso einwandfrei begriindet wie die Euklidische
Geometrie. Der Weg, den die Mathematik in Arithmetik und Algebra
einschlug, lief also v8llig anders als der in der Geometrie. Aus
einzelnen Erkenntnissen heraus ging man im Zahlenbereich induktiv
vor, ohne den Begriff Induktion gekannt, formuliert oder als Prin-
zlp hervorgehoben zu haben. Die Beriihrstellen zwischen beiden wur-
den die Beispielgruppen, wo Geometrie algebraisch behandelt bzw.
algebraische SHtze geometrisch verifiziert wurden.

Mit der Christianisierung der vordem heidnischen europHischen Stim-
me wurde ihnen auch vieles aus den Errungenschaften der r®mischen
Zivilisation zuteil. Die Unterteilung der rdmischen MaBe etwa wird
fiir die Verbreitung der Grundrechenarten eine erhebliche Rolle ge-
splelt haben, so daB einige Begriffe aus Arithmetik und Geometrie
Allgemeingut wurden.

Zur Zelt Gerberts (9407 - 1003) basierte die westliche Mathematik

auf dem schmalen Fundus, der von den R8mern stammte. Er machte die
neuen indisch-arabischen Ziffern als erster im Abendland bekannt,

er bemiihte sich um eine methodische Darstellung der Geometrie.

Obwohl nach einem Wort der Bibel Gott alles nach Maf, Zahl und Ge-
wicht geordnet hat, trat die geistesbildende Kraft der Mathematik
erst spdter auf als die der Sprache. Generell ist jedoch zu sehen,
wie ZHhlen, Rechnen und Sprache ineinander tbergriffen, wie Arith-
metik und Musik, Sprache und Geometrie, Geometrie und Kunst, Male-
rei, Perspektive, StHdtebau, Stiddtebau und wirtschaftliche Entwick-
lung, wirtschaftliche Entwicklung und Bildungswesen, Bildungswesen
und Mathematik im Laufe der Zeit einander immer wieder beeinfluBten,
bedingten und erginzten, ohne daB man von vorneherein dem ganzen
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einen immanenten Zusammenhang hédtte beimessen k&nnen.

Eine bedeutsame Entscheidung liegt darin, daB eb dem 15. Jh.,
verstérkt im 16. Jh., in den einzelnen europ#ischen Landesspra-
chen ediert wurde. Gerade den Autoren mathematischer Werke ge-
biihrt hier hohe Anerkennung, well sie sich sowohl um ihre Mut-
tersprache verdient, als auch den ungewohnten fachlichen Lehr-
stoff einem grtBeren Kreis als bisher zugénglich machten. An
der Wiener Universitdt wurde 1502 das Collegium poetarum et
mathematicorum gegriindet. Hinzu kommt, dafl diese Ménner oft
eine der wichtigen Brilcken bei der Ubernshme des entiken Wis-
sens an den Westen darstellten.

In der mathematischen Literatur sind deutsch verfafte Texte

schon aus dem beginnenden 15. Jh. vorhanden, die freilich gro-
Benteils vorerst als Ubersetzungen aus dem Lateinischen erkenn-
bar sind. Diese friihen Zeugnisse sind'Zeugen dafiir, da8 man da-
mals, vor der hiesigen Erfindung des Buchdrucks, Arithmetik und
Geometrie schon zum bestehenden Wissensgut z&hlen darf, wenn auch
nur einem verschwindend kleinen Teil der Menschen verstindlich. -
Aber, wieviele Menschen beschédftigen sich etwa heute mit Geometrie!

Das Abakusrechnen entbehrte einer schulm#éBigen Methode, gewann
spdtestens im 10. Jh. in den der arabischen Herrschaft nicht unter-
worfenen L#ndern Europas - neben dem Fingerrechnen - vorerst ein-
zig Geltung, breitete sich aus von Kloster zu Kloster als Teil der
Gelehrtenwissenschaft, und wurde um 1200 iiberall gellbt. Um diese
Zelt wurde das Rechnen mit den indisch-arabischen Zahlzeichen
durch den EinfluBf Leonardos von Pisa (1180 ? - 1250 ?) wesentlich
geférdert. Aber es dauerte noch drei Jahrhunderte, bis sein Werk
voll wirksam wurde; obwohl Algorismus eine Verformung des Namens
Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi (780 ? - 850 ?) bedeutet, wurde

bel Vergessen der Person das Wort schlieBlich zur Bezeichnung des
Rechnens mit indisch-arabischen Ziffern. Im 15./16. Jh. tritt das
Kolumnen- und Abakusrechnen des Boetius (480 ? - 524) und Gerbert
in abgewandelter Form auf als Linienrechnen; man konnte hierbei
wieder von einem Abakus sprechen. Leonardo hatte sein Werk Liber
abbaci genannt; folglich 1st riicht verwunderlich, daB man eine An-
leitung zum Linienrechnen als Algorithmus linealis bezeichnete.

So bestand im frithen 16. Jh. - die gedruckten Blicher bezeugen dies -
Linien- und Ziffernrechnen gleicherweise nebeneinander unter dem
gemeinsam kennzeichnenden Namen Algorithmus. Ein Unterschied tritt
deutlich zutage: beim Linienrechnen wirken die Regeln schwerf#llig,
wihrend der Rechenvorgang meist einfach ablduft. Die Faustregeln
der Arithmetik- und Algebrabeisplele sind meist knapp, aber die
Aufgabe l1l8uft kompliziert ab.

Im Mittelalter liegt der Ubergang von einer anschaulich orientier-
ten Arithmetik hin zu einer solchen, die auf allgemeine Rechenre-
geln ausgerichtet ist, dann zur Entwicklung der symbolischen For-
melsprache. Eine der wesentlichen Denkstrukturen ist hierbei die
Proportion. Nikolaus von Cues (1401 - 1464) knilpfte mit ausdrick-
lichem Bezug auf die pythagoreische Zahlenlehre das wissenschaft-
liche Forschen an das Auffinden von Proportionen: "Die Forschung
versucht, das Ungewisse in ein VerhHltnis zum Gewissen zu setzen,
wobel der Erkenntniswert wesentlich vom Sicherheitsgrad des Aus-~
gangsbereichs bestimmt wird". Der Anschauung zugingliche Fakten,
etwa Stilckgut einer Ware zu zugeh8rigem Preis, wurden so vom
einfachen Rechenmeister 1n starre Faustregeln gebracht; eine Un~
menge von Beispielen in den Rechenblichern bestdtigt dies; der
theoretisch gebildete Mathematiker abstrahierte und versuchte zu
induktiven Ans&tzen zu gelangen, die sich dann rlickwirkend wieder
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in einer groBen Anzahl von Formeln fiir den Rechenmeister nieder-
schlugen. Der Naturphilosoph mit mathematischer Bildung - etwa
Cusanus - holte sich die Definitionen, die er fiir n$tig und sinn-
voll erachtete und baute mit ihnen bereits groBangelegte Gedan-
kengebdude.

Der Streit um die Berechtigung der Null schien eher entschieden

zu sein als der um die Eins. Die Null erhielt im Stellenwertsystem
ihren Platz als "unbedeutliche Figur", aber die Einheit war noch
nicht Zahl: "Unitas est principium numeri et non est numerus".
Nachdem die neuen Zahlen im Stellenwert von rechts nach links
wuchsen, wie es der arabischen Schrift zukommt, wurde dies auch
von einzelnen Autoren angesprochen, so von Luca Pacioli (1445 bis
1514): "a modo deli arabi',

Bei groSen Zahlen lieB sich die Kennzeichnung durch Uber- oder
Untersetzen von Punkten oder von Buchstaben a, b, c erleichtern.
Die Namensgebung fiir groBe Stellenwerte bereitete Schwierigkeiten,
ob lateinisch oder anderssprachig, etwa "tausenttausenttausent"
filr eine Milliarde, und es dauerte noch lange, bis "Million" sich
durchsetzte, wie vielleicht schon um 1250 in Italien gebrduchlich
und von Piero Borghi (15. Jh.) empfohlen. Die Folge davon war, daB
in der 1. Hdlfte des 16. Jh. der Umgang mit grofen Zahlen zu einem
richtigen Sprachgewirr fihrte. Das was wir Ziffern nennen hieB da-
mals: figurae, characteres, elementa, notae, literae; unter "Ziffer"
verstand man urspriinglich nur die Null.

Auch in der Arithmetik waren erst grobe Vorarbeiten zu verrichten.
Die Muslime hatten in den eigentlichen mathematischen Texten bis
zum 13. Jh. hin ihre Zahlen nicht verziffert, sondern in Worten
ausgeschrieben. Die westeuropfischen Algorithmiker hatten zudem
erst den Kampf mit den Abacisten bestehen miisgen, ehe sie ihn ab
dem 13. Jh. allm#hlich gewannen. Hiermit war nur die Methode ent-
schieden, némlich ob Schreibtafel, Pergament, Papier einerseits,
oder ob Rechenbrett, Rechentisch andererseits. Die Entscheidung

un die Form des Dargestellten war noch offen, weil die rdmischen
Ziffern das Feld beherrschten, ehe sie im 15. Jh. schlieBlich von
den indisch-arabischen Zahlzeichen, zumindest in Fachkreisen, ver-
dréngt wurden. In der abendléndischen Arithmetik 1#Bt sich also

ein Bhnlich langsam fortschreitender EntwicklungsprozeB feststellen
wie in der Arithmetik der Griechen; nur daB hier in Westeuropa eine
gewisse Kontinuierlichkeit gesichert schien, vielleicht mit begiin-
stigt durch die Klosterregeln vor allem der Benediktiner, die fir
Weitergabe und Vermehrung der vorhandenen Texte Sorge trugen, wenn
auch manchmal nur durch bloBes unverstandenes Abschreiben. Dies
konnte freilich nicht den durch Palimpsestierung verlorengegange-
nen Tell arithmetischer und algebraischer Wissensgiiter ersetzen.

Die einzelnen Disziplinen der Mathematik wurden bereits in prak-
tische und theoretische unterteilt, etwa die Arithmetik, die aus
der mittelalterlichen theoretischen Betrachtung heraus verstirkt
in die praktische Anwendungsméglichkeit einbezogen wurde. Hier la-
gen die Verh#ltnisse komplizierter als in der Geometrie. In Arith-
metik gab es keilne Axiomatik im heutigen Sinn, denn man hatte der
Einheit - wohl in Anlehnung an die Geometrie - zu lange das Recht
verweigert, auch Zahl zu sein; die Einheit war Ursprung der Zahlen;
entsprechend dem Punkt, der keine Ausdehnung besitzt, wohl aber
die Voraussetzung fur die Linie bildet. Trotzdem findet man die
Eins unter den absoluten Zahlen - Gegensatz ist Zahlenverh#dltnis-
se -, eine Ungereimtheit, an der sich die pythagoreischen Mathe-
matiker seit der Antike auch nicht gestoSen haben. Folglich
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blihten die verschiedensten Deutungsm¥glichkeiten, nachvoll-
ziehbar im abendléndischen Mittelalter. Bedeutung erlangte
vorerst nur die Arithmetik mit ihrer AnwendungsmBglichkeit
im Kaufm#nnischen und auf einfache Fragen des tiglichen Le-
bens, nicht hingegen die Lehre von den algebraischen Glei-
chungen, ob Glelchungssysteme oder Gleichungen h8heren Gra-
des; hier handelte es sich anfangs groBSenteils um Fragestel-
lungen, die in der Tradition der Muslime standen oder eher
mit R&tselraten vergleichbar wiren.

Auch in der Mathematik scheint man, um ihre Schwierigkeiten
zu rechtfertigen, auf ihre Geschichte Bezug genommen zu ha-
ben. So sagt Boetius mit Hinweis auf Pythagoras (580 ? bis
500 ?), daB in Philosophie keiner nach vorne kommt, der nicht
den Weg des Quadriviums gegangen ist. Treu dieser Ansicht,
werden die Lehrenden den Lernenden auch diese These durch das
Mittelalter hindurch vermittelt haben. Adam Ries (1492 - 1559)
berichtet, daB8 Plato (427 - 347 ?) gefragt wurde, wodurch der
Mensch das Tier iibertreffe: Er kann rechnen und versteht die
Zahlen. So wurde die Arithmetik zur edelsten der Heptas, wo-
bei schlieBlich der Nutzen der Mathematik im 16. Jh. auch fir
die allgemeine Bildung erkannt und hervorgehoben wurde, am
deutlichsten wohl durch Philipp Melanchthon (1497 - 1565).

Die frithen westlichen Algorithmen - entstanden im AnschluB an
das Lehrbuch al-Khwarizmis - sind rein theoretische Zusammen-
stellungen, denen kein Bezug zur Praxis unterlegt wurde. Die
Aufgaben in den Darstellungen vor dem 15. Jh. muten uns oft
wirklichkeitsfremd an, so wie sie aus dem Fundus der Uberlie-
ferung iibernommen wurden. Erst im 15. Jh. findet man solche
Fregestellungen, die auch dem hiesigen tHglichen Leben entnom-
men sein kénnten, so daB nicht mehr nur eine Art Ubung oder
Spielerei dahinter erblickt werden muB. In der Algebra steckte
wahrscheinlich die Scheu vor dem Neuen, was vielleicht mit dar-
in begriindet lag, daB man ihr auBer mit Bezug auf die Geometrie
kaum wesentliche Berechtigung ertellen wollte.

Durch Jahrhunderte hindurch wurden die gleichen arithmetischen
Algorithmen weitergegeben, wohl oft ohne jede perstnliche An-
teilnahme kopiert. Vom Inhalt her waren sie - etwa der "Algorith-
mus vulgaris" - durch die 250 Jahre bis zu den ersten gedruckten
Rechenbiichern hin unver#indert, in der Form hatte sich freilich
vieles gewandelt: die rémischen Zshlzeichen waren immer anspre-
chenderen indisch-arabischen gewichen, Pergament war vom Papler
abgeldst, die Schrift selbst meist auch eleganter geworden - bis
der Buchdruck fUr eine gewisse Vereinheitlichung sorgte. Der
Grundstock blieben die sechs Grundrechenarten und einfache arith-
metische und geometrische Reihen.

Mit der Entdeckung ferner Linder wurde auch in die Entwicklung
der Mathematik auBerhalb Italiens wesentlich eingegriffen, frei-
lich vorwiegend in den praktischen Ablauf des Rechnens, kaum in
die wissenschaftliche Ausbildung. Der Handel nahm zu, der Verkehr
wuchs, der Buchdruck konnte relativ viele Menschen ansprechen.
AuBer einigen Wissenschaftlern waren es grofienteils kaufm#nnische
Kreise, die in der 1. Hdlfte des 16. Jh. die neue Rechenkunst hei-
misch werden liefen: eine Sammlung von Vorschriften, aufgebaut auf
dem Verstindnis in die Grundrechenarten, abgestimmt auf den zunft-
méBigen Umgang.

Aber noch fehlte die Volksschule; vor allem Martin Luther (1483
bis 1546) erhob dies neben Melanchthon zu einer Forderung der
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Reformation, so daB in der 2. Hilfte des 16. Jh. schon Schul-
ordnungen auftraten.

Im Zeitalter des Buchdrucks wurde der Umgang mit den Grundre-
chenarten einem viel grBeren Kreis zuginglich als bisher. Das
Einmaleins bis fiinf setzte man beim Interessierten wohl voraus.
Beim Einmaleins bis zehn kamen allerlei Rechenvorteile vor, et-
wa bel Johannes Widmann (geb. um 1460) und in Christoff Ru-
dolff's (1500 ? - 1545 ?) "CoB":

a.b = (10 - a)(10 - b) + 10(a + b - 10)
a.b = 10a - a(10 - b)

Bei Multiplikation und Division entwickelten sich vielerlei Ver-
fahren, die auch irgendwelche Vereinfachungen in sich bargen,

bis sich schlieBflich spédter je eine einzige Methode durchsetzte.
Als hilfreich bot sich bei einzelnen Rechnungen an, die bereits
verbrauchten Ziffern durchzustreichen; dies war vielleicht eine
Reminiszenz daran, daB bei den Indern und Muslimen auf den Re-
chentafeln die in Sand geschriebenen Ziffern geldscht wurden,

wenn man sie nicht mehr bentitigte. Man zégerte auch nicht, die
Augenscheinlichkeit eines Rechenganges oder eines Rechengesetzes
mit passendem Namen zu belegen, etwa die "divisio in galeyn",

ein Weg, der zu einem segel#hnlichen Bild des Divisionsvorgangs
filhrte; die Abneigungen oder Schwierigkeiten hob man freilich
erst recht deutlich hervor: "Unum et unum duo, duo et duo quatuor,
odiosa mihi cantio erat" oder "Dura cosa e la partita" (Die Di-
vision ist schwer) wurden zu Redensarten des 15. Jh. Die Termino-
logie selbst basierte auch noch nicht auf eindeutigen Grundlagen;
80 heifft ein irgendwie in einer Rechnung erhaltenes Ergebnis "pro-
ductum".

Das Vertrauen in diese "producta" scheint nicht zu groB gewesen
2u sein, denn man findet laufend Proben, und zwar wird empfohlen
1) Wiederholung

2}) Gegenrechnung

3) Probe mit einer Hilfszahl.

Beim Quadratwurzelziehen gelangte man zu Dezimalbriichen, auch
wenn man hiervon nicht Gebrauch machte, weil man Nulldupeln an
den Radikanden anhidngte und anschliefiend die entsprechende Potenz
von 10 in den Nenner des auftretenden Bruches setzte; am meisten
wurde die Dezimalbruchmethode durch Georg Peurbach (1423 - 1461)
und Johannes Regiomontan (1436 - 1476) gefbrdert, der die prin-
zipielle Dezimalteilung in seinen goniometrischen Tafeln unter-
brachte; als Radius seines Bezugskreises widhlte er vorerst

6 000 000, spiter 10 000 000. Hier ilberall wurde freilich nicht
ausdriicklich ausgesprochen, das Gesetz des Stellenwertes ilber die
Einerstelle nach rechts hin auszudehnen, denn die Winkelfunktio-
nen etwa wurden als Strecken gedeutet, sie erschienen somit ganz-
zahlig. Rudolff kehrte zum Anh#ngen von Nulldupeln an den Radi-~
kanden zurick; es ging Ja in der Arithmetik auch noch darum, in
der Bruchrechnung das Sexagesimalsystem zu ilberwinden, ehe schlieB~
lich Simon Stevin (1548 - 1620) seine dezimale Schreibweise ein-
brachte, etwa 3 8 5 ® 2 @ fur 3,52.

Praktische Beispiele zur 3. Wurzel wurden durch Anh#éngen von Null-
tripeln an den Radikanden ausgefihrt.

Generell zeigt sich, daB beim WurzelziehenvNﬁherungsformeln ent-
wickelt wurden, die in der praktischen Mathematik auch heute noch
Platz finden.

mit 5 € a;b < 10
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Deutlich erkennt man den Unterschied zwischen arithmetischer
und algebraischer Denk~ und Beweismethode elnerseits und der
deduktiven geometrischen. In der Zahlenlehre besaB man noch
keine Axiomatik, folglich wurde versucht, zu induzieren. Es
dauerte ja auch sehr lange, bis von Blaise Pascal (1623 bis
1662) die unvollstindige Induktion zum Prinzip erhoben wurde.
Sie scheint eine lange Vorgeschichte zu haben, die sich in
der Arithmetik im Schluf von n auf n+1 nachvollziehen 148t.
Markante Beispiele hierfilr waren die Schemen Widmanns, zwi-
schen benachbarte Kubikzahlen zwel geometrische Mittel zu le-
gen, oder der Versuch Peter Apians (1495 - 1552), ohne weltere
Erklidrung bis zur achten Wurzel einer natirlichen Zahl aufzu-
steigen, oder die binomische Entwicklung Michael Stifels

(1487 ? - 1567), um eine beliebig hohe Wurzel zu finden.
Justus Burgi (1552 - 1632) wandte eine analoge Methode an, um
in Kreisteilungsgleichungen die zugehdrigen Koeffizienten zu
erhalten. In der arlithmetischen und algebraischen Praxis der
frilhen Rechenbiicher #uBerte sich der Weg zum Schlufi von n auf
n+1 in einer groBen Anzahl von Regeln, nach denen - fiir uns
heute oft schwer zu verstehen, filr damals wohl nicht minder
leicht - vorzugehen ist nach einer einmal aufgezeigten Metho-
de. Ein "Thu ihm also" wurde dem Rechengang nun vorangestellt,
wie er etwa bei Widmann und anderen frilhen Autoren gem#f der
einzelnen Regelvorschrift durchzufilhren ist. In bunter Folge
erhielten nun die Beispiele, die teils auf arithmetischer, teils
auf algebraischer Grundlage, teils auf der Proportion basieren,
phantasievolle Namen: "regula bona", "regel vom hasen" usw.

Die Autoren filhlten selbst, daB mit dieser Unzahl von Regeln
nicht gut zu arbelten ist und lobten die goldene Regel, den
Dreisatz - also die Proportion -, der gleichsam wie ein Hammer
in einer Schmiede zur Herstellung viel schdnerer Dinge herange-
zogen werden kann, als er es selbst ist.

In Italien fand nach Leonardo die Mathematik insofern dauernde
Pflege, als italienische St#dte ihre Mathematiker hatten und
italienische Kaufleute sich ihrer bedienten; aber weiterentwik-
kelt wurde Leonardos Werk vorerst fast nicht. In Italien wurde
n#mlich bis zum 15. Jh. dle Algebra groBenteils auch noch so
behandelt, daB sie bis auf wenige derzeit bekannte Ausnahmen

mit der von Leonardo Uberkommenen groBenteils in Form und In-

halt Ubereinstimmte; in der 1. H¥lfte des 16, Jh. #nderte sich
mit der kublschen Gleichung der Inhalt der Algebra in Italien
wesentlich. Zur n#mlichen Zeit, im 15. u. 16. Jh., war im deutsch-
sprachigen Raum der Inhalt der Algebra wesentlich gleich dem der
iberkommenen muslimischen und italienischen, aber die Form war neu.

"Wohl nirgends mehr als in der Mathematik ist der gelstige Ge-
halt so innig verkniipft mit der Form, unter welcher er sich dar-
bietet, so daB eine Vervollkommnung der letzteren sehr gut auch
eine solche der ersteren zur Folge haben kann". Dies zeigte sich
in Arithmetik, in noch st#rkerem MaB in Algebra.

Die algebraische Gleichungslehre al-Khwarizmis hatte im 12. Jh.
Uber Spanien und wahrscheinlich auch Sizilien den Weg in den
Westen gefunden. Die #ltesten vorhandenen Texte entstammen wohl
dem 13. Jh. Bis zur Mitte des 15. Jh. liegen nur wenige bekann-
te Zeugnisse vor. Auch in der Algebra al-Khwarizmis sieht man,
daB sich vorerst der Inhalt nicht &nderte, sondern Wert gelegt
wurde auf Veridnderung der Form. Vogdringlich ist, daB offenbar
in Italien vor 1320 fiir unser x, x< und die Konstante Symbole
geschaffen wurden, nimlich c, r, d; die nachfolgende Lilcke bis
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etwa 1450 dirfte sich noch durch weitere Funde in italienischen
Bibliotheken zumindest teilweise schlieBen lassen, die Arbeiten
von Frau Franci und Frau Toti Rigatelli zeigen dies. In der
Renaissance, beginnend mit Johannes Regiomontan, wandte man
algebraische Methoden verstidrkt auf geometrische Fragestellun-
gen an, und dies dirfte die Beschéftigunﬁ mit Algebra stark
gefdrdert haben. Regiomontan arbeitete 1456 bereits in moderner
algebraischer Schreibart: unsere Ziffernformen, Ligaturen flr
Plus- und Minuszeichen, Symbole fiir x und x2, als Gleichheits-
zeichen ein langer waagerechter Strich.

Verschiedene Charakteristika der mittelalterlichen abendlédndi-
schen Mathematik zogen sich in ihrer Entwicklung demnach Uber
Jahrhunderte hin, etwa der Weg zur Dezimalbruchschreibweise;
andere traten anscheinend in einem einzigen Zug zutage, so die
unvermuteten Zeichen d, r, ¢ fUur die Konstante, x und x2. In den
arithmetischen Algorithmen des Abendlandes erschienen als erstes
die Zahlen rdmisch verziffert, dann indisch-arabisch, schlieflich
setzten sich in praktischen Anwendungen aus dem Algorithmenrech-
nen und aus der Kaufmannspraxis heraus der Bruchstrich und die
Zeichen + und - durch.

Wihrend in den Handschriften aus dem 15. Jh. eher eine Einsicht
in das Wesen oder die Griinde der Entwicklungen in der Mathematik
erkennbar wurde, ging dies in den gedruckten Darstellungen des
15. u. 16. Jh. groBenteils verloren; hier wurde mehr abgerichtet
als unterrichtet, gem#B dem vorangestellten "Thu ihm also". So
traten auch Rechenanleitungen auf, die zwischen arithmetischer
und algebralscher Behandlung liegen, etwa die regula falsi als
einfacher bzw. doppelter falscher Ansatz, oder die regula virginum,
wo durch Probieren die damals ganzzehlig vorausgesetzten L8sungs-
gsysteme einer unbestimmten Gleichung 1. Grades zu finden waren.
Die Proportion blieb das Bindeglied zwischen Arithmetik und Alge-
bra. Dem Geist des elementaren Rechnens der Zeit entsprechend,
war auch Algebra vorerst nicht eine Rechenkunde, die verbunden
gewesen widre mit Einsicht in die Durchfiuhrung und Entstehung der
Operationen, sondern eilne Rechenkunst.

Regiomontan erwdhnte, daB ihm die ars rei et census - vocant
arabice algebram - vertraut sel und er bewles dies auch zur Ge-
nilige bel der L8sung vieler Beispiele bis zum Grad zwei, bzw. bei
Gleichungssystemen, die man heute mit drei Unbekannten 1&6st;
eine Aufgabe, die wir als 5x%4+3x3+8x2=260x+5 schreiben wlirden,
kommentierte er "quanta sit ipsa res, nondum habeo compertum",
ein von Glovanni Bianchini {(gest. 1466) aufgeworfenes Zinses-
zinsbeispiel, das auf eine Gleichung 6. Grades filhren wirde,
bezeichnete er als "Labyrinthus maximus". Fridericus Gerhart
(gest. 1464/65) aus Regensburg, von dem wir das #lteste Stiick
deutsch geschriebener Algebra aus dem Jahr 1461 besitzen, hat
sich beziiglich seiner Einstellung und seinem Kenntnisstand an-
scheinend nicht gediuBert, wihrend Widmann sagt, daB8 die Regeln
der Algebra "dem gemeynen volck tzu schwer verdrossen vnd vn-
begreyfflich seyn"., Die damals {lbliche Geheimniskrémerel mag
dazu beigetragen haben, daB bis zu Heinrich Schreyber (vor

1496 - 1525) kein algebraisches Lehrbuch erschien. Rudolff
gesteht ein, daf es Beispiele gibt, "die seynen 8 regeln{zur
Gleichungslehre] zu hoch seyen", obwohl gerade er sich sehr um
die Symbolisierung der Algebra verdient machte, nachdem bislang
vieles nach seinen Worten "nit durch charakter", also ohne Sym-
bolik, ausgedriickt worden war. Auf der letzten Seite seiner
"CoB" stellte er einen Wiirfel der Kante 3 + y2 auf einen
Sockel, um gleichsam auf die kommenden Probleme der Algebra
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hinzuweisen.

Un die Wende zum 16. Jh. lagen aus heutiger Sicht schon meh-
rere umfassende Handschriften algebraischen Inhalts vor, aus
denen man die bisher zusammenhiingenden Darstellungen der sym-
bolischen Algebra, der Co8, entnehmen konnte. Dem damaligen
Mathematiker stand freilich, wenn llberhaupt, jeweils nur Je
eines dieser Werke zur Verfligung: die Schriften von Reglomon-
tan, Fridericus Gerhart, Johannes Widmann, sowie die iiberlie-
ferte Algebra al-Khwarizmis in der Ubersetzung durch Robert
von Chester (um 1150) und Gerhard von Cremona (1114 - 1187).

Der Umgang mit algebraischen Gleichungen riickte aus ganz an-
derer Sicht als frither den Blick wieder auf die Irrationaliti-
ten. Leonardo von Pisa hatte irrationale Fragen aufgeworfen,
erkannte numeros surdos als Zahlen an und rechnete mit ihnen,
auch itaelienische Mathematiker der folgenden Zeit. Regiomontan
16ste symbolische quadratische Gleichungen doppeldeutig. Fride-
ricus lehnte irrationale Zahlen hingegen vor allem in Kaufmanns-
rechnungen bewuBt ab, etwa: "Nemo enim vendet tibi aliquid pro
radice de decem, cum ea non sit numerus., - Surdus numerus
non est numerus. Nam numerus est, quem unitas mensurat". Zur
Zeit Widmanns wurde die Lehre von den Irrationalitdten sowohl
in Form eines "Algorithmus de surdis" gelehrt, wo man sich iber
Bezeichnung in der Wurzelschreibwelse und tlber die Berechnungen
der irrationalen Residuen und Rezisen Gedanken machte, als auch
in der Interpretation der LSsungen der quadratischen Gleichung.
Stifel erlangte grofiles Verdienst um die Unterscheidung der ein-
zelnen irrationalen Gr8B8en, "an ueri sint numeri an ficti" und
gesteht "wie die gréBt macht der Cosz sey gelegen an allerley
extrahiren der wurtzeln", obwohl er auch sagt: "Et est satis
miranda res, calculationem fieri praecisam, in iis quae praeci-
sam quantitatem in seipsis non habent"; zudem sttB8t er beim Be-
rechnen von htheren Wurzeln aus entsprechend konstruierten Poly-
nomen in die binomische Entwicklung vor.

In der friihen Neuzeit begegnet einem &fters die Kluft zwischen
der anschaulich orientierten Mathematik einerseits und den for-
malen symbolischen Konstruktionen andererseits,und zwar geome-
trische Darstellung von Potenzen mit einem Exponenten gréBer als
drei, sowie der negativen und vereinzelt der imaginsren Zahlen.
Die formale Betrachtung - man brauchte auch Potenzen fiir Glei-
chungen vierten und hdheren Grades - dringte so in zunehmendem
MaB Uiber den anschaulichen Ausgangsbereich hinaus. Solche Uber-
legungen f8rderten die Potenzrechnung, die ab 1480 als eigene
Disziplin innerhalb der Algebra betrieben wurde, sie fbrderten
auch die Zuordnung der Glieder arithmetischer und geometrischer
Folgen, so daB von hier aus die Rechnung mit Logarithmen in greif-
bare Nghe riickte.

Deutliche Spuren einer Anwendung der Algebra (CoB) auf die Geo-
metrie zeichnen sich - wie gesagt - bel Regiomontan ab, bei Wid-
mann finden sich Andeutungen im 3. Tell seines Rechenbuches von
1489, aber "so eifrig wie um dile gleiche Zeit Pacioli in Italien
hat sich in Deutschland um die gleiche Zeit Niemand um die Ver-
werthung der Algebra flir Geometrie angenommen"; er 1¥ste 100
geometrische Beispiele algebraisch. Bei Adam Ries und Chri-
stoff Rudolff begegnet nicht ein einziges Beispiel dieser Art,
und Rudolff 1&8t wissen: "exempln von zal suchen und kauffmans
hendln", darin liegt die Bedeutung der Algebra; Stifel behandel-
te einige geometrische Beispiele, u. a. aus dem gegebenen Durch-
messer eines Kreilses dle GrdBe der Seiten eingeschrilebener regel-
méBiger Vielecke 2zu finden.
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Noch war die algebraische Glelchungslehre nicht so weit Allge-
meingut der Zeit, daB die Lisung der quadratischen Gleichung
bel Rudolff und Stifel etwa zur Verifizierung nicht der geo-
metrischen Demonstration bedurft h#tte. Unbeschrénkt liefen
Regiomontan und Stifel in quadratischen Gleichungen auch nega-
tive Koeffizienten zu und der Fundamentalsatz der Algebra deu-
tet sich bei Stifel mit den Worten an: "... plures[radices]
autem duabus nulla aequatio habebit". Ob es nur ein Druck- oder
Schreib- oder Rechenfehler war? Jedenfalls bringt Stifel mit x2
= 8x-38 eine Aufgabe, die keine reellen L8sungen hiitte; das heiBt,
Rafael Bombelll %16. Jh.) stlinde nicht ellein.

Die intensive Beschéftigung Stifels mit der algebraischen Glei-
chungslehre bedingte - in Verbindung mit der etwa ein halbes Jahr-
hundert alten Potenzlehre, wie man sie vorwiegend in Leipzig ge-
Ubt hatte, - auch bel ihm die Gegenilberstellung der Glieder arith-
metischer und geometrischer Folgen; die Ubergeschriebenen "Expo-
nentes signorum, in multiplicatione adde, in diuisione subtrahe,
tunc fit exponens signi fiendi". Seine Gleichungen 3. und 4. Gra-
des filhrte er vorerst so ein, daB seine Beispiele durch geschick-
tes Erglinzen auf einen vereinfachten Ausdruck gebracht werden
k8nnen. Justus Birgi wandte eine Bezeichnungsweise an, die mit
seinen Benennungen "characteristici" oder "exponentes" fiir die
oben stehenden, etwa
VI VIVIITIIIIO 6 5 4 3 _ 2
8+12- 9+ 10+ 3+7-4 fir B8x +12%°-9x +10x”+3x“+7x-4 sowohl den
funktionellen Zusammenhang andeutet, als auch sehr zur Ubersicht-
lichkeit beitrigt.

Gleichungen mit mehreren Unbekannten wurden von den frithen Cossi-
sten nicht behandelt, wenigstens kennt man auBer bei Regiomontan
keine Aufzeichnungen. In der Wiener Handschrift 5277, die um 1520
in Ingolstadt war, befindet sich ein Beispiel, wo 1 Zentner Blei
fﬂrd1°° Gulden, 1 Zentner Zinn um 10 Gulden im Preis angesetzt
wird.

Rudolff umging eine zweite Unbekannte dadurch, daB er x und a - x
wdhlte. Erst Stifel fithrte mehrere Unbekannte ein; neben 1 2¢
wihlte er 1A, 1B,... . Somit liegt Stifels Hauptverdienst darin,
daB er die bisherigen Einzelregeln fir die quadratische Gleichung
auf eine einzige zurlickflihrte, "famosissima illa regula, reducta
ad simplicitatem suam germanam", daB er die irrationalen GréBSen
behandelt und gewllrdigt hat, daB er die CoB8 ausfiihrlich auf die
Geometrie anwandte und schlieBlich auf dle Bedeutung von Geronimo
Cardano (1501 - 1576) fiir die kubische Gleichung hinwies.

Mit Stifel verschob sich der Schwerpunkt des mathematischen Inter-
esses Im deutschsprachigen Raum infolge des starken theologischen
Einflusses widhrend seiner Zeit noch einmal verstirkt hin zu mysti-
schen Spekulationen, wie man sie ausgeprigt zwar innerhalb der
mittelalterlichen Arithmetik, in keiner Weise aber in der CoS8
findet. In der CoB gab es keine Mystifizierung - ihr lag nicht
die Einheit, die Nichtzehl zugrunde, sondern dragma, unser x°.

In einer neuen Betrachtungsweise wandte man sich den Eigenschaf-
ten der Zahlen zu, der Bildungswelse und den Gesetzen der Poly-
gonal- und Pyramidalzahlen, den figurierten Zahlen usw. Der Uber-
gang zur Mathematik des Barock l#8t in den betreffenden Werken
ebenfalls eine starke Neigung nicht nur zur Verdeutlichung eines
mathematischen Inhalts, sondern auch zur Mystik der Zahlen erken-
nen. Dies kommt schon im Titel einzelner Werke zum Ausdruck, so
"Mysterium cosmographicum" von Johannes Kepler (1571 - 16305, oder
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"Arithmetica philosophica" von Peter Rothe (gest. 1617). Obwohl

etliche algebraische Probleme sehr weit bzw. bis an den Rand des
Bewelses geflihrt wurden (Fundamentalsatz der Algebra; Ndherungs-
verfahren), rilckte die Beschéftigung mit algebraischen Gleichun-
gen héheren Grades auf fast zwel Jahrhunderte in den Hintergrund.

Die Algebra fand eine ihrer demaligen Grenzen darin, daf die nega-
tiven und gar die einfach-komplexen Zahlen noch nicht voll ein-
gebirgert waren, ferner gab es erst eine allm¥hliche Anwendung

auf Physik und Technik. Hier lag einer der komplizierten Ubergin-
ge im Bemilhen, einwandfrei mit Einheiten umzugehen; die Regel de
tri bildete wohl noch lange unbewuft die Grundlage. Dies erhellt
schon aus der Menge von Lehrblichern, die sich nur hiermit befaBten.

In der Geometrie 148t sich die Trennung in die streng Buklidische
Form feststellen und in den praktischen Teil, der sowohl exakte
Formeln verwendet, als auch mit brauchbaren Niherungsformeln ar-
beitet, die freilich einér Kontrolle der Einheiten bisweilen nicht
standhalten.

Die Geometrie war die wesentliche Stiitze der anderen Wissenschaf-
ten; sie allein besaB Beweiskraft, ihre Ni#herungsformeln liefer-

ten zumindest brauchbare Resultate. So ist es verstindlich, daBf -
in welchem Auftrag auch immer - seit dem 9. Jh. eine beachtliche

Anzahl von lateinischen Geometrien, meist Teile des Euklid (365 ?

;i;tBOO ?), hergestellt wurde, von denen auch relativ viele iiber-
ebten.

Frithe datierte Geometrien sind z. B. die deutsche "Geometria
culmensis" vom Anfang des 15. Jh., wo hauptsichlich Flichen be-
rechnet werden, und der lateinische "Commensurator" Regiomontans,
der aus Lehrsdtzen und Aufgaben Uber Drei- und Vielecke sowle Ober-
fléchen- und Inhaltsberechnungen verschiedener Kdrper besteht. Im
16. Jh. erlebte die Landvermessung groBe Fortschritte. Johann Rich-
ter (Praetorius) (1537 - 1616) ,Nurnberg,erfand den MeBtisch. Das
Handwerk dringte mit kunstreich gefertigten Geriten lmmer stirker
in die MeBtechnik hinein, und dies fiihrte zu einer Bliite der Fein-
mechanik. Die Normierung der Lingeneinheiten war demgegeniiber noch
sehr willkirlich, etwa bel Jakob Ktbel (1470 - 1533): 16 Minner,
so wie sie der Reihe nach aus der Kirche kommen, stellen sich mit
22 giﬁﬁg ihrer Schuhe hintereinander, dies ergibt eine MeSrute zu
G .

Un das Jahr 1600 lag ein Einschnitt in der Entwicklung und Verwen-
dung technischer Hilfsmittel fiur die Methoden der Landvermessung
und der Astronomie. In der Linsenmechanik war man so weit voran-
gekommen, dafl fast gleichzeitig das Himmels- und das Erdfernrohr
gebaut wurden, zudem besaB man bald die Linsenformeln und brauch-
bare mathematische Berechnungsm$glichkeiten flur die weitere Anwen-~
dung. Dies kam der verkehrstechnisch und militlirisch begrindeten
Notwendigkeit entgegen, genauere Karten herzustellen; diese ver-
langten lhrerseits wiederum genauere VermessungsmBglichkeiten.
Hierdurch wurden Feinmechanik und Optik nochmals gef8rdert.

Winkelquadrant und Fernrohr auf der einen Seite, Prosthaphairese
und Logarithmenrechnen auf der anderen sind zwei Charskteristika,
die an der Wende vom 16. zum 17. Jh. die naturwissenschaftliche
Grundlage der Welt von damals erkennen halfen. Das Fernrohr riick-
te solche Entfernungen, die unfafibar .groB erschienen waren, in
den Kreis der vom Menschen zu bew#ltigenden Uberlegungen - Olaf
Rémer (1644 - 1710) bestimmte 1676 die Lichtgeschwindigkeit -;
die prosthaphairetischen Formeln und die Logarithmen brachten
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zusammen mit den Dezimalbriichen die Mdglichkeit, bis zu jeder
verlangten Genauigkeit vorzugehen, und zwar im mittlerweile ver-
trauten Zehnerbereich, der den sexagesimalen abgeltst hatte. Die
Eins - die Nichtzahl -, war hierdurch wiederum in den Mittelpunkt
des Interesses geriickt. Im folgenden Zeitabschnitt, im Barock,
wurde dies evident in der modernen Fundierung der Infinitesimal-
mathematik. Das Kontinuum der Scholastik, ein iiberkommener ural-
ter philosophischer Begriff, war nicht bis dorthin durchgedrungen,
daB man versucht hdtte, ihn mathematisch zu erfassen; das Kontinu-
um - das liickenlos Zusammenhiingende - blieb eine ontologische Aus-
sage, die in der Philosophie ihre Begriindung, ihren Anfang und ihr
Ende gefunden hatte. So waren die Einheit und das Unendliche durch
das ganze Mittelalter hindurch auBermathematisch geblieben. Das
Wort "unendlich", der Begriff "unendlich" fanden sich immer wie-
der, allerdings im Sinne des normalen Sprachgebrauchs. Reihen mit
unendlich vielen Gliedern wurden addiert, Rechenachemen warteten
auf ihre Verallgemeinerung; Nikolaus von Cues widmete sich dem
Problem des Unendlichen und dem uralten Streit iber das Stetige
und Diskrete. Beim Bestimmen der geometrischen Mittel benachbar-
ter Kubikzshlen spricht Widmann von einem Schema, welches "durch
und durch unendlich" sei. Die "Latitudines formarum" des Nikolaus
Oresme (1323 ? - 1382) basierten zweifelsfrei auf Gedanken, die
man infinitesimal fassen kdnnte - selbst die Liebe zu Gott lieB
sich bei ihm grafisch darstellen -, aber keine Andeutung an ein
spiter so genanntes Tangentenproblem oder auf die Bestimmung des
Jeweiligen Flicheninhalts gab dlesen wertvollsten Dingen ein vol-
les mathematisches Gewand. Hier lag noch eine Kluft von drei bis
vier Jehrhunderten geistiger Umformungen, die erst einmal die
symbolhaften Deutungen des mittelalterlichen Menschen - ein Se-
gen fUr einzelne Wissensbereiche und fiur die Kunst des 14. und

15. Jh., ein Hemmschuh fiir die praktische Anwendbarkeit -, bei-
seite wischten. Zwei typische Merkmale sind etwa die dogmatische
Wirksamkeit der aristotelischen Physik bis kurz vor 1600, als

die praktische Mechanik der Werkzeugbauer und Architekten schon
etliches ad absurdum gefiihrt hatte, ferner der schrittweise Auf-
und Ausbau einer symbolischen Arithmetik und Algebra; diese brach-
ten einen sehr grofien Fortschritt, was die einzelnen Operations-
zeichen anlengt, etwa +, -, Bruchstrich und Zeichen fiir Potenzen
der algebraischen Unbekannten; aber gerade bei den letzten blieb
die Entwicklung gute 150 Jahre lang stehen, bis solche Kiirzel er-
sonnen und verwendet wurden, die nicht auf dem Bezug zur Sprache
oder zur Ceometrie aufbauten, also res, census, cubus, census de
censu usw., sondern auf der arithmetischen Voraussetzung, ném-
lich der Proportion.

Ein weiteres Charakteristikum der mittelalterlichen Mathematik

ist, daB Begriffe immer noch vage formuliert wurden, etwa Geodésie
FeldmeBkunst, FeldmeSkunst = Geometrie; der Praktiker wandte Sdtze
aus der Euklidischen Geometrie und der praktischen Feldmefkunst an,
fir den Theoretiker gab es nur die Euklidische Geometrie; zwlschen
beiden atand der Verfasser geometrischer Abhandlungen oder Lehrbii-
cher, um Geometrie verstindlich und anwendbar zu machen

Auch praktische neue Anforderungen konnten hier nicht pl&tzlich
den Umbruch herbeifiihren,sie konnten ihn aber beschleunigen. Die
Landvermessung im GroBen bediente sich immer noch der herkdmmli-
chen Methode, etwa die 1554 durch Herzog Albrecht V. in Auftrag
gegebene Aufnahme Bayerns durch Philipp Apian (1531 - 1589). Lén~
gen maf man zu FuB, zu Rof, mit dem Wagen mittels der Corda, dem
MeBseil, oder mittels MeBketten aus Eisen oder Kupfer, Richtungen
mit dem KompaB, H8hen direkt mit der MeBkette bzw. aus dhnlichen.

11
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Dreiecken im Schattenwurf bzw. mittels zweier verschieden langer
Stdbe, die man in Flucht mit einer Turmspitze brachte. Im 15.
und 16. Jh. konnte sich die "Aufmessung und Abbildung der Erd-
oberfldche" - Hauptaufgabe der Geod#sie - somit nur auf kleine
Gebiete beziehen, "soweit es die Erfordernisse der Praxis er-
forderlich machten und der Stand des Instrumentariums eine
Realisierung erlaubte"; d. h. durch das Altertum und Mittelalter
hindurch blieb die Art der geometrischen und feldmesserischen
Fragestellungen prinzipiell unvertindert.

So liegt zwischen 1400 und 1650 ein erster neuzeitlicher Abschnitt
in der Geod#sie, ehe sie wissenschaftlich, das heiBft mathematisch
fundiert wurde. Seit dem 15./16. Jh. scheint es manchmal so, als
ob man den tatsdchlichen Bedilrfnissen gegeniiber einen Schritt vor-
aus war; vor allem in nationalen Wilrdigungen wurde dies als Pio-
niergeist bezeichnet. Die Entwicklung der GroBraumvermessung und
damit der Geod#sie zur exakten Wissenschaft ist vorwiegend durch
ihre Mathematisierung gekennzeichnet. Zweli Aufgaben standen nun
an: 1) Landesaufnahme und Herstellung von Karten; 2) Gradbogenmes-—
sung als Mittel, um die Figur der Erde zu bestimmen. Durch die
astronomischen Untersuchungen von Regiomontan, Nikolaus Copper-
nicus (1473 - 1543) und Johannes Kepler war das praktische Rech-
nen in den Vordergrund getreten: Trigonometrie, Prosthaphairese,
Dezimalbriiche, Logarithmen. Im Jahre 1617 ver8ffentlichte Wille-
brord Snellius (1580 - 1626) ein Triangulationsprinzip, das bis
heute seine Giiltigkeit hat. Bei den Messungen versuchte man all-
m#hlich solche Einheiten 2u normieren, die als NaturmaB ableitbar
sind; die Meterkonvention fand erst 1875 in Paris statt. Schon
Kepler kam bel Bestimmung der Gréfe der Erdfigur darauf zu spre-
chen, daB bel einem gemessenen Grad am Himmel Fehler im Bereich
von Minuten auftreten, die man nicht vernachldssigen dlirfe. Aus
einer Abweichung von acht Bogenminuten gelangte er zur Ellipsen-
bahn des Mars. So deutete sich aus der Geometrie und der Astrono-
mie heraus ein frithes ObJekt fir eine Fehlerrechnung an.
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I yeber ein Beispiel von L. Euler zur Wechselwirkung zwischen
reiner und angewandter Mathematik

G.Frei

1. Allgemeines Schema der Wechselwirkung

Die Wechselwirkung zwischen angewandter (praktischer) und reiner
Mathematik folgt fast immer dem folgenden Schema:

Praktische Mathematik Reine Mathematik

Abstrahieren

—— e _.._.___.._..?

Problem Verselbstindigung

Erweiterter

Problemkreis <
{

Anwenden Verallgemeinerung

\

Verallgemeinerung

Erweiterter 42_""55E§EQEQMMDUW

Problemkreis

Ausgangspunkt ist ein Problem der praktischen Mathematik, das
durch Abstrahieren zu einem rein mathematischen Problem wird.
Die Problemstellung wird innerhalb der Mathematik
verallgemeinert. Kann sie gel&st werden, so wird dadurch eine
ganze Klasse von praktischen Problemen, der auch das
urspriingliche Problem angehdrt, einer L&sung zugefiihrt.

Als Beispiel betrachten wir ein klassisches Problem der

Zahlentheorie.

FREI

2. Beispiel (Vorspiel)

Im Bereich der Praktischen Mathematik stellt sich in der
antiken Feldmessungstheorie das Problem, alle rechtwinkeligen
Drelecke zu bestimmen. Dieses geometrische Problem fihrt auf
das arithmetische Problem, alle Ldsungen von'

d.h., alle pythagordischen Tripel zu bestimmen. Diesen ersten
Abstraktionsschritt fiihrte- Diophant (325-409) aus.

In Aufgabe V9 (und V10) seiner Arithmetica stellt er die
Aufgabe, die Gleichung

x2 + 2 = a mit a=24+ 1

zu lésen fir x , y € Q (mit den Nebenbedingungen

xz >d , y2 >d ) .

Das urspriinglich praktische geometrische Problem wird so auf
ein abstraktes algebraisches Problem gefiihrt. Diophant gibt
noch keine Ldsungskriterien. Einen zweiten Abstraktionsschritt
fihrt Bachet (1621) in seinem Kommentar zu Diophant aus durch
Riickfilhren des Problems auf die Primteiler p von a mittels

der schon Diophant bekannten Identitdt
(x2+y2)(zz+t2) = (xztyt)2 + (xtiyz)2 .

Von dort iibernimmt Fermat (ab 1636 bis 1640) das Problem, die

Aufgabe
2 2
X" +y =p mit p = Primzahl
zu lésen fiir x , y & 2 .

Somit wird das Problem auf ein arithmetisches zuriickgefiihrt.

15
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Fermat (1638-1640) findet in einem dritten
Abstraktionsschritt Losungskriterien mittels Kongruenzen:

(1) a s 3 (mod 4) - x2 + yz = a 1ist nicht lésbar
(Brief an Mersenne 1638).
(2) x“+y“=a, (xy) =1, p|la,ps=prin, also
p|x2 + yz » p# 3 (mod 4)

(Brief an Roberval 1640).

(3) x2 4 yz = p 1lésbar mit x , y € &
fliir eine Primzahl p # 2

<=> p = 1 (mod 4)

(Brief an Mersenne, 25.12.1640).

Bemerkungen:

(1) Der Hypothenusenfall a = c2 hat bei Fermat immer noch

eine spezielle Bedeutung.
Fermat stellt auch schon das

(2) Problem der Anzahl der (primitiven) Darstellungen von

x2 + y2 = a

und das

(3) Problem der Existenz eines Algorithmus zum Bestimmen von

X , Y €2 .

Weiter gibt Fermat einen

- 4 -

(4) Primzahltest mit:Hilfe der Darstellung

(1654, 1659), und in einem vierten Abstraktionsschritt
weitet Fermat seine :

(5) Untersuchungen aus auf die allgemeineren Formen:
- 2y2
2y2
3y2

x
x
x
x Syz

N N NN

+ o+ o+

Drei weitere bedeutenden Abstraktonsschritte unternimmt dann
Euler (1758-1778) mit

<5> der Umkehrung des Problems,

<6> der Ausdehnung auf die Form ax2 + by2 =p .

Er gelangt so zu den

<7> numeri idonei, die ihm Primzahlteste liefern.

Von dort findet das Problem seine Formulierung in

Gauss' (1801) Geschlechtertheorie quadratischer Formen, was
weliter zu

Kummers Theorie der Kreiskdrper, und spdter zu

Takagi's Klassenkdrpertheorie fiihrt.

FREI
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Innerhalb der praktischen Mathematik findet dann Eulers
Primzahltegt in der neueren Kodierungstheorie eine
iberraschende Anwendung.

3. Hauptthema: Die geeigneten Zahlen von L. Fuler

In einem Brief an Mersenne (25.12.1640) formulierte Fermat den

Satz 1: p = Primzahl, p # 2 .

(1) p = x2 + y2 ist 18sbar mit x , y € N <=> p = 1 (mod.4)
(2) (x,y) € N%  ist eindeutig
3 (x,y) = 1.
Beweis: Euler 1750, 1768, 1758
<5> Euler bemerkte 1758 die Umkehrung.

Satz 2: n e N , ﬂ ungerade, n > 1 .

Ist n = x2 + y2 mit x , y € N° = {0,1,2,...)} einzig
losbar und iiberdies (x,y) =1 = n ist Primzahl.
Anwendungs Daraus ergibt sich ein Primzahlkriterium fiir

Zahlen n mit n = 1 (mod.4) , nimlich: enthdlt

{n - x2|x €2, 0 <x < qg} ein einziges Quadrat yz und
ist dazu (x,y) =1, so ist n Primzahl.

Beispiel: n = 89

Satz 4: (a) p

-6 -

¢-=-(88,85,80,73,64,53) , also x =5,y =8
= 89 ist Primzahl.
Beispiel von Eulei 1769:
n = 77 (mod.480)

<6> Eine Erweiterung des Primzahltestes auf Zahlen
n = 3 (mod.4) erhdlt Euler mittels der Formen

x2 + by2 , beN.

Eﬁler (1761 und 1774) fand dazu die folgenden S3tze.

Satz 3: (a) p = Primzahl, p # 2 .

(1) p=x"+ 2y2 ist losbar mit x , y € N
< 1, 3 (mod.B)

It
v
n

2

(2) (x,y) € N ist eindeutig

(x,ZY) =1

(3) (x,y)

(b) neN, n ungerade, n > 1 .
Ist n = x2 + 2y2 mit x , y € No einzig darstellbar
und iiberdies (x,y) = (x,2y) =1 = n ist Primzahl.

Beweis: Euler (1761,1774) bis auf (a) (1) <= .

Dieser Teil wurde von Lagrange 1775 bewiesen.

Primzahl, p # 2, 3 .

(1) p=x"+ 3y2 ist l8sbar mit x , y € N
: < 1 (mod.3)

il

v
-]

e

2

(2) {(x,y) € N ist eindeutig

FREI
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(3) {x,y) = (x,3y) = 1

(b) neN, n ungerade, n > 1 .

Ist n = x2 + 3y2 mit x , y € No einzig
darstelllbar und iberdies (x,3y) = 1

= n ist Primzahl.

Beweis: Euler 1763 Teil (a)
Lagrange 1775 Teil (b).
Anwendung: Man erhilt somit Primzahlkriterien fiir Zahlen mit
n ¥ 23 (mod.24).

Es stellt sich jetzt die Frage, ob es Primzahlkriterien fiir
jede Form x2 + my2 mit m € N gibt.

Euler (1778) fand dazu, dass m = 11 kein Primzahlkriterium
liefert, denn n = 15 = 22 + 11 - 12 = x2 + 11 - yz ist einzig
darstellbar mit (x,y) = (2,1) und iberdies

(2,17 =1 , aber n = 15 ist nicht prim.

Somit wird Euler auf den folgenden neuen Begriff gefiihrt:
<7> liefert m € N fiir die Form X% & myz ein
Primzahlkriterium, so heisst m geeignet (idoneus,

convenable).

Genauer:

Definition 5¢ m € N heisst geeignet (idoneus, convenable),

falls folgendes gilt:

ne€N, n ungerade, n > 1 .

Ist n = x2 + my2 mit x , y € No einzig darstellbar und

iberdies (x,my) =1 = n 1ist Primzahl.

-8 - FREI

Euler fand dann (1778) den
Satz 6: Die folgenden 65 Zahlen sind geeignet:

1 2 3 4 5 .6 7 8 9 10
12 13 15 16 18 21 22 24 25 28
30 33 37 40 42 45 48 -57 58 60
70 72 78 85 88 . 93 102° 105 112 120

130 133 165 168 177 190 210 232 240 253
273 280 312 330 345 357 385 408 462 520
760 B840 1320 1365 1848

Bemerkungen

(1) Euler beniitzt dazu ein Kriterium, dessen Beweis
liickenhaft ist. Dass das Bulersche Kriterium notwendig
ist, zeigte Grube 1874.

(2) Chowla (1934): Die Anzahl der geeigneten Zahlen ist
endlich.

(3) Chowla (1954), Grosswald (1963), Weinberger (1973):
Eulers Tafel ist vollst&ndig bis auf hdchstens eine
weitere geeignete Zahl.

Anwendungen

Euler 1778:

(1) Bestimmung aller Primzahlen p der Form

p=1+232y2 mit 1sys<300, yen

(2) a=10'003 =1002 +3 - 12 =162 + 3 - 57

Primzahl; in der Tat ist a = 7 -+ 1429 .

ist nicht [
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(3)

100003 = 10 - 1002 + 3 - 12 yng

=2
(1]

1'000'003 = 10002 + 3 - 12 sind Primzahlen,

Q
1

Bestimmung aller Primzahlen p der Form

2 2

P = 197° + 1848y mit 1 sy <100 , yeN,

Fir y = 100 erhielt Euler die grésste damals bekannte
Primzahl

2 2

P = 197" + 1848 - 100° = 18'518'809

neben der ebenfalls von Euler stammenden Mersennschen
Primzahl

31

P =2 +1=2'147'483"649 .

20.1.1987/aqu.
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PURKERT

Zur Rolle der Mathematlk bei der Entwloklunz der Technikwissen-
schaften (W. Purkert, Lelpzig)

In der Antike gab es kelne Anwendung mathematisch formullerter
naturwissenschaftlicher GesetzmiBigkeiten auf die Bemessung und
Gestaltung von Bauwerken des Hoch- und Tlefbaus, von Schiffen, ie-
schinen oder Yechanismen. Trotzdem haben Geometrie und Arithmetik
ale immanenter Beatendteil des emplrischen technischen Wissens
sehr wohl eine wichtige praktische Rolle gespieli. Die Anwendung
geometrischer Formenr und Proportionen, ausgedriickt durch elne
Skilzze oder Zeichnung, und die Angabe quantitativer Verhiltnisse
waren eln notwendiges Element der geistigen Vorwegnahme des zu
schaffenden technischen Gebildes und schlieSlich auch der tatséch-
lichen Baudufchfuhrung (VITRUV gibt dafiir schdne Belepiele). He-
rechnungsvorschriften wurden mitunter auch als Pazit empirischer
irfahrungen und teilwelse gezlelter Versuche angegeben, wie bei-
spilelswelse HERONs Formel fir dle Dimenslonierung des Kalibers bei
den stelnwerfenden Geschiitzen. .

Im Mittelalter hat eich die Situation im Verhiltnis von Mathe-
matik und Technik nicht grundlegend geiindert. Auch hier gibt es
noch keine ingenlieurmidfBigen Berechnungen unter Benutzung mathema-
tisch formulierter Katurgesetze. So sind 2.B. die gotimschen Kathe-
dralen empirisch gebaut und kelnesfalls atatisch berechnet worden.
Auch fir dag Mlttelelter kann man aus den Sachzeugen schlieBen,
deB Geometrie und Arithmesik in dhnlicher Weise benutzt worden eein
milssen wie in der Antike, aber such hier gibt es kaum schriftliche

Zeugnisse.

Etwa ab dem 15. Jahrhundert implizieren die friihbirgerlichen
Verhiiltnisse gunichet in Italien, etwas spdter in Jiiddeutschlend,
den Niederlanden, England und Frenkreich, neue Tendenzen in den
Bezlehungen von wissenschaftlich-theoretischem Denken und Produk-
tlonspraxis, die sur Herausblldung der klasesischen Naturwissen-
achaften in Kuropa fuhrten. Dieser neue Wiseenschaftetyp ist ge-
kennzeichnet durch die Verbindung von iathematik und Naturerkennt-
nie und durch die Synthese von praktischen Erkenntnissen und Fpr-
fahrungen mit dem theoretiechen Denken der Gelehrten. Etwa ab it~
te des 15. Jehrhunderts werden auch nech und n%gﬂhﬁié“Voraussetzun-
gen fiur die Herasusbildung der Technikwlssenschaften:” Am Beginn
dieser Entwicklung stand die "wissenechaftlich-literarische Eknt-
deckung der Produktion" etwa durch L.B. ALBERTI, ¥. MARTINI,

23
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V. BIRIKGUCCIO und 3. AGRICOLA. In deren Kompendien der Produktiong-
erfehrungen war die Verbindung zum theoretischen Denken noch lose;
iethematik spielte i.a. eine untergeordnete Rolle. Z.B. geht ALBER-
TI in den Anwendungen der Kathematik auf das Beuwesen kaum iiber
VITRUV hinaus. Auch bei Minnern wie N. TARTAGLIA und LEORARDO DA
VINGI, die eine ausgeseichnete mathematlische Bildung besaBen, beob-
sohtet man elne bemerkenswerte Kluft zwischen der Werteschiizung der
¥athematik ale.wichtiger Grundlage fUr den Ingenieur und den tatsiche-
lichen Anwendungen mathematischer Methoden innerhalb des technischen
Schaffens. Der programmatischen Absicht, Methematik anzuwenden, stand
entgegen, dal die Vormussetzungen weder in der Mathematik noch in
der ¥echanik gegeben waren. In der Mechanlk waren ilnsbesondere die
Grundbegriffe noch nicht hinreichend klar herausgearbeitet, in der
Yathematik fehlte es an elner ¥ethode, dynamische Prozesse zu model-
1ieren, '

In der folgenden Periode der wissenschaftlichen Revolution wur-
den jene fehlenden Voraussetzungen geschaffen. Die entstehende klas-
slsche Naturwissenschaft war eine Art "Einheitswissenscheft", die in
ihren Uegenstendsbereich mowohl nstiirliche als auch technische Ob-
Jekte sinbezog. Im Rshmen dleser Einheltswissenschaft finden wir
erstmals suf der mathemetlischen Formulierung von Naturgesetzen beru-
hende ingenileurmiBige Berechnungen. Eln hersuaragendes Beispiel fiir
solche Art Anwendung der Methematik ist die Berechnung und die dar-
auf beruhende Konstruktion von Entwisserungsmilhlen durch §. STEVIN.
Wihrend STEVIN noeh Gelehrter und prektisch titiger Ingenleur in
einer Person war, waren dlejenigen Forscher, die in der Periode der
wissenschaftlichen Revolution herausragende Ansiatze von Anwendungen
der Mathematilk auf technische Gegenstinde und Probleme hervorbrach-
ten, wie G. GALILEI, CH, HUYGENS, R. HOOKE, I. EEWTON, G.¥, LEIBNIZ,
Gelehrte, die zwar noch eng mit technischem Sehaffen verbunden, doch
schon mehr als Theoretlker gelten mussen. Die Prexls der Technik he-
wegte slch im 17, Jaehrhundert beziiglich der Uerite, Maschinen und
taterialien noch ganz auf dem Niveau der vorangehenden Zeit. Die ge-
nannten Gelehrten waren mit ihren theoretisch-mathemstischen Unter-
suchungen der Ingenleurpraxis oft um viele Jahrzehnte voraus. In der
Regel profiltierte die isthematik szunichat viel mehr davon asls die
Technik; ein Beispiel hierfiir sind HUYGENS' BemUhungen wm die Xon-
struktion einer Uhr wit tautochronem Pendel.

Die grofen isthematiker und Naturwissenschaftler des 18. Jahrhun-
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derts waren ebenfalls an Anwendungen ihrer Vissensechaft stark io-
teressiert. Den Typ des reinen Kathematikers gad es im 18, Jahrhun-
dert noch nicht. Man versuchte, aufler den natiirlichen Objekten auch
Objekte der Technik flir die Anwendungen der Mathematik zu erachlie-
Ben. Von besonderer Bedeutung in dieser Richtung iet das Schaffen
von L., BULER, aue deassen Beltrdgen zur Pestigkeltslehre, Krelsel-
theorie, Turbinentheorie, Schiffsmechanik, Ballistik und zur Theo-
rie einzelner Maschinen sepdter technikwiseenschaftliches Wissen
in bedeutendem Umfange sbgehoben worden ist, Auech die Verfeasmer
der grofen mathematisochen Kompendien, wie &.B. W.J.G. KARSTEN, be-
zogen in breitem MaSe technische Gegenatdnde in ihre Betrechtungen
ein. Der praktische Erfolg der Bemilhungen der Mathematiker des 148,
Jahrhunderts um dle Bewdltigung technischer Probleme ist esus den
verschledensten Griinden nicht allsu grol geweasen. Dessen ungeach-
tet gab es zunehmend Stimmen auch aus der Praxis, die eine wiseen-
schaftliche Durchdringung dees techniachen Schaffens forderien. Ven
besonderer Bedeutung in dieser Richtung weren dle Beatrebungen der
Vertreter der belden frenslsischen Ingenleurcorps (BELIDOR, COU-
LOMB, PENNOKET, GAUTHFRY). BELIDOR %.B, war der erste, der die In-
finltesimelrechnung auf ein ingenieurtechnlsches Problem anwandte.

Wihrend in Englaend die Industrislle Revolution - von der Wis-
senschaft noch relativ wenlg beeinfluft - bereits eine bedeutends
Maeschinenproduktion hervorgebracht hatte, waren Frankreilch und ins-
besondere Deutschland zurlickgeblieben und suchten nach Wegen, den
inschlu8 rasch zu gewlnnen, Als muepichtsreichster Weg wurde dile
wiseenechaftliche Durchdringung der Produktion und dberhaupt dee
gosamten techniechen Schaffens angesehen. Bildungspolitik wurde zu
einem wichtigen Bestandtell der Gewerbepolltik. Auadruck dessen
war die Grindung von polytechnischen Schulen. Fs gehdrte zu den
Grindungeprinziplen diewer Schulen, dal die Mathematlk ale eine
fir den Ingenieur grundlegende Misziplin zu gelten habe und ihr
demgen&dl entsprechend Raum zu widmen sei., Eine Analyse der technik-
wissenschaftlichen Literatur aus der Anfangezeit der Polytechnika
zeigt jedoch, dail die hohe Werteschidtzung der kathemetik mehr euf
einer frwartung denn auf realer prektiacher Wirksamkeit beruhte.
Eg gab nur ein Gebiet, auf dem die Mathematik sofort und durchgrei-
fend wirksem wurcde: die darstellende (eometrie,

Was die mathematische Lehre an den polytechnischen Schulen be-
trifft, so war trotz ihrea betriichtlichen Umfanges ihr Hiveau blse
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zur Mitte des 19. Jehrhunderts noch vergleichsweise niedrig'(eine
Ausnehme ist die Ecole Polytechnique in Paris). Die Mathemetiker
an dlesen Schulen waren im wesentlichen nur Lehrer, Mathemetlsche
Forechung im elgentlichen Sinne des Wortes wurde kasum betrieben
(mit Ausnahme von Peris).

In Deutechland énderte sich die Situation um die Mitte des
vorigen Jehrhunderte grundlegend. Zu dieser 2Zeit wer die industri-
elle Entwicklung und dle Entfaltung des Kapitalismus der freien
Konkurrens in vollem Gange. Im Bauwesen 2z.B, stellten der Einsats
neuer Werkstoffe und prinzipiell neus’ Bauwaufgaben (Eisenbricken-
bau fiir die Eisenbahn) den Technikwimeenechaften neue Probleme. Im
Maschinenbau wurden gestlegene Anforderungen an die Lelstung, Bau-
grife, Geschwindigkeit, Sicherheit und Mannigfaltigkeit der Maschi-
nen, aber auch dkonomlache Fragen nach niedrigem Preis und hohem
Effekt als Herausforderungen an die Ingenleurwissenschaften ver-
standen. Flir die Mathematlk an den Polytechniks war es von grofer
Bedeutung, daB um die Mitte des Jahrhunderts eine Richtung im Ma-
schinenwesen einsetezte, die ein wissenschaftliches Maschinenwesen
auf theoretisclier, vor allem mathematischer Grundlage snstrebte,
Die bedeutendsten Exponenten dleser Richtung waren F. REDTENBA-
CHER, F. REULEAUX, F. GRASHOP und G. ZEUNEH. Das Hauptzlel dileser
Technlkwissenschaftler war es, das Erfinden und Konstruleren deduk-
tiv zu gestalten. Typische Belspiele solcher theoretischer Konzep-
tionen sind die anmlytische Maschinentheorle von REDTENBACUHER und
die Kinemetik von REULEAUX. Filr diess theoretischen Konzeptionen
war die Mathematik nicht nur Rechenhilfemittel, sondern auch me-
thodisches Vorbild. Deshalb legten Redtenbacher, Reuleaux, Grashof
und andere filhrende Technikwissenschaftler auf eine wirklich wis-
senschaftliche Mathematikausbildung an den polytechnischen Schulen
gréften Wert. In den "Principien der Orgenisation der polytechni-
schen Schulen" von 1865, die den Standpunkt des Vereins Deutscher
Ingenieure sur Entwicklung der Polytechnika fixiertem, wurde der
Mathematlk ein hoher Stellenwert zugemessen. Es kennzeichne den
Hochschulrang der polytechnlschen Schulen - go hieB es daerin -
wenn hier neben den techniechen Pichern Mathemetik und Nsturwissen-
schaften in einer den Universititen nicht nachestehenden Ausdehnung
gelehrt werde. Es war eilne Folge dileser Politik, daB von den Uni-
versitidten eine betrdchtliche Anzahl hervorragender Mathematiker
und Naturwissenschaftler an die Technischen Hochschulen berufen
wurde. Das Nlveeu der Lehrkrifte filr Mathematik konnte - etwa ver-
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glichen mit der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts - wesentlich an-
geshoben werden. An den Technlschen Hochschulen gad es unter den
Mathematikprofessoren in zunehmendem MaBe bedeutende Foracher.

Diess Entwicklung hatte sllerdings auch elne Kehraseite. Die Anfor-
derungen, die die Praxis, lnsbesondere dle Industrie, in den lets-
ten Jahrzehnten des vorigen Jahrhunderts an die Technischen Wiesen-
scheften und an die Aueblldung der Ingenieure stsllte, kollidierten
in zunehmendem MaBe mlt elner vorzugewelse theoretischen, an der

Univereitdt ausgerichteten Ausbildung an den Technischen Hochschulen.

Es setzte ein heftiger iethodenstreit innerhalb der Technischen
Wissensohaften ein. Im Rahmen dleses Streltes geriet die Mathema-
tik zunehmend in das Kreuzfeuer der Kritik., Es bildete sich eine -
von Zeltgenoesen bereits mo bezeichnete - antimathematlache Bewegung
hersus. Diese Bewegung unter Plihrung des Rekitors der TH Berlin-
Charlottenburg, A. RIEDLER, forderte in programmetischen Erklérun-
gen eine Reduzierung der "Hilfewlessenschaft" :Mathematik und den
Einsatz von Ingenieuren als Lehrkridfte flir Mathematik an den TH,
Die Mathemetiker reagierten mit einer Gegénerkiﬁrung. in der sie
die Bedeutung der Mathematik als wesentliche Grundlage des Inge-
nieurstudiums hervorhoben. Die besonders in den Jeahren 1895-1900
heftig gefihrten Kontroversen wurden nach und nech durch Bemiihungen
beider Selten abgemildert und galten um 1920 ale iberwunden. Von
mathematischer Seite erwerb sich besonders F. KLEIN durch vielfidl.
tige Initietiven zur PFdrderung der angewandten NMathematlk grofe
Verdienste bei der Uberwindung der aufgebrochenen. Widerspriliche. Von
technlscher Seite wurde eine Reihe mathematischer Methoden (par-
tielle Differentialglelchungen, direkte Methoden der Variatione-
rechnung, Elgenwertberechnungen, Vektorreohnung, lineare Algebre,
komplexe Zshlen) in grdBerem Umfange zur Lisung ingenlieurwissen-
schaftlicher Pragen herangezogen. Die Herausblldung wissenschafts-
intensiver Industrien (Elektrotechnik, Iuftfahrt) tet ein ubriges.

Ausfiihrliche Literaturangaben in:

Purkert,W.; Hensel,S.: Zur Rolle der Mathematik bel der Entwicklung
der Technikwissenschaften. Tell 1. Dresdener Belitrige zur Geschichte
der Technikwiseenschaften., Heft 11 (1985), S.3~53. Teil 2: im Druck,
ebenda Heft 13,
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° Dirser Teil, der vor allem die "P und die "A

ZUM VERHALTNIS VON MATHEMATIK UND TECHNIK
IM 19. JAHRHUNDERT IN DEUTSCHLAND (Teil l)-
M. Otte

Man kann die Auseinandersetzungen zwischen Mathematik und Technikwissenschaften
zu Ende des vorigen Jahrhunderts als eine Art "Stellvertreterkrieg” betrachten, als
eine Auseinandersetzung allerdings von fiir beide Seiten substantieller Bedeutung. Fir
beide bestand das Problem in der Verinderung ihres jeweiligen Selbstver-
stiindnisses und ihrer Methodologie. Dieses Problem wurde objektiv durch die Rolle
der Technik im Industrialisierungsprozef am deutlichsten und zugespitztesten gestellt,
wurde den Beteiligten aber nur an Hand bestimmter Begleiterscheinungen bewufit.
Daher jener Stellvertreterkrieg, der seiner objektiven Bedeutung nach eigentlich keiner
war und innerhalb dessen die Technikwissenschaften eher soziale und erst

nachgeordnet methodologische Veriinderungen erfuhren, wihrend es fir die
Mathematik umgekehrt aussah.

In der historischen Problematik der Entwicklung einer neuen Methodologie der
Wissenschaften hatten Mathematik und Technik eine gemeinsame und gleichzeitig
komplementiire Rolle. Fir die Mathematik bestand das Problem darin, dafl sie
einerseits radikal technisiert worden ist und dabei gleichzeitig eine neue Flexibilitit
und Offenheit filr externe Einflisse und mogliche neue Anwendungen gewinnen
muBte. Fir das Verstindnis einer derartigen widerspriichlichen Situation hiitte
eigentlich der tatséichliche konkret-historische Prozefl der Technisierung die Grundlage

abgeben konnen.

der A einflhn, Ist das Manurkript
zur Geschichte der Methematik (09.-15.11.1986) in Neuholen a.d.Ybbe
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Was unterscheidet beispielsweise den Menschen in seiner Entwicklung vom Tier?
"Die Frage beantwortet sich, ... durch die genauere Angabe dessen, was alles 2ur
Auflenwelt gerechnet werden kann. Gewdhnlich versteht man darunter lediglich die
den Menschen umgebenden, von Natur vorhandenen Dinge. Prangt denn aber nicht
neben dieser natiirlichen Welt und sie iiberragend eine andere, niimlich der Inbegriff
der aus Hirn und Hand des Menschen hervorgegangenen technischen Vorrichtungen,
... Und diese Auflenwelt ist es, worin der Mensch sich eine Fortsetzung seiner selbst
nach auBen erschaffen hat, ohne welche fiir ihn weder das Verstindnis und die
Benutzung der Natur, noch der AufschluB iiber sein eigenes Wesen denkbar sein
wirde”. So beginnt eine “ausfiihrliche Besprechung"(o’ der "Theoretischen
Kinematik™ von F. Reuleaux (1829-1905). Die Maschine ist in dieser von Reuleaux
selbst geteilten Sicht der Mechanismus, durch den "das menschliche Wesen sich
selbst gegenstiindlich geworden ist”. So progressiv die dabei zugrunde gelegte
Anwendung des Entwicklungsgedankens auf die Technik ist, so szientistisch ist sie
gleichzeitig. Fiir den Szientismus aber bleibt die Wissenschaft selbst unhinterfragt und
fremd, und damit bleiben auch Reflexion und Operation, Wissen und Titigkeit, oder
Theorie und Praxis fremd gegeneinander, wird ihre Komplementaritiit nicht wirklich
gedacht. Bei Reuleaux wird die Maschine ein fiir allemal erklirt, um "die dem
populiren Feldgeschrei 'Teilung der Arbeit’ folgende, alles Mafl iiberschreitende
Teilung des Wissens auf die Grenzen zu beschrinken, innerhalb deren es méglich
bieibt, die geteilten Gebiete unter Leitung des Entwicklungsgedankens, in welchem
die Stirke der heutigen Wissenschaft liege, immer wieder zusammenzufassen und auf
héhere Einheiten zuriickzufiihren™.

Um hier nur eine Bemerkung zur Problematik der Maschine anzukniipfen. Eine
funktionale Betrachtung der Maschine, wie sie in der Theorie, z.B. der Kinematik,
der Logik oder der politischen Okonomie gegeben ist, muf natiirlicherweise von den
Details der physikalischen Konstruktion abstrahieren. Sie konzentriert sich auf die
Vorauvssetzung, daB durch die Maschine gewisse Funktionen erfiillt sind. Eine
derartige Betrachtung verlangt jedoch die detaillierte Kenntnis der Eingangs- und
Ausgangsgrofien des maschinellen Prozesses in den Kategorien der entsprechenden
Betrachtungsweise mathematischer oder 6konomischer oder naturwissenschaftlich-

experimenteller Art. Fir den Positivismus des 19. Jahrhunderts ist generell die
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Funktion in diesem Sinn das eigentliche Objekt.

Eine ingenieurm#Bige praktisch-konstruktive Realisierung der Maschine auf der
anderen Seite kennt nur die empirischen Gegebenheiten der Konstruktion und kennt
weder die Funktion, d.h. das Input-Output-Verhalten genau noch verfiigt sie iiber eine
verallgemeinerte Theorie der vorhandenen Struktur. Sie hat gewissermafBen das
Objekt, ohne es genau zu kennen.

Diese Situation entspricht aber eigentlich ebenfalls den Gegebenheiten einer
modernen, axiomatisierten Theorie. Man koénnte also sagen, die Situation in
Wissenschaft und Technik ist die nimliche, charakterisiert lediglich durch eine
Unterschiedlichkeit der Gegenstinde. Aber diese Betrachtungsweise hitte ihre
Voraussetzungen. Man wiirde beispielsweise zu der Tatsache gefiihrt, daB die
Kategorie der "Titigkeit” zu einer grundlegenden Kategorie wird, die den Begriff des
"Bewubiseins” oder der "Natur” als Erkldrungsgrundlage abldst. Aus der Perspektive
der Titigkeit relativieren sich die klassischen Dichotomien, etwa der Gegensatz von
Objekt und Begriff oder von Methode und Theorie oder von Funktion und Struktur.

Entsprechend der klassischen Logik stehen Begriffe oder Ideen zu Objekten in
einer Bezichung der Generalisierung. Generalisieren wird als grundlegende Aktivitiit
des Denkens angesehen. Demgegeniiber beschreibt Cassirer"” in seiner Rekonstruktion
der Entwicklung von Mathematik und Naturwissenschaft wihrend des 19.
Jahrhunderts die Herausbildung einer neuen Logik der Relationen, die den Begriff
nicht mehr als Verallgemeinerung, sondern als Formel oder Funktion faft, welche die
Rekonstruktion des Einzelnen aus dem Allgemeinen erlaubt und somit den einzelnen
Gegenstand als Anwendungsfall der Theorie sieht. Durkheim™ beschreibt, historisch
etwa gleichzeitig, die Rolle des Begriffs bei der Unterordnung des Verinderlichen
unter das Bestindige, des Individuellen unter das Soziale. Das heifit, er sieht die
Notwendigkeit einer neuen, nimlich gesellschaftsbezogenen Interpretation des
Begriffs, "denn das Allgemeine enthilt, ... nicht mehr als das Einzelne. Wenn es
sich aber um kollektive Vorstellungen handelt, dann fligen sie dem, was uns unsere
personliche Erfahrung lehren kann, all das hinzu, was die Gemeinschaft an Weisheit
und Wissen im Laufe der Jahrhunderte gesammelt hat. ... Begrifflich denken heifit
nicht einfach gemeinsame Merkmale einer bestimmten Anzahl von Objekten zu
isolieren und zusammenzufassen; es heift, das Veridnderliche dem Bestindigen
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unterzuordnen, das Individuelle dem Sozialen”. Nur auf diese Weise kann fiir ihn
auch der Gegensatz von Materie oder Inhalt einerseits und logischer Vernunft
andererseits {iberbriickt gedacht werden.

W.Rathenau (1867-1922) schlieBlich erblickt in seinem ebenfalls 1912
erschienenen Werk "Zur Kritik der Zeit” in Funktionsbegriff und funktionalem
Denken neue "wirksame, der Mechanisierung angepaBte Methoden und Formen des
Denkens
gehandhabt werden”. Die im Vollzuge von Arbeitsteilung und Spezialisierung sich
entwickelnde Intellektualisierung macht den Menschen zu "Maschinenfiihrer und
Maschine zugleich”. "Selbst die scheinbar trennende Sonderung des Berufes muB zur
Homogenitit fihren. Denn eine reichliche Ansammlung in letzter Linie &hnlicher

..., die friheren Zeiten unbekannt, heute von jedermann miihelos

Vorkommnisse erzeugt ibereinstimmende Geistesdispositionen; die Anwendung
gleichartiger Deka- und Arbeitsformen wirkt entscheidender als die Ungleichartigkeit
der Anwendungs- und Arbeitsgebiete; a9

Die Titigkeit als Erklirungsgrundlage der historischen Entwicklung zu nehmen,
wiirde bedeuten, nach "Umkehrungen” der dargestellten Sachverhalte zu suchen. Sind
die Gegenstinde der Erkenntnis als Konstrukte anzusehen, wie das Cassirers
Darstellung ergibt, so wire umgekehrt nach einem Standpunkt zu fragen, der es
erlaubte, die Konstruktionen als Gegenstinde aufzufassen. In der Technik wird
insbesondere deutlich, daf die Grundlage unseres Erkennens nicht die Natur als
solche allein, sondern gerade die Veridnderungen der Natur durch den Menschen sind.
Technische Konstruktionen sind nicht einfach Anwendungen theoretisch begrindeter
Erfindungen oder praktischer Einfille, sondern entwickeln sich in der Dynamik
gesellschaftlich-dkonomischer, wissenschaftlich-technischer und kultureller Kontexte.
A. Riedler (1850-1936), ein wichtiger Vertreter der damaligen Technik und Gegner
Felix Kleins (1849-1925) in der Auseinandersetzung um das Verhiiltnis von
Technischer Hochschule und Universitit, schildert dieses "Werden der GroBwirt-
schaft™ wéhrend der achtziger und neunziger Jahre des 19. Jahrhunderts am Beispiel
des Wirkens von Emil Rathenau (1838-1915), dem Begriinder der AEG. "Mit der
Griindung der AEG begann die Fabrikation in groBem MaBstabe, die schlieBlich die
ganze Elektrotechnik und verwandte Gebiete umfaBte. Im Laufe von drei Jahrzehnten
wurden mehrere hundert neue Fabrikationszweige aufgenommen und erfolgreich
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ausgestaltet und Grofindustrien geschaffen, die es vorher nicht gab. ... Der
Zusammenhang dieser ausgedehnten und vielseitigen Fabrikation fiihrie zu der
Adffassung: Rathenans Werk und Ziel war eigentlich die Produktion der Produktion!
Er war der Erfinder von Industrien und hat den industriellen Aufbau von
Fabrikationen und Unternehmungen erdacht und durchgefiihrt, wie andere Maschinen
erfinden und ausfiihren”."”

Damit ergibt sich die Frage.nach einer zweiten "Umkehrung™. So wie Durkheim
und Rathenau den ProzeB der gesellschaftlichen Arbeitsteilung in seiner Wirkung auf
das Subjekt darstellen, so. wire umgekehrt zu fragen, lift sich der ProzeB der
gesellschaftichen Arbeitsteilung und Spezialisierung aus der Perspektive des Subjekts
sehen,

In der Technikwissenschaft hat, wie gesagt, F. Reuleaux (1829-1905) konsequent
versucht, die Maschine selbst zum Gegenstand zu nehmen. "In Deutschland”, schreibt
er in sciner Theoretischen Kinematik, "wird die theoretische Maschinenlehre heute
meist richtig an- und aufgefaBt, indem man in ihr die Maschine selbst als Aufgabe
und Ausgangspunkt nimmt. Die Franzosen dagegen wissen noch immer nicht
loszukommen von der Anschauung, daB die Maschinen nur als Paradigmen der
angewandten Mechanik erscheinen, so als Beispiele nur nebenher, wobei nicht klar
wird, warum man nicht allé iibrigen Anwendungen der Mechanik gleich mit
behandelt”. Reuleaux vollzieht eine Intellektualisierung der Natur analog zu dem von
Cassirer beschriebenen Ubergang zum funktionalen Denken. Er reduziert die
Maschine dabei auf ein System von “kinetischen Elementenpaaren”, die jeweils aus
"Haltung und Treibung” nach dem Muster "Zapfen-Lager” bestehen. Auf diese
Weise mdchte er cine Axiomatik aufbauen und kritisiert, da statt dessen in der
Regel "wie mit einem Sprunge mitten in den Stoff hineingesetzt, auf dem
dbersprungenen Gebiete aber, welches offenbar das axiomatische ist, ein dichter
Schleier belassen™ wird.

A. Riedler, Nachfolger und Kritiker Reuleaux’, versucht in Ansitzen vor allem
die Umkehrung des zweiten Punktes zu leisten, ausgehend von einer Kritik, die
derjenigen W. Rathenaus gleicht. "Unsere Zeit bringt gewaltige ungeahnte
Verinderungen, eine neue Wirtschaftspolitik und auch nese Wirtschafisbe-
griffe. Soll das neue Leben nicht der toten Form, einem aussichtslosen
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Staatssozialismus verfallen und in einer wirtschaftlichen Zukunftskaserne enden, so
werden die Staatsleiter ganz andere Krifte benétigen als bisher, Der Staat bedarf
Kriifte, die nicht zum blofien Verwalten, zum Erledigen, sondern zum Erschauen der
Wirklichkeit erzogen sind, zum Schaffen und zum richtigen Wirtschaften. ... Die
Technik und ein starkes Wirtschaftsleben sind Angelegenheiten aller geworden.(s)
Riedler beklagt den Mangel an Kooperation und die Zersplitterung iiberall. "Physik,
Chemie und Technik gehen getrennte Wege, die Technik ist den Theoretikern
unbekannt, wihrend gerade in den Grenzgebieten, wo die verschiedenen Grundrich-
tungen zusammenflieflen, die aussichtsreiche Zukunft liegt. ... Die Praktiker gehen
mit den Versuchen nicht weit genug, die Theoretiker kennen. die Ziele der
Auswertung nicht”. Diese Zersplitterung riihrt daher, daB nicht erkannt wird, daB
"das Wissen selbst eine Tochter der Anwendung (ist), nicht umgekehrt".m Gerade
dies scheint einen Gegensatz zwischen Mathematik und Technikerbewegung bzw.
zwischen Klein und Riedler auszumachen, wie auch in Riedlers Kritik an Reuleaux.
Wirklichkeit, Titigkeit, Organisation und Arbeit sind zentrale Begriffe der
Riedler’schen "Philosophie der Technik”. In diesem Zusammenhang steht auch die
von Riedler immer wieder betonte Bedeutung der Arbeitsteilung. "Die hohe
Vollkommenheit der modernen technischen Betriebe, alle technische Titigkeit,
iiberhaupt alle Zivilisation beruht auf der Arbeitsteilung, und diese bedeutet Teilung
des Wirkungsbereiches und der Verantwortung”.m

Durch diese beiden Probleme - das Problem des Verhiltnisses von Gegenstand
und Mittel und das Problem gesellschaftlicher Arbeitsteilung und Spezialisierung auch
in den Wissenschaften - ist der Raum abgesteckt innerhalb dessen die Auseinander-
setzung zwischen Mathematik und Technik um die Jahrhundertwende betrachtet
werden kann. Anders gesagt, betrachten wir die Wissenschaften unter dem
Gesichtspunkt ihrer zunehmenden Methodologisierung, so konnen wir sagen, daB die
prinzipiellen Ursachen einer derartigen Methodologisierung einmal in der
Vermitteltheit des Gegenstandsbezugs des menschlichen Erkenntnissubjekts liegen, in
seiner "Unfahigkeit”, die Realitit "unmittelbar” geistig zu fixieren und zweitens in
der Tatsache, daB auch der wissenschaftliche Erkenntnisproze den Gesetzen der
gesellschaftlichen Arbeitsteilung und Koordination unterliegt.
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Als ein Unterschied zwischen technmischer und wissenschaftlicher Titigkeit wird
immer wieder die Tatsache betont, dafl die technische Titigkeit in erster Linie
synthetisch ist, in der konstruktiven Synthese vorhandenen Wissens und gegebener
Erfahrung besteht, wihrend in der Wissenschaft die analytische Titigkeit die
Hauptrolle spielt. Und wo die Wissenschaft synthetisch wird, bezieht sich die
Synthese auf ganz andere, nicht empirische Gegenstiinde, und es ergibt sich in der
Regel ein Konflikt mit der Technik, weil die direkte Ubertragung wissenschaftliche
Synthesen zu einem szientistischen Anspruch fiihrt.

In der 2. Hilfte des 19. Jahrhunderts sind auch fiir die Technik. zunehmend die
Erfordernisse der Verallgemeinerung von Erfahrungen aufgetreten. Das hat in der
Regel zu einer stirkeren Orientierung an einer bestimmten Auffassung der
Mathematik und der Naturwissenschaften gefilhrt (beispielsweise bei F. Grashoff
(1826-1893), dem Mitbegriinder und langjihrigen Direktor des Vereins Deutscher
Ingenieure). Reuleaux andererseits versucht seine eigenstindige Begriindung der
Technikwissenschaft durch eine nach dem Vorbild der Chemie oder der Mathematik
konzipierte "kinematische Zeichensprache” zu unterstiitzen, die vor allem analytisch
klassifizierend wirksam gewesen ist, obwohl Reuleaux auch die technische
Konstruktion durch einen synthetischen Gebrauch derselben begriinden wollte. Dazu
fehiten jedoch nicht nur die operativen Moglichkeiten dieser Sprache, sondern der
Gegenstand der Technikwissenschaft lieB sich auch nicht in dieser Weise theoretisch
eingrenzen. Die beiden oben genannten Aspekte in der Betrachtung der Maschine
lieBen sich in Reuleaux’ szientistischer Konzeption nicht miteinander ins Verhélnis
setzen. Reuleaux glaubte, daf bei der Darstellung der Maschinen mit Hilfe dieser
Zeichensprache "sich aus der theoretisch-strengen, abstrakten Analysierung zugleich
eine unmittelbar anwendbare, allgemeine analytische Darstellung der einzelnen
Maschinen” entwickelt.” Ein wesentlicher Punkt im weiteren wird die Unterschied-
lichkeit in den Mathematikauffassungen sein, wie sie sich in den genannten Positionen
der Technikwissenschaft ausdriickt.

Die den Wissenschaften vergleichbare widerspriichliche Situation der Technik hat
insbesondere zu dem Vorschlag der "Unterscheidung einer konstruktiven und einer
experimentellen, analytischen Richtung” in der Ingenieurausbildung geﬁ‘ihrt.(q) Dies
entsprach durchaus der Unterscheidung von theoretischer und technischer Physik oder
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den verschiedenen Mathematikauffassungen. Der Schwerpunkt der Schwierigkeiten
zwischen der Mathematik und dem Ingenieurwesen lag also woanders. Die Anspriiche
der Technik an die Mathematik selbst waren widerspriichlich. Einerseits wurden
bestimmte Wissensbestinde, wie sie in Formelsammlungen u.i. niederzulegen sind,
bendtigt. Andererseits sollte die Mathematik beitragen zur Bildung eines Ingenieurs.
Hier schwebte Riedler der Ingenieur als konstruktiv-synthetisierend Titiger vor, der
durch gerade die Teile der Mathematik in seiner Entwicklung gefordert wird, die
innerhalb der Mathematik selbst unter den Bedingungen der Arbeitsteilung und
Spezialisierung obsolet geworden sind, nimlich die sogenannte synthetische Geometrie-
der Lage. "An der Hochschule”, schreibt Riedler, "wird Geometrie in mathemati-
scher Auffassung gelehrt, analytische Geometrie, die zur Entwicklung des
Vorstellungsvermégens nichts beitrigt, aber viel besser vom Geometer gelehrt wiirde,
der nur nach Bedarf die Bezichungen zwischen Raumgebilden und analytischer
Rechnung herzustellen hiitte. Nur die darstellende und neuere Geometrie kdnnte die
Entwicklung fordern, findet aber keinen Nihrboden vor ... " Andererseits ist aus
dieser "neueren Geometrie® in Deutschland die Methodologie der modernen
Axiomatik in der Mathematik herausgewachsen. Aus der Einheit einer begrifflichen
"Anschauung”™ haben sich eine standardisierte Technisierung der Verfahren und eine
zunehmende Abstraktion der Gegenstandsbestimmung herausgebildet. Beides
zusammen begrindet die Methodologisierung der Wissenschaften, die hier einen
wesentlichen Bezugspunkt der Analyse markiert. Weitgehend fiihrt allerdings die
Entwicklung zu einer bloflen Methodisierung, die dann gewissermaflen ihr
"Gegenteil”, nimlich das Bediirfnis nach einer unmittelbar aufgefaBten subjektiven
Anschauung hervorruft.”"

Das Humboldt'sche Prinzip der "Einheit von Forschung und Lehre” implizierte
die Einheit von Wissen und Meta-Wissen, insofern der wissenschaftliche Begriff nur
angeeignet und angewendet werden kann, sofern gleichzeitig der Begriff selbst, sein
theoretischer Charakter, sein kategorialer Status zum Gegenstand des Lernens wird.
Dieses Humboldt’sche Ideal im Sinne einer gesellschaftlichen "Praxis der Theorie™ zu
verallgemeinern, verlangt, daB die Konstruktionen der Reflexion und Analyse
zuglinglich werden und daB gleichzeitig die Reflexionen konstruktiv werden. Im
Prinzip haben viele der Zeichensysteme, die seit Leibniz zur Darstellung
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geometrischer oder kinematischer Verhiltnisse ersonnen wurden, etwas derartiges
angestrebt. In der Mathematik deutst die Herausbildung der Methodologic des
axiomatischen Standpunktes dieses an (auch wenn, wie gesagt, in Deutschland anders
als in England oder Italien, die moderne Axiomatik nicht in erster Linie mit den
Kalkiilsprachen verbunden gewesen ist).

In der industrialisierten Technik wird das eigentliche Problem deutlicher. Die
selbstbezilgliche Verbindung von Reflexion und Konstruktion oder von Gegenstand
und Mittel ist auf den verschiedenen Ebenen der organisierten Tétigkeit neu und in
unterschiedlicher Weise zu bewerkstelligen. In das methodologische Selbstverstindnis
der Wissenschaften ist dieses Problemverstindnis erst mit dem Computer wirklich
eingedrungen. Erst damit wurden Modularitit, Einfachheit, Modell, Algorithmus usw.
zu Kategorien, die nicht von vornherein der Totalitit der begrifflichen Reflexion
kompromiBhaft untergeordnet werden.

Im Prinzip hat wohl Reuleaux bereits im Ansatz den Gedanken gehabt, daB durch
die Formalisierung des Wissens die soziale Arbeitsteilung in ein dynamisches System
der Teilung in schipferische und nicht schépferische Titigkeit iibergeht. Er hat aber
dies unhistorisch, als schlagartige wissenschaftliche BewuBtheit. gedacht, eben
szientistisch und ohne gedanklich von den tatséchlichen Mitteln und der tatséichlichen
Tétigkeit in der gesellschaftlichen Arbeitsteilung auszugehen. W. Rathenau, und mit
ihm Riedler, sieht diesen Gedanken in seiner negativen Schérfe und sucht nach einer
von der tatsichlichen Gegenstindlichkeit der Problemsituation beherrschten
okkasionellen Rationalitit als Gegengewicht zum analytischen funktionalen Denken.
F. Klein (1849-1925), Riedlers "Kontrahent”™ auf mathematischer Seite in den
Auseinandersetzunen zu Ende des 19. Jahrhunderts, hatte ein dhnliches Empfinden
zur Situation, aber er nimmt dabei die Psychologie als Grundlage und nicht die
Tatsache der gesellschaftlichen Arbeitsteilung. Daher haben die "reine Mathematik”
und der Funktionsbegriff als "Kernstiick™ derselben fiir ihn die ausschlaggebende
Bedentung. Méoglicherweise liegt das Problem darin, daf zunehmend die Technik
(neben anderen Wissenschaften, die sich mit den evolutiondren und historischen
Aspekten in Natur und Gesellschaft auscinandersetzen) die grundlegenden
Bedingungen der methodologischen Konzepte und Denkmodelle lieferte und nicht
mehr Mathematik und Sprachwissenschaft.
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Vgi. E. Kapp: Grundlinien einer Philosophie der Technik, Braunschweig 1877,

- Kap. 10,

F. Reuleaux (1829-1905), Professor des Maschmenbaues in Zilrlch seit 1868
Direktor der Berliner Gewerbeakademie und Griindungsrektor der TH Berlin,
hat seine “Theoretische Kinematik” 1875 publiziert (Verlag Vieweg
Braunschweig). Zu Beginn der Grilnderzeit war Reuleaux ein sehr anerkannter
Fachmatin, dessen Wort in- den: verschiedenen technischen und wirtschafilichen
Angelegenheiten Gewicht hatte. Sein kinematisches System wurde allerdings
von Anfang an kontrovers aufgenommen Auf den Weltausstellungen in Paris
1867, wie in 1873 und Philadelphia 1876 war er als Jurymitglied titig, und es
waren insbesondere seine "Briefe aus -Philadelphia” (als Reprint 1983 _im
Physikverlag Weinheim erneut erschienen), die die ‘gréBee Kritik hervorgerufen
haben. Er hatte darin die deutschen Weltausstellungs-Beitrdge als "billig und
schlecht™ bezeichnet.

E. Cassirer: Substanzbegriff und Funktionsbegriff, Berlin 1910.

E. Durkheim: Les Formes elementaires de la Vie religieuse, Paris 1912,
Schlufikapitel. '

W. Rathenau: Zur Kritik. der Zeit, Berlin 1912. (Neuabdruck in der Walter
Rathenau Gesamtausgabe herausgegeben von H.D. Hellige und E. Schulm. Bd.
2, Miinchea und Heldelberg 1977, 8. 59.).

A. Riedler: Emil Rathenau und das Werden der GroBwirtschaft, Berlin 1916,
S. 124/126. Zu Riedler, der in der Technikerbewegung zum Ende des 19.
Jahrhunderts eine bedeutsame und fihrende Rolle gespielt hat, noch die
folgenden Angaben: Geboren 1850 in Graz, 1871-1875 Assistent an der TH
Briinn bzw. TH Wien; 1875-1880 Maschinenkonstrukteur in Wien; 1880-1888
Professor an der TH Aachen; seit 1888 bis zu einer Emenuenmg 1921
Professor an der TH Charlottenburg; gestorben 1936 in Wlen

A. Riedler: a.a.0. S. 228.

A. Riedler: Die Ziele der Technischen Hochschulen. Zeitschr.d. VDI 40(1896)
S. 301-309, hier S. 305.

A. Riedler: Das Maschinenzeichnen, 2. neu bearb Aufl, Berlin 1919, S. 10.
Eine andere AuBerung Riedlers dazu ist die folgende: "Der Kampf ums Dasein
besteht in unserer Zeit, wie er immer bestanden hat. Nur ist er ein
organigierter Kampf geworden, der auf .der Arbeitsteilung beruht und mit
vollkommeneren Waffen, mit Werkzeugen und Maschinen, gefiihrt wird™ (A.
Riedler: Unsere Hochschulen und die Anforderungen des 20. Jahrhunderts,
Berlin 1898, S. 50).

Vgl. dazu auch O. Mayr: Symbolsprachen fiir mechanische Systeme im 19.
Jahrhundert, Technikgeschichte 35(1968), S. 223-240.

So--der Vorschlag des Klein-Schillers und Professors an -der Technischen
Hochschule Miinchen, W. v.Dyck (1856-1934) in einer 'Interpretation der
Adchener  Beschliisse des Vereins Deutscher Ingenieure von 1895,
Zeitschr.d. VDI 1898, Nr. 46, S. 1276. '
A. Riedler: Zur Frage der Ingenieurerzichung, Berlin 1895, S. 21.

Derartige AuBlerungen finden sich auch allenthalben in den Schriften von Felix
Klein; V‘gl. beispielsweise seinen Vortrag "Uber Arithmetisierung ..."
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Karin Reich

Wie die Vektorrechnung in die Differentialgeometrie Eingang
gefunden hat.

Zusammenfassung

Moderne Lehrbilicher der Differentialgeometrie verwenden in ihren
Darstellungen selbstverstindlich die vektorielle Schreibweise

und die Grundlagen der Vektorrechnung. In &lteren Lehrbtichern

aber ist dies nicht so. Ein Grund hierfiir ist, daB die Differen-
tialgeometrie dlter ist als die Vektorrechnung.

Die Differentialgeometrie ist so alt wie die Differential- und
Integralrechnung; schon bei Newton und Leibniz sind die ersten
Anfdnge im Rahmen von Kurvendiskussionen und Tangentenproblemen

zu entdecken. Ein eigenes Fachgebiet ist die Differentialgeome-
trie, meiner Meinung nach, mit Euler geworden, der der Kurventheo-—
rie noch die Flidchentheorie hinzufiigen konnte (Flichenkriimmung
1767, Abwicklung von Flichen zwischen 1766 und 1775). Eine neue
Richtung in der Differentialgeometrie ging von C.F.GauB aus, der
gedanklich (aber nicht énalytisch) den Fl&dchenbegriff von der Ein-
bettung im Raum befreite und damit die Grundlagen fiir Riemanns
n-dimensionalen Mannigfaltigkeitsbegriff legte. X

Die Vektorrechnung ist als eigene mathematische Disziplin wesent-
lich jlingeren Datums. Thre Anfdnge schufen H.GraBmann (1844 und
1862) und W.R.Hamilton mit seiner Quaternionentheorie (Lehrbuch
1853) . Die 3-dimensionalen Vektoren sind aus Hamiltons Quaternionen
hervorgegangen, sie sind ein Werk wvon J.C.Maxwell, O.Heaviside und
J.W.Gibbs (1884). Eine hervorragende Rolle bei der Entwicklung der
Vektorrechnung spielte dabei die Entwicklung der Elektrodynamik.
Die Differentialrechnung leistete keine Forschungsbeitrige zum
weiteren Ausbau der Vektorrechnung, es war auch nicht eines ihrer
Ziele, spezlell die Vektorrechnung zu f&rdern. Es ist viel eher

zu erwarten, daB sich die Differentialgeometrie eines Tages mehr
aus didaktischen Uberlequngen heraus der Vektorrechnung bedienen
wiirde. Aus diesem Grunde sollen im folgenden die Lehrbilicher unter-
Und in der Tat
ist die vektorielle Schreibweise nicht nur kiirzer, sondern auch
ibersichtlicher und eleganter.

sucht werden, die daflir bevorzugt in Frage kommen.
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Das dlteste Lehrbuch zur Differentialgeometrie sind vielleicht

Cauchys 1826 in Paris erschienene "Lecons sur les applications

du calcul infinitésimal & la géométrie". GauB hat kein Lehrbuch
verfaBt. Es folgen Lehrbiicher der Kurventheorie z.B. von Lamé,
Schell und P.Serret und Darstellungen der Differentialgeometrie
innerhalb von Lehrbilichern zur Differential~ und Integralrechnung,
z.B. von Bertrand und J.A.Serret; eine Zusammenfassung der Er-
kenntnisse gibt z.B. K.Peterson in ‘einem 1868 erschienenen Werk
"Uber Kurven und Fl&chen". Jetzt wire allmihlich die Zeit fiir die
Einfilhrung der Vektorrechnung in die Lehrbiicher der Differential-
geometrie gekommen, doch fehlt eine solche z.B. in L.Aousts "Ana-
lyse infinitésimale des courbes tracées sur une surface quelcon-
que” (1868), R.von Lilienthals "Untersuchungen zur allgemeinen
Theorie der krummen Oberfléchen und geradlinigen Strahlensysteme"”
(1886) und J.RKnoblauchs "Einleitung in die allgemeine Theorie der
krummen Flichen" (1888).

GroBe Berilhmtheit erlangte das Lehrbuch "Lezioni di geometria
differenziale" von Luigi Bianchi (1856~1928), das erstmals litho-
graphiert 1886 in Rom erschien. Es kam 1899 in deutscher Uber-
setzung von Max Lukat unter dem Titel "Vorlesungen iber Differen-
tialgeometrie" heraus. Diesem Lehrbuch ist die Verbreitung der
kurzen Bezeichnungsweise "Differentialgeometrie" zu verdanken.
Bianchis Lehrbuch erschien 1902/09 in 2.Aufl. in italienischer
Sprache, 1910 in 2.Aufl. in deutscher Sprache, und 1922/23 in
3.Aufl. in italienischer Sprache. Aber, Bianchis Lehrbuch ist ein
klassisches Lehrbuch, das ohne die Vektorrechnung auskommt. Auch
ohne Heranziehung der Vektorrechnung verfaBte G.Darboux (1842-1917)
seine ebenfalls ungemein erfolgreichen Lehrbiicher "Lecons sur la
théorte générale des surfaces" (1.Aufl.1887~96, 2.Aufl.1914/15)
und "Lecons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées cur-
vilgnes" (1.Aufl.1897, 2.Aufl.1910). Bianchi und Darboux beherr-
schen quasi den Lehrbuchmarkt. Daran #ndert G.Scheffers' "Anwen-
dung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie", das
1900/02 in 1.Aufl. und 1910 in 2.Aufl. erschienen ist, nur wenig.
Aber auch hier vermiBt man die vektorielle Darstellung.

Dabei gibt es in der Tat Versuche, die Vektorrechnung in die
Differentialgeometrie einzufithren, so von H.Grafmann junior (1886-—
1889), von H.Fehr 1899 und 1907 und von P.Molenbroek 1893. Aber
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all diesen Versuchen, die, wenn man so sagen will, von AuBen-
seitern unternommen wurden, war kein Erfolg beschieden.

Der Erfolg blieb Wilhelm Blaschke vorbehalten, der 1885 in Graz
geboren, 1908 bel Wirtinger an der TH in Wien promoviert hatte.
In eben diesem Jahr 1908 besuchte Blaschke den Internationalen
Mathematikerkongress in Rom, wo die Problematik der Vektorrech-
nung eln besonders wichtiges Thema war. Im Winter 1909/10 befand
sich Blaschke in Pisa, wo er an der dortigen Universitit I.Bian-
chi kennen und schdtzen lernte. Blaschke folgte 1919 einem Ruf
nach Hamburg, wo er bis zu seinem Lebensende blieb.

In der Zwischenzeit war Einsteins "Allgemeine Relativititstheo-
rie" 1916 erschienen, was fiir die Differentialgeometrie eine un-
gemeine Aufwertung bedeutete. Die weitere Entwicklung der Diffe-
rentialgeometrie wurde von der Relativitidtstheorie entscheidend
beeinfluBt. So waren es Lehrbiicher zur Relativitaidstheorie, die
zuerst eine Darstellung mit Hilfe der Vektor- und Tensorrechnung
vorstellten (z.B.H.Weyl: Raum, Zeit, Materie, 1918).

Blaschkes 1921 erschienenes Lehrbuch "Vorlesungen iiber Differen-
tialgeometrie und geometrische Grundlagen von Einsteins Relativi-
tdtstheorie" schaffte den Durchbruch. Ohne dariiber im Vorwort ein
Wort zu verlileren, wird hier eine Darstellung mit Hilfe der Vek-
tor- und Tensorrechnung vorgestellt.

Blaschkes Lehrbuch war sehr erfolgreich, es erlebte 4 Auflagen
1921, 1924, 1930 und 1945. Eine gekiirzte und thematische etwas
verdnderte Ausgabe erschien 1950 (2.Aufl. gemeinsam mit H.Reichardt
1960) .

In der Folgezelt wurde es allgemein i{iblich, fiir die Differential-
geometrie den Vektorkalkill zu verwenden, z.B. in A.Duscheks und
W.Mayers 1930 erschienenen "Lehrbuch der Differentialgeometrie"
oder in L.Bieberbachs Darstellung von 1932.

So hat also die Vektorrechnung nur dank des Katalysators Relati-
vititstheorie Eingang in die Differentialgeometrie gefunden. Vom
heutigen Standpunkt aus mutet das etwas grotesk an, da die Diffe-
rentialgeometrie schon seit Riemann, Christoffel und Lipschitz
mit Tensoren umging. Aber die Tensoren sind eine andere Geschichte,
die eben ganz wo anders herkamen als die Vektoren. Diese Tatsache
spiegeln auch heutige Differentialgeometrieblicher wieder, in denen
normalerweise die Vektoren durch Gr&B8en und die Tensoren durch
ihre Komponenten wiedergegeben werden.



