Ausgewihlte Kapitel aus Funktionalanalysis

Lokalkonvexe Theorie

Andreas Kriegl

Dieses Skriptum basiert auf meinen Funktionalanalysis 1 Vorlesungen. Da mei-
ner Ansicht nach die Funktionenrdume an denen wir primér interessiert sind nicht
normierbar sind, habe ich in diesen Vorlesungen von Beginn an lokalkonvexe Vek-
torrdume und nicht nur normierte bzw. Banach-Rdume behandelt. Da in absehba-
rer Zeit keine solche Funktionalanalysis 1 Vorlesung an unserer Fakultéit angeboten
wird, habe ich dies als Ersatz unter den Titel “ausgewéhlten Kapitel aus Funktio-
nalanalysis” angekiindigt. Folglich ist zur erfolgreichen Bewéltigung dieses Stoffes
keine andere Funktionalanalysis Lehrveranstaltung Voraussetzung und kann somit
gleichzeitig oder auch vor einer Funktionalanalysis 1 Vorlesung absolviert werden.
Sehr wohl Voraussetzung sind die Grundvorlesungen iiber Analysis und lineare Al-
gebra. Was topologische Grundlagen betrifft habe ich mich bemiiht diese gering
zu halten, allerdings ist Kenntnis der elementaren Topologie sicher von Vorteil. Je
nach Vorkenntnissen der Teilnehmer werde ich auf die normierte Situation mehr
oder weniger eingehen oder auf Funktionalanalysis 1 verweisen. Davon abhéngig ist
natiirlich auch der behandelte Stoff dieser Vorlesung und die vorliegende Version
dieses Skriptum somit nur von temporarer Natur. Das Skriptum ist online iiber den
Link www.mat.univie.ac.at/~kriegl /LVA.html verfiigbar.

Oktober 2006, Andreas Kriegl
Dezember 2006

Zahlreiche Korrekturen verdanke ich David Wozabal. Ich habe das Skriptum nun
auf 3 zahlige Nummerierung umgestellt und Hyperlinks auf meine Analysis- und
Topologie-Skripten eingebaut.

Februar 2007



Inhaltsverzeichnis

[1. Vorbemerkungen | 4
1.1 Wurzelziehenl 4
|1.2 Banach’scher Fixpunktsatz| 6
|1.3 Gewohnliche Differentialgleichungen| 7

2 Seminormen’ 10
2.1 Grundlegendes| 10
12.2 Wichtige Normen| 11
12.3 Elementare Eigenschatten | 14
|2.4 Seminormen versus Topologie| 17
2.5 Konvergenz und Stetigkeit| 22
[2.6 Normierbare Riume| 23

[3. Lineare Abbildungen und Vollsténdigkeit | 25
13.1 Stetige und beschrinkte Abbildungen| 25
13.2 Vollstandigkeit| 28
B.3 Tnversionl 33
13.4 Wurzel-Funktion 34
13.5 Exponential-Funktion| 36

(4. Konstruktionen | 41
4.1 Allgemeine initiale Strukturen| 41
4.2 Produkte 45
4.3 Allgemeine finale Strukturen| 49
4.4 Endlich-dimensionale LKV] 51
4.5 Metrisierbare LKV] 54
4.6 Koprod 56
4.7 Partielle Differentialgleichungen | 58
4.8 Strikt mduktive Limiten| 62
4.9 Operationen aut Distributionen| 64
|4.10 Vervollstdndigung] 65
[4.11 Integration | 67
14.12 Mafitheorie | 73

andreas.kriegl@univie.ac.at © 7. Februar 2007 2



INHALTSVERZEICHNIS

76
[5. Baire-Eigenschaft | 81
.1 Baire’sche Raum 81

5.2 Gleichméfige Beschranktheit| 85
15.3 Abgeschlossene und offene Abbildungen| 89
15.4 Fourier-Reihen | 92

. Hilbert-Raum 104
6.1 Reelle und komplexe Hilbert-Raume| 104
16.2 Grundlegendes| 108
16.3 Orthonormalbasenl 112
6.4 Kompakte Mengen und Operatoren | 115
16.5 Spektraltheorie kompakter selbstadj. Operatoren| 121
(7. Satz von Hahn Banach | 125
|7.1 Fortsetzungssatze| 125
[7.2 Trennungsséatze | 129
7.3 Dualraume wichtiger Beispiele | 130
|7.4 Einfiihrung in die Dualitatstheorie | 135
|7.5 Nochmals Kompakte Mengen | 143

[8. Losung partieller Differentialgleichungen | 148
8.1 Fourfer-Transformation von Funktionen 148
B2 Tourier-Transformation von Distributionen | 154
8.3 Lineare PDG mit konstanten Koeffizientenl 157
(Literaturverzeichnisl 160
[ndex] 162
andreas.kriegl@univie.ac.at © 7. Februar 2007 3



1. Vorbemerkungen

In diesem Kapitel wollen wir sehen, wie man zur Funktionalanalysis, d.h. zur Ana-
lysis in Vektorrdumen von Funktionen, gefiihrt wird, wenn man (Differential-) Glei-
chungen l6sen will.

1.1 Wurzelziehen

Eine der Hauptaufgaben fiir den Mathematiker war und ist wohl noch immer das
Lésen von Gleichungen f(x) = a. Ein einfacher typischer Fall ist das Wurzelziehen,
d.h. Lésen der Gleichung fiir f(z) := x2.

In einem sehr alten Witz (man rechnete noch mit Rechenschieber) wird die Aufgabe
die Wurzel von 4 zu berechnen einem Techniker, einem Physiker und einem Ma-
thematiker gestellt. Der Techniker 16st das Problem am Rechenschieber, und erh&lt
als Antwort 2,01. Der Physiker entwickelt die Quadratfunktion in eine Potenzreihe,
bestimmt die ersten Glieder der Inversen Reihe und erhélt als Antwort 1,999 mit
einem Fehler kleiner als 1072. Der Mathematiker sperrt sich mit einem Stof8 Papier
in sein Zimmer ein und verweigert jegliche Nahrungsaufnahme. Nach einigen Tagen
stiirmt er aus dem Zimmer mit dem Ausruf: “Heureka, die Losung existiert und ist
positiv!”.

Was ist da wohl im Kopf des Mathematikers vor sich gegangen? Nun die Quadrat-
funktion f : RT — R™ ist stetig, streng monoton wachsend und erfiillt f(0) = 0 und
f(400) = +00. Also existiert fiir jede Zahl a > 0 eine Losung = > 0 von f(z) = q,
nach dem Zwischenwertsatz von Bolzano (siche [18] [2.4.3]) aus dem Jahr 1817.

Wie wir alle aus der Analysisvorlesung wissen (vgl. [18,[1.6.5]), benstigt man zum
Beweis des Zwischenwertsatzes die Vollstdndigkeit der Zahlen. Die Pythagoreer im
5-4. Jh. v. Chr. waren noch der Meinung, daf} alle Zahlen rational seien. Hippasos
von Metapont zeigte aber im 5. Jh. v. Chr., da8 die Linge v/2 der Diagonale des
Einheitsquadrates nicht rational ist, und wurde dafiir, wie die Mar geht, im Meer
ertrankt. Um also den Zwischenwertsatz zu zeigen, ist eine explizite Beschreibung
der reellen Zahlen nétig. Solche wurden Ende des 19. Jh. von Weierstrafl mittels
absolut-konvergenter Reihen, von Dedekind (1872) mittes Dedekind’scher Schnitte
und von Cantor (1883) mittels Cauchy-Folgen gegeben.

Um additive Gleichungen a + x = b zu l6sen hat man in der Folge auch negative
Zahlen eingefiihrt.

Ein &hnliches Problem, ndmlich die Zahlen zu erweitern, damit die Lésungen von
polynomialen Gleichungen immer existieren, wurde von Gaufl 1830 geltst, indem
er die imaginéren Zahlen einfiihrte. Die entsprechenden Lésungen wurde anfanglich
auch als die unmoglichen Losungen bezeichnet.
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1.1 WURZELZIEHEN

Doch zuriick zum Wurzelziehen. Es hatten schon die Babylonier, die im Sexagesi-
malsystem (d.h. mit Basis 60) rechneten, den Nidherungswert

24 51 10
1 — V2.
50 60 * 602 602 + 603 V2

Alt-indisch ist der Naherungswert

408 ~ V2

Die Idee zur Bestimmung dieser Werte ist die folgende: Es gilt immer, dafl das
arithmetische Mittel ”Zﬁ grofler gleich dem geometrischen Mittel /pq ist, wie man
entweder durch Quadrieren der Ungleichung sieht oder aus der Tatsache folgert,
dafl die Hohe h = ,/pq eines rechtwinkeligen Dreiecks kleinergleich dem Radius £52 +q
des Umkreises ist. Sei nun = eine Niherungslosung fiir /a. Dann ist auch £ eme
solche, welche auf der anderen Seite von /a liegt als z, d.h. 0.B.d.A. sei z > \/a.
Das arithmetische Mittel £ (z+ %) > \/a muff dann aber eine N&herungslsung sein,
die besser ist als x.

Fiihren wir dieses Verfahren beginnend bei 1 durch so erhalten wir 1"2’2 = 2, % =

536 +3) =10 o = 1 3(15 + 37) = Tog = 1,41422.., den alt-indischen

Niherungsbruch fiir v2 = 1,41421 .. ..

Fiihren wir gleiches im 60-er System der Babylonier durch, so erhalten wir 1, 5 = 1+
30 4 20 17 25 24 24 | 42 | 21 577 24, 51 , 10
03 =1t z=1t5 7w =1+t tertew T a0s = Lteoter T 03+

Es ist also ganz interessant, nicht nur die Existenz von Losungen zu wissen, sondern
auch Naherungsverfahren zur Verfiigung zu haben. Eines der bekanntesten Verfah-
ren ist das Newtonverfahren (vgl. [20], [6.2.21]), welches von Leibnitz und Newton
im 17. Jh. entwickelt wurde. Es sei dazu g : * — g¢(z) := f(x) — a differenzier-

bar. Dann schneidet die Tangente an die Kurve g in einem nahe einer Nullstelle

9(z)
. . . . . ug/(w)u7

sofort einer passenden Zeichnung entnimmt. Dies wird wohl zumeist ein besserer

Niherungswert fiir die Nullstelle sein. Fiir die Funktion f(x) := 22, liefert diese

gelegenen Punkte x die z-Achse im Punkt @, := 7(z) = 2 — wie man

. 2_ . . .
Rekursionsformel z,¢, 1= 2 — %5 * = %(x + 2). Das ist genau die Formel die auch

schon die Inder und Babylonier angewandt haben.

Wir wollen nun zeigen, dafl die rekursiv definierte Folge x,,+1 := r(z,) = %(anr )
fiir jeden Anfangswert xy gegen die Wurzel von a konvergiert.

Um die Konvergenz zu zeigen, kénnten wir verwenden, dafl jede beschrankte mo-
noton wachsende Folge konvergiert, siehe [18] . Da wir dabei aber stark die
Ordnung von R verwenden, wollen wir lieber einen verallgemeinerbaren Beweis fin-
den der auch fiir a € C funktioniert. Die Idee ist, dafl die Folge (x,,) immer n&her an
den Grenzwert xo riicken sollte, d.h. [Xoo — Tpnt1| < |Zoo — Zxn|. Da r stetig ist gilt,
falls zo := lim,, x,, existiert: r(zs) = r(lim, x,) = lim, r(z,) = lim, 11 = Teo-
D.h. z ist ein Fixpunkt von r, und somit sollte |7(zs) — 7(zn)| = |Too — Tnt1] <
|oo — p| sein. Nun haben wir aber o, noch nicht zur Verfiigung also miissen
wir die Ungleichung |r(z) — r(y)| < |z — y| fir beliebige Punkte z und y zei-
gen, d.h. es geniigt uns, da} r LIPSCHITZ ist mit einer Konstante ¢ < 1, ie.
Va,y : |r(z) —r(y)| < q- |z —y|. Dies ist in der Tat der Fall, denn r'(z) = 3(1— %)
verschwindet fiir = a, und somit existiert ein § > 0 mit |r/(z)| < 5 fiir al-
le |x — v/a] < 6 und aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (51ehe 18l
h

14]) folgt % < max{[r'(2)] : 2} < §

‘,_.w\
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1.1 WURZELZIEHEN 1.2.2

Wir zeigen nun, daf§ aus der Lipschitz-Bedingung die Konvergenz der Folge ()
folgt:

|Znt1 — @n| = [r"(z1) — 7" (20)| < ¢" |21 — 20|
n+m—1
= Tngm — 2l <> Jwepr — 2k < ¢F o — @] = T lz1 =2/ =0
—q
k=n k>n

also ist x,, eine Cauchy-Folge und somit konvergent. Man beachte dabei noch, daf3
auch |z,4+1 — Va| = r(z,) — r(Va)| < |z, — Val < 0 gilt.

Wir koénnen sogar eine Fehlerabschitzung machen. Es sei z = y/a + A. Dann gilt
fiir den néchsten Wert

1 a
=— + A+ —
Tneu 2 (\/& \/— )

=ﬁ+;<—\/am+ﬁiA)

AQ
= a + —_—
Ve sata)
Also gilt fiir den neuen Fehler |A,ey| = 2|\|/AE|-iA| < |A]? falls @ > 1 und |A| < 1.

D.h. jeder neue Schritt liefert doppelt soviele Dezimalstellen wie der zuvor.

In R kann man sogar die Konvergenz fiir jeden Startwert xg > 0 zeigen.

1.2 Banach’scher Fixpunktsatz

1.2.1 Definition. Metrik.
Ein METRISCHER RAUM ist eine Menge X zusammen mit einer METRIK, d.h. einer
Abbildung d : X x X — R welche folgendes erfiillt (vgl. [18][2.2.2] oder [25] [1.1]):

DREIECKSUNGLEICHUNG: d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)
d(z,y) = d(y,z)

SYMMETRIE: y) =
y) 2 0; d(z,y) =0z =y

PoSITIVITAT: d(z,

Ein metrischer Raum heifit VOLLSTANDIG, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert,
siehe [18] oder [25] 3.1.1]. Dabei heift eine Folge (z,) CAUCHY-FOLGE,
falls d(xy, xm) — 0 fiir n,m — oo. Die Folge heiit gegen x., KONVERGENT, falls
d(Zp, Too) — 0 fiir n — oo.

1.2.2 Banach’scher Fixpunktsatz.

Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, und v : X — X sei eine strikte
Kontraktion, d.h. 3¢ < 1 mit d(r(z),r(y)) < ¢d(x,y). Dann existiert ein ein-
deutiger Fizpunkt oo € X wvon r, d.h. 1(Ze) = Zoo, und fir jedes xg € X
konvergiert die rekursiv definierte Folge xp11 = r(x,) gegen oo und zwar gilt
d(Tp, Too) < %d(xo,xl),

Siehe [18] [3.4.12] oder [25] 3.1.7].
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1.2 BANACH’SCHER FIXPUNKTSATZ 1.3.1

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zu dem vom obigen Spezialfall. Man zeigt
nacheinander:

d(Tnt1,Zn) < q" d(z1,20)

n

A(Tppm, Tn) < T d(x1,29) — 0 fiir n — o0

n

d(xoo7 xn) S d(xocn mn«km) + d(anrmu (En) mi’oo 1 d(l’l, LL'()).
—q
—>d($oo7$oo):0 < 1q_nq d(.’tl,ro)
Die Eindeutigkeit folgt aus
[Too = Too| = [1(Too) = T(Too)| £ ¢+ [Too — Too|- O

1.3 Gewohnliche Differentialgleichungen

1.3.1 Bemerkung.
Wir wollen den Banach’schen Fixpunktsatz nun dazu verwenden um GEWOHNLICHE

DIFFERENTIALGLEICHUNGen’ u'(t) = f(t,u(t)) ‘mit definierender Funktion f : R? —

R und Anfangsbedingung u(0) = ug losen. D.h. wir suchen eine Losung u der Glei-
chung g(u) = 0, wobei g(u) die Funktion ¢ — f(t,u(t)) — «/(t) ist. D.h. g ist eine
Abbildung von einem Raum von differenzierbaren Funktionen u auf einen Raum
von Funktionen. Damit g eine Abbildung eines Raums X von Funktionen auf sich
selbst ist, sollte fiir alle u € X auch v/ € X sein, d.h. X miifite aus unendlich
oft differenzierbaren Funktionen bestehen. Dann ist aber nicht klar, was man als
Distanz d : X x X — R nehmen kann, damit g eine Kontraktion wird. Im Unter-
schied zum Differenzieren macht die Umkehroperation Integrieren die Funktionen
glatter, und indem wir die Ableitung in der Differentialgleichung auf die andere
Seite geben, d.h. die Differentialgleichung integrieren erhalten wir eine dquivalente
Integralgleichung

u(t) = ug + /01 f(s,u(s))ds

verwandeln. Dann ist also die Fixpunktgleichung v = g(u) zu 18sen, wobei g(u)
nun durch ¢t — wug + fg f(s,u(s))ds gegeben ist. Damit g eine Selbstabbildung
eines Raums X von Funktionen u wird, geniigt es nun als X den Raum C(I,R)
aller stetigen Funktionen von einem abgeschlossenen Intervall I C R nach R zu
nehmen.

Was soll nun Konvergenz fiir eine Folge von Elementen (=Funktionen) u, € X
bedeuten. Der erste Ansatz wire wohl punktweise Konvergenz. Da aber g : X — X
stetig sein soll, miifite aus der punktweisen Konvergenz von u,, auch die Konvergenz
von g(uy,)(t) = ug + fg f(s,un(s)) ds folgen. Dazu wiirde man aber gleichméBige
Konvergenz von u,, benttigen. Wir definieren also einen Abstand d : X x X — R
durch d(uy,uz2) := max{|ui(t) — uz(t)| : t € I'}. Es ist leicht zu zeigen, daff damit
C(I,R) zu einem metrischen Raum wird, und wir werden ebensoleicht mittels
aus[3.2.3]in[3:2.5] seine Vollstindigkeit folgern. Um nun den Banach’schen Fixpunkt-
satz anzuwenden, miissen wir zeigen, dafl g eine Kontraktion ist, also schéitzen wir
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1.3 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1.3.3

wie folgt ab:

|9(u1)(t) = g(u2) ()] < ’/O £ (s, u1(s)) — f(s,ua(s))| ds

<

[ o) = ua(s) s

0
<t q-d(ui,usg),

wobei wir angenommen haben, daf§ f in der zweiten Variable Lipschitz mit Kon-
stante ¢ ist, und zwar gleichméfig in der ersten Variable, d.h. |f(s,y1) — f(s,y2)| <
q|y1 — y2|. Es folgt somit

d(g(u1),g(u2)) < d(O0,R\1)-q-d(uy,uz)

Falls also I so klein gewéhlt wird, da§ der Abstand d(0,R \ I) := inf{d(0,t) : t €
R\ I} =sup{|t| : ¢ € I} von 0 € I zum Rand von I kleiner ist als %, so ist g eine
Kontraktion und hat nach dem Banach’schen Fixpunktsatz eine eindeutige Losung
u, die dann auch die eindeutige Losung der Differentialgleichung «'(t) = f (¢, u(t))
mit u(0) = ug ist.

Wir haben also fiir £ = R den folgenden Satz bewiesen:

1.3.2 Satz von Picard-Lindelof.
Sei f: R x E — FE stetig und beziiglich der zweiten Variable Lipschitz, genauer

dg e RVt R, Vay,20 € E 1 |f(t,x1) — f(t,22)| < q-|x1 — 22,
so gibt es lokal eine eindeutige Lisung der Differentialgleichung

W' (t) = f(t,u(t)) mit u(0) = up.

Siehe auch [20], [6.2.14].

1.3.3 Beispiel.
Wir wollen das nun konkret an der Differentialgleichung «/(t) = w(t) mit u(0) =
a durchfithren. Der zugehorige Integraloperator ist dann durch g(u) : ¢t — a +

fg u(s) ds gegeben. Wir beginnen mit der O-ten Niherung ug = 0. Dann ist

t
ul(t)za—l—/ 0Ods=a
0

uQ(t):a—i—/Otads:a(l—i—t)

t 2
U3(t):a+/ a(l—i—s)ds:a(l—l—t—I—%)
0

tk
up(t) =a Z o
k=0
ﬁum(t):azy—aet
k=0
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1.3 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1.3.5

1.3.4 Beispiel.
Analog fithrt v/ = 1 + %2 mit u(0) = 0 und ug := 0 zu

ul(t) =t
1 3
uQ(t):t+§t

1, 2. 1
us(t) =t + §t3 + @H

ug(t) = 1+ }tg n ztgl n 62 o4 1382 e 20404 14
3 15 2835 155925 60810755
- ! 93
760594829864786522589375
und ug stimmt bis zur 12-ten Ordnung mit der Taylorentwicklung von ¢ +— tan(t)
iiberein. Beachte, daB natiirlich 1 — 1+ 2 nur lokal Lipschitz ist, aber das geniigt

um den Satz von Picard-Lindelof (lokal) anzuwenden.

1.3.5 Differentialgleichungen n-ter Ordnung.
Unter einer (explizit dargestellten) Differentialgleichung n-ter Ordnung versteht
man eine Gleichung der Form

u™(t) = ftult),u/(t), ..., u"D).
Indem man statt u die Funktion v : t — (u(t),u'(t),...,u(" 1 (t)) betrachtet, so

iibersetzt sich die Differentialgleichung n-ter Ordnung in folgende(s System von)
Differentialgleichung(en) 1-ter Ordnung, siehe auch [20] [6.2.19]:

vp(t) u'(t) v1(t)
" Up o (t) ul" =D (t) U1 (t)
U1 (1) ul™ (t) ft,o(t))
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2. Seminormen

In diesem Kapitel soll der addquate Begriff von Distanz auf Vektorrdumen ein-
gefithrt werden, und seine elementaren Eigenschaften diskutiert werden.

2.1 Grundlegendes

2.1.1 Motivation und Definitionen.
Alle Vektorrdume, die wir betrachten werden, werden als GRUNDKORPER K entwe-
der R oder C haben.

Distanzfunktionen d auf Vektorrdumen E sollten zusétzlich TRANSLATIONS-INVAR-
IANT sein, d.h. d(z,y) = d(a + z,a + y) erfiillen fiir alle z,y,a € E. Dann ist
d(z,y) = d(0,y — z) =: p(y — =), wenn wir a := —z wihlen, also d: E x E — R
bereits durch die Abbildung p : E — R festgelegt.

Die Dreiecksungleichung d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) fiir d iibersetzt sich in die
SUBADDITIVITAT: p(z +y) < p(z) + p(y).
Beziiglich der Skalarmultiplikation sollten wir wohl d(Az, A\y) = Ad(x,y) fir A > 0
also die
RT-HOMOGENITAT: p(Ar) = Ap(z) fiir alle A\ € RT :={t e R:¢ >0}
und z € E fordern. Beachte, daff dies p(0) = p(2-0) = 2p(0) also p(0) = 0 zur
Folge hat, und damit auch die Homogenitét p(0z) = p(0) =0 = 0p(z) mit A :=0
gilt.
Wir diirfen allerdings nicht die Homogenitét fiir alle A € K erwarten, denn dann
wére p linear, denn
p(@) +p(y) =z p(z +y) = p(=((—2) + (-y))) = —p((—2) + (-v))
> —(p(=z) +p(=y)) = p(z) + p(y).
Eine Funktion p : £ — R heifit SUBLINEAR falls sie subadditiv und R*-homogen
ist.
Verwandt mit der Subadditivitéit ist die Konvexitét: Eine Funktion p : E — R heif3t
KONVEX (siehe [18] [4.1.16]) falls
pAz+ (1 —=XNy) <Ap(z)+ (1—-X)p(y) fur alle 0 < A <1 und alle z,y € E,
also die Funktion auf jeder Strecke unterhalb der Sehne liegt. Aquivalent koénnen
wir auch p(3X1  Niz;) < Y0 Aip(a;) fiir alle n € N, 2; € E und A; > 0 mit
i1 A =1 verlangen.
Fiir zweimal differenzierbare Funktionen f : R — R zeigt man in der Analysis
(siehe [18| [4.1.17]), daff diese genau dann konvex sind, wenn f" > 0 ist:
(<) Aus f” > 0 folgt mittels Mittelwertsatz, daBl f monoton wachsend ist, denn
Ley=Fzo) (&) > 0 fiir ein € zwischen xg und x;. Sei also xg < x1, 0 < A < 1

r1—Xo
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2.1 GRUNDLEGENDES 2.2.1

und © = 29+ A(x1 —2x0). Erneut nach dem Mittelwertsatz existieren &y € [z, 2] und

&1 € [z, o] mit f(z) = f(zo) = (&) (x — o) und f(z1) — f(2) = f'(&1) (21 — @),

also ist
f(zo) + A(f(z1) = fz0)) — f(z) =
=A) (f(zo) = f(2)) + A(f(z1) — f(2))
(w0 — ) + X f'(&1) (21 — @)
(=A(z1 —20)) + A f'(&) (1 = N) (21 — 20))
&) = /(&) (@1 = m0) 2 0,
d.h. f ist konvex.

(=) Es sei f konvex. Dann ist fiir zo < x < z1:

flx) = flwo) _ A(f(z1) = f(wo)) _ fla1) = flwo) _
T — o - Az — x0) N T — To -
=N ()~ faw) _ fa) — f(a)
(1 =X) (z1 — x0) T -z
Also ist f'(zg) < w < f'(x1), d.h. f’ ist monoton wachsend. Also ist

1" o) = Timng, oy ZEZED > 0.

In der Definition von “sublinear” kénnen wir “subadditiv’ dquivalent durch “kon-
vex” ersetzen:
(<) Wir setzen A := 1 und erhalten

plz+y) = 2p< ;y> <2 (;p(x) + ;p(y)> =p(z) +p(y).
(=) Es ist

p(Ae+(1=2y) <p(a) +p((1 = A)y) = Ap(@) + (1 = A) p(y).

Die Symmetrie d(z,y) = d(y,z) von d iibersetzt sich in die SYMMETRIE: p(z) =
p(—x) fiir alle x € E. Zusammen mit der RT-Homogenitéit ist sie somit zu folgender
Homogenitét dquivalent: p(Ax) = |A| p(x) fiir x € E und A € R.

Eine Funktion p : F — R heifit SEMINORM (kurz SN), falls sie subadditiv und
POSITIV HOMOGEN ist, d.h. p(Az) = |A| p(x) fiir x € E und A € K.

Eine Seminorm ist also eine sublineare Abbildung die zusétzlich p(Ax) = p(x) fiir
alle z € F und |A| = 1 erfiillt. Beachte, da§ die Multiplikation mit einer komplexen
Zahl von Betrag 1 iiblicherweise als Drehung interpretiert wird.

Jede Seminorm p erfillt p > 0, denn 0 = p(0) < p(x) + p(—z) = 2p(x).

Eine Seminorm p heifit NORM falls zusétzlich p(z) = 0 = x = 0 gilt. Ein NORMIER-
TER RAUM ist ein Vektorraum zusammen mit einer Norm, vgl. [20] [5.4.2].

2.2 Wichtige Normen

2.2.1 Definition. co-Norm.
Die SUPREMUMS- oder co-Norm ist definiert durch

[flloo == sup{|f(2)| : € X},
wobel f: X — K eine beschréinkte Funktion auf einer Menge X ist, vgl. [18][2.2.5)].
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2.2 WICHTIGE NORMEN 2.2.4

Die Distanz d, die wir in der Anwendung|[I.3]auf dem Vektorraum C(I, R) betrachtet
haben, war gerade durch d(uq,us) := ||u; — us2llc gegeben, siehe auch [18] [4.2.§

2.2.2 Beispiele.
Folgende Vektorrdume sind normierte Raume beziiglich der oco-Norm:

1. Fiir jede Menge X der Raum B(X) der beschrinkten Funktionen X — K;

2. Fiir jeden kompakten Raum X der Raum C(X) der stetigen Funktionen
X = K;

3. Fiir jeden topologischen Raum X den Raum Cj(X) der beschrinkten steti-
gen Funktionen X — K;

4. Fiir jeden lokalkompakten Raum X der Raum Cy(X) der bei oo verschwin-
denden stetigen Funktionen X — K, d.h. jener Funktionen f : X — K, fiir
welche fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K C X existiert, s.d.|f(z)| < &
fiir alle = ¢ K;

5. Verwendet man grob gesprochen das Maximum der co-Normen der Ableitun-
gen, so wird fiir jede kompakte Mannigfaltigkeit M auch der Raum C™ (M)
der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen M — K zu einem normierten
Raum;

Hingegen kann man (diese) Normen nicht verwenden um einen der folgenden Rédume
verniinftig zu normieren:

6. C(X) fiir allgemeines X,

7. Den Raum C°°(M) der glatten Funktionen fiir Mannigfaltigkeiten M,

8. C™(M) fiir nicht kompakte Mannigfaltigkeiten M,

9. Den Raum H(G) der holomorphen (i.e. komplex differenzierbaren) Funktio-
nen fiir Gebiete G C C.

2.2.3 Die Variationsnorm.
Es sei f: I — K eine Funktion und Z = {0 = 2y < -+ < z,, = 1} eine Partition
von I = [0, 1]. Dann bezeichnet man die VARIATION von f auf Z mit

V(£ 2) = |f(x:) = flziz1)],
1=1

vgl. [20}/6.5.11]. Unter der (TOTALEN) VARIATION einer Funktion versteht man
V(f) =sup V(f, 2).

Mit BV (I) bezeichnen wir den Raum der Funktionen mit BESCHRANKTER VARIA-
TION, d.h. jener Funktionen f fiir welche V(f) < oo gilt. Es ist leicht nachzurechnen,
da BV (I) ein Vektorraum ist, und V eine Seminorm auf BV (I) ist, welche genau
auf den konstanten Funktionen verschwindet.

2.2.4 Definition. p-Norm.
Fiir 1 < p < oo ist die p-NORM definiert durch

wu:(AuuWMY,

wobei |f|P : X — K eine “integrierbare” Funktion sei. Dies ist fiir p = 2 ein
kontinuierliches Analogon der Euklidischen Norm
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2.2 WICHTIGE NORMEN 2.2.7

fir z € R™ oder z € C" (hier ist der Betrag bei |z;|? notwendig).

Die Formel (flg) := [ f g(z) dz verallgemeinert das innere Produkt (.|.) am
K™,

Klarerweise gilt || fgll1 < ||flloo - lg]l1- Um das innere Produkt zu verwenden um
Winkel zu messen, ist die Ungleichung von Cauchy-Schwarz || fgll1 < || fll2 - |92
notwendig, siehe Eine gemeinsame Verallgemeinerung ist die

2.2.5 Holder-Ungleichung.

11 )
[(Fla) < W fglle <[ fllp - Nlgllq fiir p g =imilspasco
Vgl. [21], [Aufgabe 5.36].

e [1701< ([ |f|P>’1’ (/ g|Q)}’

Beweis. Sei vorerst ||f|l, = 1 = ||g|lq- Dann ist |f(z)g(z )| < If(z)lp + ‘g(‘?‘q
denn log ist konkav (d.h. — log ist konvex, denn log” (z ) =-=5<0) und somit ist
log(al/p bl/q) 1 sloga+ 4 logb < log( a+ 1b) fiir a : ( )|p und b := |g(z)|9,

d.h. a¥ - ba < pa + b
Durch Integration erhalten wir

P q 1 1
= [1ra< VB Il 11
p q rp q

Sei nun a = ||f|, und B = ||g||,; beliebig (ungleich 0). Dann kénnen wir auf
fo:= é fund gg := % g den ersten Teil anwenden und erhalten

)

1
od 1fglli = lfogolls < 1= lIfglls < fllp-llgllg-

Die fehlende Ungleichung |(f|g)| = | [ fg| < [|f]1g] = |f gl ist offensichtlich.
O

2.2.6 Minkowski-Ungleichung.

I +9gllp < W Fllp + gllps d-he [[lp ist eine Seminorm

Vgl. [18][2.2.4], [19, [Aufgabe 2.72], [21] [Aufgabe 5.37].

Beweis. Mit % + % =1 gilt

||f+g||£:/|f+g|p < /Ifl\f+g|”’1+/lg||f+g|p’1

<Ifllp - I1CF + 9" lg + llgllp - I(f +9)"~* ]l (Holderunglg.)
—_——

([ 1f+gltp=Da)t/a

p
= (15l + ) 17 + ol daa=-L5 =
p(1-3)
If +9llp = IIf +gllo < Ifllp + llgllp- O

2.2.7 Beispiele.
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2.2 WICHTIGE NORMEN 2.3.3

1. Es ist der Raum C/(I) der stetigen Funktionen ein normierter Raum beziig-
lich der p-Norm.

2. Am Raum R(I) der Riemann-integrierbaren Funktionen ist hingegen die p-
Norm keine Norm sondern nur ein Seminorm, da eine Funktion f, die nur
an endlich vielen Punkten nicht verschwindet, trotzdem || f||, = 0 erfiillt.

3. Esist auch (P ein normierter Raum, wobei ¢’ den Raum der Folgen n — z,, €
K bezeichnet, die p-summierbar sind, d.h. fiir welche Y7 | |2,|P < oo gilt.
Dieser Raum kann mit den linksstetigen Treppenfunktionen f : {¢: ¢ > 0} —
K identifiziert werden, die hochstens in den Punkten aus N Sprungstellen
haben (f(t) :=x, fir n <t <n+1).

2.3 Elementare Eigenschaften

2.3.1 Lemma. Umgekehrte Dreiecksungleichung.
Jede Seminorm p : E — R erfiillt die UMGEKEHRTE DREIECKSUNGLEICHUNG:

Ip(z1) — p(z2)| < p(w1 — 72).

Beweis. Es gilt:

p(r1) < p(oy — x2) + p(a2) = p(1) —p
und p(—z) = p(z) = p(x2) —p

Wir wollen nun eine geometrischere Beschreibung von Seminormen p geben. Idee
dabei ist es die Niveauflichen p~!(c) zu untersuchen.

2.3.2 Definition. Bille.
Es sei p: E — R eine Abbildung und ¢ € R. Dann setzen wir

pec =4z :p(z) <c} und p<.:={z:px)<c},
und nennen dies (falls p sublinear ist) den OFFENEN und den ABGESCHLOSSENEN
p-BALL UM 0 MIT RADIUS c. .

2.3.3 Lemma. Bille sublinearer Abbildungen.

Fiir jede sublineare Abbildung 0 < p: E — R und c > 0 sind p<. und p<. konveze
absorbierende Teilmengen von E. Es ist p<. = ¢ - p<1 sowie p<c = C- p<ci, und
weiters p(z) = ¢ inf{A > 0:2 € XA - p<.}.

Man kann also die Abbildung p aus dem Einheitsball p<q zuriickgewinnen.

Dabei heifit eine Menge A C E KONVEX (vgl. [20] [5.5.17]), falls aus A; > 0 mit
>or A =1und x; € A folgt, daB Y. | \;x; € A. Es geniigt dies fiir n = 2 zu
fordern, denn fiir n < 2 ist es offensichtlich und aus n = 2 folgt es fiir alle n > 2

mittels Induktion (Z?:Jrll N T = Ang1 Tog1 + (1= A1) Doy kiilﬂ x;).

Eine Menge A heifit ABSORBIEREND, fallsVx € EIA>0:x € A- A.

Beweis. Wegen ¢ > 0 gilt:
pee={e v s ={wip(5) = plw) < 1)
={cy:py) <1} =c-{y:ply) <1} =c-px

und analog fiir p...
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2.3 ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN 2.3.5

Die Konvexitit von p<, = p~H{A: A < ¢} und p.. = p~{\ : X < ¢} folgt sofort aus
der leicht einzusehenden Eigenschaft, daf3 Urbilder von nach unten unbeschréinkten
Intervallen unter konvexen Funktionen konvex sind.

Um einzusehen, dafl p<. = cp<i absorbierend ist fiir ¢ > 0, geniigt es ¢ = 1
zu setzen. Sei x € E beliebig. Falls p(z) = 0, so ist © € p<;. Andernfalls ist z €
p(z)-p<1, denn x = p(x)-y, wobei y := ﬁx ist und p(y) = p(%x) = ﬁp(m) =1

Damit ist aber auch die Obermenge p<. 2 p<./2 absorbierend.
Wegen folgender Aquivalenzen fiir A > 0 ist p(z) = inf{\ >0: 2 € X\-p<, }:
T €N p<y = p<n & plx) <A,

also
mnf{A>0:2€Ap<1}=inf{A>0:A>p(x)} =p(z). O

2.3.4 Lemma. Béille von Seminormen.
Fir jede Seminorm p : E — R und ¢ > 0 sind p<. und p<. absorbierend und
absolut-konvex und

p(z) =inf{\A > 0:2 € Ap<1 = p<r}

Eine Teilmenge A C FE heit BALANZIERT, falls fiir alle x € A und |A\| = 1 auch
Az e A

Allgemeiner heifit eine Teilmenge A C E ABSOLUT-KONVEX, falls aus z; € A und
A € Kmit Y0 || =1 folgt, daB 37", Az € A,

Sublemma.
Eine Menge A ist genau dann absolut-konvex, wenn sie konver und balanziert ist.

Beweis. (=) ist klar, da jede konvex-Kombination auch eine absolut-konvex-Kom-
bination ist und fiir |A| = 1 auch Az eine absolut-konvex-Kombination ist. Beachte
dabei, daf} es geniigt den Fall n = 2 zu betrachten, denn n = 1 folgt aus A\ x1 =
A xy+ 0z,

(<) Es sei >0, [\i| =1 dann ist

i)\ixi = Z AT = Z |\ |i\\l$1 €A,
i=1 v

A #0 Ai#0
denn “:\\—"‘ = 1 und somit ist wegen der Balanziertheit ﬁxl € A, und folglich
wegen der Konvexitit auch )y |\l &—le €A O

Dieser Beweis zeigt weiters, dafl es auch bei “absolute-konvex” geniigt den Fall
n = 2 zu verlangen.

Beweis des Lemmas Wegen dem vorigen Lemma und dem Sublemma ist
nur die Balanziertheit zu zeigen, und diese ist wegen der positiven Homogenitét
von p offensichtlich. O

2.3.5 Definition. Minkowski-Funktional.

Wir wollen nun aus Mengen A zugehorige Seminormen p konstruieren. Dazu definie-
ren wir das MINKOWSKI-FUNKTIONAL py durch pa(z) :=inf{A >0: 2z € X\-A} € R
fiir alle z € E. Es ist pa(x) < 0o genau dann, wenn x im von A erzeugten Kegel
{AeR: A >0} A liegt .
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2.3 ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN 2.3.7

2.3.6 Lemma. Von Billen zu Seminormen.
Es sei A konvex und absorbierend. Dann ist das Minkowski- Funktional von A eine
wohldefinierte sublineare Abbildung p :==pa > 0 auf E, und es gilt fiir X\ > 0:

P<x S A-ACp<n.

Falls A zusdtzlich absolut-konvez ist, so ist p eine Seminorm.

Wir kénnen also die Menge A “fast” aus der Funktion p zurickgewinnen.

Beweis. Da A absorbierend ist, ist der Kegel {\ : A > 0} - A = E. Also ist p auf

ganz F endlich.

Weiters ist 0 € A, denn 3A > 0:0 € A A und somit ist 0 = % € A.

p ist R*-homogen, denn fiir A > 0 gilt:

p(Az) =inf{u >0: Az € uA}

:inf{u>0:x€%A}:inf{/\u>O:mEVA}:)\inf{u>0:a:€1/A}
= Ap(x).

(p<x CA-A) Essel p(z) =inf{u >0:2 € p A} < A\. Dann existiert ein 0 < g < A
mit v € puA=XAFAC)NA, da0 € Aund somit fa = (1—-5)0+ {a € A fiir alle
a€ A

(M- A Cp<y) Falls 2 € A A so gilt nach Definition von p klarerweise, daff p(x) < A,
ie x € P<-

p ist subadditiv, denn es gilt
p() <A ply) <p=z€EXNAyepA
scr+yerA+pupA=A+pA=pla+y) <A+u
= p(z+y) <inf{A+p:p(x) <A ply) <pp=ple) +py),
denn fiir konvexe Mengen A und A; > 0 gilt >, A, A = (37, A;) A: Sei néimlich
zi € Asoist Yoy im = YN 3 a = A3 5 € (35, \) - A, wobei A =
S A und somit 37, 3¢ @; eine konvex-Kombination ist. Umgekehrt sei z € A so
Ist A absolut-konvex so ist p ist eine Seminorm, denn fiir |A\| = 1 gilt p(Az) = p(z),
da A balanziert ist, also A A = A erfiillt. O

2.3.7 Lemma. Vergleich von Seminormen.
Fiir je zwei sublineare Abbildungen p und q > 0 gilt:

P < g p<1 2 G<1 < P<1 2 g<1-

Beweis. (1 = 3) Es gilt:
xE€qer = px) <glx)<1=2x€p.

(3 = 2) Es gilt:
r€qgc = glx) <1
T 1 1
1: — ) = - <-1<1
= VA > q()\> )\q(x)_)\ <
x

/\)<1:>p(a:)<)\

x 1
= €4 §p<1éxp(1‘)=p(
=plz) <inf{A:A>1}=1

= T € p<1
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2.3 ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN 2.4.1

(2=1) Es gilt:

A

X
:>X€q§1 Cp<

=p (;) <1, ie p(z) <A
= p(z) <inf{A: A > g(z)} =q(z) O

T 1 A
0<qa) <A=q(5)=qa@ <5 =1
1

2.4 Seminormen versus Topologie

2.4.1 Von Seminormen erzeugte Topologie.

Motivation: Die Seminormen liefern uns wie in der Analysis Bélle, welche wir fiir
Fragen der Konvergenz und Stetigkeit verwenden wollen, dazu ist der Begriff einer
Topologie entwickelt worden:

In der Analysis nennt man O C R offen, falls zu jedem a € O eine §-Umgebung
U C O existiert (d.h. eine Menge U := {x : |z — a| < 0} mit § > 0).

Diese Definition kénnen wir fast wortlich auf normierte Rdume (E, p) iibertragen:
O C E heifit OFFEN 1< Va € O 30 > 0: {z : p(x — a) < 6} C O. Beachte, daf

{z:p(r—a)<d}=a+ps=a+0-p<,
denn p(z —a)<d e x=a+ymit y:=z —a € pcs.

Wichtige Funktionenrdaume besitzen aber keine verniinftige Norm. Z.B. konnen wir
auf C(R,R) nicht mehr die Supremumsnorm betrachten, wohl aber fiir jedes kom-
pakte Intervall K C R das Supremum pg auf K, d.h. pr (f) := sup{|f(z)| : € K}.

Es sei also Py eine Familie von Seminormen auf einem Vektorraum E. Dann nennen
wir O C E OFFEN, falls

VYVaeO3IneNTpy,...,pn €Po, Ie>0:ac{x:p(r—a)<efiri=1,...,n} CO.

Die Familie O := {O : O C F ist offen} ist dann eine Topologie auf F, die soge-
nannte von Py ERZEUGTE TOPOLOGIE (Vereinigungen der so definierten offenen
Mengen sind offensichtlich wieder offen und Gleiches gilt auch fiir Durchschnitte
endlich vieler offener Mengen, denn die Vereinigung der endlich vielen Mengen be-
stehend aus jeweils endlich vielen Seminormen ist endlich und das Minimum der
endlich vielen &’s ist positiv). Allgemein versteht man unter einer TOPOLOGIE (vgl.
[25] ) O auf einer Menge X eine Menge O von Teilmengen von X, die folgende
zwei Bedingungen erfiillt:

1. Ist 7 C O, so gehért auch die Vereinigung |JF = Uy r O zu O;
2. Ist 7 C O endlich, so gehért auch der Durchschnitt (\F = Nz O zu O.

Man beachte, daB [J = 0 und (0 := X. Die Teilmengen O von X, welche zu O
gehoren, heiflen auch im allgemeinen Fall OFFENEN MENGEN der Topologie. Ein
TOPOLOGISCHER RAUM ist eine Menge zusammen mit einer Topologie.

Obige Konstruktion ist ein allgemeines Prinzip. Man nennt eine Teilmenge Oy C O
SUBBASIS EINER TOPOLOGIE O, falls Va € O € O 3F C Oy, endlich: a € " F C O,
vel. [25] . Um eine Topologie O zu erhalten geniigt es eine Menge Oy von
Teilmengen von X anzugeben, und dann O als die Menge aller O C X zu definieren,
die fiir jeden ihrer Punkte x € O eine endliche Teilmenge F C Oy besitzen mit
xz € (F C O. Man sagt dann auch die Topologie O wird von der Subbasis Oy
erzeugt.
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2.4 SEMINORMEN VERSUS TOPOLOGIE 2.4.2

Die von Py erzeugte Topologie ist also gerade die von der Subbasis Og := {a+p<. :
a € E, pe Py, >0} erzeugte Topologie.

(C) Die von Py erzeugte Topologie ist offensichtlich gréber oder gleich der von der
Subbasis Oy erzeugten, denn dazu miissen wir nur alle a; = a und €; = € setzen.
(2) In der Tat sei O C F offen in der letzteren Topologie, d.h. Va € O 3F C Oy,
endlich: « € F C O. Also Jay,...,a, € E, p1,...,pn € Po und &1,...,6, > 0
mit

ac{rxeE:p(r—a)<eg firi=1,...,n} CO.
Wenn wir nun ¢ := min{e; — p;(a —a;) : i = 1,. n} setzen, so ist
ac{rzeE :p(x—a)<efiri=1,...,n}
Cl{zekE: pl(xfaz)<pz(zfa)+pl(afaz)<sl firi=1,...,n} CO.

Unter einer UMGEBUNG U eines Punktes a in einem topologischen Raum X, ver-
steht man eine Teilmenge U C X, fiir welche eine offene Menge O € O existiert mit
aceOCU.

Unter einer UMGEBUNGS(SUB)BASIS U eines Punktes a in einem topologischen
Raum X versteht man eine Menge U von Umgebungen U von a so, dafl fiir je-
de Umgebung O, eine (endlich viele) Menge(n) U; € U existiert(existieren), so dafl
N; Ui C O, vgl. [25,]1.1.7].

Wie in der Analysis nennt man eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen
Raumen STETIG bei a € X, wenn das Urbild jeder Umgebung (in einer Umgebungs-
basis) von f(a) eine Umgebung von a ist, vgl. [25] [1.2.4]. Sie heifit stetig, wenn sie
in jedem Punkt a € X stetig ist, dafl ist genau dann der Fall, wenn das Urbild jeder
offenen Menge offen ist. Es ist leicht zu sehen, dafl es geniigt diese Bedingung fiir
die Elemente einer Subbasis zu iiberpriifen.

Jede Seminorm p € Py ist stetig, denn sei a € E und € > 0, dann ist p(a + p<.) C
{t: |t —pla)] <e},denn x € pc. = |p(a+ ) — p(a)| < p(x) < e. Es ist aber auch
die Addition + : E x E — FE stetig, denn (a1 +p<c) + (a2 +p<c) C (a1 +a2) + peae.
Insbesonders sind also die Translationen = — a + r Homdomorphismen.

Die Skalarmultiplikation - : K x E — E ist stetig. Denn fir A\ €e Kund a € F gilt
{peK: |ju—A\ <61} {z:p(x—a) <&}t C{z:p(z—X-a) <e}falls §; <
und dz < 5( )_ ist, da

p(u-x—A-a)=p((u—A)~x+A-(l‘—a))
<fp—=Al-p(z) + (Al p(z —a)
<41+ (p(a) +p(x — a)) + [A] - 02
<01 - (pla) + 62) 4 [A[ - 02 = 61 - p(a) + 02 - (61 + |A])

Insbesonders sind die Homothetien x — X - x Homdomorphismen fiir A # 0.

21)(@)

<

DN ™

Die durch Py erzeugte Topologie macht also E zu einem TOPOLOGISCHEN VEKTOR-
RAUM, d.h. einen Vektorraum zusammen mit einer Topologie beziiglich welcher die
Addition und die Skalarmultiplikation stetig ist. Mehr noch, zu einem LOKALKON-
VEXEN VEKTORRAUM, d.h. es existiert eine 0-Umgebungsbasis konvexer Mengen
(némlich (N}, (pi)<e), bzw. Subbasis konvexer Mengen (némlich p..).

2.4.2 Lemma. Stetigkeit von Seminormen.
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2.4 SEMINORMEN VERSUS TOPOLOGIE 2.4.4

1. Fine Seminorm p : E — R auf einem topologischen Vektorraum E ist genau
dann stetig, wenn p<1 (oder dquivalent, wenn p<1) eine 0-Umgebung ist.

2. FEine Seminorm p : E — R ist in der von Py erzeugten Topologie genau dann
stetig, wenn 3p1,...,pn € Po, A>0: p < X\-max{p1,...,pn}

Beweis. (@) Da p stetig ist, ist 0 € p~1{t : t < 1} = p; offen.
@m
(<)

ac€ate-poy Cp Ht:|t—pla)| <e}.

(@) Falls p stetig ist, so ist p~; eine 0-Umgebung, also existieren py,...,p, € Py
und £ > 0 mit

e (pi)<1

IDE

n
P<1 2 ﬂ(m)<s =
i=1 i=1

n
=€ ﬂ(pi)<1 = e max{pi,...,Pn}t<1
i=1

=max{p1,...,Pn}<ec = q<1,

wobei ¢ := 1 -max{py,...,p,}. Also ist p < ¢ := 1 -max{p1,...,pn}.
(@) Mit p; ist auch ¢ := X - max{p1,...,p,} stetig, und somit p.1 D g1 ein
0-Umgebung, d.h. p stetig. O

2.4.3 Zusammenfassung.

Es sei Py eine Familie von Seminormen auf einem Vektorraum E. Dann bilden die
Bille a+p<. :={z € E:p(x —a) <e} mitp € Py, e >0 und a € E eine Subbasis
ewner lokalkonvexen Topologie. Diese sogenannte von Py erzeugte Topologie ist die
grobste Topologie (d.h. mit den wenigsten offenen Mengen) auf E, fiir welche alle
Seminormen p € Py sowie alle Translationen x — a + x mit a € E stetig sind.
Beziiglich ihr ist eine Seminorm p auf E genau dann stetig, wenn es endlich viele
Seminormen p; € Py und ein K > 0 g¢ibt, s.d.

p < K max{p1,...,pn}

2.4.4 Definition. Seminormierter Raum.

Unter einem SEMINORMIERTEN RAUM verstehen wir folglich einen Vektorraum E
zusammen mit einer Menge P von Seminormen, die gerade die stetigen Seminormen
der von ihr erzeugten Topologie sind, d.h. mit p;,ps € P ist auch jede Seminorm
p<pr+p2inP.

Eine Menge Py C P heifit SUBBASIS DES SEMINORMIERTEN RAUMES (E, P), falls

sie die gleiche Topologie wie P erzeugt, d.h. fiir jede Seminorm p in P endlich viele
P1,---,Pn € Py existieren sowie ein A > 0 mit p < A-max{p1,...,pn}-

Zu jeder beliebigen Familie Py von Seminormen auf E erhalten wir einen eindeu-
tig bestimmten seminormierter Raum, welchen Py als Subbasis seiner Seminormen
besitzt, indem wir die Familie P der, beziiglich der durch Py erzeugten Topologie,
stetigen Seminormen verwenden:

P := {p ist Seminorm auf E :3A > 0 Ipy,...,pn € Py
mit p < A max{ph s 7pn}}'

Unter den SEMINORMEN DES SO ERHALTENEN SEMINORMIERTEN RAUMES ver-
stehen wir dann alle Seminormen die zur erzeugenden Familie Py gehoren. Wir
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2.4 SEMINORMEN VERSUS TOPOLOGIE 2.4.8

miiflten dafiir eigentlich “Seminormen der vorgegebenen Subbasis des seminormier-
ten Raumes” sagen, aber das ist uns zu lang.

Unter einem ABZAHLBAR SEMINORMIERTEN RAUM verstehen wir einen seminor-
mierten Raum, welcher eine abzéihlbare Subbasis Py von Seminormen besitzt. Wir
diirfen dann annehmen, da§ Py = {p,, : n € N} ist und die Folge (p;,), monoton
wachsend ist und jede stetige Seminorm p schliefflich dominieren, d.h. es gibt ein
n € N mit p < p,. Dazu ersetze man die p,, durch n - max{p1,...,pn}.

2.4.5 Definition. Konvexe Hiille.
Die KONVEXE HULLE (A)y, einer Teilmenge A C E ist die kleinste konvexe Teil-
menge von E die A umfafit.

2.4.6 Lemma. Konvexe Hiille.
Sei A C E. Dann existiert die konvexe Hiille von A und ist

(A) gy = ﬂ{K :AC K CE, K ist konver}

= {i)\iaiineN,ai €A\ Zo’i)\i:1}'

i=1 i=1

Beweise. Die Menge A := {K : AC K C E, K ist konvex} ist nicht leer, denn E €
A. Folglich existiert [).A und ist offensichtlich selbst ein und somit das minimale
Element in A, d.h. (A), =) A.

Fiir die zweite Beschreibung der konvexen Hiille beachte, dal die Menge Ag :=
{>r Niai :n € Na; € AN > 0,50 | A\ = 1} offensichtlich A umfaBt. Sie ist
konvex, denn seien z; € Ay, also z; = Z:Zl Aijaijfirn; €Ny a; ;€ A, N ; >0
mit Y337, A j =1, und p; > 0 mit Y37 ) p; = 1. Dann ist

m m nj
Y Hi =Y g ) Aig Qi = ) g N i
=1 j=1 =1 ij

’L‘S”n,j
m n; m
mit > A= m Y A=) ml=1.
i<n; j=1 =1 j=1
Da sie klarerweise in jeder Menge K € A enthalten ist, ist (A)k, = Ao. O

2.4.7 Definition. Absolut-konvexe Hiille.

Die ABSOLUT-KONVEXE HULLE (A),x, einer Teilmenge A C F ist die kleinste
absolut konvexe Teilmenge von F die A umfaflt, also der Durchschnitt aller dieser
Mengen.

2.4.8 Lemma. Absolut-konvexe Hiille.
Es sei A C E. Dann ist die absolut-konvexe Hiille
(A)ako = ({A 1 [A] = 1} - A) oy
also die konveze Hiille der balanzierten Hiille {\: |\ =1} - A.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, daf3 die konvexe Hiille einer balanzierten Menge A
selbst balanziert ist. Sei also [u| =1 und Y ;" | A\; a; € (A)ky, dann ist

M'Z)\iai :Z)\iﬂai € (A, dap-a; € A, O
i=1 i=1
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2.4.9 Lemma.
Jeder lokalkonveze Vektorraum E besitzt eine 0-Umgebungsbasis von absolut-kon-
vexen Mengen.

Beweis. Sei ndmlich U eine konvex 0-Umgebung. Diese ist 0.B.d.A. offen, denn ihr
Inneres ist ebenfalls konvex. Da die Skalarmultiplikation {\ e K: |[A\| =1} xE — E
stetig ist und 0 - A = 0 ist, existieren fiir jedes |\| = 1 eine Umgebung V) C K von
A und eine konvexe 0-Umgebung Uy C E mit V), - Uy CU. Da {A € K: |\ =1}
kompakt ist, existieren endlich viele Ar,..., A, mit {\ € K: |\ =1} C UL, Vi,.
Es sei Uy := ﬂ?zl Uy,. Dann ist Uy eine konvexe 0-Umgebung und Uy C Uy, wobei
Uy C U die konvexe Hiille von {\ € K : |[A| = 1} - Uy ist. Die Menge U; ist also
eine konvexe 0-Umgebung. Sie ist auch balanziert (siehe im Beweis von und
somit absolut-konvex nach dem Sublemma in 234 O

2.4.10 Bemerkung.

Die Topologie jedes lokalkonvexen Vektorraums wird durch die Menge P aller ste-
tigen Seminormen erzeugt:

(2) Falls O in der von P erzeugten Topologie offen ist, so existieren zu jedem a € O
endlich viele p1,...,p, € Pund e > 0 mit (_, a+¢c- (p;))<1 = {z : pi(z —a) <
eVi=1,...,n} C O, also ist O auch in der urspriinglichen Topologie offen, da die
(pi)<1 0-Umgebungen sind.

(C) Umgekehrt sei nun letzteres erfiillt, d.h. zu a € O existiert folglich eine absolut
konvexe 0-Umgebung U mit a + U C O. Dann ist p := py eine stetige Seminorm,
denn p<; D U ist dann auch eine 0-Umgebung. Folglich ist a + p<1 Ca+U C O,
also O auch offen in der von den stetigen Seminormen erzeugten Topologie.

Die Topologie jedes lokalkonvexen Vektorraums wird sogar bereits durch die Min-
kowski- Funktionale einer 0-Umgebungsbasis bestehend aus absolut konvexen Mengen
erzeugt:

Nach obigen Lemma existiert eine 0-Umgebungsbasis U bestehend aus absolut
konvexen Mengen. Es sei Py die zugehorige Familie der Minkowski-Funktionale,
d.h. Py := {pU U € Z/{()}.

(2) Falls O in der von Py erzeugten Topologie offen ist, so existieren zu jedem a € O
endlich viele Uy, ..., U, € Uy und € > 0 mit (;_, a+5-U; C{z: pi(r—a) <e} C O
mit p; := py,, also ist O auch in der urspriinglichen Topologie offen.

(©) Umgekehrt sei nun letzteres erfiillt, d.h. zu a € O existieren Uy, ..., U, € Uy
mit {z € E:pj(x —a) <1lfiri=1,...,n} C(_,a+U; CO fiir p; := py,, also
ist O auch in der von Py erzeugten Topologie offen.

2.4.11 Folgerung. Besondere 0-Umgebungsbasis.
Jeder lokalkonvexe Vektorraum E besitzt eine 0-Umgebungsbasis von abgeschlosse-
nen absolut-konvexen Mengen.

Beweis. Das ist offensichtlich, da (pr)<; /2 © U abgeschlossen ist. O

2.4.12 Zusammenfassung.

Sei E ein lokalkonvezer Vektorraum und U eine 0-Umgebungssubbasis von absolut-
konvexen Mengen. Dann ist die Familie {py : U € U} eine Subbasis jenes seminor-
mierten Raumes, dessen Seminormen genau die beziiglich der gegebenen Topologie
stetigen sind, das sind genau jene Seminormen q, fir welche q<1 eine 0-Umgebung
15t.

Wir haben also eine Bijektion zwischen seminormierten Riumen und lokalkonvexen
Vektorrdumen, und kénnen je nach Bedarf mit der Topologie oder den Seminormen
auf einem fizen Vektorraum arbeiten.
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2.5 Konvergenz und Stetigkeit

2.5.1 Definition. Konvergente Folge.

Eine Folge (z;); KONVERGIERT genau dann gegen a in einem topologischen Raum
X, wenn fiir jede Umgebung U (einer Subbasis) von a, ein Index iy existiert, so
dafl z; € U fiir alle ¢ > iy, vgl. [25] .

2.5.2 Lemma. Konvergente Folgen.
Ein Folge (x;) konvergiert in der zugrundeliegenden Topologie eines lokalkonvezen
Raumes mit Subbasis Py genau dann gegen a, wenn p(x; —a) — 0 fir alle p € Py.

Beweis. (=) Da fiir a € E die Translation y — y — a stetig ist, konvergiert
z; —a — a—a = 0, und somit auch p(z; —a) — p(0) = 0 fiir jede stetig Seminorm
D .

(<) Es sei U eine Umgebung von a. Dann existieren endlich viele Seminormen
pj € Po und ein € > 0 mit a + ﬂ?;l(pj)@ C U. Da pj(z; — a) — 0 existiert fiir
jedes j ein ¢; mit pj(z; —a) < € fiir ¢ > 4;. Sei I grofer als all die endlich vielen i,
dann ist z; € a +(;_; (pj)<e fiir i > I und somit auch in U, d.h. 2; — a. O

2.5.3 Lemma. Folgenstetige Abbildungen.

Eine Abbildung f : E — X wvon einem abzdhlbar seminormierten Raum E in einen
topologischen Raum X ist genau dann stetig, wenn sie Folgen-stetig ist, d.h. fir
jede konvergente Folge x; — a konvergiert auch die Bildfolge f(x;) — f(a).

Vel. [18, B13).
Beweis. (=) ist wegen obiger Beschreibung der konvergenten Folgen klar.

(<) Indirekt: Angenommen es ist f~!(U) keine Umgebung von a fiir eine Umge-
bung U von f(a). Es sei {p,, : n € N} eine abzihlbare Subbasis der Seminormen von
E. Dann existieren fiir jedes n ein x,, € F mit pg(x, —a) < % fir alle £ < n und
f(z,) ¢ U. Also konvergiert py(z,, —a) — 0 fiir n — oo, und somit x,, — a nach
obigen Lemma. Da aber f(z,) ¢ U, ist das ein Widerspruch zur Folgenstetigkeit
von f. O

2.5.4 Definition. Netz.

Da obiges Lemma fiir nicht-abzéhlbar seminormierte Raume falsch ist, erweitern
wir den Begriff einer Folge zu:

Ein NETZ (VERALLGEMEINERTE FOLGE oder MOORE-SMITH-FOLGE, siehe [25]
3.4.1]) ist eine Abbildung = : I — X, wobei I eine GERICHTETE Indexmenge ist,
d.h. eine Menge zusammen mit einer Relation <, welche transitiv ist und zu je zwei
Elementen 71 und 5 in I auch ein i € I mit ¢y < ¢ und i5 < i existiert, siche auch
[25] 3.4.1]. Wortwortlich genauso wie fiir Folgen definiert man die Konvergenz von
Netzen und zeigt damit auch das erste der obigen Lemmas. Beziiglich des zweiten
gilt nun:

2.5.5 Lemma. Stetigkeit via Netze.

Eine Abbildung f : E — X wvon einem lokalkonvexen Raum in einen topologischen
Raum ist genau dann stetig, wenn fir alle konvergenten Netze x; — a auch das
Bildnetz f(x;) — f(a) konvergiert.

Vel [25. B4,

Beweis. (=) Ist offensichtlich, denn falls U eine f(a)-Umgebung ist und z; — a,
so Jig Vi >ig : x; € f7HU), i.e. f(z;) €U, d.h. f(z;) — f(a).
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(<) Es sei U eine Umgebungsbasis von a. Dann verwenden wir als Indexmenge
I:={({Uu):U € U,u € U} mit der Ordnung (U,u) < (U',v') & U 2 U’ und
als Netz darauf die Abbildung « : (U,u) +— wu. Dann konvergiert klarerweise das
Netz x gegen a, also nach Voraussetzung auch f o x gegen f(a), d.h. fiir jede f(a)-
Umgebung V existiert ein Index (Up, ug), s.d. f(u) € V fir alle U C Up und u € U.
Also ist f(Up) CV, d.h. f ist stetig. O

2.5.6 Definition. Separiertheit.

Ein lokalkonvexer Raum heifft SEPARIERT (oder auch Hausdorff, vgl. [25] [3.4.4]),
wenn die Grenzwerte konvergenter Folgen (oder Netze) eindeutig sind, das ist genau
dann der Fall, wenn p(z) = 0 fiir alle p € Py nur fiir z = 0 gilt:

(<) Es sei z; ein Netz, welches gegen 2’ und z” konvergiert. Dann konvergiert
z; — ' gegen 0 als auch gegen z” — z’. Wegen der Stetigkeit von p konvergiert also
p(z; — ') gegen p(0) = 0 und auch gegen p(a” — 2’). Da aber Grenzwerte in K
eindeutig sind, gilt p(z” — 2’) = 0 fiir alle p, und damit ist nach Voraussetzung
" — 2 =0.

(=) Es sei p(x) = 0 fiir alle p. Dann ist die konstante Folge (Netz) mit Wert x
sowohl gegen 0 als auch gegen x konvergent, also nach Voraussetzung z = 0.

Wir wollen fiir separierte lokalkonvexe Riume die Bezeichnung LKV verwenden.

2.6 Normierbare Riume

2.6.1 Definition. Normierbarer Raum.
Einen LKV, der eine Subbasis bestehend aus einer einzelnen (Semi-) Norm besitzt,
nennen wir NORMIERBAR.

Eine Menge B C E heifit BESCHRANKT genau dann, wenn p(B) beschriankt ist
fiir alle p € Py, vgl. [18, [2.2.9]. Das ist genau dann der Fall, wenn sie von allen
0-Umgebungen absorbiert wird, d.h. V¥ 0-Umgebungen U 3K >0: BC K - U:

(«<=) Es sei p eine stetige Seminorm, dann ist p<; eine Nullumgebung, also existiert
nach Voraussetzung ein K > 0 mit B C K - p<; = p<k, d.h. p ist auf B durch K
beschrénkt.

(=) Es sei U eine 0-Umgebung. Dann existieren endlich viele Seminormen p; € Py
und ein € > 0 mit ()}, (p;)<c C U. Fiir jedes p; existiert ein K; > 0 mit [p;(B)| <
K;, also ist B C (p;)<k, und somit B C K - U, wobei K := 1 - max{K1,...,K,}.
2.6.2 Satz von Kolmogoroff.

Ein LKV ist genau dann normierbar, wenn er eine beschrdinkte Nullumgebung be-
sitzt.

Beweis. (=) Es sei p eine die Struktur erzeugende Norm. Dann ist U := p<;
eine 0-Umgebung. Fiir jede beliebige stetige Seminorm ¢ existiert ein K > 0 mit
g < K - p, und somit ist ¢ auf U durch K beschriankt. Also ist U beschrinkt.

(<) Es sei U eine beschrinkte Nullumgebung. Dann existiert eine stetige Seminorm
mit p<; C U. Es sei nun ¢ eine beliebige Seminorm. Da U beschrankt ist, existiert
ein K > 0 mit |¢(U)] < K. Also ist p<;1 CU C (%q)gl und damit p > %q, d.h.
g < K -p. Also ist {p} eine Subbasis der Seminormen von E und somit sogar eine
Norm. O

2.6.3 Beispiel. Punktweise Konvergenz stetiger Funktionen.
Die punktweise Konvergenz auf C'(I,R) ist nicht normierbar.
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Beweis. Eine Subbasis von Seminormen fiir die punktweise Konvergenz ist durch
f = |f(z)| fiir x € I gegeben. Angenommen es gébe eine beschrinkte Nullum-
gebung U. Dann miiiten endlich viele Punkte x1,...x, € I und ein € > 0 exi-
stieren, s.d. B = {f : |f(z;)] < efuri = 1,...,n} beschrénkt ist. Sei aber

xzo ¢ {z1,...,2,}. Dann ist die Seminorm ¢ : f +— |f(z¢)| nicht beschriinkt auf
B, denn es existiert sicherlich ein (Polynom) f welches auf {z1,...,x,} verschwin-
det, nicht aber auf g, und somit wire K - f € B aber ¢(K - f) = K - q(f) — oo fiir
K — oo. O

Analog zeigt man, daf die glm. Konvergenz auf Kompakta im Raum C(R,R) nicht
normierbar aber ein abzihlbar seminormierter Raum ist. Und ebenso fiir die glm.
Konvergenz in jeder Ableitung auf C*°(1,R).

andreas.kriegl@univie.ac.at © 7. Februar 2007 24



3. Lineare Abbildungen und Vollstandigkeit

In diesem Kapitel untersuchen wir die grundlegenden Eigenschaften linearer Ab-
bildungen sowie den Begriff der Vollstéindigkeit, und seine Bedeutung fiir Potenz-
reihen. Insbesonders wenden wir das an, um den Inversen Funktionensatz und den
Weierstraf’schen Approximationssatz zu beweisen, sowie die Losung linearer Diffe-
rentialgleichungen zu finden.

3.1 Stetige und beschrinkte Abbildungen

3.1.1 Lemma. Stetigkeit linearer Abbildungen.
Fiir eine lineare Abbildung f : E — F zwischen LKV’en sind dquivalent:

1. f ist stetig;
& 2. f st stetig bei 0;
< 3. Fir jede (stetige) SN q von F ist go f eine stetige SN von E.

Beweis. (1= B]) ¢ stetige SN, f stetig linear = g o f stetige SN.

@ = B2)) Sei U eine 0-Umgebung von 0 = f(0) in F, 0.B.d.A. U = {y : q(y) < €}
fiir eine SN ¢ von F. Dann ist f~1(U) = {z : ¢(f(z)) < e} = (g o f)<c offen in E.
@ =0 Esist f(z) = f(x —a) + f(a), dh. f =Ty o foT_4, wobei die Transla-
tionen 1", und Ty, stetig sind und das mittlere f bei 0 stetig ist, also auch die
Zusammensetzung f bei (T_,)71(0) = a. O

3.1.2 Lemma. Stetigkeit multi-linearer Abbildungen.
Eine n-lineare Abbildung f : Fh X ... X E, — F zwischen LKV’en ist genau dann
stetig, wenn sie stetig bei 0 ist.

Beweis. Sei zuerst n = 2. Fiir a; € E; und jede Umgebung f(ay,a2) + W von
f(a1,a2) mit absolut konvexen W existieren 0-Umgebungen U; in E; mit f(U; x
Us) C %W, wegen der Stetigkeit von f bei 0. Nun wéhle ein 0 < p < 1 mit pa; € U;
firi=1,2. Dannist f((a1 +pUi) x (a2 +pUs)) C f(a1,a2)+ W, denn fir u; € U;
gilt

flar+pur,az + puz) — flar,az) = flai, puz) + f(pur,a2) + f(pui, pus)

=f(pai,uz)  =f(ui,paz2) =p? f(u1,u2)
clwilwilwew
-3 3 3
Fiir n > 2, wihlt man analog Uy,..., U, mit (2" —1) f(U; X ... xU,) CW. O

3.1.3 Definition. Beschrinkte lineare Abbildungen.
Eine lineare Abbildung heifit BESCHRANKT, falls das Bild jeder beschrénkten Men-
ge beschriankt ist. Achtung, in der Literatur wird diese Bezeichnung auch fiir die
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nicht dquivalente Eigenschaft auf einer 0-Umgebungen beschrinkt zu sein verwen-
det! Beachte weiters, dafl eine beschrénkte lineare Abbildung f : £ — F nur dann
beschriankt als Abbildung von der Menge E nach F ist (also f(E) C F beschrinkt
ist), wenn sie die 0-Abbildung ist, denn ein linearer Teilraum (wie f(F)) der be-
schriinkt ist, wiirde von jeder 0-Umgebung U absorbiert werden (d.h. f(E) C K-U,
also f(E) = & - f(E) C U) wire also jeder 0-Umgebung U enthalten und somit

auch in {0} = {0} =N, U.

3.1.4 Lemma. Beschrinkte lineare Abbildungen.
Fiir eine lineare Abbildung f : E — F zwischen LKV’en gelten folgende Implika-
tionen:

1. f ist stetig;
= 2. f ist Folgen-stetig;
= 3. f ist beschrinkt.

Beweis. gilt auch fiir nicht-lineare f nach

Angenommen f(B) ist nicht beschréinkt fiir eine beschriinkte Menge B C E.
Dann existiert eine Seminorm ¢ von F' und eine Folge b, € B, s.d. 0 < A\, :=
q(f (b)) — oo. Die Folge )\ibn konvergiert dann gegen 0 (siehe nachfolgendes Lem-

n

ma), also wegen der Folgen-Stetigkeit auch f (ib”) = ﬁ f(by) und damit auch
q(ﬁf(bn)) = ﬁq(f(bn)) = 1, ein Widerspruch. O

3.1.5 Lemma. Mackey-Konvergenz.
Es sei {x, : n € N} C E beschrinkt in einem LKV und A\, — 0 in R. Dann
konvergiert A\, x, — 0.

Beweis. Durch Anwendung von Seminormen fiihrt man dies auf das entsprechende
Result von R zuriick. Oder direkt: Sei U eine absolut-konvexe 0-Umgebung. Dann
ist {z, : n € N} C K -U fiir ein K > 0 und somit A\, z,, € U fiir alle |\, | < K, also
fast alle n. O

Es stellt sich nun die Frage nach der Umkehrung in Fiir (1 < 2) haben wir
diese in fiir abzéhlbar seminormierte Rdume schon positiv beantwortet. Um
aus der Beschriankheit zumindest auf Folgen-Stetigkeit schliefen zu kénnen, sollten
wir jede gegen 0 konvergenten Folge (z,), in E als Produkt einer beschiinkten
Folge (yn)n in E und einer 0-Folge p,, in R schreiben kénnen. Folgen fiir die das
geht heiflen Mackey 0-Folgen, d.h. eine Folge z,, heifit MACKEY-KONVERGENT gegen
0, falls 30 < A\, — oo, s.d. {\,z, : n € N} beschrinkt ist.

Nach [B:2:2] ist jede Mackey 0-Folge konvergent gegen 0, denn fiir jede absolut kon-
vexe 0-Umgebung U existiert ein K > 0 mit {\,x, : n € N} C KU und somit ist
x, € U fir alle n mit A, > K. Fiir normierbare Ridume gilt auch die Umkehrung,
denn aus x,, — 0 folgt die Beschrinkheit von {\,x, : n € N} in der Norm durch
1, wobei A, := m fiir x, # 0 und A, := n sonst. Allgemeiner gilt dies aber auch
fiir abzahlbar seminormierte Raume:

3.1.6 Lemma.
In abzdihlbar seminormierten Rdumen E sind gegen 0 konvergente Folgen sogar
Mackey-konvergent gegen 0.

Beweis. Es sei {py, : k € N} eine Subbasis von E und x,, — 0 eine 0-Folge. Die Idee
ist zu den abzihlbar vielen Nullfolgen (pg(xy,)), fir k& € N eine weitere Nullfolge
n— /\i > 0 zu definieren, die langsamer gegen 0 konvergiert.
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1 1/A
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b2
0 b1
ny n2 ns

Aus pg(z,) — 0 fir n — oo folgt die Existenz von ny € N mit p;(z,) < % fiir alle
n > ng und alle 7 < k. O.B.d.A. sei k — ny, strikt monoton wachsend. Wir definieren
Ap =k fiir ngy1 > n > ng. Dann ist n — A, monoton wachsend, \,, — co und fiir
n > ng gilt pr(An n) = A pr(an) = jpe(zn) < jpj(z,) < j% =1, wobei j > k so

gewdhlt ist, dal nj 41 > n > n;. O

3.1.7 Folgerung. Bornologizitit metrisierbarer LKV.
Jeder abzdhlbar seminormierte Raum ist bornologisch. Mehr noch: multilineare be-
schrinkte Abbildungen auf abzdhlbar seminormierten Raumen sind stetig.

Dabei heifit ein LKV BORNOLOGISCH falls jede beschriankte lineare Abbildung auf
ihm stetig ist.
Wir werden in Beispiele von LKV’en angeben, die nicht bornologisch sind.

Beweis. Wegen brauchen wir nur die Folgen-Stetigkeit (bei 0) jeder be-
schrankten linearen Abbildung f zeigen. Es sei x,, — 0. Nach dem Lemma existiert
ein Folge A\, — oo, sodafl A\, x,, beschréinkt ist. Dann ist aber nach Voraussetzung
An f(zn) = f(An xy,) ebenfalls beschrinkt, und somit existiert fiir jede SN ¢ auf F
eine Konstante K, mit A, ¢(f(zn)) = ¢(As f(zn)) < K, dh. ¢(f(zn)) < fj -0
fiir n — oo, ie. f(x,) — 0. O

3.1.8 Lemma. Stetigkeit in normierten Riumen.
Fiir lineare Abbildungen f : E — F zwischen normierten Rdumen sind dquivalent:

1. f ist stetig;
< 2. f ist LiPSCHITZ, d.h. 3K > 0: ||f(x) — fW)|| < K - ||z — y||;
< 3. |f]l < .

Wobei die OPERATORNORM || f|| von f folgendes ist (vgl.[20]5.4.10] )

11 i= sup{llfall : llo] < 1} = sup{ ||z : all = 1} = sup { 155l - = 0}
=inf{K : | fz| < K||z| fir alle x}

Ist f multi-linear, so ist f genau dann stetig, wenn

|urmm{W“““”“):m¢o}<m.
ERAEA

Beweis. (Il < B) f ist stetig EL7 f ist beschriankt auf beschrinkten Mengen
(0.B.d.A.auf {x : ||z|| < 1},da f(B) C e f({z: ||z|| < 1}) fir B C e-{x: ||z| < 1})
& sup{[|f(2)]| : [[=]] <1} = [|f]] < oo.
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Es gilt:
sup{l|fz] 1zl = 1} < sup{[lfall : ]| <1} (da mehr Elemente)
< sup{”fgc|| cx A 0} (da ||fz] < /] fir [|z]| <1)
[l ]|
£l 1
<sup{[|fz] : [zl =1} (da = lf G2,
] |
also stimmt Gleichheit {iberall. Weiters ist:
inf{K Ifz]) < K-z fiir alle x} = inf{K : ”IfoH < K fiir alle z # 0}
x

e {1 sup {10 2 0} < )
—ap {2l o).
]

Die Abbildung f ist Lipschitz < {Hﬂfjl” :z;é()} = {W cx# y} ist be-
schrankt.

Die Aussage fiir multilineare Abbildungen f zeigt man analog. O

3.1.9 Folgerung. Operatornorm.
Seien E und F' normierte Raume, dann ist die Menge

L(E,F):={f:E — F| f ist linear und beschrinkt}

ein normierter Raum beztiglich der punktweisen Vektoroperationen und der Operator-
norm, wie sie in definiert wurde. Weiters gilt: ||idg|| = 1 und ||f o g|| <
I£1- gl

Beweis. Es gilt:

Vo ||(f + g)all < [[fzll + Mgzl < (LI lgl) )l = 1f + gll < IF11+ llgll
Vo [(Af)zll = M Fzll = A FIF = IATIA
Vo [(f o g)zll < [[fI gl =l = 1If o gll < /I gll. T

Achtung [[f o gll # [l£] - llgll, 2.B. f(z,y) := (x,0) und g(z,y) := (0,y).

3.1.10 Definition. Normierte Algebra.

Eine NORMIERTE ALGEBRA ist ein normierter Raum A zusammen mit einer bili-
nearen Abbildung e : A x A — A, welche assoziativ ist, eine 1 besitzt und ||1]| =1
sowie ||a®b|| < ||al| - ||b]| erfiillt. Eines der wichtigsten Beispiele ist L(E, E) =: L(E)
fiir jeden normierten Raum F.

3.2 Vollstindigkeit

3.2.1 Definition. Vollstandigkeit.

Ein LKV E heifit FOLGEN-VOLLSTANDIG, falls jede Cauchy-Folge konvergiert. Er
heifit VOLLSTANDIG, wenn jedes Cauchy-Netz konvergiert. Ein Netz (bzw. eine Fol-
ge) x; heifit Caucny falls x; —x; — 0 fiir 4,5 — oo, d.h.

Ve > 0Vp Jig Vi, j = ig : p(z; — ;) < e.

Ein BANACH-RAUM ist ein normierter Raum der (Folgen-)vollstéindig ist. Ein (Fol-
gen-)vollstindiger abzihlbar seminormierter Raum heifit FRECHET-RAUM.
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3.2.2 Lemma. Vollstindige abzihlbar seminormierte Riume.
Fiir jeden abzihlbar seminormierte Raum und jedes diberall positive A € ¢! sind
aquivalent

1. Er ist vollstindig;
& 2. Er ist Folgen-vollstindig;
& 3. Jede absolut-konvergente Reihe konvergiert;
& 4. Fir jede beschrinkte Folge by, konvergiert die Reihe ) Apby;
< 5. Jede Cauchy-Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Eine Reihe ) x, heiit ABSOLUT-KONVERGENT falls fiir jede stetige Seminorm p
die Reihe ) p(z,) in R (absolut) konvergiert.

Beweis. [[I=-[) ist trivial.

@ = B) Es sei ), x, absolut-konvergent, dann bilden die Partialsummen von
>, Tn eine Cauchy-Folge, denn p(>" z,) < > p(x,), also konvergiert > x, nach
(2)-

@B = M) Es sei die Folge (b,,) beschrinkt und (A,) absolut-summierbar. Dann ist
> An by, absolut-summierbar, denn >, p(Ay br) < [[A|l1-||pob||s. Also konvergiert
diese Reihe nach .

@ = B) Sei {p, : n € N} eine monoton wachsende Subbasis der Seminormen. Es
sei (z;) Cauchy und A absolut-summierbar. Dann gilt:

Vk iy Vi, j > i pr(z — xj) <A (0.B.d Al iy <idiggr)
1 1
= Pn 7(xik+1 - mlk) < Pk 7(1"%4—1 — -le) < 1 fiir n < k
>\k )\k
1
= Uk ist beschrinkt, wobei yy 1= x;, ., — 3,
k
@ 1 .
= Ty =Ti + kZQ )\k/\—kyk konvergiert.

@B = M) Es sei (z;) ein Cauchy-Netz und (p,) eine Basis von Seminormen die
wachsend ist. Dann gilt:

Vk Jiy, VZ,] = 1k :pk(xi — .Z‘j) < (OBdA ik+1 - ’Lk)

T =

= x;, ist eine Cauchy-Folge
@ eine konvergente Teilfolge (;, ), existiert, sei w0 1= li}n iy,

k

n< 2
= Pn(® —Too) < Dr(®i —2oo) < pr(x —x4)+ PR, —To) < o O
—_—— —_————

<% fiir iip, =lim,; pk(rik_—mikl 1<%

3.2.3 Lemma. Vollstindigkeit des Raums der beschrinkten Abbildungen.
Sei X eine Menge und E ein (Folgen-)vollstindiger LKV. Dann ist der Raum
B(X,E):={f:X — E| f(X) ist beschrinkt in E} ebenfalls (Folgen-)vollstindig,
wobei er durch die Familie f — ||go flleo = sup{q(f(z)) : z € X} seminormiert
ist, wo q die Seminormen von E durchliuft. Seine lokalkonvexe Topologie ist also
jene der gleichmdfigen Konvergenz. Teilmengen B C B(X,E) sind genau dann
beschrinkt, wenn sie gleichmdffig beschrinkt sind, d.h. B(X) = {f(z): f € B,z €
X} C E beschrinkt ist.

Siehe auch [18] [4.2.9].
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Beweis. Es sei f; ein Cauchy-Netz in B(X, F). Da die Punktevaluationen ev,, :
B(X,E) — E, f — f(z) stetig (wegen q(eva(f)) = a(f(z)) < g0 fll folgt dies
aus[3.1.1 und 2.4.3) und linear sind, ist f;(z) ein Cauchy-Netz in E fiir jedes = € X,
und konvergiert somit. Es sei f(x) := lim; f;(x), dann gilt fiir jede stetige Seminorm
p auf E:

p(fi(x) — f(2)) < p(fi(z) — f;(x)) + p(f;(x) — f(2))
<llpo (fi = fi)lloe +p(fj(x) = f(2)) < 2¢

<e fiir 4,5>10(€) <e fiir j>io(e,x)

fiir i > ig(e) (und geeignet in Abhiingigkeit von = gewéhlten j). Also konvergiert
fi — f in der durch p definierten Supremums-Norm.

Wem das zu kurz war, nochmals im Detail: Sei € > 0.

(f2) ist Cauchy = 3iVirj = io s [po (fi = f)lloe < 5

f; — f punktweise =V 3jo Vi > jo : p(f;(z) — f(2)) <
= JigVax jo > io Vi = 19 V] > Jo :
p(filx) = f(@)) < lpo (fi = fi)llo +p(fi(x) — f(2)) <€
= Jig Vi = iV : p(fi(z) — f(x)) <e
= JigVi o : [po (fi = flllw <€

N ™

Weiters ist

p(f (@) < p(f(x) = fi(x)) + p(fi(z)) < llpo (f = fi)llo + [P0 fillo <00
also gehort f zu B(X, E).

Die Aussage iiber die beschrinkten Teilmengen B C B(X, F) folgt nun wie folgt:
B C B(X, F) ist genau dann beschrénkt, wenn {||go f||~ : f € B} fiir jede Seminorm
g von E beschriinkt ist, also sup{q(f(z)) : z € X, f € B} C R beschréinkt ist, d.h.
{f(x): f € B,z € X} beschrénkt ist in E. O

3.2.4 Lemma. Teilrdume vollstindiger Rdume.

Es sei E ein (Folgen-)vollstindiger LKV, F' ein Teilvektorraum mit den Finschrdn-
kungen p|p der Seminormen p von E als Subbasis. Falls F (Folgen-)abgeschlossen
ist, so ist F' ebenfalls (Folgen-)vollstindig

Eine Teilmenge Y eines topologischen Raums X heifit ABGESCHLOSSEN bzw. FOL-
GEN-ABGESCHLOSSEN, wenn mit jedem Netz bzw. jeder Folge (y;); in Y, welches in
X konvergiert auch der Grenzwert zu Y gehort. Es ist einfach zu zeigen, daf} eine
Teilmenge genau dann abgeschlossen ist, wenn ihr Komplement offen ist.

Beweis. Wenn (y;) Cauchy ist, dann konvergiert es in E wegen der Vollsténdigkeit
von E und somit auch in F' wegen der Abgeschlossenheit von F'. O

3.2.5 Folgerung. Teilrdume beschrinkter Abbildungen.

Die Teilriume C(X) fir X kompakt, Cp(X) := C(X)NB(X) sowie Co(X) :={f €
C(X):Ve> 03K C X kompakt Vo ¢ K : |f(x)| < e} fiir allgemeine topologische
Riume X sind alle bzgl. der Supremumsnorm vollstindig. [

Beweis. Wir miissen nur die Folgen-Abgeschlossenheit obiger Rdume zeigen. Be-
nutze dazu, dafl Grenzwerte einer gleichméflig konvergenten Folge stetige Funktio-
nen stetig ist, vgl. [18, [4.2.8]: Sei f, — fo gleichméBig konvergent und f, stetig
fiir alle n € N. Zu e > 0 und 2o € X wihle ein n € N mit ||f, — foolloo < § sowie
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wegen der Stetigkeit von f,, eine Umgebung U von x¢ mit |f,,(2) — fn(z0)| < § fiir
alle x € U. Dann ist fiir alle x € U:

[foo () = foo(20)| < [foo(@) = fu(@)| + | fu(2) = ful@o)| + | fu(2) = foo(wo)] < 3%

Sind die f,, € Cy(X), dann gilt gleiches auch fiir f, denn zu e := 1 existiert ein
ng mit || fr, — foolloo < € fiir alle n > ny und wegen f,,, € Cy ein kompaktes K C X
mit | fr, (@) < e fir z ¢ K. Also ist

| foo ()] < foo = Froll + [fno ()] < 26 =2 fiir alle x ¢ K.

Ublicherweise betrachtet man Co(X) nur fiir lokal-kompaktes X, denn in Punkten
xzo € X ohne kompakte Umgebung muf jede Funktion f € Cy(X) verschwinden:
Falls f(z) # 0 ist, so wihlen wir eine kompakte Menge K mit |f(z)| < 1| f(zo)|
fiir alle z ¢ K und somit wire K 2 {z : | f(z)| > 3| f(x0)|} eine Umgebung von .

Jeder lokal-kompakte Raum X besitzt eine Einpunktkompaktifixierung X, = X U
{o0} (siehe [25] 2.2.5]) und Cy(X) 148t sich dann auch als Cy(X) = {f € C(X) :
lim, oo f(2) =0} 2 {f € C(Xw) : f(o0) = 0} beschreiben. O

3.2.6 Beispiel. Vollstindigkeit des Raums der Funktionen beschrinkter
Variation.
BV(I,R) ist ein Banach-Raum.

Die Variations-Seminorm V' hat als Kern
KerV:={f:V(f) =0} ={f: f ist konstant}.
Um einen separierten Raum zu erhalten haben wir folgende Moglichkeiten:

o Wir fiigen zu V noch eine weitere Seminorm hinzu, z.B. die Supremumsnorm
oder auch nur f — |f(0)|, welche konstante nicht-verschwindende Abbildun-
gen erkennt. Aquivalent konnen wir auch die Summe oder das Maximum von
V' mit der zusétzlichen Seminorm betrachten und erhalten einen normierten
Raum.

o Wir verkleinern den Raum der Funktionen beschrénkter Variation zu BV (I,R) :=
{f:I—=R:V(f) <oound f(0) =0} um die Konstanten ungleich 0 loszu-
werden.

o Wir faktorisieren den Kern der Seminorm V' heraus und erhalten einen Vek-
torraum von Aquivalenzklassen von Funktionen mit der von V induzierten
Seminorm als Norm.

Da Ker(V) 1-dimensional ist, ist es im wesentlich egal, welchen der 3 Wege wir
einschlagen, fiir andere Seminormen (siehe [4.11.7)) ist das nicht mehr so.

Beweis. Es sei BV(I,R) := {f : I — R: f(0) = 0 und V(f) < oo} und (fn)n
eine Cauchy-Folge in BV (I,R). Wegen |f(z)| < V(f,Z) < V(f) mit Z ={0,z,1}
und somit || f]lee < V(f) ist die Inklusion BV (I,R) — B(I,R) stetig und somit

konvergiert f, — foo gleichméfig. Weiters ist die Konvergenz auch beziiglich V,
denn

V(.fn - foan) < V(fn - fmaZ) + V(fm - f007Z)
< V(fn - fm) + Z ‘(fm - foo)(xk)l + Z |(fm - foo)(mkfl)l < Ze,
k k
fiir alle n > n(e) falls m > n(e) in Abhéngigkeit von Z so gewihlt wurde, dafl
[fm(zk) — foolzr)| < 3177 fiir alle Teilungspunkte ), von Z.

Wegen V(foo) < V(foo — fn) + V(fn) ist foo € BV(I,R). O
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3.2.7 Folgerung. Vollstindigkeit des Raums beschrinkter linearer Abbil-
dungen.

Seien E und F lokalkonvexe Rdume, so ist die Menge L(E,F) = {f : E —
F| f ist linear und beschrinkt} ein lokalkonvexer Raum beziiglich der punktwei-
sen Vektoroperationen und den Seminormen der Form f w— ||go f|Bllco mit allen
beschrinkten B C E und allen SN’en q von F, siehe auch und [{-1.3 Seine
lokalkonvexe Topologie ist also jene der gleichmdf$igen Konvergenz auf beschrinkten
Mengen in E. Ist F' (Folgen-)vollstindig, so auch L(E,F).

Falls F = K ist so bezeichnen wir mit E' := L(E,K) den RAUM ALLER BE-
SCHRANKTEN LINEAREN FUNKTIONALE auf F und mit £* den TEILRAUM ALLER
STETIGEN LINEAREN FUNKTIONALEauf F.
Falls f : E — F ein beschrinkter (bzw. stetiger) linearer Operator ist, so bezeich-
nen wir mit f* : F/ — E’ (bzw. f* : F* — E*) den ADJUNGIERTEN OPERATOR,
der durch f*(¢)(z) := £(f(x)) gegeben ist.

Beachte, dal L(E, F') ein abzéhlbar seminormierter Raum ist, falls F' ein solcher ist
und zusétzlich eine abzéhlbare Subbasis der beschriinkten Mengen in E existiert,
d.h. eine Menge B beschrankter Mengen, s.d. jede beschrinkte Menge B in einer
Vereinigung endlich vieler Mengen aus B enthalten ist.

Beweis. Vollstindigkeit: Es sei (f;) € L(F, F') ein Cauchy-Netz. Fiir jedes z € F
konvergiert somit f;(x) gegen ein f(z) € F. Weiters ist fiir jede beschréinkte Menge
A C E das Netz f;]4 ein Cauchy-Netz in B(A, F), und konvergiert somit gegen ein
fa € B(A, F). Da das auch punktweise fiir x € A gelten muB, ist fa(z) = f(x).
Die Abbildung f ist beschriinkt, da f(A) = fa(A) beschriinkt ist. Sie ist linear, da
fi punktweise gegen f konvergiert! Schlieflich konvergiert f; — f in L(E, F), da
fiir jedes A die Einschriankungen auf A es in B(A, F) tun. O

3.2.8 Bemerkung. Vollstindigkeit des Raums der stetigen Funktionen.
Ganz analog zeigt man, dafl C(X, F) versehen mit der Topologie der gleichméfiigen
Konvergenz auf kompakten Mengen, also den Seminormen f +— ||p o f|xllco fiir
K C X kompakt und stetige Seminormen p von F' (Folgen-)vollstindig ist, falls F'
(Folgen-)vollstéindig und X ein Kelley-Raum ist, d.h. ein Hausdorfl-Raum fiir den
jede Menge A C X, fiir welche A N K C K abgeschlossen ist fiir alle kompakte
K C X, selbst abgeschlossen ist, denn damit ist eine Abbildung f : X — F genau
dann stetig, wenn es die Einschrinkungen f|x : K — F fiir alle kompakten K C X
sind.

Offensichtlich ist der Limes eines Netzes stetiger Funktionen auf allen kompakten
Mengen stetig, und weil X Kelley ist, ist er damit auf ganz X stetig.

3.2.9 Definition. Banach-Algebra.
FEine BANACH-ALGEBRA ist eine normierte Algebra A die vollstdndig ist. Eines der
Erz-Beispiele ist L(E) := L(E, E) fiir jeden Banach-Raum F,

3.2.10 Lemma. Potenzreihen in Banach-Algebren.

Jede Potenzreihe mit Koeffizienten in K und Konvergenzradius v konvergiert auch
auf dem Ball {x € A :||z|| < r} in jeder Banach-Algebra A.

Siehe [20] [5.4.15].

Beweis. Es sei ) \,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r. Es gentigt we-
gen [3.2.2.3[ zu zeigen, dafl ) A,a™ absolut-konvergiert fiir alle |la|| < 7. Das ist
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offensichtlich der Fall, denn wegen || S>727 Aga®|| < S727 |Ag] ||al|® ist die Cauchy-
Bedingung erfiillt, da Y, Axt* fiir [¢| < r absolut konvergiert, siehe [I8 [4.2.5] und
O

(18 25.10)
1

Wir wenden dies in den folgenden 3 Abschnitten auf (die Potenzreihen von) z +— -,
x — +/z und von = — e* an.

3.3 Inversion

3.3.1 Folgerung. Inversion von Banach-Algebren.
Die Menge der invertierbaren Elemente einer Banach-Algebra ist offen und die
Inversion ist eine stetige Abbildung.

Siehe auch [20] [5.4.16].

Beweis. Die Potenzreihe f(z) := > p, 2" konvergiert fiir ||z|| < 1 und klarerweise
gilt (1—xz)- f(z)=1= f(z)- (1 — ), denn

(L—a)- f(z) = (1-2) lim 3" a*
k=0

= lim (1*1’)'21’]‘3: lim 1 — 2" =1,

n—oo

Folglich ist der Ball {y : |y — 1| < 1} ganz in den invertierbaren Elementen ent-
halten und die Inversion y — f(1 — y) ist stetig auf dieser Umgebung. Fiir jedes
andere invertierbare Element zg ist {y : ||y — @o| < m} eine Umgebung von
invertierbaren Elementen y mit y~% = (x¢ - (20) 7! - 9y) ™' = ((wo) ™' - y) ™1 - (w)~*
da [[(2o) ™" -y — 1l < [I(zo) 7| - lly — 2ol < 1. H

3.3.2 Inverse Funktionensatz.

Es seien E und F Banach-Rdiume, n > 1 und sei f : E — F eine C™-Abbildung.
Falls die Ableitung f'(0) eine stetige Inverse besitzt, so ist f ein lokaler C™-Diffeo-
morphismus bei 0.

Siehe auch [20] [6.2.1 und 6.3.15|. Eine Abbildung f : E — F heifit DIFFERENZIER-
BARin z € F falls ein (eindeutiges) ¢ € L(E, F) existiert mit lim,_,o ol

0. Die Abbildung ¢ heilt ABLEITUNG von f in z und wird mit f’(x) bezeichnet.
Eine Abbildung f heif3t STETIG DIFFERENZIERBAR falls sie differenzierbar in allen
x € E ist, und die Ableitung f': E — L(E, F), x — f'(x) stetig ist.

Rekursiv heifit sie n-MAL STETIG DIFFERENZIERBAR oder C" falls sie differenzierbar
ist und f': E — L(E, F) eine (n — 1)-mal stetig differenzierbare Abbildung ist.

Sie heifit GLATT oder C°, falls sie C™ ist fiir alle n € N.

Beweis. 0.B.d.A. diirfen wir annehmen, daf} f(0) = 0 (Translation um —f(0)) und
dafl f/(0) = id (Komposition mit f/(0)~!). Es sei g := id — f die Abweichung von der
Identitdt. Dann gilt g(0) =0, ¢’(0) =0 und somit existiert ein 7 > 0 mit ||¢/(z)| < 3
fiir ||z|| <. Aus dem 1. Hauptsatz g(x fo y—i—t x—y))(z—y)dt folgt,
daB [lg(z) = gl < fy Ilg'(y + t(z — ))H ||30 —ylldt <1-3- |z -yl Alsoist g
eine Kontraktion von B, — B, /s, wobei B, := {z : ||z|| < r}.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 7. Februar 2007 33

flato)—f(z)=l(v) _



3.3 INVERSION 3.4.1

Wir wollen nun die Gleichung f(x) = y nach x aufldsen. dazu schreiben wir sie in
x =y — f(z) 4+ = um. Das ist eine Fixpunktgleichung fiir die Funktion g, : z — y +
g(z) = y— f(x)+x. Die Funktion g, ist fiir [|y|| < % eine Kontraktion B, — B, also
existiert nach dem Banach’schen Fixpunktsatz ein eindeutiger Fixpunkt z, € B,
von gy (z,) = z,, d.h. eine Lésung von f(z,) =y.
Die Abbildung f~!: B,/ — By, y — x, ist stetig, denn fiir f(z;) = y; gilt:

1 — 2| < [ f(z1) = flz2)] + [lg(z1) — g(22)]]

—_— ———

<3 lor—aa||
= [lo1 — 22l < 2fly1 — 2|
Die Abbildung f~! ist auch differenzierbar, denn durch formales Differenzieren von

(fof~Y)(y) = y erhalten wir mit f(x) = y nach der Kettenregel f'(x)o(f~1) (y) =
id, d.h. (f71)(y) = f'(z)~. Wir zeigen nun, daf dies in der Tat die Ableitung ist:

1f = ) = f~ (o) = £'(20) " (w1 — %o

llyr — oll
= 2o = £ (o) T (f (1) — £ (o)l
B ly1 — woll
<I1f (o)1 - £ (o) (21 — IQIC;) = (f(z1) = fl@o)ll [z :on
1 — Zol| ly1 — yoll
—0da z1—20—0 <2

= [If' (o) M- 0-2=0.

Induktiv zeigt man nun, dafl f~! eine C™-Funktion ist, denn

(f7Y : F 42 E—l B(E) 2 B(E). O

3.4 Wurzel-Funktion

3.4.1 Satz von Stone Weierstraf.
Es sei X ein topologischer Raum und A eine Punkte-trennende Teilalgebra von
C(X) mit Eins. Dann ist A dicht in C(X).

Siehe auch [22][7.6.5).

Beweis nach [41]. Wir nehmen zuerst X als kompakt an. Es erfiillt der Abschluf
A die selben Voraussetzungen, also diirfen wir annehmen, da8 A abgeschlossen ist.

Beh. Falls 0 < f € A, so ist auch v/f € A:
Falls ||f — 1|| < 1 so konvergiert die Potenzreihe 3, - (2 (f — 1)F von /F

1+ (f — 1) in der abgeschlossenen Teilalgebra A. Somit ist /f € A.
Falls f > o fiir eine Konstante o > 0 50 ist 0 < ||flloc < o0 und damit 0 <
1- m f<1— ez <1 also | HfH — 1]Joe < 1. Nach dem ersten Teil, liegt

somit 4/ HfH f in A und damit auch f VI llso 4/ IIfH

Sei schliellich f > 0 beliebig. Dann ist nach dem zuvor gezeigten 4/ f —|—% € A
Und da

/\

1 f+ln—f _ 1
0<\[f+-—VF= NiESVITN

andreas.kriegl@univie.ac.at © 7. Februar 2007 34




3.4 WURZEL-FUNKTION 3.4.5

ist konvergiert 4/ f + % — +/f und somit ist auch /f in A.

Beh. Mit f,g € A sind auch |f|, max{f, g}, min{f, g} € A:
Denn |f] = /f2, max{f, g} = £ und min{ f, g} = LHo0=al,

Beh. Fiir 21 # o und y1, 50 € R existiert ein f € A mit f(x;) =y; fir i =1,2:

Da A Punkte-trennend ist, existiert ein h € A mit h(xz1) # h(zo). Dann erfiillt
aber die Zusammensetzung = — f(z) := yo :(SL)):}Z((Z)) + }fl((;?):};fgu))

der affinen Funktion ¢ — yq h(;;)hfil(ll) + 1 h(iz)hfz%;o) das Gewiinschte.

von h mit

Beh. Fiir f € C(X) und € > 0 existiert ein h € A mit ||f — b < e:

Fiir z,y € X existiert nach der letzten Behauptung ein f, , € A, welches auf {z,y}
mit f tibereinstimmt (Falls z = y ist, so sei f;, konstant gleich f(z) = f(y)). Da
fzy—f bely verschwindet, existiert eine Umgebung U, von y mit f, ,(2)—f(z) <€
fir z € Uy. Da X kompakt ist, iiberdecken endlich viele Uy, ,...,U,, ganz X. Es
sei fp :==min{foy,,..., foy.} € A. Dann gilt fy(z) = f(z) und fo(2) < fa4,(2) <
f(2) +¢, wobei i so gewéhlt wurde, dal z € Uy,. Es existiert somit eine Umgebung
U, von z mit f,(2) — f(z) > —¢ fiir alle z € U,. Da X kompakt ist iiberdecken
auch endlich viele U, ..., U, ganz X. Seischlieflich h := max{fy,,..., fz,, } € A.
Dann ist f(z) —e < h(z) < f(2) + ¢ fiir alle z € X, und somit |h — f| <e.

Der Satz fiir beliebiges X folgt nun daraus, daf§ seine Seminormen gerade durch
Suprema iiber kompakte Teilmengen K C X beschrieben werden, und auf diesen
148t sich f|x durch g € A|k := {g|k : g € A} beliebig genau approximieren. O

3.4.2 Approximation von stetigen Abbildungen durch Polynome.
FEs sei I ein kompaktes Intervall im R™. Dann sind die Polynome in C(I) dicht. O

Siehe auch [22],[7.6.5).

3.4.3 Komplexer Stone-Weierstraf3.
Es sei X ein kompakter Raum und A eine Punkte-trennende Teilalgebra von C(X, C)
mit Fins, welche zusdtzlich unter komplex-konjugieren abgeschlossen ist. Dann ist

A dicht in C(X,C).
Siehe auch [22],[7.6.5).

Beweis. Jedes f € C(X,C) 148t sich zerlegen in f = Ref + i - Imf mit Realteil
Ref := % und Imaginérteil IJmf := % Da A Punkte-trennend ist, gilt gleiches
auch fiir die Teilalgebra Ag := {f € C(X,R) : f € A} von C(X,R), denn mit
fe Aist Ref,Imf € Ar. Nach dem reellen Stone-Weierstra$ ist folglich Ar dicht
in C(X,R), also existieren fiir f € C(X,C) und ¢ > 0 Funktionen f; € Ar mit
IRef — fill < €/2 und ||TImf — fa|] < /2. Folglich ist || f — (f1 + 7 f2)]| < € und
f1+if2€AR+z‘~AR§A. O

3.4.4 Bemerkung.

Die Abgeschlossenheit unter der Konjugation kann nicht weggelassen werden. Sei
nédmlich K := {z € C: |z| < 1} und A die auf K Punkte-trennende Algebra der
Polynome mit komplexen Koeffizienten. Wegen der Cauchy’schen Integralformel
sind alle Funktionen im Abschluff von A holomorph auf D := {z € C: |2]| < 1}, und
somit ist dieser Abschluf sehr viel kleiner als C'(K, C). Siehe dazu auch

3.4.5 Die trigonometrischen Polynome liegen dicht.
Die trigonometrischen Polynome liegen dicht im Raum Cor(R,C) der 2w-period-
ischen stetigen Funktionen auf R beziiglich der gleichmdjfigen Konvergenz.
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Siehe auch [22], [7.6.5]. Unter einen TRIGONOMETRISCHEN POLYNOM versteht man
eine (komplexe) Linearkombination von ¢ — sin(kt) und ¢ — cos(kt) mit k € N.

Beweis. Es sei S! der Einheitskreis in C. Die Abbildung exp : R — S, ¢ — ¢
ist ein lokaler Homdomorphismus, und sie induziert klarerweise einen Algebra-
isomorphismus exp* : C(S',C) — Car(R,C), der beziiglich der oo-Normen eine
Isometrie ist. Die trigonometrischen Polynome iibersetzen sich in die Linearkom-
binationen von z + zF mit k € Z, denn (e*)* = ei* = cos(tk) + isin(tk) und
(e*)™F = cos(tk) — isin(tk). Diese Linearkombination erzeugen eine Teilalgebra
A, die klarerweise Punkte-trennend ist (id € A) und auch unter Konjugation ab-
geschlossen ist, da z = I fiir [2| = 1 gilt. Also folgt aus dem komplexen Stone-
Weierstrafl; dal A dicht liegt. O

3.5 Exponential-Funktion

3.5.1 Lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Unter einer HOMOGENEN LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNG 1.TER ORDNUNG
versteht man eine Differentialgleichung z'(t) = f(¢,z(t)) erster Ordnung, fiir wel-
che f(¢t,z) in x linear ist, d.h. von der Form f(t,z) = A(t) - z = A(t)(x) mit
A:R — L(E) := L(E, E) ist. Falls A(t) unabhéngig von ¢ ist, so spricht man von
einer HOMOGENEN LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNG MIT KONSTANTEN KOEF-
FIZIENTEN . Solche Differentialgleichungen

2 (t)=A-x(t)

wollen wir nun fiir Banach-Réume E und Anfangsbedinung x(0) = o € E 16sen.
Die wohlbekannte Losung (siehe das Beispiel z(t) = e'42(0) des eindi-
mensionalen Falles £ = K und somit A € K, liit uns die allgemeine Ldsung
z(t) := e'“(x0) vermuten. Da die Potenzreihe exp(t) := > p % Konvergenzradi-
us r = oo hat, diirfen wir auch beliebige Elemente ¢ - A der Banach-Algebra L(E)
einsetzen, und erhalten eine Abbildung t — e*4 € L(E). Diese ist differenzierbar
(wie man leicht iiberpriift, siche [20] [6.3.14]) mit Ableitung

d ., d (t A)F d tF A* kbt th
e = — e R e A e —_ A +1
daic dtz ! di k! > ! Zk!

k k E>1 k>0

tk
=Ao ZBA’“ =Aoet4
k>0

Da die Auswertung bei xg € E eine stetig lineare Abbildung L(F) — FE ist, gilt

d d d
ax(t) = ge“‘(a?o) = — (evy, 0e" ) = evy, 0£€tA =evy,0Aoe

= A(e" (o)) = Ala(1))

tA

Also ist das die gewiinschte Losung mit der Anfangsbedingung x(0) = e®4zy = xo.

Siehe auch [20], [6.2.18].

3.5.2 Lineare Differentialgleichung mit beliebigen Koeffizienten.

Unter einer (INHOMOGENEN) LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNG 1.TER ORD-
NUNG versteht man eine Differentialglichung «'(t) = f(¢,z(t)) erster Ordnung, fiir
welche f(t,z) in x AFFIN ist, d.h. von der Form f(¢,z) = g(t)+A(t)-cmitg: R — E
und A: R — L(E).
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Fiir £ := R geht man iiblicher Weise wie folgt vor: Zuerst betrachtet man den

homogenen Fall g = 0. Dann ist A(t) = Zl((:)) = < In(z(t)) und somit

t
In(z(t)) = In(z(0)) + / A(s)ds = x(t) = 2(0) edo A ds,
0
Nichts liegt also néher als im mehrdimensionalsen Fall (d.h. E beliebig) den Ansatz

2(t) = els A s (o)

zu machen. Nun zur Probe:

! d t S S d ‘ t s S
x'(t) = aefo Als)ds . (0) £ a/o A(s)ds - elo AV ds 0.0y = A(t) - (1),

denn B’(t) und B(t) := f; A(s) ds kommutieren nicht im Allgemeinen und somit
ist

d gy~ d B(t)
=2

Wir miissen also anders vorgehen. Wie in [[.3] wandeln wir die Differentialgleichung
in die dquivalente Integralgleichung

z(t) =x0 + /0 g(T)dr + /0 A(7) - z(r)dr

() = A(r) firr<t
o fiir r > ¢,

um. Wenn wir

K(z)(t) := fot k(t,7) - x(7)dr und f(t) := xo + fotg(r) dr setzen, dann ist dies die
Fixpunktgleichung

v =K(z)+ f,
und falls 1 — K invertierbar ist, dann ist die Lésung z = (1 — K)~1(f).

3.5.3 Volterra-Integralgleichung.

Wir wollen als nichstes die LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG n-TER ORDNUNG
MIT NICHT-KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN und Anfangsbedingung behandeln:

n—1
W) + 3 ) ud(E) = s(t), u(0) = ug, .., u"D(0) = 1.
=0

Wir wenden den Taylor’schen Lehrsatz der Ordnung n— k auf %) an und erhalten:

(k+1)
u® () = u®(0) + “17'(0)15+ o
e I L U
- -1 (n) dr.
R Py Y +/0 CErE A

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

t T n—k—1
W0+ [ ae) T ) dr = s(0) 4 () = 100
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wobei p(t) eine Summe von Produkten von Potenzen von ¢ mit den Koeffizienten
Funktionen aj, und den Anfangswerten wuy, ist. Also ist die rechte Seite f vollsténdig
bekannt und wir haben die VOLTERRA- INTEGRALGLEICHUNG v = K v + f fiir v :=

u(™ erhalten, wobei K der INTEGRALOPERATOR (K v)( fo 7)dr ist,

n—k
welcher als INTEGRALKERN die stetige Funktion k(¢,7) := — Ek<n ak(t) #1),1
besitzt.

3.5.4 Fredholm Integralgleichung, Sturm Liouville Randwertaufgabe.

Wir wollen nun die LINEARE RANDWERTAUFGABE 2-TER ORDNUNG MIT NICHT
KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN untersuchen:

u(t) + a1 (t) v (t) + ao(t) u(t) = s(t), Ra(u)=0= Ry(u),

wobei die Randbedingungen R (u) := rq 0 u(a) + 74,1 v (a) und Ry(u) := rp o u(b) +
rp,1 ¢ (b) sind. Setzt man p(t) := eloar(mdr 5 ¢ q(t) == p(t)ap(t) und f(t) :=
p(t) s(t), dann lautet die Differentialgleichung

D(u) := (pu') +qu=[.

Als lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung existieren zwei linear unabhéngige
Losungen u, und up der homogenen Gleichung D(u) = 0. Wir wihlen diese (wenn
moglich) so, dal R,(uq) = 0 und Rp(up) = 0. Wir bestimmen die Losung der
inhomogenen Gleichung durch VARIATION DER KONSTANTEN, d.h. u := (c|u) :=
Ca Ug + Cp up, unter leichtem Miflbrauch der Bezeichnungsweise. Es ist Du = p’ -
(u)y +p- ({("|u) + 2(c'|u')). Somit ist u eine Lésung, zumindest falls

chug + cpup =0

/ / / !
Caua+cbub* p

Wenn wir dieses lineare Gleichungsystem auflésen konnen (d.h. die sogenannte
WRONSKI-DETERMINANTE w = uquj — upt, nirgends verschwindet), so erhalten
wir

/ f
c=—-—
pw
/ fq
Cb: .
pw

Es gilt:
(pw) =p(uguy —upul)) +p' (g up — upul) = up quq — g qup = 0,

also ist der obige Nenner pw konstant, und wir setzen ungleich Null voraus. Damit
die Randbedingungen R, (u) = 0 = Ry(u) erfiillt sind, sollte ¢y(a) = 0 und c,(b) =0
sein wegen (c’|u) = 0, also ist nach Integration

cq(t) = — btj;?; T)dr
al)= [ L
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und damit

b t
u(t)z(caua—l-cbub)(t):/t Mm)dw/ u®)ualr) ¢y 4

pw pw
b
- / 2(t,7) (7 dr,

wobei die sogenannte GREEN-FUNKTION ~ gegeben ist durch

vaMw(™)  fijr ¢ < 7
’Y(t7 T) = ua(f)w -

aDus®) gy ¢ > 7
pw

und somit eine stetige symmetrische Funktion darstellt. Der Losungsoperator ist
also ein Integraloperator mit stetigen Kern ~.

3.5.5 Integralkerne.

In der linearen Algebra behandelt man (endlich dimensionale) Vektorrdume FE.
Nach Wahl einer Basis (ei)?z_ol erhélt man einen linearen Isomorphismus von E 2
R™ gegeben durch ). z;e; « (xi)?;ol. Beziiglich dieses Isomorphismuses 1483t sich
jede lineare Abbildung A : F — FE durch eine Matrix, d.h. eine Zahlenschema

(Ozi,j)i,jz()’___,n_l € R beschreiben, d.h.

Ax = Z (Zj: Q4 j fl?j) ;.

[ —
=:(Az);

Was wire nun ein kontinuierliches Pendant zu dieser diskreten Version. Die Ele-
mente in R™ sind ja nichts anderes Abbildungen von I := {0,...,n—1} — R, wobei
wir anstelle von z(i) auch z; schreiben. Eine Verallgemeinerung wiren Rdume E
von Funktionen, wie z.B. C'(I,R), wobei nun I := [a, b] sei. Die Hoffnung ist nun
zumindest gewisse stetige lineare Opertoren A € L(E) durch eine kontinuierliche
Version « : I x I — R der Matrixdarstellung zu beschreiben. Die bestimmende
Gleichung wére dann wohl in

(Az)(t) = /1 alt, s) 2(s) ds

zu iibersetzen. So ein A nennt man INTEGRAL-OPERATOR mit INTEGRAL-KERN
a: I? — R. Warnung: Integral-Kerne haben nichts mit Kernen im Sinn von “Urbild
der 07 zu tun!

Wie zuvor gezeigt, filhrt der Losungsansatz der linearen Differentialgleichung n-ter
Ordnung auf eine Fixpunktgleichung der Form v = Ku+ f, mit einem Integralope-
rator der Form K (x)(t) := fot k(t, s) z(s) ds und jener der linearen Randwertaufgabe
2-ter Ordnung auf einen Lésungsoperator G der Form G(z)(t) := f; ~(t,s) z(s) ds
mit stetigen symmetrischen Kern « : [a,b]> — R. Dabei entspricht K gerade eine
Multiplikation mit einer unteren Dreiecksmatrix, denn

t b
K(x)(t):/o K;(t,s)x(s)ds:/ k(t, ) x(s) ds,

wobel wir x durch (¢, s) := 0 auf {(¢,s) : t < s} fortsetzen.

Der Komposition zweier Integral-Operatoren A und B mit Integral-Kernen o und
[ ist wieder ein Integral-Operator A o B mit Integral-Kern « x 3 gegeben durch

(axB)(t,s) = /a(tm) B(r,s)dr,

1
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denn

(Ao B)(z)(t) = / (t,r) B(z)(r )dr—/ (t,r /ﬁrs s)dsdr

Fmel// (t,r) B(r,s) dr x(s) ds.

=:(axp)(t,s)

Die Norm eines Integral-Operators A mit Kern « kann wie folgt abgeschéitzt werde:

b
| Az (2)] é/ |a(t, s)| [2(s)[ ds < (b= a) [|alloo [|#]lo
= [|Az]e0 < (b= a)[lallco (2]l = [Alloc < (b= a) [flco-

Um nun die Gleichung (1 — K)z = f nach z aufzuldsen, brauchen wir das inverse
Element (1 — K)~! in L(E). Dazu betrachten wir wieder die Potenzreihe > - t*

von ﬁ Diese hat Konvergenzradius 1, also diirfen wir jeden Operator K mit

Norm || K| < 1 einsetzen, und erhalten so das Inverse zu 1 — K. Folglich hat die
Fredholm’sche Integralgleichung

x = Az + f mit (Az)(t) ::/ a(t,s)z(s)ds

firb—a < m die Losung z = (1 — A)71(f) = Yopey A™(f) = G(f), wobei G
der Integral-Operator mit Kern

g:ia*~-~*a

k=0 [ Faktoren
ist.

Fiir die Volterra’sche Integralgleichung
t
x = Az + f mit (Az)(¢) := / a(t,s)z(s)ds fiir [t| <b
0

ist die Zusatzbedingung b—a < 17— H nicht notwendig, denn [A™z(t)| < [|a]|Z, = M ||| 0o
wie man leicht mittels Induktion zeigt:

[(A™Tiz)(8)] < / la(t, s) (A™z)(s)| ds
<||a||oo/ (A" a)(s)] ds
<Jle [ ola L o s

n+1
Dy 1l

Folglich ist {/]|A™|| < bHaHoo%m — 0 und damit die Reihe ), A™ nach dem
Wurzelkriterium absolut konvergent, also konvergent und stellt somit das Inverse
zu 1 — A dar.

< a2
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4. Konstruktionen

In diesem Kapitel lernen wir die wichtigsten Konstruktionen kennen, um aus vor-
handenen lokalkonvexen Ridumen neue zu basteln. Insbesonders wenden wir das
an, um den geeigneten Rahmen (némlich Distributionen) fiir die Behandlung von
linearen partiellen Differentialgleichungen zu entwickeln. Wir werden auch die fiir
uns notwendigen Fakten der Maftheorie zusammenfassen.

4.1 Allgemeine initiale Strukturen

4.1.1 Motivierende Beispiele.

Fiir kompakte Riume X haben wir in und den Raum der stetigen Funk-
tionen C'(X,R) mittels der Supremumsnorm zu einem Banach-Raum gemacht. Fiir
nicht kompaktes X geht das nicht mehr, da stetige Funktionen auf X nicht be-
schrankt sein miissen. Aber fiir jede kompakte Menge K C X koénnen wir eine SN
Il durch || fllx := || f|k|loo definieren. Mittels der Familie dieser Seminormen fiir
alle kompakten K C X, haben wir in C(X,R) zu einem LKV gemacht.

Ganz dhnlich sind wir in bei L(E, F) vorgegangen, indem wir fiir jede be-
schriinkte Menge A C E die Einschrinkungsabbildung ins* : f — f|a, L(E, F) —
B(A, F) betrachtet haben und als Seminormen auf L(E, F) die Zusammensetzun-
gen f — |lqgo flalleo fiir die Seminormen ¢ von F' betrachtet haben.

Wir wollen nun das wesentliche aus diesen Konstruktionen herauskitzeln. Ausgangs-
punkt ist also ein Vektorraum E := C'(X,R) (bzw. L(E, F)) sowie eine Familie von
linearen Abbildungen fx : F — Ex mit Werten in LKV’en Ef := C(K,R) (bzw.
B(A, F)). Die fk sind in unserem Fall gegeben durch fx : g — g|k. Ziel ist es
nun mittels dieser Daten den Raum E moglichst kanonisch zu einem lokalkonvexen
Raum zu machen.

4.1.2 Satz iiber initiale Strukturen.

Es sei eine Punkte-trennende Familie von linearen Abbildungen fi : B — E) eines
Vektorraums E in LKV’e E}, gegeben.

Die Menge

Po = U{p o fx : p Seminorm von Ey}
k

ist eine Subbasis der gribsten Struktur (d.h. mit den wenigsten stetigen Seminor-
men) eines LKV’es E, so daf§ jedes fy, stetig ist. Wir nennen diese Struktur, die
INITIALE STRUKTUR beziiglich der Abbildungen fi.

Mit dieser Struktur hat E folgende universelle Eigenschaft:

Eine lineare Abbildung f : F — FE von einem LKV F nach E ist genau dann stetig,
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wenn alle Zusammensetzungen fi o f es sind.

£ g,

f .
stetig, linear

F
Weiters gilt:
Die Topologie von E ist die initiale beziiglich der Familie der Abbildungen fi, d.h.
sie ist die grobste, so daf alle fi stetig sind.
Fiir ein Netz (x;) in E und x € E gilt: x; — x in E < Vk: fi(z;) — fi(z) in Ej.
Fiir eine Teilmenge B C E gilt: B ist beschrinkt in E < Vk: fi(B) ist beschrinkt
m Ek.
Ist die Familie der Abbildungen fr, endlich und sind die Ey normierbar so auch E.
Ist die Familie abzdhlbar und sind die Ey abzdhlbar LKV’e so auch E.

Beweis.

Subbasis der gréobsten Struktur. Die fj; sind genau dann stetig, wenn p o fj
eine stetige SN auf E ist fiir alle (stetige) SN’en von Ej; folglich hat der durch Py
erzeugte lokalkonvexe Raum FE die kleinste Familie von SN’en, so daf} alle fj stetig
sind.

Initiale Topologie. Da alle f; beziiglich der von den SN’en erzeugten Topologie
stetig sind, ist die initiale Topologie grober oder gleich. Sei umgekehrt U = a + g
ein Element der Subbasis der durch die SN’en g € Py erzeugten Topologie. Dann
ist ¢ = po f fiir ein k und eine (stetige) SN p von Fj. Somit ist U = a + g« =
{z:p(fulz—a)) <e} ={z: fr(@)— fula) € p<c} = (fr) ' (fr(a) +p<c) als Urbild
offen in der initialen Topologie beziiglich der f.
Universelle Eigenschaft. Fiir eine lineare Abbildung f : F — E gilt:
f ist stetig

& Vg € Py:qgo fist stetig

< VEkVp SN von Ej, : po fro f ist stetig

< Vk: fro f ist stetig.

Konvergente Netze. Fiir ein Netz (z;) in E und z € E gilt:

r;, > xin B

¥

Vg € Py:qlx; —x) — 0
Vk Vp SN von Ey : p(fi(z:) — fr(x)) = (po fi)(@i —x) — 0
Yk : fi(x;) — fi(x) in Ej.

t ¢

Beschrinkte Mengen. Fiir eine Teilmenge B C E gilt:

B ist beschrénkt in E

Vg € Py : q¢(B) ist beschrinkt in K

Vk Vp SN von Ey, : p(fr(B)) = (po fi)(B) ist beschrénkt in K
< VEk: fi(B) ist beschrinkt in Ej.

T ¢

Separiertheit. Es sei ¢(x) = 0 fiir alle ¢ € Py, d.h. p(fi(z)) = 0 fiir alle k£ und alle
(stetigen) SN’en p von Fj. Da Ej separiert ist, ist fi(z) = 0 fiir alle k. Da die fi
Punkte trennen, ist x = 0.
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Kardinalitit einer Subbasis. Nach Konstruktion ist die Subbasis der SN’en von
E abzéahlbar, falls es die der Ej sind und Indexmenge der k abzéhlbar ist. Ist die
Indexmenge endlich und alle Ej normierbar, so ist die Subbasis von E endlich.
Wenn aber Py := {p1,...,pn} eine endliche Subbasis der SN’en von E ist, so ist
auch {max{p1,...,pn}} eine Subbasis, und somit £ normierbar. O

4.1.3 Beispiele initialer Strukturen.

Wir haben auf mehreren Rdumen E von Funktionen f : X — F die Struktur
der gleichméfBigen Konvergenz auf gewissen Teilmengen K C X betrachtet. Insbe-
sonders waren dies B(X, F), C(X,F) und L(X, F). Diese ist also genau die von
den Einschrinkungsabbildungen inkl}y : E — B(K, F) induzierte initiale Topolo-
gie. Eine Teilmenge A C E von Funktionen ist als genau dann beschrinkt, wenn
inkly (A) C B(K, F') beschrinkt ist, also {f(z) : f € A,z € K} in F beschriinkt
ist nach d.h. A auf den Mengen K gleichméfig beschrankt ist.

Etwas allgemeiner ist auch die Struktur von CP(U,R™) von dieser Form, wo-
bei man nun Ableitungen gefolgt von Einschrinkungsabbildungen C?(U,R™) —
Cr=i(U, L(R",...,R";R™)) — B(K,R™"™) betrachten muf. Also ist eine Teil-
menge A C CP(U,R™) genau dann beschrénkt, wenn jede Ableitung auf kompakten
Mengen gleichméfig beschrankt ist.

4.1.4 Folgerung. Struktur von Teilriumen.

Sei F' ein linearer Teilraum eines LKV’es E. Wir versehen F' mit der initialen
Struktur beziiglich der Inklusion v : F — E.

Dann ist die Topologie von F die Spurtopologie von E.

Die stetigen SN’en auf F sind genau die Finschrinkungen von solchen auf E.
Eine Teilmenge von F ist genau dann beschrinkt, wenn sie es in E ist.

FEin Teilraum eines (Folgen-) vollstandigen Raumes ist genau dann (Folgen-) voll-
stindig wenn er (Folgen-) abgeschlossen ist.

Beweis. Die Aussage iiber die Spurtopologie und beschriankte Teilmengen folgt
direkt aus dem Satz [4.1.2)

Stetige Seminormen. Sei ¢ eine stetige Seminorm von F' und Uy := g<; ihr
offener Einheitsball. Also gibt es endlich viele ¢; € Py := {p|r : p ist SN vonE}
und ein K > 0 mit ¢ < K - max{q,...,qn}. Seien p; stetige SN’en von F mit
(pi)|lF = g; und sei p := K - max{p1,...,pn}. Dann ist p eine stetige SN auf F und
es gilt ¢ < p|p. Fiir die offene Einheitskugel Uy := p<; gilt somit nach dem Lemma
237 UyNF C Uyp. Es sei nun U die absolut-konvexe Hiille von Uy U U;. Da Uy und
U, selbst absolut-konvex sind, ist (nach dem nachfolgenden Lemma)

U:{(l—t)u0+tu1 cug € Up,uq €U1,0§t§1}: U Uy,
0<t<1

wobei U := {(1 — t)ug + tuy : up € Up,u; € U1}. Da Uy = |J (1 —t)ug +tU;

ist, und U; offen ist, ist auch U; offen in F fiir ¢ # 0.

Wir wollen nun zeigen, dafl Uy C g, Us ist, und somit U = (Jy,<q Us ist. Als
Nebenresultat erhalten wir damit, da3 U offen ist. Sei dazu ug € Uy C F. Da Uy
in F offen ist und U; N F' eine 0-Umgebung in F ist, existiert ein 0 < ¢ < 1, s.d.
tug € UyNF und (1+1t)ug € Up. Damit ist aber ug = (1 —1¢) (14¢) ug +ttug € Uy
fiir dieses t > 0.

Weiters gilt U N F = Uy: Einerseits ist Uy C U und Uy C F. Andererseits sei
w€eUNF,dann ist u € Uy fiir ein 0 < ¢ < 1, d.h. w = (1 — t)ug + tug mit ug € Uy
und uy € Uy. Also ist uy = +(u — (1 — t)ug) € FNU; € Uy und da Uy konvex ist,
gilt u = (1 — t)UO + tuy € Up.

uo€Uo
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Nun sei ¢ das Minkowski-Funktional py von U (siehe [2.3.5). Dann ist ¢|r das
Minkowski-Funktional von U N F = Uy = q<1 und dieses stimmt nach mit ¢
iiberein.

Vollstiandigkeit abgeschlossener Teilrdume. Dies haben wir bereits in
gezeigt.

Abgeschlossenheit vollstidndiger Teilrdume. Es sei x; ein gegen x in E kon-
vergentes Netz (Folge) in F', dann ist x; ein(e) Cauchy-Netz (Cauchy-Folge) in F,
und somit konvergiert das Netz x; ; := x; — z; gegen 0 in . Nach dem Satz kon-
vergiert es also auch in F, d.h. z; ist ein(e) Cauchy-Netz (Cauchy-Folge) in F'. Da
F als (Folgen-) vollstindig vorausgesetzt ist, konvergiert z; gegen ein y in F, und
weil die Inklusion stetig ist, also auch in E. Da E separiert ist miissen die beiden
Grenzwerte x und y tibereinstimmen, also ist z =y € F. O

4.1.5 Lemma. Konvexe Hiille einer Vereinigung.
Es seien A, B C E (absolut) konvex. Dann ist die (absolut) konvexe Hiille von AUB
gegeben durch:

{1—-t)a+th:0<t<1l,a€ A be B}.

Beweis. Wir zeigen die Aussage vorerst fiir konvexe Mengen. Sei
v, eM:={1-t)a+th:0<t<1l,a€ A be B} firi=1,2.

Sei weiters 0 < s < 1. Z.z. ist, daBl ¢ := (1—8)z1 +sx2 € M. Esist a; = (1—¢;)a; +
t;b;mit 0<t; <1,a; € Aund b; € B.Fiir 0 < w,v < 1list ag := (1—u)ay+uaz € A
und by := (1 —v)by +vbs € B und somit ist (1 —r)ag +rbg € M fiir alle 0 < r < 1.

az

Wegen

(I—=mr)ag+1rby=(1—71) ((1 —u)ay + uag) + r((l —v)b + ?)bg)

1-r)1—u)as + (1 —r)uas +r(l —v)by +rvby und
)

= (
o = (1 — 8)xr1 + Sxo = (1 — S) ((1 — tl)al + tlbl) + S((l — tg)ag +t2b2)
= (]. — S)(]. — tl) a1 + 8(1 — tg) as + (]. — S)tl bl + StQ b2

geniigt es das Gleichungsystem

1-rQ—-u)=1-s)(1—-1t)
(I-ru=s(1-ty)
r(l—v)=(1-s)t
v = Sto
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nach 0 < u,v,r < 1 aufzulésen. Seine Losung ist:
S(]. — tg)
u=
8(1 - tg) + (1 - S)(l — tl)
Stg

V="

sto + (1 — S)tl
r=(1—8)t; + sta.

Nun fiir absolut konvexe Mengen. Wegen dem Sublemma in [2.3.4] geniigt zu zeigen,
daB M balanziert ist, sei also |A| = 1 und « = (1 —¢)a + tb € M. Dann ist
Ax = (1—t)ha+t\b € M, denn Aa € A und Ab € B, da A und B balanziert
sind. O

4.1.6 Teilraume des Banach-Raums B(X), siche Lemma
Sei X ein topologischer Raum. So ist Cp(X) := C(X) N B(X) ein abgeschlossener
Teilraum von B(X) und somit selbst ein Banach-Raum.

Weiters ist Co(X) seinerseits ein abgeschlossener Teilraum von Cy(X), und somit
selbst ein Banach-Raum.

4.2 Produkte

4.2.1 Folgerung. Struktur von Produkten.

Seien Ey LKV’e und E = [], Ey thr kartesisches PRODUKT, versehen mit der
initialen Struktur beziglich der Projektionen pry, : B — Ej auf die einzelnen Fak-
toren.

Dann ist die Topologie von E die Produkttopologie. Die Konvergenz ist die Koordi-
naten- (oder Komponenten-)weise Konvergenz. Eine Menge B ist in E beschrinkt
genau dann, wenn sie in einem Produkt Hk By, beschrinkter Mengen By, C Ej ent-
halten ist. Das Produkt (Folgen-) vollstindiger Riume ist (Folgen-) vollstindig.
Ein Produkt bornologischer Rdaume ist wieder bornologisch falls es nicht aus zuvie-
len Faktoren besteht; Genauer falls die Indexmenge kleiner als die erste mejf$bare
Kardinalzahl ist. Ob eine solche existiert hingt von der verwendeten Mengenlehre
abd.

Beweis.

Produkttopologie. Die Produkttopologie ist per Definition die grébste Topologie,
s.d. die Projektionen pr;, : E — E}, stetig sind, also ist dies die Topologie des LK'V’es
FE nach dem Satz Ebenso folgt die Aussage iiber Konvergenz aus dem Satz.
Eine Basis ist gegeben durch die Produkte [, Uy mit U C Ej, offen und Uy, = Ej,
bis auf endlich viele Indizes k.

Beschrinkte Mengen. Eine Menge B C F ist nach dem Satz genau dann be-
schriinkt, wenn By, := prj,(B) C Ej beschréinkt ist fiir alle k. Da immer B C []; B,
folgt das gewiinschte, denn wegen pry, ([]; Bj) = By ist [[; B; beschrinkt.

Vollstandigkeit. Sei x; ein Cauchy-Netz in E, dann bildet die k-te Koordinate
von z; wegen der Stetigkeit und Linearitét von pr, ein Cauchy-Netz in Ej, und
konvergiert somit in Ej. Nach Beschreibung der Konvergenz, konvergiert dann aber
x; gegen den Punkt x € E dessen k-te Koordinate gerade lim; pry (z;) ist.

Bornologizitét. Fiir einen Beweis dieser Aussage, siche [15], m O
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4.2.2 Definition. Ulam-Mafle.

Ein ULAM-Mass auf einer Menge .J ist ein {0, 1}-wertiges Maf} auf der Potenzmenge
P(J) also eine Abbildung p : P(J) — {0,1}, welche pu(| |, ey An) = >opey #(An)
fiir alle paarweise disjunkten Mengen A,, C J erfiillt. Es heiffit NICHT-TRIVIAL, falls
w({7}) =0 fiir alle j € J, aber u # 0.

Offensichtlich ist ein Ulam-Maf} ;1 # 0 eindeutig durch F := p~!(1) bestimmt. Dies
ist ein Filter auf J, denn

o 0 ¢ F, dapl)=pn@UD) =2 1), also u(@) = 0 ist.
e Seit Ae Fund A C B C J. Dann ist

12 p(B) = B\ A) + u(A) = w(A) = 1,

also u(B) =1, d.h. Be F.
e Sei indirekt angenommen A, B € F und AN B ¢ F, dann ist

1=p(A) =p(ANANB) + p(ANB) = p(A\ AN B)
und somit (AU B) = u(A\ANB)+u(B)=2¢{0,1}.

Es ist F sogar ein ULTRAFILTER, d.h. ein bzgl. Inklusion maximaler Filter (oder
dquivalent A C J = A € F oder A° € F), denn angenommen A ¢ F und A°¢ :=
J\ A ¢ F.Dann ist p(J) = pu(A) + p(A°) = 0+ 0 ein Widerspruch zu u(J) # 0.

Es ist F auch ein 6-FILTER, d.h. mit A,, € F ist auch (), .y A, € F: Andernfalls
ist U,en A5 = (Npeny An)¢ € F und A, ¢ F fiir alle n € N, d.h. pu(Aj,) = 0 aber
(Upen A5,) # 0, ein Widerspruch zur o-(Sub)additivitét, denn sei B, := Aj, und
Cn = By \ Uy<,, By, dann ist U, B, = |,, Cn und p(Cr) < p(B,) = 0, aber
(U, Bn) # 0.

Umgekehrt sei ein §-Ultrafilter F auf J gegeben, dann ist 0 # p := x7 : P(J) —
{0,1} ein Ulam-Ma8: Seien némlich die A,, C J paarweise disjunkt. Wegen der
offensichtlichen Monotonie von g ist nur zu zeigen, daf aus pu(| |,cy An) = 1 die
Existenz eines (eindeutigen) n € N mit u(4,) = 1 folgt. Wire u(4,) = 1 fir
mindestens zwei n, so wiren diese A,, € F und damit auch ihr leerer Durchschnitt.
Sei also indirekt angenommen pu(A,) = 0 fiir alle n € N, also A, ¢ F und damit
Ay, € F. Wegen der d-Filter Eigenschaft wire dann auch (U, ey An)¢ = N,en 45 €
F,also U,en An ¢ F, ie. (U, ey An) = 0, ein Widerspruch.

Beachte, daf} ein Ulam-Maf} ;1 # 0 genau dann nicht-trivial ist, wenn (| F = (J, denn
JENF & u({s}h) = 1:

p{j)=1={j} e F=je Afiralle Ac F, andernfalls ist ) = {j}nA e F
und umgekehrt folgt aus u({j}) =0, dal j ¢ A:= {j}° € F.

FEine Kardinalzahl heifit MESSBAR, wenn ein nicht-triviales Ulam-Maf} auf ihr exi-
stiert. Falls meflbare Kardinalzahlen existieren, so ist die kleinste me3bare Kardi-
nalzahl m UNERREICHBAR, d.h. Ry < m, weiters ¢ < m = 2¢ < m, sowie k < m
und ¢; <m fiirallei € k = 3, ., ¢; < m, sieche [39] bzw. [16] und [28].
4.2.3 Theorem. Beschrinkte Funktionale auf Produkten.

Fiir Mengen J sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Alle beschrinkt linearen Funktionale auf R7 sind stetig;

2. Alle Algebra-Homomorphismen R’ — R sind Koordinatenprojektionen pr;
furj e J;

3. J lafit nur triviale Ulam-Mafe zu.
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(1}=3) stammt von [3T]und (2}={3]) von [12].

Beweis. (1k53)) Sei f : R/ — R beschrinkt linear. Wir miissen zeigen, daf8 f stetig
ist.

Esist A:= {j € J: f(e?) # 0} endlich, wobei e/ der j-te Einheitsvektor in R
sei, also alle Koordinaten 0 bis auf 1 an der j-ten Stelle hat. Andernfalls existieren
paarweise verschiedene j,, € A fiir n € N mit f(e’») # 0. Dann ist {ﬁ eln in e
N} beschréinkt in R”, aber f (% en) = n unbeschriinkt, ein Widerspruch zu f
beschrénkt. Somit ist g : 2 — f(z-x4), R/ — R4 — R stetig und h := f — g ist
beschriinkt linear und verschwindet auf R(Y) := {z € R’ : {j : 2; # 0} ist endlich}.
Es geniigt also h = 0 zu zeigen.

Sei indirekt h # 0 angenommen. Wir betrachten H := {I C J : hy := h|gr # 0}.
Der Filter {J} ist eine Teilmenge von H und die Vereinigung einer linear geordneten
Teilmenge von Filtern von J, die in ‘H enthalten sind, ist so ein Filter. Nach dem
Zorn’schen Lemma existiert somit ein maximaler Filter F der in H enthalten ist.

Es ist F ein Ultrafilter: Sei I C J. Falls IN A ¢ H und I°N B ¢ H fiir gewisse
A, Be F,dannist C:=ANBeF CHund he = hine + hrene =0, also C ¢ 'H,
ein Widerspruch. Somit ist I N A € H fiir alle A € F oder I° N A € H fiir alle
A € F. Wegen der Maximalitdt ({B:3A € F mit IN A C B} C H ist ein Filter)
ist dann I € F bzw. I¢ € F.

Es ist F ein o-Filter (und definiert somit ein Ulam-MafB): Seien A,, € F beliebig
und Ao =,y An-

Angenommen A NA = () fiir ein A € F. Da B,, := AN( .., Ax € F C H existiert
ein b” € RP» C R/ mit h(b") > n. Wegen B,,,; C B,, und N, Brn = 0 liegt jedes
i € J nur in endlich vielen B,,, also ist b} = 0 fiir alle bis auf endlich viele n und
damit {b" : n € N} C R” beschriinkt aber h darauf unbeschrinkt, ein Widerspruch.

Somit ist AxNA # @ fiir alle A € F und wegen der Maximalitit ( {A.NA: A € F}
erzeugt dann einen Filter) Ao, € F.

Da Ulam-Mafle auf J nach Voraussetzung trivial sind, existiert ein ¢ mit {i} € F C
H, ein Widerspruch zu hlgy = 0.

Sei f : RT — R ein Algebra-Homomorphismus. Fiir jedes x € R! existiert ein
i mit f(x) = x;, andernfalls ist © — f(x) - 1 invertierbar, also 0 # f(x — f(z) - 1) =
flx) — f(x) - f(1) = 0 ein Widerspruch. Folglich ist f monoton, da zu x,y €
R’ ein i € I existiert mit f(z) = x; und f(y) = y;, andernfalls betrachte (x —
()2 + (y — f(y))?. SchlieBlich ist f beschriinkt, denn sei B C R beschriinkt und
f(B) unbeschrénkt. Dann kénnen 2™ € B mit |f(2™)| > 2" finden und indem wir
2™ durch (2)? € B? ersetzen diirfen wir 2™ > 0 voraussetzen. Dann konvergiert
z>® =% 72" € R und

)= 135, 5 ) 5 (5 )
n<N n>N n<N >N

> 3 o f) 40,

n<N

wegen der Monotonie von f. Damit ist ) 2% f(z™) monoton, beschrénkt und somit
konvergent, aber ihre Summanden nach unter durch 1 beschrénkt, ein Widerspruch.
Nach (1) ist somit f stetig, also nur von endlich vielen Koordinaten abhingig und
somit eine Punktevaluation, denn fiir i # j ist 0 = f(e’-e/) = f*- f7 mit f* := f(e?),
also nicht f* # 0 # f7.
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Sei p: P(J) — {0, 1} eine nicht-triviales Ulam-Maf. Dann ist F := pu~1(1)
ein J-Ultrafilter mit (\F = (. Fiir + € R’ betrachten wir den von den Men-
gen ®(I,z) := {x; : i € I} mit I € F erzeugten Filter F, in R. Dies ist ein
§-Ultrafilter(!) auf R und da R nur triviale Ulam-MaBe p, zuliBt (|R| = 2%0 ist
erreichbar!), existiert ein (eindeutiges f, € R) mit u,({fz}) = 1 also F, = {A C
R: f, € A}

Da (i,x) — x; ein Algebra-Homomorphismus bzgl. i ist, ist auch f :  — f, ein
solcher: Fiir z,y € R’ existieren A, B € F mit {f,} = ®(4,z) und {f,} = ®(B,y)
und somit ist C := AN B € F und ®(C,z) = {f,} und ®(C,y) = {f,}, also
foy €2(C.z-y) CO(C,x) - 2(Coy) ={fo} - {fy} ={fa fu}, dh. foy = fu- [y
Weiters ist f(1) € {1, :4 € I} = {1} fiir alle I € F also f(1) = 1.

Wegen ist f = pr; fir ein j € J, aber wegen (F = 0 existiert fiir jedes
j€Jein Ae Fmitj ¢ A alsoist 1 = pr;(el) = f(el) € ®(A,e?) = {0}, ein
Widerspruch. O

4.2.4 Bemerkung. Bornologizitit von Funktionenriumen.

Wir werden spiter zeigen (siche auch [15}[S.281]), daB R! genau dann bornologisch
ist, oder auch nur alle beschrinkt linearen Funktionale auf R’ stetig sind, also
die Kardinalitdt von I nicht mefibar ist, wenn [],.; E; bornologisch ist fiir alle
bornologischen Raume F;.

icl

Allgemeiner heif3t ein vollstindig regulérer topologischer Raum X REELL-KOMPAKT
wenn die einzigen Algebra-Homomorphismen C'(X,R) — R die Punktauswertungen
sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn er ein abgeschlossener Teilraum einer
Potenz R” ist, siehe [25, 2.5.2]. Ein diskreter Raum ist also genau dann reell-
kompakt, wenn seine Kardinalitdt nicht-mef3bar ist.

Nach einem Theorem von [33] and [37] ist C(X,R) fiir einen vollstindig regulidren
Raum X genau dann bornologisch, wenn X reell-kompakt ist.

Nach eine Theorem von [35] ist auch fiir abzéhlbar seminormierte Rdume E und
vollstandig reguliires X der Raum C(X, E) genau dann bornologisch, wenn X reell-
kompakt ist.

Nach einem in [36] erwihnten Beipsiel von Susanne Dierolf ist C(Nu, R()) fiir
iiberabzéhlbares J nicht bornologisch, obwohl die 1-Punkt-Kompaktifizierung N,
von N kompakt und damit reell-kompakt und R(/) bornologisch ist, siehe

4.2.5 Beispiele.

Sei eine punktetrennende Familie von linearen Abbildungen f; : E — Ej auf einem
Vektorraum E mit Werten in LKV’en Ej gegeben. Dann ist die initiale Struktur
auf E gerade durch die Einbettung von E in das Produkt [], Ei gegeben, welche
x € E auf (fi(x))r € [, Ex abbildet.

Fiir einen topologischen Hausdorffraum X 148t sich also C(X,K) als Teilraum
des Produkts [[, C(K,K) auffassen, wobei K die kompakten Teilmengen von X
durchliéuft. Die Topologie von C(X,K) ist dann natiirlich jene der gleichmiifiigen
Konvergenz auf kompakten Mengen K C X. Man iiberlege sich, daf} dieser Teilraum
abgeschlossen ist, falls X ein Kelley-Raum ist, d.h. eine Menge A in X abgeschlos-
sen ist genau dann, wenn ihr Durchschnitt A N K in K abgeschlossen ist, fiir alle
kompakten K C X. Falls eine abzdhlbare Basis der kompakten Mengen von X
existiert, also eine abzéhlbare Familie kompakter Mengen K, sodaf} jede kompak-
te Teilmenge von X in einem K, enthalten ist, dann ist C'(X,K) ein abzihlbar
seminormierter Raum.
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Sei G C C offen, so ist der Raum der holomorphen Funktionen H(G,C) ein abge-
schlossener(!) Teilraum von C(G,C) und somit selbst ein vollstéindiger abzihlbar
LKV.

Sei I C R ein kompaktes Intervall, dann ldfit sich der Raum C*°(I,R) der glatten
Funktionen durch f — (f(™), ey als (wegen [18} 4.2.11]) abgeschlossener Teilraum
in [],,en C(I,R) einbetten. Somit ist C°°(I,R) ein vollstandiger abzéhlbar LKV.
Seine Topologie ist die der gleichméfiigen Konvergenz in jeder Ableitung getrennt.
Allgemeiner 1a8t sich fiir jede offene Menge X C R™ der Raum C*°(X,R) zu einen
vollstédndigen abzéhlbar LKV machen.

4.3 Allgemeine finale Strukturen

4.3.1 Motivierendes Beispiel der konvergenten Potenzreihen.

Wir wollen nun den Raum E der lokal konvergenten Potenzreihen zu einem LKV
machen. Eine Potenzreihe ZZO:O anz"™ ist natiirlich durch ihre Koeffizienten a,, ein-
deutig bestimmt, und die Addition und Skalarmultiplikation konvergenter Potenz-
reihen driickt sich durch Addition und Skalarmultiplikation ihrer Koeffizienten aus.
Also ist es naheliegend E als {(a,) € CN : limsup,,_, . |an|'/™ < 0o} zu definieren.

Ein erster Ansatz wire E mit der initialen Struktur als Teilraum des Produkts
CcN = [I,.cn C aufzufassen, aber darin ist er leider nicht abgeschlossen, denn die
Polynome (= endliche Folgen) liegen dicht in CY (Beweis!). Leider ist auch (ay,),
limsup,,_, , |an|'/™ keine Seminorm. Wenn wir aber fiir 7 > 0 den linearen Teilraum
E, der Potenzreihen mit Konvergenzradius 1/(limsup,, . |a,|'/™) > r betrachten,
so haben wir darauf eine SN némlich (ay ), +— sup{|a,|r™ : n € N}. Dies ist sogar
eine Norm. Wir kénnen also E als Vereinigung J, ., E, normierter Réume E,
schreiben. Nun wollen wir mittels der Familie von Inklusionen f, : E,. — FE auf eine
moglichst natiirliche Weise F zu einem (vollstindigen) LKV machen. Insbesondere
sollen die Abbildungen f, : E, — E stetig sein, also fiir eine stetige SN ¢ auf £ die
Zusammensetzung q o f,. eine stetige SN auf FE,. liefern.

4.3.2 Satz iiber finale Strukturen.
Sei [ : By, — FE eine Familie von linearen Abbildungen von LKV’en in einen
Vektorraum. Die Menge

P = {p ist Seminorm auf E : Vk ist p o fi eine stetige Seminorm von Ek}

macht den Vektorraum E zu jenem nicht notwenig separierten lokalkonvezen Raum,
der die feinste Struktur trdgt, s.d. jedes fr : Exy — E stetig ist. Wir nennen die-
se Struktur die FINALE STRUKTUR beziiglich der Familie von Abbildungen fy. Mit
dieser Struktur hat E die folgende universelle Eigenschaft: Eine lineare Abbildung
[+ E — F in einen lokalkonvexen Raum F ist genau dann stetig, wenn alle Zu-
sammensetzungen f o fr : Ex — F es sind. Sind alle Ey, bornologisch, so auch E.
Im allgemeinen gibt es weder fiir die Topologie, noch die Konvergenz, noch die be-
schrinkten Mengen, noch die Separiertheit eine direkte Beschreibung dhnlich jener
bei initialen Strukturen.

Beweis.

Feinste Struktur. Die Abbildungen fj : Ey — FE sind genau dann stetig, wenn alle
stetigen SN’en von E zu P gehoren. Bleibt also zu zeigen, dafl P einen lokalkonvexen
Raum beschreibt. Sei dazu ¢ eine Seminorm auf F, fiir welche endlich viele ¢; € P
existieren und ein R > 0, s.d. ¢ < R-max{qy,...,qn} ist. Dann gilt die gleiche
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Ungleichung auch fiir die Zusammensetzungen von ¢ und ¢; mit fx, also ist g o fx
eine stetige SN auf Ej, und somit gehort g zu P, also ist E zusammen mit P ein
lokalkonvexer Raum nach Lemma [2:4.2] und die Struktur ist die feinste, s.d. alle fj
stetig sind. Daraus ergibt sich direkt die gewiinschte universelle Eigenschaft mittels

B.I11

Bornologizitét. Sei f : F — F eine beschriankte lineare Abbildung, dann ist auch
f o fx beschrénkt, denn jede stetige Abbildung (wie f) ist auch beschrénkt, nach
Lemma Da E}, als bornologisch vorausgesetzt wurde, ist fo fi : By — F
stetig. Wegen der universellen Eigenschaft ist folglich f stetig. O

Beziiglich der anderen Eigenschaften die nicht notwendig vererbt werden, schranken
wir uns auf Spezialfiille ein.

4.3.3 Folgerung. Quotienten.

Sei E ein LKV und F ein linearer Teilraum. Wir versehen den QUOTIENTEN-RAUM
E/F :={x+ F :xz € E} der Nebenklassen x + F in E beziiglich F' mit der finalen
Struktur beziiglich der kanonischen Projektion w:x+— x+ F von E — E/F.
Dann trigt EJF die Quotienten-Topologie, d.h. die feinste Topologie s.d. m : E —
E/F stetig ist. Weiters ist w offen. Der Quotienten-Raum E/F ist separiert genau
dann, wenn F abgeschlossen ist in E. Die stetigen SN von E/F sind genau die
Abbildungen ¢(x + F) := inf{q(x + y) : y € F}, wobei q die stetigen Seminormen
von E durchliuft. Ist E normierbar (bzw. abzihlbar LK'V) und F abgeschlossen so
ist auch E/F normierbar (bzw. abzihlbar LKV).

Beziiglich Vollsténdigkeit haben wir leider keine allgemeine Aussage, siehe aber
4.9.9l

Beweis.

Stetige SN’en von E/F. Zu jeder SN ¢ auf E definieren wir eine neue SN ¢g
durch gp(z) := inf{g(x +y) : y € F'}. Dieses Infimum existiert, da g(z +y) > 0. Es
ist gr eine Seminorm, denn fiir A # 0 gilt

qr(Az) = inf{g(Az +y) 1y € F} =inf{q(A\(z + }y)) 1y € F}
=inf{gAN(z+2)) : z € A\AF = F} = |\ qr(z)
und die Subadditivitdt von gp folgt aus

QF($1+$2):inf{Q($1+$2+y)5Z/€F:F+F}

inf{q(ﬂh +xo+y1+y2) iy € Flys € F}

IN

inf({CI(HUl +y1) iy € Fy4+{q(xa +y2) 1 y2 € F})

inf{q(ajl +y1) iy € F} + inf{q(xg +y2):ys € F}
qr (1) + qr(z2).

Weiters ist (¢r)<1 € ¢<1 + F (in der Tat sogar gleich, und somit ist g das
Minkowski-Funktional von ¢<1 + F), denn 1 > qp(z) = inf{q(z +vy) : y € F} =
JyeF:qz+y)<l,alsor=(x+y)+(—y) mitz+y € gy und —y € —F = F.
Falls g stetig ist, so auch ¢p, denn qr < q. Da ¢ nach Konstruktion konstant ist
auf Nebenklassen = + F', faktorisiert gp zu einer Seminorm ¢ auf E/F, die nach
Konstruktion der finalen Struktur auch stetig ist. Umgekehrt sei ¢ eine stetige SN
auf F/F, dann ist ¢ := § o 7w stetige SN auf E die konstant ist auf Nebenklassen
x+ F. Also ist ¢r = ¢ und ¢ die zu ¢ durch obige Konstruktion assoziierte SN auf
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Die Aussage iiber die Kardinalitit einer Subbasis ist nun evident.

Quotiententopologie und Offenheit von 7. Eine Menge V C E/F ist offen in
der Quotienten-Topologie genau dann, wenn 7~ 1(V') offen ist in E. Wir zeigen nun
die Gleichheit der Topologien und die Offenheit von 7.

Sei also U offen in E, dann ist 7' (7(U)) = U + F = J,cp U +y offen in E, und
somit V := w(U) offen in der Quotienten-Topologie.

Wenn V C E/F offen ist in der Quotienten-Topologie, dann ist U := 7~1(V) offen
in E. Es sei 0 € V, dann geniigt es 0.B.d.A. zu zeigen, dafl V' eine 0-Umgebung in
der von den Seminormen erzeugten Topologie ist. Es existiert eine stetige SN g auf
E mit g«1 C U und folglich gilt (¢r)<1 € g<1 + F C U + F = U. Damit ist aber
d<1 €V, denn

1>Gz+F)=qr(x)=2cU=n1'V)=zs+F=x()eV,
und somit V eine 0-Umgebung in der von den SN’en erzeugten Topologie.

Ist V C E/F offen in der von den SN’en erzeugten Topologie, so ist U := 7~ 1(V) C
E offen in E, da 7 stetig, und V = n(U), da 7 surjektiv ist.

Separiertheit. Es sei F/F separiert. Dann ist
{0} =({a'(0) : g ist SN von E/F} C E/F

abgeschlossen, und somit F' = 7~1(0) C E abgeschlossen.

Umgekehrt, sei ' C E abgeschlossen. Dann ist F \ F offen und, da 7 eine offene
Abbildung ist, auch #(E \ F) = E/F \ {0}. Also ist {0} in E/F abgeschlossen.
Folglich ist E/F separiert, denn ¢(y) = 0 fiir alle ¢, hat zur Folge, daf} die konstante
Folge 0 gegen y konvergiert und, da {0} abgeschlossen ist, folgt y = 0. O

4.3.4 Kern einer Seminorm.

Es sei p: E — R eine Seminorm des LKV’es E, dann ist der Kern Ker(p) := p~1(0)
von p ein abgeschlossener Teilraum, denn p(x) = 0 = p(y) impliziert p(Ax) =
[Ap(z) = |A0 =0und 0 < p(x+y) < p(x)+p(y) = 040. Somit ist E, := E/Ker(p)
mit p ein normierter Raum. Man beachte noch, dal pr = p, denn p(x) — 0 =
p(z) —p(=y) < p(z +y) < p(r) +ply) = p(z) + 0 fir y € Ker(p).

Folglich ist jeder LKV FE einbettbar als Teilraum in das Produkt Hp E,, wobei p die
Seminormen von E durchliuft. Die Einbettung ist gegeben durch z — (z+XKer(p)),.
Sie ist injektiv, da E separiert ist. Und F trégt die initiale Struktur beziiglich dieser
Einbettung, da die popr), : Hq E, — E, — R eine Subbasis von SN’en am Produkt
bilden.

E—>11,E,
e
R<—=—"

4.4 Endlich-dimensionale LKV

4.4.1 Lemma. 1-dimensionale LKV’e.

Sei E ein 1-dimensionaler LKV und 0 # a € E, dann ist die Abbildung f : K — E,
t — ta ein Isomorphismus von LKV’en (d.h. linearer Homdomorphismus). Jeder
lineare Isomorphismus von E mit K ist also ein Homdomorphismus.
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Beweis. Da {a} eine Basis des Vektorraums F ist, ist f bijektiv, und jeder lineare
Isomorphimus f : K — F sieht so aus mit a := f(1). Weil die skalar-Multiplikation
stetig ist, ist f stetig. Da E separiert ist, gibt es eine SN ¢ mit ¢g(a) > 1. Dann ist

|f~1(ta)| = |t| = ‘i]((t;)) < q(ta), d.h. |f71] < ¢, also f~! auch stetig. O

4.4.2 Lemma. Stetige Funktionale.
Sei E ein LKV und f: E — K ein lineares Funktional. Dann gilt:

1. f ist stetig;
< 2. |f] ist eine stetige Seminorm;
< 3. Der Kern Ker(f) ist abgeschlossen.

Falls hingegen f unstetig ist, so ist Ker(f) in E dicht.

Beweis. (= 2] Klar, da || eine stetige Norm auf K ist.
@ = B) Klar, da Ker(f) = Ker(|f|).

@B = ) Es geniigt den Fall f # 0 zu betrachten. Dann ist f : E — K surjektiv.
Da F := Ker(f) abgeschlossen ist, ist E/F ein LKV nach Da f|p = 0 ist,
faktorisiert f iiber 7 : E — E/F zu einer linearen Abbildung f: E/F — K.

E—-—"—> FE/ker(f)

K

Da f surjektiv ist, gilt gleiches auch fiir f. AuBerdem ist f injektiv, denn 0 =
f(r(z)) = f(z) = z € Ker(f) = n(x) = 0. Also ist f ein Isomorphismus von
LKV’en nach dem Lemma Folglich ist f = f o1 stetig als Zusammensetzung
stetiger Abbildungen.

Sei nun f unstetig, also Ker(f) nicht abgeschlossen. Sei a € Ker(f) \ Ker(f).
0.B.d.A. sei f(a) = 1. Die Abbildung Ker(f) x K — E, (z,t) — x + ta ist stetig,
linear und bijektiv, denn E 3 y — (y — f(y) a, f(y)) € Ker(f) x K ist offensichtlich
rechtsinvers dazu. Thr Bild liegt in Ker(f), also ist letzteres ganz F. O

4.4.3 Beispiele beschrinkt linearer unstetiger Funktionale.

Es sei £ := C([0,1],K) mit der 1-Norm. Dann ist evg : E — K linear, aber nicht
beschrinkt (=stetig) und Ker(evg) = {f € E : f(0) = 0} somit dicht, denn wir
finden leicht stiickweise affine Funktionen f,, > 0 mit [ f,, =1 aber f,,(0) = n.

Ebenso ist Y : E — K linear und nicht stetig (=beschrénkt), wobei E der Raum
der endlichen Folgen mit der co-Norm ist und ) : z +— D7 | @,

4.4.4 Folgerung. Teilrdume der Kodimension 1.

Es sei F' ein abgeschlossener Teilraum des LKV’es E der Kodimension 1 (d.h.
Ja € E\F s.d. der Vektorraum E durch FU{a} erzeugt wird). Dann gilt FxK = E,
wobei der Isomorphismus durch (y,A) — y + Aa gegeben ist.

Beweis. Die Abbildung (y, A) — y + Aa ist klarerweise stetig. Sie ist surjektiv, da
der Vektorraum E durch F U {a} erzeugt wird; und sie ist injektiv, da y + Aa =0
mit A #0=a= f%y € F, ein Widerspruch.
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FC—>E—>EJF
! \\Jf
K

Nun zur Umkehrabbildung. Dazu definieren wir ein lineares Funktional f : £ — K
durch f(y + Aa) := \. Der Kern von f ist F, also abgeschlossen. Somit ist f stetig
und damit auch die gewiinschte Umkehrabbildung F 3> z — (z — f(z)a, f(x)) €
F x K. O

4.4.5 Satz von Tychonoff iiber endlich dimensionale LKV’e.
Fiir jeden LKV E gilt:

1. E ist endlich dimensional;
& 2. E=2K? = szl K fiir ein n € N. Genauer: Jeder lineare Isomorphismus
E =2 K" ist auch ein Isomorphismus LKV ’e.
& 3. E st lokalkompakt.
< 4. F besitzt eine prikompakte 0-Umgebung.

Ein topologischer Raum heif3t LOKALKOMPAKT falls jeder Punkt eine Umgebungs-
basis bestehend aus kompakten Mengen besitzt. Fiir einen Hausdorff-Raum geniigt
es dazu fiir jeden Punkt eine kompakte Umgebung zu finden und fiir einen LKV ist
dies zur Existenz einer kompakten 0-Umgebung dquivalent!

FEin Teilmenge K eines LKV’s heifit PRAKOMPAKT, falls zu jeder 0-Umgebung U
eine endliche Menge F' existiert mit K C U + F = UyEF U+y.

Beweis. ([l = ) Wir zeigen mit Induktion nach der Dimension n, daf} jede lineare
Bijektion K” — E schon ein Homo6omorphismus ist:

(n=1) ist bereits im obigen Lemma gezeigt.

(n+1) Es sei f : K" — FE eine lineare Bijektion. Klarerweise gibt es einen
natiirlichen topologischen Isomorphismus & : K® x K = K"*!. Sei nun a das Bild
unter k von (0,1) in K*™!. Es ist flg» : K® — f(K") =: F eine lineare Bijektion,
und F' als Teilraum eines LKV’s ein ebensolcher. Also ist nach Induktionsannah-
me flgn : K* — F ein Homdomorphismus. Da K" = [['; K vollsténdig ist, gilt
gleiches fiir F', und somit ist F' abgeschlossen in F, nach der Folgerung Nach
obiger Folgerung ist h : (y,A) — y + A f(a) ein Homomorphismus und somit auch
f=ho(flgn xidg) ok 1 : KMl 2 K" xK - Fx K E.

@ = B)) Ist eine direkte Folge des Satzes von Heine-Borel, denn danach ist der
Einheitswiirfel im R™ eine kompakte 0-Umgebung.

(BI = M) Jede kompakte Menge K ist prikompakt, da {U 4+ z : © € K} eine offene
Uberdeckung darstellt.

@ = M) Sei U eine prikompakte (absolut-konvexe) 0-Umgebung. Zur 0-Umgeb-
ung %U existiert eine endliche Menge F', s.d. U C F + %U. Das gilt erst recht,
wenn wir ' durch den erzeugten endlich-dimensionalen Teilraum, den wir wieder
mit F bezeichnen, ersetzen. Wir wollen nun zeigen, dafl F' gleich E ist. Da F
endlich-dimensional ist, ist F' vollstindig wegen (Il = (), also ist F' abgeschlossen
nach Folgerung Nun betrachten wir die kanonische Projektion E — E/F.
Die prikompakte Menge U ist auch beschriankt, denn fiir jede (absolut-konvexe) 0-
Umgebung W existiert eine endliche Menge A mit U C A+ W. Da W absorbierend
ist und A endlich ist finden wir ein K > 0,s.d. AC K-W,alsoist U C (K +1)WW.
Folglich ist V := nw(U) in E/F eine beschridnkte 0-Umgebung, also E/F nach Satz

2.6.2[ normierbar, die Familie Q%V ist eine 0-Umgebungsbasis und somit (7, Q%V =
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{0}. Weiters haben wir V = n(U) C (F + £U) = 0+ 37(U) = 3 V. Daraus
erhalten wir mit Induktion V' C -V und somit V' C ), oy 3=V = {0}. Da V als

0-Umgebung absorbierend sein muf, ist £/F = {0}, d.h. F = E. O

4.4.6 Folgerung.

1. Alle Normen am K™ sind dquivalent (d.h. erzeugen die gleiche Topologie),
und allgemeiner alle Punkte-trennenden Mengen Py von Seminormen.

2. FEs sei F' ein endlich dimenstonaler Teilraum eines LKV’es E. Dann st F
abgeschlossen und folglich E/F separiert.

3. Ist f: E — F eine lineare Abbildung eines endlich dimensionalen LKV ’es
E in einen LKV F, so ist [ stetig.

4. Ist F ein abgeschlossener Teilraum eines LKV’es E und hat F endliche
Kodimension in E, d.h. E/F ist endlich-dimensional, so ist E als LKV
isomorph zu F x (E/F).

Beweis. (1)) Es sei p eine Norm auf K™, dann ist nach dem Satz von Tychonoff
(K™, p) topologisch isomorph zu (K™, ||_||s), also ist die Norm p dquivalent zur
unendlich-Norm. Folglich sind je zwei Normen dquivalent.

Da F isomorph ist zu K™ und K™ vollstdndig ist, ist auch F' vollstindig, und
damit abgeschlossen in E.

0.B.d.A. E = K™. Jedes lineare f laBt sich als f(z) = >, _, pr(z) f(ex)
schreiben, wobei ey, die Standard-Einheitsvektoren des K™ sind. Da die Projektionen
pr; nach Konstruktion des Produkts stetig sind, ist es auch f.

Wir betrachten die kanonische Projektion 7 : E — E/F. Da sie surjektiv ist,
existiert eine lineare rechts-Inverse f (Wir wihlen Urbilder in F unter 7 einer Basis
im endlich dimensionalen Raum E/F). Da E/F separiert ist (F ist abgeschlossen)
ist f nach stetig. Nun ist der gewiinschte Isomorphismus £ — F x (E/F)
gegeben durch x +— (x — f(n(z)),n(z)). Sein Inverses ist (y, z) — y + f(2). O

4.5 Metrisierbare LKV

4.5.1 Lemma. Produkte metrischer Riume.

Es seien E,, NR. Dann ist die Topologie von E :=[] E,, metrisierbar.

neN

Beweis. Wir definieren eine Metrik d am Produkt F durch die punktweise konver-
gente Reihe

N N |
d(l" y) :: —_— A.
,;2” 1+ [lzn — yall
Dies ist wohldefiniert, da % < 1, und (2%)” summierbar ist, also nach
der Hélder-Ungleichung auch das innere Produkt d(z,y) = ((55)nl( %)@

existiert. Es gilt die A-Ungleichung, denn ¢ — l%rt ist monoton wachsend, da die

Ableitung (lltfgé > 0 ist, und somit fiir v < o + 3 die Abschiitzung

a p__ atB+2af  at+ftaf  atf Y
l+a 1+8 14+a+B8+aB8 " 1+a+B+aB " 1+a+8 " 1+5
gilt.
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Falls ||2; — y;|| < 5= fiir i < n gilt, so ist d(z,y) < 2n1,1, denn

1 llzi — il 1 1
d(z,y) = = < Ni—vill+ <1 *+* 1= :
Z 20 1+ ||las — will Z;L ; 2n 2n-1
Umgekehrt sei d(z,y) < 2% s0 gilt ||zn — ynl| < 2% 7, denn
1 lzn — yal 1

— <d < —
2 T o — ] = Y = 2

lZn — ynll 1
P T
= (2n —1)- Hxn - ynH <L

Somit erzeugt d die gleiche Topologie wie die Subbasis {| pr, (z)|| : n € N} der
Seminormen. O

4.5.2 Folgerung. Charakterisierung metrischer LKV.

Es sei E ein LKV. Dann ist die Topologie von E genau dann metrisierbar, wenn
E ein abzihlbar LKV ist. Es gilt dann, daf$ jene Translations-invariante die To-
pologie erzeugende Metrik vollstindig ist genau dann, wenn er als lokalkonvexer
Raum wvollstindig ist. Fin Fréchet-Raum ist also nichts anderes als ein vollstindig
metrisierbarer LK'V.

Beweis. Es sei E metrisierbar. Dann bilden die Mengen U, := {z : d(z,0) < 1}
mit n € N eine 0-Umgebungsbasis. Folglich gibt es stetige SN p,, mit (p,)<1 C U,.
Diese p,, bilden eine Subbasis: Sei ndmlich p eine stetige SN, dann ist p.; eine
0-Umgebung, also existiert ein n mit (p,)<1 C U, C p<1, also ist p, > p, nach

237

Umgekehrt, sei {p, : n € N} eine Subbasis der Seminormen von E, dann kann
E als Teilraum des Produkts [], F, wie in aufgefafit werden, wobei F,, der
normierte Raum ist, der aus E' durch Herausfaktorisieren des Kerns von p,, entsteht.
Nach dem Lemma ist dieses Produkt metrisierbar, und somit gilt gleiches auch fiir
den Teilraum, da dieser nach [£.1.4] die Spurtopologie trigt.

Vollstindigkeit. Es ist nur zu zeigen, dafl eine Folge (x,,), genau dann beziiglich
der Metrik Cauchy ist, wenn sie es beziiglich der Seminormen ist. Da aber die
Metrik Translations-invariant ist, bedeutet ersteres, daf fiir jedes ¢ > 0 die Differenz
Tp — T € Ue :={y : d(y,0) < e} fiir n und m hinreichend grof. Da die U eine
0-Umgebungsbasis bilden, ebenso wie die Bille p.. ist dies dquivalent dazu, dafl
fiir alle p und alle € > 0 die Ungleichung p(z,, — x,,) < ¢ fiir n und m hinreichend
grof} gilt. O

4.5.3 Lemma. Quotienten von Fréchet-Riumen.
Sei F' ein abgeschlossener Teilraum eines Fréchet-Raums E, dann ist auch E/F
ein Fréchet-Raum, und jede konvergente Folge in E/F besitzt einen konvergenten

Lift.
Beweis.

Liften konvergenter Folgen. Sei y,, — y = n(z) in E/F und py < pg4+1 eine
abzihlbare Basis der Seminormen. Also gilt px(y, —y) — 0, d.h. Ing € NVn > ny:
Pr(yn —y) < 1. O.B.d.A. ist k — ny, streng monoton wachsend. Fiir n € N sei k
maximal mit n, < n. Nun wihlen wir z,, € 7~ 1(y,,) mit pi(z, — x) < % Dann ist
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T, der gewiinschte Lift mit x,, — x, denn Vj Ve > 0 3k > j mit % < € und somit
ist pj(zn — ) < prlz, —x) < % < ¢ fiir alle n > ny.

Vollstindigkeit. Es sei A\, := ﬁ und (yn )nen beschrinkt in F/F. Wegen Lemma

geniigt es zu zeigen, da8 Y_, A,y in E/F konvergiert. Da aber -y, — 0 in
E/F, existiert nach dem ersten Teil eine konvergente und damit beschriankte Folge
ZTp € E mit 7(z,) = 2%% Da E vollsténdig ist konvergiert die Reihe ) Q%xn in

E, und wegen der Stetigkeit von 7 ebenso die Reihe }_, m(shan) = Y., x¥n. O

4.6 Koprodukte

4.6.1 Lemma. Struktur von Koprodukten.
Es seien B, LKV’e. Unter dem KOPRODUKT oder DIREKTEN SUMME der Ej, ver-
stehen wir den Vektorraum

E = HEk = {m € HEk cxp = 0 fir alle bis auf endlich viele k}
k k

versehen mit der finalen Struktur beziglich der Injektionen inj, : Ej, — E, die
x € Ey auf den Punkt injy(z) abbilden, dessen k-te Komponente x ist und alle
anderen 0 sind. Das Koprodukt ist ein LKV.

FEine Subbasis der Seminormen auf E wird durch die SN’en p(x) = >, pr(Tk)
gebildet, wobei die py beliebige SN’en von Ej, sind. Man beachte, dafS nur endlich
viele Summanden in der Summe ungleich 0 sind, und diese somit Sinn macht.
Eine Menge ist beschrinkt in [], E; falls sie schon in einer endlichen Teilsumme
beschrinkt enthalten ist.

Das Koprodukt (Folgen-)vollstindiger Riume ist (Folgen-)vollstindig.

Die Inklusion ], Ex — 11, Er ist stetig und falls die Indexmenge endlich ist,
stimmt das Koprodukt mit dem Produkt tiberein.

Falls die Indexmenge abzihlbar ist, so bilden auch die SN’en p(zx) := sup{px(zi) :
k € N} mit beliebigen SN’en py, von Ej, eine Subbasis.

Beweis.

Subbasis der SN’en. Fiir jedes k sei py, eine stetige SN auf Fj. Dann ist p(z) :=
>k Pr () eine wohldefinierte SN auf E. Die Zusammensetzung mit inj,, ist poinj, =
pr und somit stetig, also auch p nach Konstruktion der finalen Struktur.

Sei umgekehrt p eine stetige SN auf E. Dann ist py := p|g, = poinj, eine solche auf
Ej, und es ist p(z) = p(3>_, inj,(xxr)) < > pr(xr). Also bilden diese Seminormen
eine Subbasis fiir F.

Abzihlbare Indexmenge. Da supy pip(zr) < D, pr(ak) ist, definiert p(z) :=
supy, pr(zx) ebenso eine stetige SN. Umgekehrt ist wegen der Holder-Ungleichung

S pken) = 3 5 () ) < sup{Zp(n) Ky -3 o
k k k

Also erzeugen die Suprema die gleichen stetigen SN’en wie die Summen.
Separiertheit ist nun klar.

Endliche Indexmengen. Im Falle einer endlichen Indexmenge haben wir als Basis
max{p1,...,pn} und das ist auch eine Basis des Produkts.

Stetige Inklusion ins Produkt. Die Projektionen pr; : [, Fy — E; sind wegen
der finalen Struktur stetig, denn die Zusammensetzungen mit inj, sind die Identitét
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fiir j = k und 0 sonst. Wegen der universellen Eigenschaft ist damit auch die
Inklusion (pry,)i : [, Ex — [, Ex stetig.

Beschrianktheit. Eine Menge, die in einer endlichen Teilsumme beschrankt ist, ist
es auch in der gesamten Summe, da die Inklusion stetig ist.

Sei umgekehrt B in F beschrinkt. Beachte zuerst, dafl eine endliche Teilsum-
me [[,cx Ex ein lokalkonvexer Teilraum von [[, Ey ist, denn durch (pri)rex :
[I; Er — Ilrex Ex = [liecx Ex ein stetiges lineares Rechtsinverses zur Inklusion
[ Ex — Il Ex gegeben. und K := {k : pr.(B) # {0}}. Es geniigt somit zu
zeigen, da8 K endlich ist, denn B C [], prj(B). Angenommen K wire unendlich.
Wir wihlen eine abzdhlbare Teilmenge von K, die wir mit N identifizieren kénnen.
Fiir jedes k € N withlen wir einen passenden Punkt b* € B mit (b¥); # 0. Da E},
separiert ist, existiert eine stetige Seminorm p;, auf Ej mit p;(b*) = k € N. Fiir
die anderen k wihlen wir p = 0. Sei p(x) := >, pr(x)). Dann ist p eine stetige
Seminorm auf £, und somit p(B) beschriinkt, aber k = p(b¥) < p(b*) € p(B) fiir
alle k € N.

Vollstindigkeit. Wir zeigen vorerst die Folgen-Vollstandigkeit. Es sei z, eine
Cauchy-Folge. Als solche ist sie beschrinkt, also in einer endlichen Teilsumme ent-
halten. Da die Teilsumme ein lokalkonvexer Teilraum von [], Ej ist, ist z, ein
Cauchy-Folge in dieser endlichen Summe = Produkt, und somit ist sie konvergent
nach [£2.7]in dem endlichen Produkt und damit auch in E.

Nun die Vollsténdigkeit: Sei («*) Cauchy in [, Ex. Dann ist («!) Cauchy fiir jedes
j, also konvergiert 2 koordinatenweise gegen x> € I, EF. Es ist 2> ¢ 1, Ex,
denn sei K := {k : 2%° # 0}. Wilhle fiir £ € K eine stetige SN p;, auf Ej mit
pr(x°) > 1, setze py, := 0 fiir £ ¢ K und p(x) := >, pr(zx). Dann existiert ein
io mit py(zi — ) < p(at —a7) < 1 fiir i,5 = ip und alle k. Folglich ist auch
pr(zh, — x7°) < 1 fiir i > ip und alle k. Da 2" € [[, Ej ist 2}, = 0 fiir fast alle ,
also pi(a°) < 1 fur fast alle k, also K endlich.

SchlieBlich konvergiert z° — x° in [], Ej), denn sei p eine SN der angegebenen
Subbasis und & > 0, dann ist Y, p(z} — zfc) p(xt —27) < ¢ fiir alle i ,J > ig also
Fiir fixes i > ig sei K die endlich Menge {k : z} — z° # 0} dann ist p(z® — 2*°) =

> wex Pe(a) — xp®) = limy >, o pr(a), — z]) < e, dh. 2t — 2 in der Struktur
von [, Ej. O

4.6.2 Bornologische Vektorriume.

Es trage E die finale Struktur beziiglich einer Familie von linearen Abbildungen
fr : By — E, deren Bilder den Vektorraum F erzeugen. Dann 148t sich E auch als
Quotient des Koprodukts [], ) darstellen:

Sei némlich F der Kern der linearen Abbildung ), fi : [[, Ex — E, welche
x = (xp)r auf ), fr(x)) abbildet. Diese Abbildung ist surjektiv, da die Bilder
fx(Ex) nach Voraussetzung den Vektorraum E erzeugen, und sie ist stetig wegen
der finalen Struktur. Folglich erhalten wir eine bijektive (und wegen der finalen
Struktur am Quotienten) stetige Abbildung ([ [, Ex)/F — E. Diese ist sogar ein
Homoomorphismus, da E die finale Struktur beziiglich der Abbildungen fj tréigt.

Sei nun F ein LKV. Fiir jede beschriankte absolut-konvexe Menge B kénnen wir den
linearen Teilraum Ep von E betrachten der durch B erzeugt wird. Da B nach Kon-
struktion absorbierend in Ep ist, ist das Minkowski-Funktional pp eine Seminorm
aufEB Es ist sogar eine Norm denn 0 = pp(z) =inf{A>0: 2 € AB} =3\, =0
mit —m € B, also z = A\, —m — 0 nach und folglich = 0. Weiters ist die
Inklus1on EFp — F beschrankt auf der offenen Einheitskugel C B, also ist sie sogar
stetig, da Ep normiert (und somit bornologisch) ist.
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Der Raum F trigt nun genau dann die finale Struktur beziiglich all dieser Inklu-
sionen, wenn E bornologisch ist:

Sei ndmlich f : E — F eine beschrénkte lineare Abbildung, dann ist f|g, : Ep —
E — F eine beschrinkte lineare Abbildung auf einem normierten Raum, also stetig
nach dem Lemma in Wenn E die finale Struktur beziiglich der Teilrdume Ep
tragt, so ist f stetig, d.h. E bornologisch.

Umgekehrt sei E bornologisch. Allgemein ist die finale Struktur beziiglich der Ab-
bildungen Ep — F auf E feiner oder gleich der gegebenen auf F. Betrachten wir
also die Identitdt f von E mit der gegebenen Struktur nach E mit der finalen. Sei
B C FE beschrankt und 0.B.d.A. absolut-konvex. Dann ist die Inklusion Ep — E
stetig also beschrinkt beziiglich der finalen Struktur auf E. Folglich ist f(B) be-
schriankt in E, d.h. f ist eine beschrénkte lineare Abbildung, und da E bornologisch
vorausgesetzt ist, ist f stetig. Also stimmen die beiden Strukturen iiberein.

Folglich sind die bornologischen Vektorrdume genau die Quotienten von Kopro-
dukten normierter Rdume. Vergleiche das mit der dualen Beschreibung LKV’e in

134

4.7 Partielle Differentialgleichungen

4.7.1 Definition. Partielle Differentialgleichung.
Unter einer (vektorwertigen oder System von) PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEI-
CHUNG(EN) n-TER ORDNUNG (oder kurz PDG) versteht man eine Gleichung der
Form

f(x,u,... ,u(”)) =0.
Eine Losung ist eine n-mal differenzierbare Funktion x — u(x) von einem Banach-
Raum 7 in einen anderen E, welche fiir alle x € T' die Gleichung

f(x,u(x),...,u™(x) =0

erfiillt. Da die Ableitung u(®)(x) eine k-lineare symmetrische Abbildung, d.h. ein
Element des Raums L¥ (T E) ist, muB f eine Abbildung auf dem Raum 7 x E x

sym
L(T,E) x ...x L" (T,E) sein. Der Raum F x L(T,E) x ... x L7 (T, E) ist

sym sym
gerade der Raum der Polynome von 7' nach E mit Grad hochstens n.

Falls T endlich dimensional ist, was im folgenden immer der Fall sein wird, so ist die
k-te Ableitung eindeutig durch alle partiellen Ableitungen der Ordnung k gegeben.

Fiir ein m-Tupel & = (41, ..., 4y, ) und ein m-Tupel x = (x1, ..., Z,, ) bezeichnen wir

mit x* das Produkt }' - --- -z und mit |af = i1 + -+ 4 i, Insbesonders kann

dann die partielle Ableitung % als 0% geschrieben werden, wobei

0= (01,...,0m) = (%, e %) ist. Die Funktion f hat also als Variablen x
1 Tm

sowie 0%u fiir alle |a| < n.
4.7.2 Spezielle Typen von PDG’en.

Eine PDG n-ter Ordnung f(x,u,u’,...,u(™) = 0 heift heiBt LINEAR falls f af-

fin ist in (u,v/,...,u(™), d.h. sie sich schreiben 1Bt als
D aa(x) - 0%u(x) = s(x).
laf<n

Die linke Seite ist also ein Polynom

P)= > aa(x)-0°

lo|<n
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in den Variablen 0 = (8%:17 ey %) mit den Funktionen a, als Koeffizienten an-
gewandt auf u. Unter einen linearen PARTIELLEN DIFFERENTIAL-OPERATOR (kurz

PDO) versteht man gerade so ein Polynom D = P(9).

Ist bei einer linearen PDG zusétzlich s = 0, so heiffit sie HOMOGEN, andernfalls
INHOMOGEN. Sind alle Koeffizientenfunktionen a, Konstante so spricht man von
einer linearen PDG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN.

4.7.3 Lineare PDO’en 2-ter Ordnung.
Jeder solche PDO mit konstanten Koeffizienten ist also von der Gestalt

m
2
P(0)(u) = a-u—!—Zai : %u—i—Zaij 52—
i=1 i<j
Der homogene Anteil vom Grad 2 des Polynoms P ist also 0.B.d.A. eine symmetri-
sche quadratische Form P : (z,y) — 3_, ; a; j2'y’ mit a; ; = a;,; am R™.

Der PDO heifit ELLIPTISCH falls diese Form definit ist, d.h. wenn Py(x) = 0 als
einzige Losung x = 0 besitzt, oder dquivalent falls alle Eigenwerte strikt gleiches
Vorzeichen besitzen. Dies 148t sich auch auf lineare PDO hoherer Ordnung verall-
gemeinern.

2
Ein Beispiel ist der LAPLACE-OPERATOR A := Y| (%) . Die LAPLACE-GLEI-

CHUNG ist die elliptische PDG A(u) = 0. Thre Losungen heilen HARMONISCHE
FUNKTIONEN oder auch Potentiale. Das DIRICHLET-PROBLEM ist die Randwert-
aufgabe fiir ein Gebiet G der Laplace-Gleichung, d.h. u(z) = ug(x) fir z € 0G.
Das VON NEUMANN PROBLEM ist die Randwertaufgabe %(m) = 0 fiir alle z € 0G,
wobei v der nach auflen weisende Normalvektor an 0G ist.

Falls die quadratische Form P, als Eigenwert 0 besitzt, so heifit der PDO PARABO-
LISCH.
7.B. ist die WARMELEITUNGSGLEICHUNG Au = %u parabolisch.

Ist 0 kein Eigenwert, aber gibt es Eigenwerte mit verschiedenen Vorzeichen so heifit

der PDO HYPERBOLISCH.

Z.B. ist die WELLENGLEICHUNG Au = (%)Zu eine hyperbolische PDG. Das CAU-
ou

CHY-PROBLEM ist die Anfangswertaufgabe Sfu(x,0) = b(x) mit u(x,0) = a(x).

Lineare PDG mit konstanten Koeffizienten

4.7.4 Der Green-Operator und die Green-Funktion.

Falls wir eine lineare PDG D(u) = s mit konstanten Koeffizienten 16sen wollen,
so suchen wir also einen linearen Operator (den sogenannten GREEN-OPERATOR)
G, welcher invers zu D ist, und somit die Losung u aus s ausrechnet. Da D klarer-
weise mit partiellen Ableitungen kommutiert, mufl gleiches auch fiir den inversen
Operator G = D~! gelten.

Wie wir bereits in [3.5.5] gesehen haben ist das Analogon zur Matrix-Darstellung
(A-x)i = aijz;
J

einer linearen Abbildung A : R™ — R" die Integral-Darstellung eines linearen
Operators K auf Funktionenrdumen durch einen INTEGRAL-KERN £ wie folgt:

Kf:zw— - k(z,y) f(y)dy.
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Nehmen wir nun an wir hétten einen linearen Operator K, welcher einen Inte-
gralkern k besitzt. Was bedeutet die Eigenschaft mit partiellen Ableitungen zu
kommutieren fiir den Integralkern?

4.7.5 Kern eines mit partiellen Ableitungen kommutierenden Operators.
Sei K ein linearer Operator, welcher eine Kerndarstellung

(k1)@ = [ k) f)dy

besitzt. Was bedeutet es fiir den Integralkern, dafl der Integraloperator mit par-
tiellen Ableitungen vertauscht? Einerseits gilt durch Vertauschen einer partieller
Ableitung mit dem Integral

(@wmmw=%mmma%/Mww@@

Rm™

— [ ke ) dy

und andererseits durch partielle Integration

(K 0 9;)(f) (@) = (K(9;.)) () :/ k(z,y) 505 f(y) dy

m

[ k) S do
Da Gleichheit fiir alle f gelten soll, muf}

0= %5 k(@,9) + gok(@,y) = Flimok(z +te/,y +te))

sein und somit ist k(x+te’, y+te’) konstant in ¢ fiir alle standard-Einheitsvektoren
el Insbesonders ist also

ko(z —y) :==k(z —y,0) = k(x - Zyjej,yf Zyjej) = k(z,y).

Also vertauscht K genau dann mit partiellen Ablleitungen, wenn sein Kern (z,y) —
k(x,y) konstant liangs der Geraden 2 — y = ¢ ist und somit k(z,y) = k(z —y,0) =:
ko(x — y) erfiillt. Das heifit der Operator ist durch Faltung mit kg gegeben:

(Kf)(x) = k(z,y) f(y)dy = ko(x —y) f(y) dy =: (ko x f)(=),

Rm™ Rm™

4.7.6 Faltung.

Der TRAGER einer Funktion ist der Abschlufl der Menge jener Punkte, in denen
die Funktion nicht 0 ist. Die FALTUNG zweier stetiger Funktionen (wobei eine einen
kompakten Triiger hat) ist definiert durch

(fxg)(z) = flz—y)g(y)dy.

R™

Der Wert der Faltung an der Stelle 0 ist gerade

(f*9)(0) = f(=y)g(y)dy = S(f) () - g(y) dy =: (S(f)lg),

R™ R™
wobei S(f) die GESPIEGELTE FUNKTION S(f) :  — f(—x) sei.
Der Wert der Faltung an einer beliebigen Stelle ist somit

(fxg)(z) = f(x—y)g(y)dy=/ (SoTe)(f)(y) - g(y) dy =: ((S o T:)(f)lg),

Rm m
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wobei T, (f) die VERSCHOBENE FUNKTION y — f(y — x) sei. Es geniigt also (f|g)
fiir alle f zu kennen um f % g zu kennen.

Diese Operation der Faltung ist wie man leicht sieht assoziativ, kommutativ und
bilinear.

Fiir einen partiellen Differentialoperator D mit konstanten Koeffizienten gilt
D(fxg) = D(f)*g = f*D(g),
denn
dn(f*g)(x) : = d(f » g)(x)(h)
(f xg)(z +th) — (f x9) ()

= lim
t—0 t
Rm
:/ th_%f(chrth—yt)—f(x—y) g(y) dy
]R'm.

_ / df (@~ y)(h) - gly)dy
= (df (.)(h) % g) (z) = (dnf * g)().

4.7.7 Green-Funktion.

Dies kann man nun auf lineare PDO’en mit konstanten Koeffizienten anwenden,
denn diese vertauschen klarerweise mit partiellen Ableitungen, d.h. der Green-
Operator G = D~! sollte durch Faltung mit einer Funktion, der sogenannten
GREEN-FUNKTION ¢, gegeben sein. Es miifite also

s=D(G(s)) =D(exs)=D(e) xs
fiir alle Inhomogenitétsterme s gelten. D.h. 6 := D(e) wére eine Einheit der Faltung.

Fiir s(—y) := 6(y) - 2 gilt
0=s(0)=(sx0)(0) = /

Folglich mufl yd(y) = 0 sein fiir (fast) alle y und damit d(y) = 0 sein fiir fast
alle y # 0. Also kann ¢ keine Funktion im iiblichen Sinn sein. Wie konnen ihr
(und dhnlichen Ausdriicken g) einen Sinn geben. Insbesonders sollte die Faltung
f — f x g einen Sinn machen. Nach dem oben gesagten geniigt es dazu f —
(f x¢)(0) = (S(f)|g) anzugeben. Fiir Funktionen ¢ ist f — S(f) — (S(f)|g) ein
lineares Funktional und auch fiir g := ¢ ist f — (S(f)|g) = (f x6)(0) = f(0) ein
solches. Wir sollten also (stetig) lineare Funktional auf einem Raum von Funktionen
f betrachten. Solche stetig linearen Funktionale nennt man DISTRIBUTIONen. Die
Distribution §(f) := f(0) heifit DIRAC’SCHE DELTA-DISTRIBUTION.

s(—y) d(y) dy:/ y? 6% (y) dy.

m m

Im Falle von Randwert-Aufgaben sind die betrachteten Funktionen nur auf einem
Gebiet G definiert, und in diesem Fall ist der Green-Operator nicht durch eine Fal-
tung gegeben, d.h. der Integralkern (die Green-Funktion) ist wirklich eine Funktion

in 2 Variablen. Vergl. auch und mein Skriptum [26], |Abschnitt 49].

4.7.8 Testfunktionen und Distributionen.

Wir miissen uns nun Rechenschaft dariiber ablegen, auf welchen Funktionen die
Distributionen wirken sollen, und beziiglich welcher Topologie sie stetig sein sollen.
Natiirlich wollen wir, dafl der Begriff der Distribution eine Erweiterung jenes der
Funktion ist, also sollten wir zumindest stetige Funktionen f € C'(R™,R) durch
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f(g) := (flg) als Distributionen auffassen kénnen. Damit aber das Integral einen
Sinn hat, mufl das Produkt f-g gegen Unendlich stark abfallen. Da aber f beliebig
wachsen darf, mufl g sogar kompakten Triger besitzen. Als erster Ansatz fiir den
Raum der Testfunktionen g dréangt sich also der Raum der stetigen Funktionen mit
kompakten Tréiger auf. Auf diesen haben wir schon zwei Strukturen kennengelernt,
nidmlich die als Teilraum des Fréchet-Raums C'(R™,R), und jene als Teilraum des
Banach-Raums B(R™,R). Ist nun fiir eine stetige Funktion f das lineare Funktio-
nal g — (fl|g) stetig? Wéhlen wir insbesonders f = 1, dann ist (f|gn) = [zm 9n:
und fiir die Konvergenz von (f|g,) geniigt nicht die gleichmifliige Konvergenz (auf
kompakten Mengen) der g,. Wegen [, |g| < Volumen(Trg(g)) - ||g]lsc, sollte eine
Folge nur dann konvergieren, wenn sie gleichméfig konvergiert, und ihre Tréger in
einer festen kompakten Menge enthalten bleiben. Sei also Cx (R™, K) der Raum der
stetigen Funktionen von R™ nach K, welche Tréger innerhalb der Menge K C R™
haben. Dann ist Ck (R™,K) versehen mit der gleichmiifligen Konvergenz ein ab-
geschlossener Teilraum von Cp(R™,K) und somit ein Banach-Raum. Der Raum
C.(R™,K) der stetigen Funktionen mit kompakten Tréiger ist dann die Vereinigung
der Banach-Réume Cx (R™,R) wobei K alle kompakten Mengen oder auch nur ei-
ne Basis der kompakten Mengen durchlduft (d.h. jede kompakte Menge ist in einer
der Basis enthalten). Wir kénnen also die finale Topologie auf ihm betrachten. Nun
miissen wir uns iiberlegen, ob die konvergenten Folgen wirklich die sind, die schon
in einer Stufe C'x (R™,K) konvergieren, und dafl Folgenstetigkeit ausreicht.

Da wir Distributionen zum Losen von Differentialgleichungen verwenden wollen,
miissen diese differenzierbar sein. Wenn zwei Funktionen f und g differenzierbar
sind, so ist (0;flg) = —(f|0:¢), wie man mittels partieller Integration sieht. Wir
koénnten also fiir eine Distribution f die partielle Ableitung 0;f durch 0;f(g) :=
—f(0;g) definieren. Also sollten unsere Testfunktionen sogar glatt sein, und wir
miissen die gleiche Konstruktion fiir C°(R™,R) = (Jx CF(R™,R) durchfiihren.
Der so definierte LKV C2°(R™,R) wird auch mit D bezeichnet. Die entsprechende
Bezeichungsweise fiir den Fréchet-Raum C*°(R™,R) ist €.

4.8 Strikt induktive Limiten

4.8.1 Lemma. Struktur strikt induktiver Limiten.

Es sei ein Vektorraum E gegeben, der sich als Vereinigung einer aufsteigenden Folge
E,, von linearen Teilrdumen schreiben lifst. Weiters sei vorausgesetzt, daff die Fy, so
mit Seminormen versehen sind, dafl E, ein abgeschlossener lokalkonvexer Teilraum
des LKV’es Ey 11 ist fir allen € N. Der Raum E mit der finalen Struktur beziiglich
aller Inklusionen Ey, — E heiffit dann STRIKT INDUKTIVER LIMES der E, und man
schreibt E = h_n}ln FE,,. Die E,, nennen wir auch die STUFEN des induktiven Limes.
Jede Seminorm eines E, besitzt dann eine stetige Fortsetzung auf E. Jedes E,, ist
abgeschlossen in E. Der Raum FE ist separiert. Fine Menge ist in E beschrinkt
genau dann, wenn sie in einer Stufe enthalten ist und dort beschrdinkt ist. Sind alle
E,, (Folgen-) vollstindig so auch E.

Beweis.

Fortsetzbarkeit der SN’en. Sei p,, eine SN von F,,. Da E,, ein Teilraum von F,, 1
ist, gibt es nach eine stetige Fortsetzung p, 1 auf E,;. Mittels Induktion
erhalten wir eine Folge von sukzessiven Fortsetzungen py, auf Ej,. Sei nun p := (J,, .
Dann ist p eine Seminorm auf F und die Spur auf jeder Stufe Fj ist pg. Also ist p
nach Definition der finalen Struktur stetig.
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Stufen als abgeschlossene Teilriume von E. Da nach dem vorigen Punkt die
stetigen SN’en von F,, gerade die Einschrinkungen der stetigen SN’en von FE sind,
tragt FE, die Spurtopologie von E. Es sei z; ein Netz in FE,, welches gegen z in
FE konvergiert. Da E = Uk FEy, existiert ein k > n mit x € E;. Da Ey, O E, ein
topologischer Teilraum von FE ist, konvergiert das Netz x; in Ej gegen x. Nach
Voraussetzung ist aber E,, abgeschlossen in Ej, und folglich liegt « € E,,, d.h. E,
ist abgeschlossen in E. Weiters folgt sofort, dafl F separiert ist.

Beschrinktheit. Es sei B C FE eine beschriankte Menge. Wegen dem vorigen
Punkt geniigt es zu zeigen, dal B in einer Stufe enthalten ist (beschrinkt ist es
dort dann automatisch). Angenommen fiir jedes n € N gilt B ¢ E,,. Wir wihlen
nun b; € B\ F7 und n; mit by € E,,,. Rekursiv erhalten wir eine streng monoton
wachsende Folge (ng) und by € E,, N B\ E,,_,. Es sei p; eine stetige SN auf E,,,
mit p1(b1) = 1; das ist moglich da b; ¢ E; also by # 0. Nun suchen wir induktiv
stetige SN’en py, auf E,,, mit pk+1|Enk = pr und pr(bg) = k: Dazu betrachten
wir den von E,, und by, erzeugten Teilraum F' von E,, . Da byy1 ¢ E,,, ist
(z,\) — z+ A by nachein Isomorphismus E,, xK 2 F. Auf F' definieren wir
die stetige Seminorm ¢ durch q(z+Abg1) := pi(x)+ (k+1)-|A|. Nach[£.1.4]existiert
eine stetige SN py41 auf £, , welche ¢ fortsetzt. Sei schlielich p := (J, px. Dann
ist p eine stetige SN auf F und p(b,) = n, also ist B nicht beschrinkt.

Folgen-Vollstindigkeit. Es sei z,, eine Cauchy-Folge in F. Dann ist {z,, : n € N}
beschriankt, also nach obigem enthalten in einem FE,. Da F, ein lokalkonvexer
Teilraum von E ist, ist x,, eine Cauchy-Folge in ihm, konvergiert also gegen ein =
in E,, also auch in F.

Vollsténdigkeit. Da ein Cauchy-Netz nicht unbedingt beschrénkt ist, konnen wir
nicht wie bei Folgen schlieflen, daf} fast das ganze Netz schon in einer Stufe enthalten
ist. Wir zeigen aber nun, daf} dies beinahe der Fall ist:

Behauptung: 3n Vi VU 0-Umgebung 35 =i Ju € U : z; + u € E,.

Angenommen dies ist nicht der Fall, d.h. Yn 3i,, 3U,, : Vj = 4y, : (2, +U,) N E, = 0.
O.B.d.A. sei 2Uy, 41 C Uy. Die Menge U :=J,, Z?:o U; N E; ist eine 0-Umgebung,
denn U N E, 2 U, N E,. Also existiert ein i s.d. ; — z, € U fur alle j,k > 1.
Sei n so gewéhlt, dafl z; € E,. Fir jedes j > i existiert somit ein m (0.B.d.A.
m > n) und u, € Uy N Ej, fiir alle k < m mit 2; —x; = Y ;" ug. Damit ist aber
Ti— Y pq Uk =T+ g uk € By N (x5 +Uy), wegen 2Ug 41 C Uy. Dies ist ein
Widerspruch zu (z; + U,) N E,, = 0 fiir jedes j = i, 4y.

Wir betrachten nun das Netz (,U) — x; +u € E,, wobei j > i und v € U wie
in der Behauptung gewéhlt werden und wir als Indexmenge das Produkt von der
urspriinglichen mit einer 0-Umgebungsbasis verwenden. Dieses Netz ist ein Cauchy-
Netz in F,,, denn fiir jede 0-Umgebung V existiert eine absolut konvexe 0-Umgebung
U mit U+ (U—-U) =3U CV, und konvergiert somit gegen ein z, € F,. Damit
konvergiert aber auch x; — x,, denn fiir jede 0-Umgebung W sei V so gewéhlt,
daf 3V C W. Dann existiert ein i und ein U (0.B.dA. U CV)mit z;+u—2z €V,
fiir die entsprechenden j > ¢ und die gewdhlten v € U und x; —x € V fiir 5,k > 4.
Also liegt T — Too =2k —2j +2j — T EV +V —u CV 4+ V -V C W fiir alle
k> 1.

Fiir einen Beweis mittels Filter siehe [15] [S.86]. O
4.8.2 Beispiel. Raum der Testfunktionen.

Wir kénnen nun den Raum C2°(R™,R) der glatten Funktionen mit kompakten
Tréiger als strikten induktiven Limes D = lim . C' (R™,R) der Stufen CP(R™, R) :=
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{f € C*(R™,R) : Trg C K} auffassen, wobei K eine Basis der kompakten Mengen,
z.B. ({z : |z| < k})ken, durchléuft.

Der so erhaltene LKV wird oft mit D bezeichnet. Er ist nach vollstandig
und bornologisch wegen 4.3.2] da die C>°(R™, R) als abgeschlossene Teilriiume des
Fréchet-Raums C*°(R™,R) selbst Fréchet sind. Die stetigen (= beschrinkten =
Folgen-stetigen) linearen Funktionale auf D heilen DISTRIBUTIONen.

Ein anderes Beispiel ist der Raum KN = hLQn K™ der endlichen Folgen.

4.9 Operationen auf Distributionen

Um nun lineare PDG fiir Distributionen zu lésen, miissen wir die auftretenden
Terme auf Distributionen erweitern, d.h. zu gewissen (stetigen) Abbildungen T :
D — D suchen wir Fortsetzungen T : D' — D'. Da T ein Operator zwischen
Dualréumen sein soll, machen wir den Ansatz 7' = S* mit S : D — D. Wie immer
ist der duale Operator S* zu S durch S*(z')(y) := 2/(Sy) definiert. Damit 7" eine
Fortsetzung von T ist, d.h. folgendes Diagramm kommutiert

p—L.p

mufl

T(u(£))g) = 5" (())(g) = «(£)(S(9)) = (fI5(9))

indent mit

UT(F)g) = (T(f)lg)

sein, d.h. S der FORMAL ADJUNGIERTE T : D — D zu T sein, also jener Operator
T, welcher

(Tflg) = (f|T"g) fiir alle f,g € D

erfiillt. Ist dieser gefunden so definiert man folglich die gesuchte Erweiterung als
dualen Operator (T*)* zu T* durch

T(g) := (T*)"(9) : | = g(T"(f)).

4.9.1 Ableitungen einer Distribution.
Sind g und f glatte Funktionen und hat eine kompakten Tréger so gilt

(o)D) = [ (GErola) fla)do
— [ [ gt f@ydo? dta?, ™)
RrRm-1 JR

= [ (st sz
— [ g(z) (%f(z))dxl d(z?,...,z™)
J )

—— [ 9(o) (e f(a) o
= (%)),

d.h. 9§ = —0;. Dies motiviert folgende Definition der PARTIELLEN ABLEITUNG fiir
eine Distribution g:

(0%9)(f) = (=1)l*lg(a* ).

andreas.kriegl@univie.ac.at © 7. Februar 2007 64



4.9 OPERATIONEN AUF DISTRIBUTIONEN 4.10.3

Es gilt dann klarerweise der Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit von par-
tiellen Ableitungen.

Die HEAVISIDE-DISTRIBUTION H ist gegeben durch H(f) := [ f(z)dx, sie ist

0
durch die Funktion
{1 fiirx >0
T gegeben.

0 andernfalls

Die distributionelle Ableitung von H ist d. Das sieht man wie folgt:

H'(f) = —H(f') = - / " f@)de = — f(@)|, = £(0) = 5(f).

4.10 Vervollstandigung

Wir wollen nun das Problem anpacken, was wir machen kénnen, wenn sich ein
Raum als nicht vollstindig erweist. Man denke an die Situation v/2 ¢ Q. Da “ver-
vollsténdigt” man Q zu R indem man z.B. Dedekind-Schnitte betrachtet. Wir wollen
eine dhnliche Konstruktion nun fiir LK'V’e durchfiihren. Insbesondere sollte sich das
dann auf den Raum C(I,K) mit der p-Norm anwenden lassen.

4.10.1 Vervollstindigung.

Unter der VERVOLLSTANDIGUNG eines LKV’es E verstehen wir einen vollstandigen
LKV E zusammen mit einer stetigen linearen Abbildung ¢ : E — E, welche folgende
universelle Figenschaft besitzt:

Fiir jede stetige lineare Abbildung f : £ — F in einen vollstandigen LKV F
existiert eine eindeutige stetige lineare Abbildung f : E — F mit f oL = f.

4.10.2 Bemerkung. Eindeutigkeit der Vervollstindigung.

Die Vervollstindigung eines LKV’es F ist bis auf Isomorphie eindeutig. Seien nim-
lich t; : E — E' fiir i = 1,2 zwei Vervollstindigungen von E. Dann existieren
eindeutige stetige lineare Abbildungen i; : E' — E? und i» : E? — E' mit
Tooty = to und 771 0ty = 1. Also ist Iy 0771 015 = 19 = idowy, und wegen der
Eindeutigkeit von f auch iy 077 = id.

4.10.3 Lemma. Umgebungsbasis der Vervollstindigung.

Es sei E ein dichter Teilraum eines LKV’es E. Die stetigen SN’en von E sind dann
genau die eindeutigen Fortsetzungen von solchen auf E. Ist U eine 0-Umgebungs-
basis von E, so bilden die Abschliisse {U : U € U} in E eine 0-Umgebungsbasis von
E. Jede stetige lineare Abbildung f : E — F in einen vollstindigen LKV F besitzt
eine eindeutige stetige lineare Erweiterung f E — F. Ist zusitzlich E vollstindig,

so ist B — E eine Vervollstindigung von E.

Beweis.

Seminormen. Nach [£.1.4] besitzt jede stetige Seminorm p von E eine ebensolche
Fortsetzung p auf E. Da E in E dicht ist, ist p eindeutigt bestimmt.

0-Umgebungsbasis. Es geniigt p<; C p<1 zu zeigen (Es gilt sogar Gleichheit,
denn zu Z € P<y existiert ein Netz z; — & mit z; € p<;. Damit ist aber p(z) =
p(lim; ;) = lim; p(ax;) < 1). Sei also p(#) < 1. Da E dicht liegt in E existiert ein
Netz (z;) in E, welches gegen & konvergiert (Betrachte als Indexmenge {(V,x) :
V ist Umgebung von &,z € V N E} mit der Ordnung (V,z) < (V',2') :& V DOV’
und als Netz die Abbildung (U, z) — ). Falls p(Z) < 1, so ist x; € p<; fiir fast alle
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i, d.h. & € p<1. Andernfalls ist p(x;) # 0 fiir fast alle ¢ und somit y; := p(lTZ) € p<1
und y; — ﬁfi_) =7I.

Stetige Erweiterungen. Es sei f : E — F linear und stetig und € E beliebig.
Da F in E dicht ist, existiert ein Netz (z;) in E, welches in E gegen Z konvergiert.
Da fstetig sein soll, muf} gelten f(i) = f(limi x;) = lim; f(a:l) = lim; f(x;). Es gibt
also hochstens eine stetige Fortsetzung f, und diese muf durch f(z) = lim; f(x;)
gegeben sein. Da x; ein Cauchy-Netz ist und f (da linear) gleichméBig stetig ist,
gilt gleiches auch fiir f(z;), und somit konvergiert f(z;), da F vollstéindig ist.
Wir definieren f(Z) als diesen Grenzwert und miissen zeigen, da$ er nicht von der
Wahl des Netzes abhéingt. Sei also z; ein zweites Netz in I/, welches gegen Z konver-
giert. Wir betrachten als Indexmenge das Produkt I x J mit der Produkt-Ordnung,
d.h. (i,7) = (7', §") = (i = )&(F > j') und als Netz darauf die Abbildung (i, j) —
25,5 = x; — x;. Dieses Netz konvergiert nun gegen lim; x; —lim; z; = 2 —2 = 0, also
konvergiert das Bildnetz f(z; ;) = f(x;) — f(x;) gegen f(0) = 0, andererseits ist
sein Limes aber gerade lim; ; f(x; ;) = lim; f(z;) — lim; f(z;), d.h. der Grenzwert
f(Z) ist eindeutig.

Die Fortsetzung f ist linear: Sei # und 7 in E, dann existieren Netze x; und y; in
E mit ; — & und y; — §. Also gilt:

F(@+ X g) = f(lilmxi + )\lijr_nyj) = f(lirjn(xl + Ay;))
= lim f(w; + Ay;) = i f (@i + Ayg) = Hm f(2) + A (1)
= lim f (@) + Alim f(y;) = f(2) + Af(9).

Die Fortsetzung f ist stetig:

Beweis mittels SN’en: Es sei ¢ eine stetige SN auf F'. Dann ist g o f eine solche auf
E, also existiert nach eine stetige SN L;g_? auf E, welche q o f fortsetzt. Es
gilt q/;_?:qof, da

e~ e~ e~

(qo f)(@) = (go f)limz;) = lim(q o f)(z;) = lim(q o f)(z:)
= gq(lim f(2:)) = q(f(limz:)) = (¢ ° F)(7)

Beweis mittels 0-Umgebung: Sei namlich V' eine abgeschlossene 0-Umgebung von
F und U eine solche von E mit f(U) € V. Dann gilt f(TU) € V, und U ist eine
0-Umgebung in E. Sei némlich # € U, dann existiert ein Netz x; in U C E, welches
gegen & konvergiert. Also ist f(Z) = lim; f(z;) e V = V. O

4.10.4 Satz. Existenz der Vervollstindigung.
Jeder LKV E besitzt eine bis auf Isomorphie eindeutige Vervollstindigung ¢ : £ —

E. Ist E normierbar (bzw. metrisierbar) so auch E.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dafl F ein normierter Raum ist. Dazu
suchen wir einen vollstindigen Raum, in welchen E isometrisch auf einen Teil-
raum eingebettet werden kann. Nach ist der Dualraum E’ := L(F,K) immer
vollsténdig, also auch der Biduale E” := (E’)’. Nun betrachten wir die Abbildung
t: E — E", gegeben durch (z) = ev, : 2’ — a/(x). Diese ist klarerweise wohldefi-
niert, linear und stetig, denn

le(@)]| == sup{  |e(x)(z")] :[l2"]] = 1} <.
—

|’ (z)|<[|="]]-]|]]
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Bleibt zu zeigen, daf ¢ eine Isometrie ist. Dazu geniigt es ein 2’ € E’ zu finden mit
2'(z) = ||z|| und ||2’|| = 1. Das bedeutet, dafi die Hyperebene H := {y : 2'(y) =
||[z||} durch x geht und die offenen Kugel {y : ||y|| < ||z||} nicht trifft, d.h. eine
Tangentialebene an die Einheitssphére ist, und deren Existenz wir in (siehe
auch mittels des Satzes von Hahn-Banach zeigen werden:

(=) Fiiry € H gilt [lz]| = |2/ (y)| < [|2"]| [ly]| = [lyl

(<) Sei umgekehrt so eine abgeschlossene Hyperebene H durch x gegeben, die
{y : |lyl] < ||z||} nicht trifft. O.B.d.A. sei ||z|| = 1. Jede abgeschlossene Hyperebene
ist nach von der Form H = {y : 2/(y) = ¢} mit c € Kund 2’ € E'. O.B.d.A.
sei |2/l =1 und ¢ > 0. Wegen x € H ist 2'(x) = ¢. Es ist |[2/(z)| < ||2']] ||z]] =

1. Angenommen ¢ = 2'(z) < 1 = [[2/[|, dann existiert ein 2z mit ||z = 1 und
¢ < 2'(z) < ||2'||. Es sei w := 7772 Dann ist lw| < 1 und 2'(w) = ¢, ein
Widerspruch.

Als E nehmen wir nun den AbschluB des Bildes +(E) in E”. Dann ist ¢ eine Einbet-
tung von E auf den dichten Teilraum ¢(F) des Banach-Raums F, und somit nach
obigem Lemma eine Vervollstéindigung.

Nun der Fall eines allgemeinen LKV’es E. Nach 1488t sich E auffassen als
Teilraum eines Produkts normierter Réume E,,. Dieses wiederum, 148t sich auffassen

als Teilraum des Produkts der Vervollsténdigungen Evp der Faktoren. Also ist F

ein Teilraum eines vollstandigen LKV’es. Fiir E nehmen wir nun den Abschlufl von
E in diesem vollstdndigen LKV. O

4.11 Integration

4.11.1 Banach-Riume integrierbarer Funktionen.

Wir wollen nun vollstindige Rdume integrierbarer Funktionen finden. Die Idee
dabei ist einen Raum integrierbarer Funktionen beziiglich der 1-Norm zu ver-
vollstéandigen. Wir kénnten dazu natiirlich vom Raum der stetigen Funktionen aus-
gehen, oder sogar von jenem der Riemann-integrierbaren. Aber am einfachsten ist
es mit den Treppenfunktionen zu beginnen, denn da bendtigen wir vorerst keine
Integrationstheorie.

Sei also A die Menge aller endlichen disjunkten Vereinigungen von rechts-offenen
Intervallen (d.h. Quadern) [a,b) := {(x1,...,2,) € R 1 a; < x; < b;} in X :=R",
wobei —oo < a; < b; < +o0.

Dieses Mengensystem hat die folgenden Eigenschaften:

1.heA
2. Ac A= X\AcA
3. AZGA:>U;”;1A16A

Das Volumen eines solchen Intervalls definieren wir als u([a, b)) := [[\—, [b; — ai
bzw. als oo, falls ein a; = —oo oder ein b; = +oo. Dann l&8t sich p eindeutig
zu einem sogenannten positiven Mafl p fortsetzen, i.e. einer Abbildung p : A —
[0, +00], welche o-additiv ist, d.h. sind die A; € A paarweise disjunkt und ist auch

UiZo Ai € A so gilt: u(lU;2g Ai) = oo 11(As).
Unter einer TREPPENFUNKTION verstehen wir dann die Elemente des linearen

Raums T von Funktionen, welcher durch die CHARAKTERISTISCHEN FUNKTIONEN
xa mit A € A und p(A) < oo erzeugt wird, dh. T := {377, X\ixa, : A; €
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A, 1(A4;) < 0o, A; € R}. Man beachte, daB fiir f € T und jede Zahl ¢ die Menge f.
in A liegt. Das INTEGRAL von f =Y ;" A;xa, definieren wir als

/m Z Aixa, dp = Z)\iM(Ai)'
i=1

i=1

Fiir A € Aist auch [, f:= [p. f-xa wohldefiniert. Integrieren ist klarerweise ein
lineares (wohldefiniertes!) Funktional auf 7' und mittels || f|ly := [g.. | fldp wird T
zul einem normierten Raum. Also kénnen wir nach dessen Vervollstindigung
T betrachten. Dies ist ein Banach-Raum und das Funktional | erweitert sich zu
einem stetigen linearen Funktional [ auf T, und die Norm zu einer Norm ||_|;.

Allerdings wissen wir nicht ob die Elemente ¢ € T als Funktionen am R™ aufgefaBt
werden konnen. Dieses Problem wollen wir jetzt untersuchen.

4.11.2 Die Vervollstindigung T als integrierbare Funktionen.

Jedem ¢ € T wollen wir also eine Funktion f:R™ — R zuordnen, die in einem ge-
wissen Sinn integrierbar ist. Da T in der Vervollstiindigung T dicht liegt, existieren
fn €T,s.d. |l o— fall1 — O (Insbesonders ist f, eine Cauchy-Folge in T'). Falls diese
zumindest punktweise konvergiert, so wire f : x — lim,, o f(z) ein Kandidat fiir
die zu ¢ gehorende Funktion.

Im allgemeinen muf} dies aber nicht der Fall sein, wie folgendes Beispiel zeigt:
Firn € Nund 0 < k£ < 27 sei fiyyon = X[ ktLy- Dann konvergiert f, — 0
P

s om

beziiglich der 1-Norm, denn f[o 1 fr+on = 5. Andererseits konvergiert f,(z) fiir

kein « € [0,1), denn f,(x) ist immer wieder gleich 0 und auch immer wieder gleich
1.

Das Problem bei diesem Beispiel ist, dafl die Folge f,(x) zwei Hiufungspunkte
besitzt, also betrachten wir vorerst monoton wachsende Folgen von Treppenfunk-
tionen f,:

4.11.3 Lemma. Monotone Konvergenz von Treppenfunktionen.

Sei eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen f, vorgeben. Dann kon-
vergiert f, beziiglich der 1-Norm genau dann in T, wenn die Integrale [ f, (nach
oben) beschrinkt bleiben.

Unter dieser dquivalenten Bedingungen ist das Supremum sup,, fn(x) fast dberall
endlich.

Fiir jede Nullmenge findet man eine solche Folge von Treppenfunktionen f,, welche
auf dieser Menge divergiert.

Man sagt, dafl eine Aussage FAST UBERALL gilt, wenn sie mit Ausnahme einer
Nullmenge gilt.

Eine NULLMENGE ist eine Menge A C R", mit der Eigenschaft, daf} fiir jedes ¢ > 0
Mengen A,, € A existieren mit A C (J7° ) A, und Y07 pu(A,) < e. Aquivalent
dazu ist die Existenz von A,, € A mit A,, € Ap41 und p(A,) <eund A C Y, An
(Hinweis: Ersetze A,, durch |, ,, Ax)-

Beweis. (=) Sei f, beziiglich der 1-Norm konvergent, dann ist f, eine Cauchy-
Folge also ist [ f, beschrénkt, da [ stetig und linear ist.

(<) Sei nun f,, eine wachsende Folge von Treppenfunktionen mit sup,, [ f, < oo,
dann existiert der Limes K der wachsenden beschrinkten Folge f fn. Folglich gilt
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fir n > m:

/‘M‘:/fn_/meK—KZOfiirmm—)oq

>0
also ist f, eine Cauchy-Folge in T.

Sei g == fr— fo > 0 und K := sup{[ g, : n € N}. Fiir ¢ > 0 und n € N sei
Acni=A{x:gn(z) > %} Klarerweise ist A¢ 41 2 Aep € Aund esist pu(Ac ) <e,
denn wegen g,, > 0 ist

Eﬂ(As,n) S/ gn < /gn <K.
€ A

e,n

Es gilt:
frn(x) ist divergent < g, (z) ist divergent
< gn(z) ist unbeschrinkt < Ve > 03n:x € A,

<:>v5>0:erAm,

also ist die Menge der Punkte =, wo f,(z) divergiert, eine 0-Menge.

Sei nun N eine Nullmenge. Dann existieren fiir jedes n eine Folge von A,, 1, € A, s.d.
An,k - ATL,k+17 N C Uk An,k’ und ,U(An,k) < 27", Es sei fm = anm XApm € T.

Dann gilt
/fm <> /XAn,m <> p(Anm) <Y 2L

n<m n<m n<m
Fiir alle z € N divergiert f,,,(x) fiir m — oo, denn fiir jedes n existiert ein k,, mit x €
Ay, k,, - Wihlen wir nun m := max{n, k1,...,ky}, so gilt f,(z) > > }_; xa,,.(x) =
n, also ist f,,(x) unbeschriankt. ' O

4.11.4 Definition. Mef3bare und integrierbare Funktionen.
Eine Funktion f : R™ — R heifit MESSBAR, wenn sie fast iiberall der Limes einer
Folge von Funktionen f,, € T ist.

Sie heifit LEBESGUE-INTEGRIERBAR, wenn die f, zusétzlich so gewéhlt werden
konnen, daf} sie eine Cauchy-Folge in T bilden.

Sie heifit LT-FUNKTION, wenn n +— f,, noch zusitzlich monoton wachsend gewihlt
werden kann.

Wir wollen nun jedem Element ¢ € T eine Lebesgue-integrierbare Funktion zuord-
nen. Dazu benétigen wir die

4.11.5 Folgerung.

Fiir jedes ¢ € T existieren fn €T, welche beziiglich der 1-Norm gegen ¢ konvergie-
ren, und welche fast iberall punktweise (gegen eine Lebesgue-integrierbare Funktion)
konvergieren.

Beweis. Da T dicht ist in 7T, existiert eine gegen @ in der 1-Norm konvergente Fol-
ge von Treppenfunktionen f,, € T. Durch Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir
annehmen, daB fiir s,, := f, — fr—1 die Reihe ), ||s, |1 konvergiert (Hinweis: es exi-
stieren ny, mit || fn, ., — fu, |1 < 55 )- Also konvergiert die Reihe der positiven Anteile
s := max{s,,0} und jene der negativen Anteil s, := max{—s,,0} fast iiberall,

denn diese Reihen sind wachsend und [Y, . st = Yo, [ s < 3o, [ sl <
> ken lIsnlli < oo. Folglich konvergiert die Teleskopsumme f, — fo = >, sk =
> hen St — <, s, fast iiberall. O
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Der Raum L™ ist nicht abgeschlossen unter Differenzenbildung, aber es gilt die

4.11.6 Folgerung.

Der von LT erzeugte Vektorraum besteht gerade aus den Lebesque-integrierbaren
Funktionen. D.h. eine Funktion f ist genau dann Lebesgue-integrierbar, falls zwei
Funktionen g und h in L existieren, s.d. f = g — h ist.

Beweis. (|}) Es sei f = g— h, wobei g, h € L. Dann existieren Treppenfunktionen
gn und h,, welche monoton fast iiberall gegen g und h konvergieren, und welche
Cauchy-Folgen beziiglich der 1-Norm sind. Die Differenzfolge g,, — h,, konvergiert
dann natiirlich fast iiberall gegen f = g — h und ist eine Cauchy-Folge beziiglich
der 1-Norm.

(1) Es sei f,, eine Cauchy-Folge in T, welche fast iiberall gegen f konvergiert. Wir
haben oben gezeigt, dafl eine Teilfolge existiert, die sich in eine Differenz von zwei
monotonen Folgen mit beschrankten Integralfolgen zerlegen 148t. Also ist f = g—h,
wobei g und h die Grenzwerte fast iiberall dieser monotonen Folgen sind, d.h. in
LT liegen. O

4.11.7 Bemerkung.

Wir wollen nun eine Bijektion von 7' mit dem Raum der integrierbaren Funktionen
finden. Dazu liegt es nahe die Abbildung zu betrachten, die einem ¢ € T wie folgt
eine integrierbare Funktion f zuordnet: Wir wiahlen eine gegen ¢ konvergente Folge
von Treppenfunktionen f,, die zusétzlich fast iiberall konvergiert. Die Funktion f
definieren wir dann durch f(x) := lim,,—,« fn(2). Damit ist aber f nur fast iiberall
festgelegt. Also miissen wir anstelle des Raums der integrierbaren Funktionen den
Quotientenraum

L' := {f : f ist Lebesgue-integrierbar}/{f : f = 0 f.ii.}.

Daf dies eine bijektive lineare wohldefinierte Abbildung von T auf L' liefert, zeigt
folgendes

4.11.8 Lemma. _
Es sei f,, eine Folge in T, welche gegen ¢ € T konvergiert und fiir welche f, fast
Gberall gegen f konvergiert. Dann ist ¢ = 0 genau dann, wenn f =0 fast tiberall.

Beweis. (=) Es sei ¢ = 0 und wir wéhlen eine Teilfolge, die wir wieder mit f,
bezeichnen, so dafl ||f,]1 < 27". Wir miissen zeigen, dal N := {z : 3If(x) =
lim,, 00 frn(x) # 0} eine Nullmenge ist. Es sei m € N und « € N, dann ist | f(x)] >
27" fiir ein n > m und somit |fx(z)| > 27" fiir ein k& > 2n. Folglich ist N C
Unsm Ukson Ank, wobei Ay, g := {x : [ fr(z)| > 27"} € A. Weiters ist

275 > | fullh = 27" (A p) = p(Any) <278

und somit

SouAng) < > =Y "2y e =

n>m n>m n>m 7>0
k>2n Jji=k—2n>0

(<) Es sei f =0 f.ii. und wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dafl || f,+1 — fn| <27
Es sei N die 0-Menge {z : Jlim, f,(x) = lim, f,(x) # 0}. Fiir fixes ¢ > 0 und
m>nsel Ap = {z: Y0 |fir1(z) — fi(z)] > e}. Dann ist A3 Ay, € At
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und E/,L(An’m) < f ZZ?’L |fi+1 - fl| < Z?ln 2_i < 2—”-‘1—1. Fir » ¢ NUUm>n An,m
ist -

@) < | fnrr(@)] + D |fira (@) = filz)].

. i=n
—0 fiir m—o0

<e fiir alle m
Also ist
{l‘ : |fn(1')‘ > 5} g NU U An,m g U An,m UNn,my
m>n m>n
wobei N C J,,, Np,m mit Np i1 2 Npm € A und p(Np,m) < 2% Da die Mengen
Nym U A, monoton in m wachsen und

1 2 1 2
BN U An) < i(No) F i(An) < o+ o = (14 2)
ist ) )
pl{ < 1a(@)] > 2) € (N U A) s 2 < o (14 2),
Also konvergiert p({z : |fo(z)] > €}) — 0 fiir n — oo. Man sagt auch f, sei
MASSKONVERGENT gegen 0.

Es sei 6 > 0 beliebig und A, := {z : f,(z) # 0}. Dann liegt 4,, € A, p(A4,) < o

und somit ist

Hhm=/ m|+/ \m+/ I
R™\A4, {z€An:|fr|<6} N~ {z€An:|fr|>6} ~
=|fr—fnl <é <|frlt+|fio—fnl

< / |fro = ful + 0 n(An) + | fulloo n({z = | fr(x)] > 6}) +/ |fr = ful
Rm\ A, A,

<k = Fulls + 0 p(An) + [ falloo n({z : | fr(2)] > 0})

Es existiert ein N(¢), s.d. der 1.te Term kleiner als ¢ ist fiir k,n > N (). Wir setzen
n := N(e), dann existiert ein hinreichend kleines ¢ > 0, s.d. der 2.te Term kleiner
als € ist. Da f; mafkonvergent gegen 0 ist, existiert nun ein K > N(e), s.d. der
letzte Term ebenfalls kleiner als ¢ ist fiir alle k > K. Folglich konvergiert || fz|l1 — 0
fir k — oo. O

- Ll

{f : f L-integrierbar}

fn

4.11.9 Zusammenfassung. Die Vervollstindigung des Raums der Trep-
penfunktionen.

Die Vervollstindigung T ist als Vektorraum isomorph zu L'.Der Isomorphismus ist
dadurch gegeben, dafi man zu gegebenen o € T eine Cauchy-Folge f, € T wihlt,
die zusdtzlich noch fast tiberall punktweise konvergiert. Und dann ¢ die Restklasse
dieses Grenzwertes f zuordnet.

Beweis. Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn die Differenz g,, — h,, zweier gegen
o konvergierender Folgen, konvergiert gegen 0, also konvergiert sie punktweise fast
iiberall gegen 0 = g — h.
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Sie ist klarerweise linear und nach Konstruktion surjektiv. Injektiv ist sie, da f =0
fast iiberall die Aussage ¢ = 0 zur Folge hat.

Sowohl ||_||; als auch [ sind also wohldefiniert und stetig auf L', und es gilt || f||; =
J1f], da diese Gleichung auf den dichten Teilraum T gilt. Die Abbildung ¢ — [f]
ist folglich eine Isometrie von T mit L', und somit ist L' die Vervollstandigung von
T. O

In der Integrationstheorie (siehe z.B. [24]) zeigt man folgende Sétze iiber den Zu-
sammenhang zwischen punktweiser Konvergenz und Konvergenz in der 1-Norm:

4.11.10 Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz.
fn integrierbar, {fx fn :n € N} beschrinkt, f, monoton-wachsend. Dann konver-
giert f, fast iberall gegen eine integrierbare Funktion f und [ f =1lim [ f,.

4.11.11 Lemma von Fatou.
Es seien f,, micht-negativ und integrierbar und konvergiert f, gegen f fast tberall,
und ist ffn beschrinkt, so ist f integrierbar.

4.11.12 Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz.
Es sei f,, integrierbar mit | f,| < g fast iberall, wobei g integrabel ist. Falls f, — f
fast diberall, so ist f integrabel und lim,, [y fn = [y [.

4.11.13 Satz von Fubini.
Es sei f am R™ = R™™™ x R"™ integrierbar. Dann existiert f]R" f(z,y)dy fir fast
alle x € R™™", weiters ist x — fR" f(z,y) dy integerierbar am R™™"™ und

f(@,y)d(z,y) = / ) dy d.
R™ m—n JRn

4.11.14 Definition. Die LP-Riume.
Mit LP bezeichnet man den Raum der mefibaren Funktionen, fiir welche | f|? Lebes-
gue-integrierbar ist, modulo dem Teilraum der fast iiberall verschwindenden Funk-

tionen. Fiir f € L? ist || f]|, := ([ |f|p)1/p wohldefiniert.

Fiir p = oo definiert L> als Quotient der beschriankten, mefbaren Funktionen
modulo dem Teilraum der fast iiberall verschwindenden Funktionen. Die Norm
[[/Nloc definiert man dann als die Quotienten Norm, d.h.

I1f1llco := inf{||glloc : g = f fast iiberall} = inf{|| f|x\nloc : N ist Nullmenge}

Man zeigt leicht, dafl fiir LP die Holder-Ungleichung und die Minkowski-Ungleich-
ung gelten, und somit LP ein normierter Raum ist. Mittels obiger Konvergenzsétze
zeigt man dann:

4.11.15 Proposition. Vollstindigkeit der LP-Riume.
Der Raum LP ist ein Banach-Raum.

4.11.16 Bemerkung.

Falls I ein Intervall im R™ ist, so nennt man f : I — R integrierbar falls die
Fortsetzung f durch 0 auf R™ integrierbar ist. Man setzt fI f= me f. Die auf
diese Weise erhaltenen Teilriume LP(I) C LP(R™), f — f, sind dann ebenfalls
Banach-Rdume.
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Falls u(I) < oo und p > ¢, dann gilt LP(I) C L(I). Fiir ¢ = 1 folgt das aus der
Holder-Ungleichung || £[1; < ||l - 1] und fiir p = o0 aus | flly < I|llc - ().
Nach der Hélder-Ungleichung gilt

tg= furrs (forms) (o)

= (If1,)7 - ()=,
und somit ist
1l < n@Y @2 | 1],
Insbesondere liegt L> in ﬂp <oo LP: Es gilt aber nicht Gleichheit, denn z +— log(x)
ist in LP[0, 1] fiir alle p > 1, aber nicht in L.
Im diskreten Fall /7 D £ fiir p > ¢, da die Reihenreste von ), |2;|? durch die von
>k |z1|? dominiert werden (|zx| < 1).

Fiir unbeschrinkte Intervalle I gelten im allgemeinen keine Relationen zwischen
den LP’s. Es gilt - € L'[1,400) & p > 1, alsoist o~ € LY & —l- € L' & ¢ > p,

xa/p

und somit ﬁ € L\ LP fiir ¢ > p. Umgekehrt gilt w%, € LY0,1] < 0 < p< 1, also
ist#ELq@ L e L' q < p, und somit - € L2\ LP fiir ¢ < p.

xa/p xl/p

4.11.17 Sobolev-Réume.

Man kann nun auch Vervollstdndigungen von Radumen differenzierbarer Funktionen
beziiglich Analoga der p-Norm betrachten. Sei dazu 2 C R™ offen, k¥ € N und
1 < p < oo. Dann sei der SoBoLEV-RAUM WKP(Q) die Vervollstindigung des
normierten Raums aller Funktionen f € C*°(Q,R) mit ||f||z, < oo beziiglich der

Norm .
1l = (2 0%r1)

la|<k

Da C* in C* dicht liegt beziiglich der Norm || f| := max{[|0“f]| : |a| < k} kann
man W¥P ebensogut als Vervollstindigung der entsprechenden Funktionen in C*
beziiglich der (k, p)-Norm definieren.

Man kann W*? auch mit den Distributionen f € D(Q)" identifizieren, fiir welche
0 f € LP liegt fiir alle |a| < k, siehe [40], S.55] oder [2], S.149]. Die Vervollstindigung
von O beziiglich der (k,p)-Norm wird mit WP bezeichnet. Fiir Q = R™ gilt
Wk2 = Wk?2 siche [40] S.58].

4.12 Mafitheorie

4.12.1 Mef3ibare Mengen.

Wir nennen eine Menge A C R™ MESSBAR, falls x4 auf jedem kompakten Intervall
K integrierbar ist. Mit p(A) bezeichnen wir das Supremum [, x4. Dann hat die
Familie M aller mefibaren Mengen, die gleichen Eigenschaften wie .4, und zusétzlich
ist auch noch die abzéahlbare Vereinigung mefibarer Mengen mef3bar, nach den Satz
iiber monotone Konvergenz. So eine Familie heifit o-Algebra.

Die Funktion p ist dann ein Mafl auf M, und M ist VOLLSTANDIG beziiglich dieses
Mafles, d.h. ist M eine Nullmenge, so gehért M zu M und u(M) = 0.

Man kann nun obige Konstruktion von LP noch verallgemeinern, indem man mit
einer beliebigen o-ALGEBRA A auf einer Menge X startet. D.h. mit eine Menge A
von Teilmengen von X, s.d..
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1. 0 € A;
2. Ac A= X\Ae A
3. F C A, abziéhlbar = |JF € A.

Das Paar (X, .A) bezeichnet man dann als MESSRAUM.

Weiters benétigt man noch ein Mass u auf (X, A), d.h. eine Abbildung u : A —
[0,4+0c], welche o-additiv ist, d.h. F C A, abzidhlbar und paarweise disjunkt =

w(UF) =3 ser n(A).
Nun definiert man den Raum der ELEMENTAREN FUNKTIONEN als den von x4 mit
A€ Aund p(A) < o erzeugten Raum.

Eine Funktion f : X — R heiit MESSBAR, falls f~*(U) € A fiir alle offenen U C
R. Da jede offene Menge U C R abzihlbare Vereinigung von offenen Intervallen
ist, jedes offene Intervall (a,b) der Durchschnitt von (—oo,b) N (a,+o0) ist, und
(a,400) = U, en R\ (=00, a+ 1) ist, geniigt es, daB f.. € A fiir alle c. Andererseits
ist natiirlich auch f=1(A) € A fiir jede Borel-Menge A C R (siehe [5.1.1)).

Eine Funktion ist ELEMENTAR, wenn sie mef3bar ist und nur endlich viele Werte
annimmt.

4.12.2 Satz. Punktweise Grenzwerte elementarer Funktionen.

Jede mefibare Funktion f : X — [0,+00] ist punktweiser Grenzwert einer mono-
ton wachsenden Folge elementarer Funktion. Ist f beschrdinkt, so ist die Konvergenz
gleichmdfig. Die mef$baren Funktionen sind die punktweisen Grenzwerte von Folgen
elementarer Funktionen. Der Raum der meflbaren Funktionen ist unter punktwei-
sen Grenzwerten von Folgen abgeschlossen. Er ist ein Vektorraum und abgeschlos-
sen unter sup, inf, liminf, limsup und Zusammensetzung mit stetigen (oder sogar
Borel-mef$baren) Funktionen.

Beweis. Es seien f,, mefibar, und f := sup,, fn sei iiberall endlich. Dann ist
f meBbar, denn f<. = (1, (fn)<c. Weiters ist limsup,, f, = inf,sup,>,, fr und
liminf, f, = sup,, infy>, fir meBbar. Also ist auch lim,, f,, meBbar.

Sei nun f meBbar. Da f = f*—f~ mit f* = max(f,0) > 0und f~ = max(—f,0) >
0 ist, diirfen wir annehmen daf§ f > 0. Dann ist

I = % falls%ff(m)<%mitk‘<n2
" e falls f(z) > n.

eine elementare Funktion (Achtung u(f~1)(a) £ o). Und (f,), konvergiert punkt-
weise von unten gegen f. O

4.12.3 Definition. Mafle und integrierbare Funktionen.

Ist A eine o-Algebra und y ein MaB auf ihr. Dann ist klar was [, fdu fiir ele-
mentare, nicht-negative Funktionen bedeutet. Durch obigen Satz konnen wir fiir
nicht-negative meBbare Funktionen f, das Integral [ fdu als sup,, [y fn dp defi-
nieren, wobei die f,, eine monoton wachsende Folge von elementaren nicht-negativen
Funkionen bilden, die punktweise gegen f konvergiert. Eine solche Funktion f heif3t
INTEGRABEL falls fX fdu < oo. Es gilt fX fdu =0 genau dann, wenn f = 0 fast
iiberall.

Eine mefibare Funktion f : X — R U {£oo} heifit INTEGRABEL, falls ihr positiver
Teil f* := max{f,0} und ihr negativer Teil f~ := max{—f,0} integrabel sind. Mit
Jx [ dp bezeichnet man dann [y f*du— [y f~ dp.

Wie oben definiert man nun L'(A, u). Jede Funktion in L' (A, i) ist mefbar. Mit
LP(A, 1) bezeichnet man den Raum der mefibaren Funktionen, fiir welche |f|P in
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L' liegt, modulo Gleichheit fast {iberall. Es ist dann || f||, :== ([ | f[Pdp) 7 wohlde-
finiert.

Fiir p = oo definiert L> als Quotient der beschrankten, mefbaren Funktionen
modulo “fast {iberall Gleichheit”. Die Norm ||[f]|lcc definiert man dann als die
Quotienten Norm, d.h.

I1f1llco := inf{||g|loc : g = f fast iiberall} = inf{|| f|x\nloc : N ist Nullmenge}

Es gilt:

4.12.4 Majorantenkriterium.
Ist f mefbar und g integrabel, mit |f| < g fast iberall, so ist auch f integrabel.

4.12.5 Satz. Banach-Rdume integrierbarer Funktionen.

Es ist LP ein Vektorraum und es gelten die Hélder und die Minkowski- Ungleichung
auch fiir diese Funktionen. LP(A, ) ist die Vervollstindigung der elementaren
Funktionen beziglich der p-Norm. Fir die Funktionen in LP(A, pn) gelten wieder
die Sitze iiber monotone und dominierte Konvergenz, sowie das Lemma von Fatou.

Beweis. Fiir die Minkowski-Ungleichung verwendet man, dal mit p-integrierbaren
fund g auch f + g es ist, denn [f + g[" < (2 max{[f],[g|})" < 2P max{[f",[g|"}
ist integrierbar nach dem Majorantenkriterium.

Fiir die Vollstédndigkeit geniigt es nach zu zeigen, daf} jede absolut-summier-

bare Folge von Funktionen f, summierbar ist. Wir setzen a, := >, ., |fx| € L?
und ¢ := >, || fel|p. Dann gilt a,, € L? und a, ist monoton wachsend. Weiters ist
J(an)? = llan|l5 < ¢”. Aus dem Satz iiber monotone Konvergenz fiir (a,)? folgt

also, daB (a,,)? fast iiberall gegen ein a € L' konvergiert. Da a > 0 ist, konvergiert
an, fast iiberall gegen b := a!/? € LP. Die Funktionen s,, := Y k<n Jr sind meBbar
und konvergieren fast iiberall gegen eine Funktion s, da die Reihe Y fi sogar fast
iiberall absolut-konvergiert. Die Funktion s ist daher ebenfalls me3bar, also auch
sP. Da |sP| < a € L, ist s* € L' und damit s € LP.

Es bleibt zu zeigen, daB ||s,, — ][ — 0: Da |s,, — s| — 0 fast iiberall, gilt gleiches

auch fiir |s, — s|?, und da s, — s| < |sn| + |s| < an + |s| < 2b € LP folgt aus dem
Satz iiber dominierte Konvergenz, daf§ [ |s,, — s|? — 0. O

4.12.6 Satz von Fubini.

Es seien (4, A;, p;) zwei o-endliche Mafriume und f : Q1 x Qo — R beziiglich
dem Produktmaf p1 & ps integrabel. Dann ist f(x,_) fast iiberall beziiglich x eine
uo-integrable Funktion, x — fQ2 fz,y)dusa(y) ist pi-integrabel und

/lezfd(ul ®H2)=/ﬂl(/g2fdu2> dpiy .

Dabei ist die o-Algebra auf Q; x Qs die von {A; x Ay : A4) € A;, Ay € Ay}
erzeugte o-Algebra, und p1 ® po die eindeutige Fortsetzung des Mafies (A; x Ag —
p1(Ar) p2(Az)).

Eine Mafiraum (92, A, 1) heifit o-ENDLICH falls A,, € A existieren mit u(A4,) < oo
und Q = J, ey An-
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4.13 Faltung

Fiir stetige Funktionen f und g am R™, wobei eine kompakten Trager hat, haben
wir in [4.7] die Faltung als

f*mxkfé flx—y)g(y)dy
definiert. Wir wollen diese Definition nun ausdehnen.

4.13.1 Lemma. Faltung integrierbarer Funktionen.

1. felLr, ge L L4

P
1f*glle < 11fllp - llgllg-
2. Falls r = o0, so gilt sogar fxg € C.

%:%—klmitl§p7q,r§oo:>f*g€LT,

Die Faltung st bilinear, kommutativ und assoziativ.

Interessante Spezialfille sind: p = 1 = ¢ = r sowie p = ¢ = r = 1. Letzterer hat
zur Folge, dafi L! beziiglich der Faltung eine Banach-Algebra ohne 1 wird. Siehe
[2} S.90].

Beweis. Wir begniigen uns mit dem Fallp = ¢ = r = 1. Dann ist (z,y) — f(z)g(y)
mefbar auf R™ x R™ und [5. pm [£(2) g(y)|d(z,y) = [|f]l1 |gll1, also ist wegen
des Satzes von Fubini

L. /Rm ) late =)l dyz = [ /Rm W)l lg(x — y)| da dy

= [ 1) [ late = wldody

- / )l [ 19(2)] dzdy
el

= {1/l - llgl

Wegen des Satzes von Fubini ist also | f(y)||g(z — y)| fast iiberall fiir « beziiglich y
absolut-integrierbar, d.h. (f*g) ist definiert. Und f*g ist integrierbar mit || fxg||; <

lF11 gl O

Lokal Lebesgue-integrierbare Funktionen f kénnen wir ebenfalls als Distributionen
auffassen vermoge
flg):= | fl2)g(z)d.
Rm,

Wegen der Minkowski-Ungleichung ist dies némlich fiir ¢ € L' mit kompakten
Trager K wohldefiniert und beschreibt ein stetig lineares Funktional sogar auf
LY(K). Z.B. definiert z — log|z| eine lokal integrierbare Funktion und somit eine
Distribution in D(R)’. Deren Ableitung bezeichnen wir uner Mifbrauch der Nota-
tion mit % Beachte aber, dafl x — % nicht lokal integrierbar ist.

Wir wollen nun folgende Inklusionen auf Dichtheit iiberpriifen:

s O > C R L D

4.13.2 Definition. Triger einer Distribution.

Nun wollen wir die Faltung auf Distributionen ausdehnen. Dazu benétigen wir den
Begrift des Tréigers auch fiir Distributionen. Eine Distribution ¢ auf D(€2) hat zwar
keine Werte in einzelnen Punkten, aber fiir offenes U C ) kénnen wir definieren,
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was |y = 0 bedeutet: Man sagt ¢ verschwindet auf U, falls fiir alle f € D(Q2) mit
Trg(f) C U gilt: ¢(f) = 0. Unter dem TRAGER EINER DISTRIBUTION ¢ versteht
man die kleinste abgeschlossene Menge A, s.d. ¢|gm\ 4 = 0. Diese Definition liefert
fiir lokal integrierbare Funktionen die iibliche Definition. Die Delta-Distribution &
hat z.B. den kompakten Triger {0}. Man beachte weiters, dafl Trg(9%¢) C Trg(y)
gilt.

4.13.3 Lemma. Distributionen mit kompakten Triger.
Eine Distribution hat genau dann kompakten Trager, wenn sie die Einschrinkung
einer (eindeutigen) stetig linearen Abbildung auf £ ist.

Beweis. Es sei ¢ : £ — R stetig und linear. Dann existiert eine 0-Umgebung der
Gestalt U := {f : |0%f|k| < ¢ fiir alle |a| < N}, s.d. f €U = |o(f)| < 1. Sei nun
f € D mit Trg(f) C R™\ K. Dann ist n - f € U fiir alle n und somit [¢(f)] < 1,
d.h. ¢(f) =0, d.h. der Tréiger von @|p liegt in K.

Umgekehrt sei der Tréager von ¢ kompakt. Wir wéhlen eine kompakte Menge K,
deren Inneres den Triiger enthilt, und weiters eine glatte Funktion h : R™ — [0, 1]
mit h = 1 auf einer Umgebung von Trg(yp) und Trg(h) C K (siehe [22] [7.6.6]).
Dann ist die Abbildung f +— h- f von & — C% (R™) wohldefiniert, linear und stetig
(1. Weiters ist o(f) =@(h-f+ (1 —h)-f) =w(h- f)+0 fir alle f € D, und die
rechte Seite definiert eine stetig lineare Abbildung £ — C#(R™) — D — R. O

4.13.4 Definition. Faltung von Distributionen.

Es seien g und f glatte Funktionen, f mit kompakten Triiger. Die Spiegelung S(f)
von f sei definiert durch z — f(—z) und die TRANSLATION T, f von f um a durch
z +— f(z —a). Dann gilt:

(g*f)(x):(f*g)(x):/w flx—y)gly)dy = S(f)y—=z)g(y)dy

Rm™

— [ 1SN 9w dy = (L(S(E)]g) = 9(T2(S().

Dies motiviert auch fiir eine Distribution ¢ die FALTUNG mit einer glatten Funktion
f mit kompakten Triger als folgende Funktion zu definieren

(px f)(@) == (T2 (S(f)))

In der Tat ist das Resultat sogar eine glatte Funktion.

Beweis. Es konvergiert
(px i+ h)—(ox f)x) =T, —id)T,Sf) — 0 fir h — 0,
da T f — f in D, also ist ¢ x f stetig. Weiters konvergiert

(ex et he) (o)) _ (Toes iy

= p(=0i(TuSf)) = e(T2S5(0:f)) = o % 0i f,
also ist ¢ * f differenzierbar und 9;(p x f) = px 0; f O

Insbesonders besteht folgender Zusammenhang zwischen Anwenden einer Distribu-
tion und Falten mit ihr:

p(f) = o(To(S(S()))) = (e S())(0).
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Berechnen wir als Beispiel

(6% f)(x) = 6(T%(S(f))) = To(S(f))(0) = S(f)(0 — =) = f(=),
d.h. ¢ ist wirklich die gesuchte Einheit.

4.13.5 Satz von Schwarz.
Die Faltungen mit Distributionen ¢ sind genau die stetigen linearen Abbildungen
D — &, welche mit Translationen vertauschen.

Beweis. (=) Falten mit ¢ ist stetig: Es konvergiere f,, — f in D. Dann konvergiert
T.Sf, — T,Sf in D gleichméfig fiir x in kompakten Mengen. Also konvergiert
o* fr, — p* f gleichmifBig auf kompakten Mengen, und wegen 0%(p* f) = 0%p* f
auch in allen Ableitungen, d.h. o x f,, — @ * f in £.

Die Faltung vertauscht mit Translationen, da

(Th o (px ))() = (px )lx =) = o(To-nSf) = p(TT-1Sf) =
= (T SThf) = (o * T f)().
(<) Essei L : D — & eine stetig lineare Abbildung die mit Translationen ver-
tauscht. Wir definieren ¢(f) := L(Sf)(0). Dann ist ¢ eine Distribution und
(o x f)(x) = p(TuSf) = L(ST:Sf)(0) = L(T-.55f)(0)
=T o(LF)0) = (Lf)(z). O

Um nun die Faltung zweier Distributionen ¢; und o zu definieren, wobei eine -
sagen wir o - kompakten Tréger hat nehmen wir die Assoziativitit an, d.h. fir
f € D die Gleichung

(1% 2) * f = o1 % (g2 x f).
Die rechte Seite definiert eine stetig lineare Abbildung D —£2*~ D —£1* £ die mit
Translationen vertauscht. Also ist sie nach dem Satz von Schwarz durch Faltung

mit einer Distribution gegeben, die wir ¢ * 2 nennen. Deren Wirkung wird dann
durch

(1% 02)(f) = ((p1 % p2) x S(f))(0) := (@1 * (2 + 5(f)))(0) =
= 1(S(p2* S(f))) = p1(S(p2) * f)
beschrieben. Aquivalent kénnen wir auch die Abbildung D — £ — & nehmen,
welche f auf o * (1 % f) abbildet.

Falten ist bilinear, kommutativ und assoziativ sofern hochstens ein Faktor nicht-
kompakten Triger besitzt. AuBlerdem gilt 9% (1 % p2) = (0%p1) * P2 = 1 *x (0%p2).
Das liefert zum Beispiel

Fx1=6%x1"=6x0=0.
und &’ x H =0 H = § 6 = 4. Somit gilt

(Ix0)xH=0xH=0#1=1x5=1x (8 xH).
4.13.6 Lemma. Approximierende Einheitin £’.

Es sei f > 0 eine glatte Funktion am R™ mit kompakten Trdger und me f=1
Mit f. bezeichnen wir x +— =™ f(Z). Dann gilt: f. — & in & .

Man nennt solch ein Netz € — f. eine APPROXIMIERENDE EINHEIT.
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Beweis. Wegen [ f.(z)dx =1 ist

:9) = 8(9) = | [ @) 9(@)di ~ [ fula)9(0) d

< el llg' i lloo - supflz] : @ € Trg fo = eTrg f} — 0
~——

=1 e sup{Trg f}
gleichméfig fiir ¢ in einer beschrankten Menge,

wobei K, :={tx:zxe€TrgF., 0<¢t<1}. O

4.13.7 Lemma. Approximierende Einheit in D’.
Weiters gilt f. xp — @ in D’. Insbesonders liegt C*° dicht in D'.

Beweis. Da die Faltung mit ¢ stetig ist, konvergiert fe xp = d*xp = in D" O

4.13.8 Lemma.
Es sei f € L? und 1 < p < co. Dann konvergiert | T f — f|l, — 0 fir h — 0.
Beweis. Wir wihlen f,, € C. mit ||f — f,|l, — 0. Da T}, eine Isometrie ist, gilt
||Thf - f”p < HThf - Thfn”p =+ ”Thfn - fn”p + an - f”p
<2|f = fallp + 1 Thfn = fallp

< 2|f = fullp + s(Teg(f) U (Trg(fu) + )Y - 1 Tifn = Falloo
und da f, gleichmif8ig stetig ist, konvergiert der letzte Ausdruck gegen 0. O

4.13.9 Folgerung. Approximierende Einheit in L!.
Es sei g € L' und f. wie oben, dann konvergiert || f- xg — g|l1 — 0.

Beweis. Es gilt
foxg =gl = [| [ ot -v s.)dy~ [ o) o) o) o
< [ [1ota =) - 9@ 11.00)| dy o

=/|\Tyg—g||1 N felw)| dy
<sup{[|Tyg — glli : y € Trg(fo)} - || fel1 — O fir e — 0. O

4.13.10 Bemerkung. Faltung via direktem Produkt.

Eine andere Moglichkeit die Faltung einzufiihren, ist das DIREKTE PRODUKT ¢1 ®
w2 € D(21 x Q3) von Distributionen ¢; € D(§;) zu betrachten. Dazu zeigt man,
daB D(Q,) @ D(Qy) dicht liegt in D(€; x Qs), und somit durch (o1 ®2)(f1® f2) :=
©1(f1) p2(f2) eine Distribution ¢1 ® @o auf Q1 x Q definiert wird.

Nun definiert man o1 %9 durch (¢1x¢2)(f) := (p1Qp2)(foadd), wobei add : R™ x
R™ — R™ die Addition bezeichnet. Diese Definition macht Sinn, denn Trg(p; ®
w2) = Trg(p1) x Trg(p2) und somit ist Trg(p1 ® p2) N Trg(f o add) kompakt.

4.13.11 Multiplikation von Distributionen.
Die Gleichung

- N0 = [ (- Pa)h@yde = [ gfa)(F-B)@)do = g(f -1

m
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fiir glatte Funktionen g, f, h motiviert folgende Definition. Wir kénnen auch das
PRODUKT von einer Distribution g mit einer glatten Funktion f definieren durch
seine Wirkung auf einer glatten Funktion A als

(g f)(h) == g(f - h).
ZB.ist -2 =0,denn (§-z)(f) =d(z- f) = (x- f)(0) =0- f(0) = 0. Weiters ist
L.z =1, denn

x

(5 +a)(h) = log (= wh(x)) = ~log(z = - (zh(z))

—/log |z| (h(z) + 2 h'(z)) dx
—/log |z h(z) + /(1 + log|z|) h(z) dx
= /h(:lc) dx = 1(h).

Diese Multiplikation l#8t sich nicht verniinftig (d.h. assoziativ) auf Distributionen
ausdehnen, denn

1 1 1

Unter anderen deshalb hat [6] eine neue Art von Distributionen definiert und deren
Theorie entwickelt.
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5. Baire-Eigenschaft

In diesem Kapitel verwenden wir die Baire’sche Eigenschaft und ihre Verallgemei-
nerungen um die Stetigkeit gewisser linearer Abbildungen zu erkennen. Wir unter-
suchen dann auch die Konsequenzen fiir Fourier-Reihen.

5.1 Baire’sche Riume

5.1.1 Definition. Borel’sche und Baire’sche o-Algebra.

Es sei X ein topologischer Raum. Die von den offenen (oder fquivalent abgeschlos-
senen) Mengen erzeugte o-Algebra heiflit BOREL’SCHE - ALGEBRA IM ERWEITER-
TEN SINN. Die von den kompakten Mengen erzeugte o-Algebra heifit BOREL’SCHE
0-ALGEBRA.

Die Borel-Mengen sind genau die Borel-Mengen im erweiterten Sinn, die in einer
abzéhlbaren Vereinigung kompakter Mengen enthalten sind. D.h. fiir o-kompakte
Réume fallen die Borel-Mengen mit den Borel-Mengen im erweiterten Sinn zusam-
men.

Unter der BAIRE’SCHEN o-ALGEBRA verstehen wir die kleinste o-Algebra, s.d.
alle stetigen reell-wertigen Funktionen mefibar sind. Die BAIRE-MENGEnR sind die
Elemente der Baireschen o-Algebra.

Eine Funktion heifft BAIRE-MESSBAR (oder kurz BAIRE’sch), wenn sie mefibar
beziiglich der Baire’schen o-Algebra ist.

Ein BOREL-MASS ist ein Mafl auf der o-Algebra der Borel-Mengen, welches auf
kompakten Mengen endlich ist. Ein BAIRE-MASS ist ein Maf3 auf der o-Algebra der
Baire-Mengen, welches auf den kompakten Baire-Mengen endlich ist.

5.1.2 Satz. Baire’sche o-Algebra.

Es sei X ein lokalkompakter, o-kompakter Raum. Dann wird die Baire’sche o-
Algebra von den kompakten Gs-Mengen erzeugt.

Die Baire-mef$baren Funktionen sind der Folgenabschluf8 der stetigen Funktionen
(mit kompakten Triger) beziiglich punktweiser Konvergenz.

Ist X zusdtzlich metrisierbar, so stimmen die Borel- und die Baire-Mengen tiberein.

Unter einer Gs-MENGE versteht man eine Teilmenge die ein abzédhlbarer Durch-
schnitt von offenen Mengen ist.

Beweis. (kp-Gs5 C Baire-Mengen) Es sei K eine kompakte Gs-Menge, dann ist
also K = (,, U, mit offenen U,,. Nach dem Lemma von Urysohn (siehe [25] )
existieren stetige Funktionen f, : X — [0,1] mit f,|x = 1 und fy|x\y, = 0. Die
Folge g, := min{fi,..., fn} € C(X,[0,1]) konvergiert dann punktweise monoton
fallend gegen X, denn fiir jedes x ¢ K, existiert ein n mit x ¢ U,, d.h. f,(x) = 0.
Somit ist y i eine Baire-meflbare Funktion, und K := Xl_(l(l) eine Baire-Menge.
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5.1 BAIRE’SCHE RAUME 5.1.4

(Baire-Mengen C (kp-G's)s-Algebra) Da die Baire’sche o-Algebra von den Urbildern
der Intervalle [c, +00) beziiglich aller stetiger Funktionen erzeugt wird (siehe[£.12.1)),
miissen wir nur zeigen, dafl f~![c,+00) zu der von den kompakten Gs-Mengen
erzeugten o-Algebra gehort. Diese Urbilder sind klarerweise abgeschlossene Gs.
Da X als o-kompakt vorausgesetzt wurde existieren kompakte Mengen K, mit
X =U,, Kn. Wegen der Lokalkompaktheit und dem Lemma von Urysohn (siehe [25]
1.3.1]), finden wir g, € C.(X,[0,1]) mit g,|k, = 1. Damit ist aber f~![c,+00) =
U, foe N (gn)>1 und foe N (gn)>1 = (hn)>o0 ist eine kompakte Gs-Menge, wobei
hy :=min{f — ¢, g, — 1}.

(amg C Baire-Funktionen) Die Teilmenge der Baire-mefibaren Funktionen ist Fol-
gen-abgeschlossen beziiglich punktweiser Konvergenz nach also ist der Fol-
genabschluf der stetigen Funktionen (mit kompakten Trager) in den Baire-mefibar-
en Funktionen enthalten.

Betrachten wir nun jene Mengen A, fiir welche die charakteristische Funktion y 4 im
Folgen-Abschluf} der stetigen Funktionen mit kompakten Triger liegt. Diese bilden
eine o-Algebra A, da der punktweise Grenzwert von x 4, wieder im Folgen-Abschluf§
liegt. Die kompakten Gs-Mengen K sind in A enthalten, da nach dem ersten Teil
des Beweises yx der punktweise Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen (mit
kompakten Tréiger) ist. Also ist die Baire’sche o-Algebra in A enthalten, und somit
sind die elementaren Baire-Funktionen im Folgenabschlufl der stetigen Funktionen
(mit kompakten Triiger). Da aber jede mebare Funktion punktweiser Grenzwert
einer Folge elementarer Funktionen ist, gilt gleiches auch fiir alle Baire-mefibaren
Funktionen.

Ist X metrisierbar, dann ist jede abgeschlossene Menge A eine Gs-Menge, denn
A=, Uy, wobei Uy, := {x ssup{d(z,a) :a € A} < %} O

5.1.3 Definition. Magere und nirgends dichte Mengen.

Eine Teilmenge M C X eines topologischen Raums X heifit NIRGENDS DICHT falls
kein Punkt in X eine Umgebung U besitzt in welcher M dicht liegt, d.h. U C M
erfiillt, also kurz gesagt dann, wenn das Innere des Abschlusses von M leer ist, siehe

/251 B21).

Eine Teilmenge heiit MAGER, falls sie eine abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter
Mengen ist. Das ist genau dann der Fall, wenn sie in der abz&hlbaren Vereinigung
abgeschlossener Mengen mit leeren Inneren enthalten ist, siehe [25] [3.2.1].

Beweis. (=) Es sei M = J,, N,,, dann ist M C |J,, N,,.
(<) Esei M C U, An, dann ist M =J,, (M N A,) und M N A4, C A4,. O

Warnung: Mager zu sein ist keine Eigenschaft des topologischen Raumes M sondern
héingt wesentlich vom umgebenden Raum X ab: Z.B. ist {0} nirgends dicht in R,
aber natiirlich nicht mager in sich selbst. Jedoch gilt:

5.1.4 Lemma. Mager in Teilrdumen.
Falls M mager in X ist so auch in jedem Raum'Y der X als topologischen Teilraum
enthdlt.

Beweis. Angenommen M ist mager in X, also M = |J,, M,, mit M,, nirgends dicht
in X, aber M wére nicht mager in Y. Dann miifite der Abschlufl EY von M, in
Y fiir mindestens ein n eine nicht-leere offene Menge U C Y enthalten und da M,
dicht in M, ist, wire M, =M, NnXD2UNXDUNM, £ (), also wire M,
nicht nirgends dicht in X, ein Widerspruch. O
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5.1.5 Satz von Osgood.

Jede Menge von reell-wertigen stetigen Funktionen die auf einer nicht mageren
Menge X punktweise beschrinkt ist, ist gleichmdfig beschrinkt auf einer offenen,
nicht-leeren Teilmenge.

Siehe 25 [3.2.2]

Beweis. Es sei F die gegebene Familie von reell-wertigen stetigen Funktionen auf
X. Es sei

Aﬁk = {33 e X: ‘f($)| < k‘}
Dann ist Ay abgeschlossen, und folglich auch die Menge A := mfe]—‘ Ay der
Punkte, auf welchen die f’s gleichméfig durch k beschrankt sind. Nach Vorausset-
zung ist X = {z : sup{|f(x)| : f € F} < oo} nicht mager und klarerweise gilt
X = Upen Ak, folglich existiert ein & € N und eine offenen nicht leere Menge U mit
U C Ag, d.h. F ist gleichméBig durch & auf U beschrankt. O

5.1.6 Satz von Baire.

Konvergiert eine Folge von stetigen reell-wertigen Funktionen auf einem topologi-
schen Raum X punktweise, so ist die Grenzfunktion nur auf einer mageren Menge
unstetig.

Siehe [25], [3.2.3]

Beweis. Konvergiere also die Folge stetiger Funktionen f,, € C'(X,R) punktweise
gegen eine Funktion f: X — R.

Es sei Ay = {z € X : |f(z) — fu(z)] < e} und A, := U, (Ak)° ist die Menge
jener Punkte, wo f lokal durch ein fi bis auf € approximiert wird. Dann ist sowohl
Ay . als auch A, wachsend in ¢.

Wir behaupten daf§ f stetig ist in jedem Punkt aus (.., A (Es gilt sogar Gleich-
heit). Falls a € (),5(Ae, so ist a € A, fiir jedes ¢ > 0, und folglich existiert
zu jedem ¢ > 0 ein k € N mit a € (Ax.c)°, d.h. es existiert eine Umgebung
U(a) mit |f(z) — fe(z)] < e fur alle z € U(a). Da fj, stetig ist kénnen wir
U(a) so klein wihlen, daB |fx(z) — fr(a)| < € ist fiir alle € U(a). Somit gilt
[f(x) = fla)] < |f(x) = fe(@)| + |fu(z) = fela)| + fu(a) — f(a)] < 3¢ fiir alle
x € U(a), d.h. f ist stetig bei a.

Es bleibt also zu zeigen, daB8 X \ (.., Ac mager ist. Sei dazu F. := {z € X :
Vn o |fe(x) — fesn(z)] < €}. Dann ist Fy . abgeschlossen, da die f; stetig sind,
und X = UkeN F}, ¢, da die Folge der f; punktweise konvergiert. Weiters ist Fj, . C
Ap ¢, da f; punktweise gegen f konvergiert. Also ist auch das Innere von Fj . in
jenem von Ay . enthalten, und folglich gilt: |, (Fi,c)° € U, (Ak,c)° = Ac. Fiir jede
abgeschlossene Menge A ist A\ A° abgeschlossen und nirgends dicht, also ist

X\A: C X\ U(Fk,s)o = U(Fls \ U(st)o) =
k l k
= U ﬂ(Fl,e \ (Fk,E)o) - U(Fk,s \ (Fk,s)o)
I k

1=k
mager, und somit auch |, cn(X \ A1/5) = X\ Nosp Ae. O

5.1.7 Definition. Baire’sche Riume.
FEin topologischer Raum X heifit BAIRE’SCH, falls eine der folgenden &dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist (siche [25] [3.2.3]):

1. Komplemente magerer Teilmengen sind dicht, d.h. M C X, mager = ~ M =
X (oder M° =),
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2. A, abg., A% = 0= (UnGN An)o = {);
3. O, offen, O, = X = (ﬂneN 0,)=X.

Beweis. (1= Q) A4, abg., A% =0 = M :=J,, A4, mager = M° = (.

@ < B) A, abg., A5 =0 & O, ==~ A, offen, 0, = X. 0 = (U,en4n)° =
(Unen ~ 0n)° = (~ Nyer On)° =~ N, O

@ =) M mager = M = J,, N, mit N, =0. 4, =N, = M° C (|, A4,)° =

n

0. O

5.1.8 Lemma. Baire’sche lokalkonvexe Riume.
Ein lokalkonverer Raum ist genau dann Baire’sch, wenn er nicht mager in sich
selbst (oder einem umfassenden Raum) ist.

Beweis. (=) Diese Richtung gilt fiir jeden topologischen Raum X # (), denn wire
X mager im Baire’schen Raum X, dann wire das Komplement von ) = X \ X
dicht, also X = 0.

(<) Nach ist jede nicht-magere Teilmenge M eines topologischen Raums
X auch nicht mager in sich selbst. Sei also E ein lokalkonvexer Raum, der nicht
mager in sich selbst ist. Angenommen F ist nicht Baire’sch, d.h. 34,, abg., A% =)
und 3z : z € (U, 4An)°, d.h. |, 4, ist eine Umgebung von z und somit U :=
U, (4, —z) = (U,, An) — © = eine Umgebung von 0, also absorbierend. Damit ist

E=|JkU={JkA, - 2),
keN k.n

also mager wegen (A4, —x)° = A% —z = (). O

5.1.9 Baire-Hausdorff Kategorien-Theorem.
Jeder vollstindig metrische Raum ist Baire’sch.
Jeder (lokal-)kompakte topologische Raum ist Baire’sch, siehe [25][3.2.4].

Es gibt Baire’sche, abzihlbar LKV’e die nicht vollstdndig sind, siehe [15] m

Beweis. Essei A =|J, A, eine magere Menge, zo € X beliebig und o > 0. Wir
wihlen nun fiir n > 1 rekursiv Punkte z,, so, dal d(xp,zn_1) < rn_1, Tn ¢ A
(A, hat leeres Inneres !) und Radien r,, < ™ mit B, := {z : d(z,2,) < 7} C
B, 1 \an Dann ist x,, eine Cauchy-Folge, denn z,, € B,, fiir n > m, also existiert
lim,, &, =: Zoo und liegt in B, fiir alle m, damit aber in By N (X \ 4), d.h. X \ A
ist dicht. O

5.1.10 Folgerung von Weierstrass.
Es gibt stetige Funktionen auf [—1,1], die nirgends differenzierbar sind.

Siehe [25] (3.2.5]

Beweis. Wir fassen C([—1,1],R) auf als Teilraum von C(R,R) vermége
f(=1) firz<-1
fefliz={ fl@) fir |z <1
f(1) firz>1

Es sei M, := {f € C([-1,1,R) : 3t € [-1,1] VO < |h| < 1 [LEHZIE) <y
Dann ist M,, abgeschlossen in C([—1,1],R) (denn sei fr € M,, mit fr — foo, dann
existieren entsprechende |t;| < 1 und 0.B.d.A. konvergiert ¢, gegen ein t., welche
foo € M, gewihrleistet). Weiters ist M,, nirgends-dicht, denn andernfalls enthielte
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M,, wegen des Approximationssatzes von Weierstrass eine Umgebung eines Poly-
noms. Das kann nicht sein, denn es gibt beliebig nahe Kurven, mit iiberall beliebig
groflen Anstieg (addiere zum Polynom eine kleine Sigezahnkurve mit hinreichend
grofien Anstieg). Also ist J,, M,, mager und enthilt alle stetige Funktionen, die in
mindestens einen Punkt differenzierbar sind. O

5.1.11 Bemerkung. Folgerungen fiir Baire’sche LKV.

Der Satz v?on Baire liefert uns insbesonders fiir Fréchet-Rdume E wegen [5.1.9
sofort, dafl fiir jede punktweise konvergente Folge stetig linearer Funktionale f, :
E — R, die Grenzfunktion f ein stetig lineares Funktional ist. Denn f muf} nach
dem Satz von Baire in den Punkten einer dichten Menge stetig sein, und somit
mindestens in einem Punkt. Da aber klarerweise f auch linear sein muf}, geniigt
das fiir die Stetigkeit iiberall.

Der Satz von Osgood liefert uns insbesonders fiir Fréchet-Radume F, dafl jede
punktweise beschrinkte Familie F von stetigen linearen Funktionalen f : F — R
gleichgradig-stetig (siehe und somit beschrinkt in L(E,R) ist. Denn nach
dem Satz von Osgood existiert eine nicht-leere offenen Menge O, auf welcher F
gleichméBig beschriankt ist (durch K). Sei € > 0. Wir wéhlen ein a € O, dann ist

[f(@)] < |f(z + a)| + [f(—a)|
<sup{[f(y)| : y € O, f € F} +sup{|f(—a)|: f € 7}
<K+K_,

fiir alle x € O —a, also ist F(U) C [—¢,¢] fiir die 0-Umgebung U := (O—a).

-
K+K_4
Leider ist aber jeder (strikt) induktive Limes einer echt aufsteigenden Folge von
Fréchet oder insbesonders von Banach-Réumen nicht Baire’sch, denn die abge-
schlossenen Stufen haben leeres Inneres, sonst wéren sie absorbierend und somit
gleich dem ganzen Raum.

Wir sollten also diese beiden Stetigkeits-Resultate noch wesentlich verallgemei-
nern. Sei dazu F eine punktweise beschrinkte Familie stetig linearer Abbildun-
gen f : E — F. Wir wollen Bedingungen finden, so dafl jede solche Familie
gleichgradig-stetig ist, d.h. fiir jede (abgeschlossene) 0-Umgebung V in F' die Menge
U= Njer f71(V) eine 0-Umgebung in E ist. Diese Menge ist als Durchschnitt
abgeschlossener absolut-konvexer Mengen selbst abgeschlossen und absolut-konvex.
Und sie ist absorbierend, denn fiir x € F ist F(x) := {f(z) : f € F} beschrinkt in
F, also existiert ein K > 0, mit F(z) C K -V, und damit ist x € K - U. Folglich
definieren wir:

5.2 Gleichméflige Beschranktheit

5.2.1 Definition. Tonnelierte Riume.

Eine Teilmenge U eines LKV’s E heifit TONNE oder Fass (engl: barrel), falls sie
abgeschlossen, absolut-konvex und absorbierend ist.

Ein LKV E heifit TONNELIERT (FASSBAR wére mifiverstéindlich; engl: BARRELLED
oder BARRELED) falls jede Tonne eine Null-Umgebung ist; das ist genau dann der
Fall wenn jede Seminorm, deren Einheitskugel abgeschlossen ist, stetig ist, denn
die Tonnen sind genau die Einheitskugeln von solchen Seminormen: Sei ndmlich A
eine Tonne, dann ist das Minkowski-Funktional p von A nach eine Seminorm
mit p<1 € A C p<i. Da A abgeschlossen vorausgesetzt ist, ist A = p<i, denn sei
1 = p(x) = inf{\ > 0: 2z € AA}, dann existieren A, \, p(z) und a,, € A mit
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r = Apa, und folglich ist z = lim, .o ¥~ = lim, .o a, € A. Das umgekehrt
abgeschlossene Einheitsbélle von Seminormen Tonnen sind ist offensichtlich.

Wir haben also die Implikation (1 = 3) des folgenden Satzes bewiesen:

5.2.2 Uniform Boundedness Principle.
Es sei E ein tonnelierter LKV und F ein beliebiger LKV, dann sind fiir jede Menge
F won stetigen linearen Abbildungen f : E — F folgende Aussagen dquivalent

1. F ist punktweise beschrinkt,
d.h. fiir alle x € FE ist die Menge F(x) in F beschrinkt.
& 2. F ist beschrinkt in L(E, F),
d.h. fir alle beschrinkten B C E ist F(B) beschrinkt in F (siche[{.1.5).
& 3. F st gleichgradig-stetig,
d.h. zu jeder 0-Umgebung V von F existiert eine 0-Umgebung U von E mit
fU) CV firalle f e F.

Beweis. Wir haben in|5.1.11|bereits (I = [) gezeigt, denn danach ist () ;.= f (V)
eine Tonne.

Die Implikationen (Il <RI<B)) gelten allgemein:

@ <B) Es sei B C F beschriankt. Wir miissen zeigen, dal F(B) in F beschrénkt
ist. Sei also V' eine 0-Umgebung. Da F gleichgradig-stetig ist, existiert eine 0-
Umgebung U von E mit f(U) C V fiir alle f € F. Da B beschrinkt ist existiert
ein K > 0 mit BC K -U, und somit F(B) C K -V, d.h. F(B) ist beschrénkt.

(@ <) ist klar, da einzelne Punkte beschrinkte Mengen sind. O

5.2.3 Es gilt auch die Umkehrung.

D.h. ein Raum fiir den obige Aquivalenzen gelten ist tonneliert. Sei némlich U eine
Tonne. Dann ist {z’ € E* : |2/(U)| < 1} eine punktweise beschrinkte Menge in E*
da U absorbierend ist, und somit nach Voraussetzung gleichgradig-stetig, d.h. es
existiert eine 0-Umgebung V' C E, s.d. |2/(V)| < 1 fir alle 2’ € E* mit |2/(U)| < 1.
Es wiirde folglich gentigen zu zeigen, daf§ V' C U. Dazu benétigen wir das Lemma
von Mazur eine Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach: Falls 2 ¢ U, einer
abgeschlossenen absolut-konvexen Menge, so existiert ein 2/ € E* mit |2/(x)] > 1
und |z'(U)] < 1.

Jene LKV’e FE, fiir welche das Uniform Boundedness Principle fiir abzédhlbare Men-

gen F gilt, heiflen No-TONNELIERT, siche [15, [S.252]. Der Dualraum jedes metri-
sierbaren LKV’s hat diese Eigenschaft, ist aber nicht immer tonneliert.

5.2.4 Lemma. Erblichkeit von Tonneliertheit.
Jeder Baire’sche LKV ist tonneliert.
Tonneliert vererbt sich auf finale Strukturen und auf Produkte.

Beweis. Sei A eine Tonne in einen Baire’schen LKV E, dann ist E = | J,, .y - 4,
und somit existiert ein n € N mit n - A° = (n- A)° # (. Also existiert ein a € A°.
Dann ist —a € A% und somit 0 = %a - %a € A% d.h. A ist eine 0-Amgebung.

Es sei f; : E; — FE eine finale Familie und alle F; seien tonneliert. Sei weiters
q : E — R eine Seminorm mit abgeschlossener Einheitskugel, dann gilt gleiches fiir
qo fi, denn (go fi)<1 = (fi) '(g<1). Also ist g o f; stetig, und damit auch q.

Beziiglich Produkte siehe [15] [S.223]. O

5.2.5 Folgerung. Punktweise Konvergenz ist nicht bornologisch.
Der Dualraum E* jedes tonnelierten LK V’es der eine beschrinkte Menge B besitzt,
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die in keinen endlich dimensionalen Teilraum enthalten ist, ist mit der Topologie
der punktweisen Konvergenz nicht bornologisch.
Z.B. ist das fiir jeden unendlich dimensionalen Banach-Raum erfillt.

Beweis. Es sei B C E beschrénkt. Dann ist die Polare B® := {2’ € E*: Vz € B :
|2’ (z)] < 1} absolut-konvex und gefriflig (d.h. absorbiert beschriinkte Mengen) in
E*, denn A C E* ist genau dann beschrinkt, wenn es gleichméfig beschrankt auf
beschrinkten Mengen von FE ist. Wegen des Uniform Boundedness Principles sind
die beschrinkten Mengen in E* genau die bzgl. o(E*, E) beschrinkten. Wére also
diese Struktur bornologisch, so wire B° eine ihrer 0-Umgebungen, d.h. es wiirde
eine endliche Menge A C F existieren mit A° C B°. Nach den Bipolarensatz [7.4.7]
ist dann B C (B°), € (A°), = (A)abs.konv., also in einem endlich dimensionalen
Teilraum enthalten, ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

5.2.6 Banach-Steinhaus Theorem.

Der punktweise Grenzwert einer Folge stetig linearer Abbildungen von einem ton-
nelierten LKV E in einen LKV F ist eine stetig lineare Abbildung. D.h. der Raum
LC(E,F):= L(E,F)NC(E, F) der stetig linearen Abbildungen ist beziiglich punkt-
weiser Konvergenz Folgen-vollstindig (aber nicht vollstindig).

Beweis. Seien f,, : E — F stetig lineare Abbildungen. Es konvergiere f,, punktwei-
se gegen f. Dann ist f klarerweise linear und {f, : n € N} punktweise beschrinkt.
Also wegen des Uniform Boundedness Principle [5.2.2] gleichgradig-stetig, d.h. fiir al-
le (abgeschlossenen) 0-Umgebungen V existiert eine 0-Umgebung U mit f,(U) C V
fiir alle n. Dann gilt aber auch f(U) CV =V, d.h. f ist stetig. O

5.2.7 Folgerung. Skalare Beschrinktheit.
Jede skalar-beschrdankte Menge ist beschrankt.

Es heifit eine Menge B C E SKALAR-BESCHRANKT, falls 2/(B) C K beschrénkt ist
fiir alle stetig linearen Funktionale 2’ € E*.

Beweis. Sei zuerst F ein normierter Raum, dann ist ¢ : £ — E” eine Isometrie auf
den Teilraum ¢(E), wegen des Satzes von Hahn-Banach (siehe [7.1.10). Die Menge
t(B) ist punktweise beschrinkt, denn fiir alle 2’ € E’ ist 2/(B) als beschrinkt
vorausgesetzt. Da E’ ein Banach-Raum ist, ist «(B) beschrénkt in L(E’,K), nach
dem Uniform Boundedness Principle [5.2.2] also ist B C F beschrinkt nach da ¢
eine Isometrie ist (vgl. mit dem Beweis von oder direkt mit .

Sei nun B C E skalar-beschréankt in einem beliebigen LKV E. Wir miissen zeigen,
dafl p(B) beschrinkt ist, fiir jede stetige SN p von E. Es sei N := ker(p). Dann ist
E, := E/N ein normierter Raum, beziiglich der Seminorm p mit p o 7 = p, wobei
7 : E — E, die natiirliche Quotienten-Abbildung ist. Es ist 7(B) skalar-beschrénkt
im normierten Raum E,, denn {(m(B)) = ({ o 7)(B) ist beschrinkt fiir alle stetig

linearen Funktionale ¢ auf E,. Also ist 7(B) Norm-beschrénkt nach dem ersten
Teil, d.h. p(B) = p(w(B)) ist beschrénkt. O

5.2.8 Folgerung. Getrennt stetige bilineare Abbildungen.

Es seien E1 und Es metrisierbare LKV’e und E5 sei tonneliert. Dann ist jede
bilineare Abbildung f : E1 X Es — F mit Werten in einem beliebigen LKV F', die
getrennt stetig ist, stetig.

Dieses Resultat gilt auch fiir tonnelierte Rdume mit einer abzéhlbaren Basis der
Bornologie, siche [15) [S.338].
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Beweis. Da F; und F5 abzidhlbar LKV’e sind, geniigt zu zeigen, daf§ f beschrankt
ist (die Folgenstetigkeit bei 0 folgt aus der Homogenitidt wie in der Folgerung in
die Stetigkeit folgt daraus mittels [2.5.3)). Sei also B; C E; beschrénkt fiir
i = 1,2. Wir betrachten die Abbildung f : By — L(Ey, F), f(x1) : 2o — f(x1,22).
Diese ist wohldefiniert, da f(x1,-) nach Voraussetzung linear und stetig ist. Sie
ist auch linear, da f(_,x2) linear ist. Weiters ist f(B;) punktweise beschrinkt in
L(Ey, F), denn fiir 5 € Fy ist f(B1)(x2) = f(B1 x {2}). Da F, tonneliert ist, ist

f(Bl X BQ) = f(Bl)(BQ) - F beschriankt. L]

5.2.9 Beispiel. Unstetige aber getrennt stetige natiirliche Bilinearform.
Fiir beliebige LKV’s E betrachten wir die offensichtlich bilineare Evaluations-
Abbildung ev : E* x E — K, (¢/,z) — a'(x). Diese ist beschrénkt, denn wenn
A C E* und B C E beide beschriinkt sind, dann ist A(B) beschrinkt wegen der
Struktur von E* C E' = L(E,K). Angenommen ev wiire stetige. Dann miifiten
0-Umgebungen V C E* und U C E existieren mit |2/(z)| < 1 fiir alle 2’ € V und
z € U. Da V als 0-Umgebung absorbierend ist existiert fiir jedes 2’ € E* ein k > 0
mit ' € k-V und somit ist ' auf U durch k beschrinkt, also U skalar beschriankt
und damit beschriinkt in F, also E normierbar nach[2.6.2] Beachte, da§ dabei nicht
wesentlich war, dafl wir die iibliche Struktur auf £* verwenden haben, sondern dies
gilt fiir jede topologische Vektorraumstruktur. Stetigkeit ist also fiir nichtlineare
Abbildungen eine zu starke Einschréinkung, wenn schon die natiirlichste bilineare
Abbildung es nicht ist. Diese Bemerkung beriicksichtigend wurde eine Differential-
rechnung fiir Abbildungen zwischen LKV’s entwickelt, siehe [27].

Schauen wir uns als einfachsten Spezialfall von nicht normierten Riumen EF =
R® :=[[yR oder B = RN := [[;R an. Wegen der universellen Eigenschaft der
finalen Struktur ist (R™)* = RY als Vektorraum wobei die Wirkung von = =
(zn)n € RN auf y = (y)n € RO durch ev(z,y) = 3, 2n yn gegeben ist. Und da
die beschrénkten Mengen in R™) beschriinkt in einem RY liegen ist die Topologie
auf (RM)* gerade jene von RY.

Andererseits ist der Dualraum von RY gerade R®™) mit obiger Evaluationsabbildung,
denn fiir stetig lineare 2’ : RY — R muf eine 0-Umgebung, also ein N € N und
ein ¢ > 0 existieren, s.d. #’/({z € RY : |z,| < ¢ fir allen < N}) C [~1,1]. Sei
p=inkl* : RN — RY und i : RN — RN z + (z,0). Dann ist p und 4 stetig und
linear und |z’ (k- (x — (iop)(z)))| < 1 fiir alle & > 0 und somit z'(x) = 2/ (i(p(z))) =
(i*(2') o p)(z), wobei i*(2') € (RV) = RN liegt, also ist (RY)’ mit der Vereinigung
Unen RY identifizierbar.

Die Evaluationsabbildung ist beschréinkt und damit getrennt stetig (da beide Fak-
toren bornologisch sind), denn wenn A C RY beschéinkt und B C RN beschrinkt
ist, dann ist B C RY beschrinkt fiir ein N und damit die endlich vielen Ko-
ordinaten von y € B und die entsprechenden von z € A beschrinkt also auch
ev(z,y) = EZO:() TpYn = Effzo Ty Yn beschrankt.

Die Evaluationsabbildung ist aber nicht stetig, denn gébe es 0-Umgebungen V' C
RYN und U € R mit ev(V x U) C [~1,1], so kann V nur endlich viele Koordi-
naten kontrollieren, d.hés gibe ein N mit R - e, € V. Da aber ein € > 0 existiert
mit € - e, € U wire 1 > |ev(ke,,ce,)| =k - € fiir alle k, ein Widerspruch.

Wir haben in gesehen, dafl die Baire-Eigenschaft die Stetigkeit gewisser linea-
rer Abbildungen zur Folge hat. Wir wollen das noch weiter ausarbeiten. Sei dazu
f i+ E — F eine lineare Abbildung. Der GRAPH von f ist die Menge Graph(f) :=
{(z,y) € Ex F : f(x) = y}. Der Graph ist genau dann abgeschlossen, wenn
Graph(f) 3 (4, 4i) — (TooyYoo) = (ToosYoo) € Graph(f), d.h. aus der Existenz
der Grenzwerte lim; z; und lim; f(z;) die Gleichheit f(lim;z;) = lim; f(x;) folgt.
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Diese Bedingung ist klarerweise formal schwiicher als die der Stetigkeit von f, wo
ja die Existenz des 2.ten Grenzwertes nicht vorausgesetzt wird. Wir zeigen nun
dennoch die Umkehrung unter geeigneten Voraussetzungen:

5.3 Abgeschlossene und offene Abbildungen

5.3.1 Closed Graph Theorem.
Es sei E ein Baire’scher LKV, I ein Fréchet-Raum und f : E — I eine lineare
Abbildung, deren Graph in E X F abgeschlossen ist. Dann ist f stetig.

Beweis. Wir wihlen eine 0-Umgebungs-Basis (V},),, von F bestehend aus ab-
geschlossenen und absolut-konvexer Mengen mit 2V, 1 C V. Fiir jedes n ist
E =Upen k- An, mit A, := f~1(V,,). Da E als Baire’sch vorausgesetzt ist, enthélt
A, einen Punkt z so, daB = + U C A, fiir eine 0-Umgebung U von E. Dann gilt
aber0 € (z+U)— (z+U) C2A, C A, 1, also existiert eine 0-Umgebung U,, mit
Un c An—l-

Wir behaupten, daf f(U,y1) C V,_1 (= f ist stetig). Sei dazu x € U,41 C A, C
Ay + Upqo, d.h. es existiert ein zg € A, ¢ mit  — zy € U, 42, und rekursiv finden
wir xx € Apyg mit x — Z?:o x; € Upqaqr. Dann erfillt ), f(zx) die Cauchy-
Bedingung, denn Zfi,f flxz;) € Zfi,f Vi C E?:o 279Vuix € Vaggo1. Da F
vollstdndig und V,,_; abgeschlossen ist existiert somit y := Z;O:o flag) € Viq.

Falls E metrisierbar ist, diirfen wir annehmen, daf3 die U,, eine 0-Umgebungs-Basis
von E bilden, und somit ), zj gegen x konvergiert. Die Abgeschlossenheit des
Graphen liefert dann f(z) =y € V,,_1.

Im allgemeinen Fall, nehmen wir zwei beliebige symmetrische (abgeschlossene) 0-
Umgebungen U und V in E und F. Da x — Zf:o x; € Upgyark C Apt1+r C
Apti+k + U, existiert ein ax, € Apy14k, mit x — Zf:o r; €ap+U,ie x— (ak +
Zf:o xz) € U. Damit ist aber f(ax) € Vi414% eine 0-Folge, und somit ist y —
f(ax + Zf:() z) = (y — Z?:o f(x;)) — f(ax) € V fiir k hinreichend grof. D.h.
(z,y) + U x V trifft den Graphen von f zumindest im Punkt ax + Zf:o x;. Da der
Graph abgeschlossen ist, gilt f(z) = y. O

5.3.2 Bemerkung. “Versponnene” Riume.

Man kann die wesentliche Eigenschaft der Mengen V,, in F' abstrakter fassen. Dazu
nennt man eine Abbildung V' von der Menge der endlichen Folgen natiirlicher Zahlen
in die absolut-konvexen Teilmengen eines LKV’es F', ein VERVOLLSTANDIGENDES
GEWEBE (ENGL.: COMPLETING WEB) falls

1. V(0) = F;

2. fiir jede endliche Folge k := (ky, ..., k,) und jedes ky,+1 die Inklusion 2 V' (k, k,,+1) C

V (k) gilt;

3. fiir jede endliche Folge k := (kq, ..., ky) jeder Punkt in V (k) absorbiert wird
von Uk"H eN V(k, knt1);

4. und fiir jede unendliche Folge (k1,ks2,...) und x,, € V(k1,...k,) die Reihe
>, Tn konvergiert.

Ein LKV F heifit “vERSPONNEN” (engl. webbed) falls er ein vervollstéindigendes
Gewebe V besitzt.

5.3.3 Lemma. Erblichkeit “versponnener” Riume.
Jeder Fréchet-Raum E ist versponnen. Folgen-abgeschlossene Teilrdume, abzihlbare
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Produkte, separierte Quotienten und abzdhlbare Koprodukte versponnener Rdume
sind versponnen. Das Closed Graph Theorem gilt auch fir versponnene Rdume F'.
Die Fréchet-Rdume sind genau die Baire’schen versponnenen LKV ’e.

Beweis. Jeder Fréchet-Raum F ist versponnen, dazu nehmen man nur eine 0-Um-
gebungs-Basis V,, wie oben und definiere V' (kq, ..., k) := V.

Fiir Teilrdume ist die Spur eines vollstdandigen Gewebes und fiir Quotienten das
Bild eines solchen wieder ein solches.

Fiir restlichen Erblichkeiten siehe [15], m und [15] m

Der obige Beweis des Closed Graph Theorems liit sich mit folgenden Anderungen
direkt auf versponnen Riume F' iibertragen: Wir wéhlen induktiv k, € N so, dafl
Vi = V(ki1,...,ky) nicht mageres Urbild Ay := f~(V,,) hat. Dies geht wegen
Eigenschaft des Gewebes. Nun zeigt man wie im Beweis von die Exi-
stenz von 0-Umgebungen U,, C A,,_1 mit f(U,) C V,,_1, womit die Stetigkeit von
f gezeigt ist.

Fiir die letzte Aussage siche [15], [S.94). O

5.3.4 Bemerkung.

Ublicherweise wir das Closed Graph Theorem in der Literatur technischer formu-
liert, indem man nur auf einen nicht mageren Teilraum G C E definierte lineare
Abbildungen f : G — F mit abgeschlossenen Graphen in E X F' betrachtet. Dies
Version folgt aber sofort aus der oben angegebenen, denn G ist dann auch nicht
mager in sich selbst nach also Baire’sch nach und der Graph ist dann
auch abgeschlossen in G x F' also das Theorem [5.3.1] anwendbar, wobei wir nur die
schwicheren Voraussetzungen G Baire’sch und der Graph abgeschlossen in G x E
brauchten.

5.3.5 Open Mapping Theorem.

Es sei E versponnen, F Baire’sch und f : E — F linear und surjektiv mit abge-
schlossenen Graphen. Dann ist f eine offene Abbildung, d.h. die Bilder aller offener
Mengen sind offen.

Beweis. Wiire f bijektiv, so kénnten wir einfach auf f~! anwenden. Im all-
gemeinen betrachten wir das Diagramm:

Graph(f) ——=E x F

T

N € E F
\ A

> ¥

A
Ker(f) E/N

Es sei f: E — F linear, und das Bild F' = f(FE) Baire’sch. Da f abgeschlossenen
Graphen hat, ist der Kern N := inj; *(Graph f) von f abgeschlossen. Somit ist
E/N selbst versponnen nach Wir betrachten nun die bijektive Abbildung
f:E/N — F, [z] — f(x). Falls f abgeschlossenen Graphen hat, so gilt gleiches
auch fiir f, denn 7x F : ExF — (E/N)xF ist eine Quotientenabbildung (da offen),
und (7 x F)~'(Graph f) = Graph f. Die Umkehrung von f hat dann ebenfalls
abgeschlossenen Graphen in F x (E/N), da die Spiegelung (E/N)x F — Fx(E/N)
ein Isomorphismus ist. Folglich ist nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen
die Abbildung f ~! stetig von F auf E/N, und damit f so wie 7 eine offenen
Abbildung auf ihr Bild. O
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5.3.6 Folgerung. Quotientenabbildungen von Fréchet-Riumen.

Es sei E ein Fréchet-Raum f : E — F eine stetige lineare Abbildung mit nicht-
mageren Bild f(E) in F. Dann ist f : E — F surjektiv und sogar eine Quotienten-
Abbildung, d.h. F = E/Ker(f).

Beweis. Insbesonders ist f(E) nicht mager in sich selbst, also Baire’sch und somit
f:+ E — f(F) eine offene und stetige Abbildung, also ein Quotientenabbildung.
Damit ist auch f(E) = E/Ker(f) ein Fréchet-Raum also vollstindig und somit
abgeschlossen in F. Wire f(FE) # F, so wiire damit f(E) nirgends dicht (denn 0-
Umgebungen sind absorbierend), ein Widerspruch dazu, dafi f(F) als nicht mager
vorausgesetzt wurde. O

5.3.7 Folgerung. Inverse Funktionen zwischen Fréchet-Riumen.
Die Inverse einer bijektiven stetigen linearen Abbildung zwischen Fréchet Rdumen
ist stetig. O

Wir wollen nun Stetigkeit von linearen Abbildungen mit Werten in Rdumen glatter
Funktionen untersuchen.

5.3.8 Folgerung. Skalare Stetigkeit.

Es sei E ein Baire’scher LKV, F ein versponnener Raum und F eine Punkte-
trennende Familie von stetigen linearen Funktionalen auf F. Falls T : E — F eine
lineare Abbildung ist, deren samtliche Zusammensetzungen foT : E — F — K mit
f € F stetig sind, so ist T stetig.

Beweis. Wir wollen das Closed Graph Theorem [5.3.1] anwenden. Also miissen wir
zeigen, dafl T'(z) = y aus x; — « und T(z;) — y folgt. Da die f € F stetig sind,
ist f(T(x)) = (f o T)(lim; &) = lim; (f o T)(w;) = f(lim; T'(2;)) = f(y). Und da die
f € F Punkte-trennend sind, ist T'(x) = y. O

5.3.9 Beispiele.

Diese Folgerung gilt klarerweise auch noch, wenn E selbst nicht notwendig Baire’sch
ist, aber die finale Struktur von Baire-R&umen tragt.

Insbesonders 148t sich das mit den Punkt-Evaluationen anstelle von F auf die Fré-
chet-Raume C™(U), C2(U) und &; sowie auf die strikt induktiven Limiten C.(X),
C2(U) und D von Fréchet-Raumen anstelle von E anwenden.

So sieht man sehr einfach, daf§ die Abbildungen aus und (.13.4

1. T,,, S, 0% : D — D;

2. f-():D—Dfir f €&

3. px () D — & fiir p € D' (vgl [1.13.5);
4. ox():D—>Dfirpel

stetig sind, und da8 die initiale Struktur von C(U) und C*°(U) auf H(U) ident ist.
In der Tat ist

(eve oTy)(f) = f(z —y) = evay(f);
(evy 0S)(f) = f(—z) = ev_.(f);
(evy 00%)(f) = 0° f(x);
eva(g- f) =g(@) - f(z) = (9(x) eva)(f);

eva(px f) = o(To(S(f))) = (g o Tz 0 S)(f).
Im Falle, wo der Zielraum D ist, 148t sich auch das Closed Graph Theorem [5.3.1] fiir
Fréchet-Rdume anwenden, wenn man die Triager mitverfolgt. Z.B. gilt Trg(p« f) C
Trgp + Trg f.
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5.3.10 Bemerkung.

Das Closed Graph Theorem hat auch das Uniform Boundedness Principle
fiir Baire’sche Rdume zur Folge: Sei némlich F C E’ punktweise beschrénkt.
Dann ist die Abbildung ¢ : B — B(F,K), z — (f — f(z)) eine wohldefinierte
lineare Abbildung. Die Zusammensetzung mit evy : B(F,K) — K ist gerade f, also
stetig. Damit folgt nun, daf ¢ stetig ist, denn B(F,K) ist ein Banach-Raum, und
somit existiert eine 0-Umgebung U mit |F(U)| = [«(U)(F)| C [0, 1].

5.3.11 Gegenbeispiel betreffend das Uniform Boundedness Theorem.

Es sei E der Teilraum der endlichen Folgen in ¢°°, und f,, : (zx)52, — Zk<n Tk-
Dann sind die f,, € L(E,R) punktweise beschriinkt, bilden aber keine beschrinkte
Menge, denn || fp || := sup{| > 1<, k| : ()32, € E und Vk : |2y <1} =n.

5.3.12 Lemma. Automatische Beschrinktheit der Adjungierten.
EsseiT:E — F,S: F — FE beide linear mit y' (Tx) = S(y')(x), dann sind T
und S beschrdnkt.

Beweis. Es sei B C E beschriinkt. Dann ist y'(T'B) = S(y')(B) beschrinkt, d.h.
T B skalar-beschrankt, also T'B beschréankt nach der Folgerung in Ist weiters
A C F' beschrinkt, so ist (SA)(B) = A(T(B)) beschrinkt in K, d.h. SA ist
beschrinkt in E’. O

5.4 Fourier-Reihen

Das Problem der SCHWINGENDEN SAITE besteht darin die partielle Differential-
gleichung (%)Qu = k:Q(B%)Qu unter den Randbedingungen u(0,t) = 0 = u(m,t)
und der Anfangsbedingung u(z,0) = ug(x) und %u(m,O) = wuy(z) zu losen, sie-
he [22] 9.3.1]. Der Separationsansatz u(z,t) = v(z)w(t) fihrt auf die Gleichung
v(z)w”(t) = k20" (z)w(t), und somit zu v”(z) = Av(z) und w”(t) = k2 Aw(t),
wobei A den notwendigerweise konstanten Quotienten %N = k% . %/ bezeichnet. Die
Gleichung D(v) = X - v ist eine Eigenwertgleichung fiir den Operator D(v) := v”.
Falls v eine nicht triviale Losung, d.h. eine nicht iiberall verschwindend, ist, folgt
aus A [J 02 = [Jvv” = vo[f — [[(v/)? <0, daB A < 0 ist. Die Losungen der
linearen Differentialgleichung v = Av mit Anfangsbedingung v(0) = 0 ist dann
v(x) = a sin(v/=Ax). Aus v(r) = 0 folgt n := /=X € N, d.h. A = —n?. Folglich
erhalten wir Losungen u(z,t) = sinnz - (a, cos(knt) + by, sin(knt)). Die allgemeine
Losung sollte dann eine Summe solcher Funktionen sein. Das fiihrt zum Problem
folgende Gleichungen zu l6sen:

ug(x) = u(z,0) = Zan sin na
n=1

uy(x) = %u(x,O) = Z knb, sinnz
n=1

Es stellt sich also die Frage, ob sich jede 2m-periodische Funktion als FOURIER-
REIHE, d.h. einer Reihe der Form %ao + 302, (an cos nz + by, sin nx) bzw. komplex
als :ioioo ¢, €7 schreiben 1a8t (Man beachte, dafl e*"® = cosnx +isinnz ist).

Es sei exp,, € Car (R, C) die Funktion x — en®.

Falls (¢,),, € ¢! := (1(Z,C), dann konvergiert die Reihe wegen der Holderungleichung
absolut und gleichméBig, und stellt somit eine 27-periodische Funktion aus Ca, (R, C) 22
C(S',C) dar. Da (exp,, | exp,,) := 5= " _exp,,(z) exp,,(x) dx = 6, m ist, kann man
die Koeffizienten ¢,, aus dem Produkt (f|exp,,) berechnen. Man beachte, daf§ dies
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gerade das normierte Lebesgue-Maf mit x(S') = 1 verwendet.

Diese Integrale machen aber sogar fiir f € L'[—m, 7] Sinn, denn exp,, ist mefibar
und |f - exp, | = |f| € L'. Wir nennen die komplexen Zahl ¢, := (f|exp,) :=
5= [T f(z) e~ dz den n-ten FOURIER-KOEFFIZIENTEN. Fiir diesen gilt nun der

5.4.1 Satz von Riemann-Lebesgue.
Es sei f € L'[—m, w], dann gilt c,(f) — 0 fiir |n| — oo. Wenn F(f) := (ck(f))kez
und F~1(x) := Y, cp @r expy, fiir © = (z)k € co, dann kommutiert

C2n(R,C) <2 ¢1(2,C)

| |

Ll([_ﬂ-vﬂ-]; C) F co(Z,C)

Beweis. Es ist F stetig, denn |F(f)r| = |cx(f)] = [{flexpi)| < |fll1 1] expg oo =
1

Ebenso ist =1 stetig, denn |F~(c)(z)] = | >, ek expi(x)| < > lex| = lleflr-

Es sei ¢ > 0. Aus dem Weierstra3’schen Approximationssatz folgt, daf ein
trigonometrisches Polynom p existiert mit ffﬁ |f(z) — p(x)| dx < e. Daraus folgt,
daB | [*_(f(z)—p(z)) ™™ dz| < e. Somit geniigt es die Aussage fiir trigonometrische

Polynome p zu zeigen. Fiir das Polynom p : z — Z\k\<n cr F gilt: cx(p) = 0 fiir
|k| > n. O

5.4.2 Lemma. Integraldarstellung der partial-Summen der Fourier-Reihe.
Die partial-Summen s, (f) = 3_ 1<, ce(f) e k2 der Fourier-Reihe haben folgende
Integral-Darstellung

sn(f xr—>—/ Dy,(x —1t) f(t)dt =: (D, * f)(x),

sin((n+1/2)t)

wobei der DIRICHLET-KERN D,, durch D, (t) := (i)

stetige gerade Funktion ist.

gegeben ist und eine

Es gilt
sup{ x)dx‘:OSaSwa,neN}<oo
und
1Dyl > QZmﬁoofurn—mxa
Beweis.
sn(f)(x) = Z cp eF Z 7iktdte””
|k:\<n \k|<n
_ zk (z—t) _ - ik(z—t)
= Z dt = — () > e dt
Ikl< |k|<n

= / f(t)Dp(x—t)dt
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wobei
2n
_ Z ekt — g—int Z(eit)k
|[k|<n k=0
i 6i(2n+1)t -1 _ ei(n+1/2)t _ efi(n+1/2)t
=¢ it _ 1 - eit/2 _ o—it/2
_sin((n 4 1/2)1)
B sin(t/2)
Es sei h(z) = Sinlw/Q — 2 fiir € (0,7] und ~(0) := 0. Dann ist » € C([0,7]).
Folglich gilt:
b2
n(z) de| < x) sin((n + 1/2)x) dx| + / - sin((n + 1/2)x) dx

t o
<7 |l +4 sup{‘/ - dm‘ > 0},
0 X

da mit s = (n + 1/2)x folgendes gilt:

/ab SIEI(%Z—E/IQ/Q;J) ~(n+1/2)dx:/j Sizlsds:/oﬁ Sizsds—/oa Si%ds.

Es ist
1 (7 |sin((n+1/2)t
o= [ [t

27 ). sin(t/2)
2 [™?|sin((2n + 1)t t

= 7/ M dt  (mit s := = und Symmetrie)
7 Jo sin(t) 2
2 (/2 2 + 1)t

Zf/ W‘dt, (da 0 <sint <)
™ Jo

2n

(kD)7
2 2(2n+1) 2 1)t
:72/ sin((2n 4+ ))’dt
_km t
k=0" 2@n+D)
+1)m
2 2 1 2(2n+1)
> = k’jj / 7 Isin((2n + 1))t

2(2n+1)
2n (k+1)m

> ikz(fl)/ © |sin()|dt (mits=(2n+1)-1)
(%) / 2 in(o) dt
(%)2 0

5.4.3 Lemma. Gleichmiflige Konvergenz der Fourier-Reihe.
FEs sei f absolut-stetig und 2m-periodisch. Dann konvergiert die Fourier-Rethe s, (f)
gleichmdfig gegen f.

I M§ I M“’

Dabei heifit eine Funktion ABSOLUT-STETIG, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 exi-
stiert, sodaB Y 7_, |f(bx) — f(ar)| < € fiir jede endliche Folge disjunkter(!) Inter-
valle (ag, by) mit >, _, |br — ax| < 6.
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Die absolut-stetigen Funktionen F' sind fast uberall differenzierbar und die Ablei-
tung f := F’ liegt in L' und es gilt F(b) f f

Umgekehrt ist die Stammfunktion F': x — fo f einer L'-Funktion f absolut-stetig,
und es gilt F’'(x) = f(z) fast iiberall.

Beweis. Es sei s,(f) die n-te symmetrische Partialsumme der Fourier-Reihe von
f, so gilt wegen [ D, (t)dt = 2m:

1

st = FO) = |- [ " (F0) — £(0) D) dt\

2T

iﬂ/ /Of’ 5) ds Dn( dt’
/O/Otf’ dsdt+/0/tf’(s) ()dsdt‘

1
2r
—i/ /tf/ dsdtf/ f (t)dsdt‘
2 | Jo Jo —r Jt
1
T or
1
T om

/0 / f'(s) dtds—/_w _Trf D, (t)dtds
/ / Din( dtds—&-/_ﬂf/(s)(— _ZDn(—t)dt>ds

<IFh -sup{

t)dt‘:s>0}.

Wegen s, (Th(f)) = Th(sn(f)) (!) erhalten wir diese Ungleichung iiberall. Es sei p
ein trigonometrisches Polynom, welches ||p’ — f'[|1 < £ erfiillt. Fiir k groBer als der
Grad von p gilt dann

sk (f)(z) = f(@)] = |(sx(f)(x) = p(2)) — (f(2) — p(2))]
= [se(f —p)(x) = (f p)(w)l
<I(f=p)|h-K<— K=c O

=l

5.4.4 Operationen mit Fourier-Reihen.

Fiir die Faltung gilt F(f x g)x = F(f)x - F(g) oder kurz ’F(f*g) =F(f)-F(g) ‘:

F(f x ol Qi/”wg)( ek da
/_m [ je - oty e dyas

1
- % - g(y)eﬂkyg f(:c— y) e @) gz dy (nach Fubini)

=F (k- F(9)k-
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Fiir die Spiegelung gilt F(S(f))x = F(f)_k oder kurz ’f(Sf) =S(Ff) ‘:

1" .
A= o [ Sa)e b
= —%  f) e dy (mity = o)
_ % " () e P gy
=F(f)=r-

Insbesonders sind die Fourier-Koeffizienten einer geraden Funktion gerade, die einer
ungeraden Funktion ungerade.

Fiir Translationen ist F(T.(f))x = e~ *¢ - F(f)k, oder kurz ’f(ch) =exp_.-Ff

wenn exp,(x) := e'*¢ bezeichnet:

FT(f) = % [ " o ) da

1 g -
=5 / fy) e tk(yte) dy mit y=x—c¢
T J_xn

— e—ikc X f(f)k

Fiir die Multiplikation mit exp, : x + ¥ gilt F(exp,-f)r = F(f)x_¢ oder kurz
| Flexp,-f) = Tu(Ff) |

Fiir die Konjugation gilt F(f) = F(f)_x oder kurz | F(f) = S(Ff) |

FDi= o [ F@e ™ e
1 " —i(—k)x
=5 77Tf(a:)e (=R dg
= F(f)-r

Fiir das Produkt zweier L?-Funktionen gilt ’ F(f-g9)=F(f)~F(g) ‘, wobei die Fal-

tung zweier Folgen (ax)rez und (bx)rez durch (axb)y := ) .y ax—y - by gegeben
ist:
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Fiir k = 0 folgt das aus der Parseval’schen Gleichung (siehe und [6.3.8)):

P o= o [ F@)o(w)da

= (flg) = (F(f)IF(9))
=Y " F(H)e-F@),
k

= SO F (- Flg)-n
k

= (F(f) * F(9))o-

Der allgemeine Fall folgt nun folgendermaflen:

F(f-9h=F(f g-exp_j)o= Zf(f)j ~F(g-exp_y)—j

=2 F () F9hh-s

= (F(f) > F(9)-

Beziiglich Stammfunktionbildung gilt fiir f € L' mit Fourier-Koeffizienten cy:
Die durch F(z) := [(f(t) — co)dt definierte Funktion F ist absolut-stetig und
2m-periodisch, denn

r+2m T
Pz +27) — F(z) = / (F) —coydt = [ ft)dt — 27 - co = 0.

Seien C}, die Fourier-Koeffizienten von F'. Nun liefert partielle Integration fiir k& # 0:

_ 1 " —ikt
Ck—%/ F(t) e~ at

—T

- ([F(t) I T dt)

1 1 s ) ™ —ikt
—0+ — { f(t)e’zktdtfco/ € dt]

Da fiir absolut-stetige F' die Reihe ), Cy e’ — F(x) gleichmiBig konvergiert,
folgt aus 0 = F(0) = >, Cp e*® = 3", O} die Beziehung Cy = — > ko Ck. Da die
Summe Z,@éo Cr = Zk;«éo ick konvergiert, gilt gleiches fiir Zk;ﬁo %ck, also ist z.B.

ko1 % nicht die Fourier-Reihe einer L!-Funktion.
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Es gilt [* f(t)dt = 32, [7 exei™ dt fir f € L
b
/ F(t) dt = F(b) — F(a) + (b— a) co
— ZC’;Ce““b — ZC’keik“ +(b—a)cy
k k

:Z:—Z(eikbfeika)+(171)Co+(bfa)co

k0
b b
= Z Ck / et dt + ¢ / ™0 dt
k70 a a

b .
:Z/ cpe'®t dt.
k a

Fiir absolut-stetiges und 27-periodisches f gilt ’f(f’)k = tkF(f)k ‘:

Da f absolut-stetig ist, existiert f’ fast iiberall, f/ € L' und f(z) = f(0) +
fox f'(t)dt. Es seien ¢ die Fourier-Koeffizienten von f’ und Cj jene von f, so
gilt ¢cp = 0 und nach dem eben Bewiesenen, dafl Cj, = %ck fiir & # 0.

5.4.5 Theorem. Periodische Funktionen als Folgen.

Die Fourier-Koeffizienten liefern einen Isomorphismus von CS2(R, C) mit dem Fré-
chet-Raum s := {(cg)k : k™cx — O fiir alle n} der schnell fallenden Folgen, wobei
wir diesen Raum mit den Normen ||(ck)||p := supy |ck p(k)| versehen, wobei p alle
Polynome durchliuft. Es geniigt sich dabei auf Polynome der Form p(k) := (k2+1)¢
mit d € N zu beschrinken.

9

CQO;(Rv (C) = S(Zv (C)

|

C2n(R,C) <2 ¢1(Z,C)

| |

LY([-m,n];C) - co(Z,C)

1R

Beweis. Es sei f € C*, dann ist f(") € L, also gilt nach dem Satz von Riemann-
Lebesgue, dafl die Fourier-Koeffizienten (ik)™ ¢ von f (") in ¢y und somit jene von f
in s liegen. Umgekehrt, falls (cx) € s, so ist (ik)""2cx, € £°° und damit (ik)"cy € (1.
Folglich ist f := >, cxexp, € C™ fiir alle n, also f € C*°. Die Abbildungen sind
invers zueinander, einerseits, da das fiir (cj) in ¢! gilt, und andererseits, da es fiir
absolut-stetige f gilt.

Das die Zuordnung sogar einen topologischen Isomorphismus liefert, folgt daraus,
daf} beides Fréchet-Raume sind, und die Punkt-Evaluationen stetig sind. Es geniigt
also die Beschrinktheit von f +— cx(f) = (f|exp;) fiir fixes k und die von (cg) —
> cr €7 fiir fixes x zu zeigen. Diese folgen sofort aus der Hélderungleichung. [

Negative Aussagen iiber Konvergenz von Fourier-Reihen

Der Satz von Riemann-Lebesgue liefert aber keine vollstdndige Beschreibung des
Vektorraums der Fourier-Koeffizienten aller L'-Funktionen, denn es gilt
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5.4.6 Lemma. F hat mageres Bild in cg.
Das Bild F(L") ist mager in co := {(Ay) € C¥ : limp,| oo Ay = 0} C £°°, wobei F
die Abbildung f +— (cn(f))nez bezeichnet.

Ein konkretes Beispiel ist die Reihe ) -, Sllr;((zzf) Sie ist nicht die Fourier-Reihe

einer L'-Funktion, aber die Koeffizienten liegen in ¢ .

Beweis. Angenommen E := F(L') ist nicht mager, also Baire’sch. Die Abbildung
f = F(f) ist stetig, denn |c,(f)| < ||fll1, nach der Hélder’schen Ungleichung.
Sie ist auch injektiv, denn falls die Fourier-Koeffizienten ¢ einer L!-Funktion f
alle verschwinden, so gilt gleiches auch fiir die Fourier-Koeffizienten Cj, = % der
absolut-stetigen Funktion F : z — [ f(t)dt. Da die Fourier-Reihe einer solchen
Funktion gleichmifig gegen diese konvergiert, ist F = 0 und damit auch 0 = F’ =
[ fast iiberall. Nach dem Open Mapping Theorem [5.3.5] wére F somit surjektiv
und F~1 stetig, d.h. ||f]li < [|F Y 1F(f)]leo. Fiir die Dirichlet-Kerne D,, gilt
cx(Dy) =1 fiir k < n und 0 sonst, somit ist || F(Dy,)||ec = 1. Andererseits gilt aber
| Dnlli > & 527, w1 — oo, Widerspruch. O
5.4.7 Lemma. Fourier-Reihe konvergiert selten im L'.

Nicht fiir jedes f € L'[—m, x| konvergiert die Fourier-Reihe in der 1-Norm. Die
Menge der f in L' fiir welche die Fourier-Reihe in der 1-Norm konvergiert ist
sogar mager.

Beweis. Angenommen E := {f € L' : s,(f) konvergiert fiir n — oo in L'} ist
nicht mager, also Baire’sch. Die Operatoren s, : £ — L' sind punktweise be-
schriankt und wegen ||s,(f)|| = I|f * Dullt < |If]l1 - [|Dnll1 auch stetig. Somit folgt
aus dem Uniform Boundedness Principle daf die Folge der Normen ||s,|| be-
schriinkt ist. Das ist aber falsch, da ||D,||1 = ||sx]|, denn || fe x D,, — D, ||1 — 0 fiir
e — 0 und f. wie in [4.13.6] O

5.4.8 Bemerkung.
Von Kolmogorov stammt ein Beispiel einer L!-Funktion, fiir welche die Fourier-
Reihe in keinem einzigen Punkt konvergiert, siehe [7], S.22].

Es wurde von [30] vermutet, dafl die Fourier-Reihe jeder L?-Funktion fast iiberall
konvergiert. Das konnte von [4] gezeigt werden. [14] dehnte das Resultat auf alle
LP mit p > 1 aus.

Vielleicht haben wir zuviel erwartet. Betrachten wir statt dessen stetige periodi-
sche Funktionen f, dann sollte die Fourier-Reihe von f zumindestens punktweise
konvergieren.

5.4.9 Lemma. Die Fourier-Reihe konvergiert selten punktweise.

Die Menge der stetigen Funktionen f € C(S*,R), fiir welche die Fourier-Reihe in
einem fizen Punkt (sagen wir 0) konvergiert, ist mager in C(S1).

Es gilt sogar, daf8 zu jeder abzihlbaren Teilmenge von S', es eine nicht magere
Menge A gibt, die diese enthilt, sowie eine stetige Funktion f € C(S*,R), so daf8
die Fourier-Reihe von f in jedem Punkt von A divergiert .

Beweis. Wir zeigen das nur fiir den 0-Punkt. Angenommen E := {f € Cy, :
sn(f)(0) konvergiert in C} ist nicht mager, also Baire’sch. Die linearen Funktionale
xl, + f — su(f)(0) auf E sind somit punktweise beschrénkt und auch stetig, denn
[27]l = 1 Dnll1, da

= |oe [ FODOH] < 17l 1Dl

—T
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und fiir f :=sgn D,, gilt Gleichheit, also mufl man nur f durch stetige Funktionen
approximieren, welche nur auf einer beliebig kleinen Menge nicht iibereinstimmen.
Nach dem Uniform Boundedness Principle muf§ auch ||«] || = ||Dnll1 beschrinkt
sein, ein Widerspruch. O

Fourier-Reihen von Distributionen

5.4.10 Folgerung. Fourier-Isomorphismus von Distributionen-Rdumen.
Die Transponierte der Fourierentwicklung liefert einen Isomorphismus F* : s’ —
(CS2Y. Die Inverse dieses Isomorphismuses ist eine Fortsetzung der Fourierent-
wicklung F : L'[—m, 7| — co, via

D e = (O, fre (905 [ F@g0)dr) wnd
+oo
vico =S, (Th)kez — ((yk)kez -y yk)
k=—oc0

LY -7, 7] ——¢o

<CL§£>' a i

S

Beweis. Dafl F* ein Isomorphismus ist, ist klar. Es ist ¢ : ¢g C £*° — s’ wohlde-
finiert, da s C ¢! wegen >, |yx| < >, k%ﬂ|(k2 + 1) yi|. Fiir die zweite Aussage
verwenden wir, dafl die endlichen Folgen dicht liegen in s, und somit die Punkt-
Evaluationen an den Vektoren e* der Standardbasis eine Punkte-trennende Familie
sind. Daher geniigt es fiir alle k € Z die Gleichheit ev,x o0 F = ever o F1)* 0y
zu zeigen. Sei also f € L'[—n, 7], dann gilt:

(ever o(F )" 00) () = ever (F71)(e(£)) = (F7H)* () (")

- (L<f))(.7:—1(ek)) = (t(f))(expy) = % _ﬁ £t okt gt
+oo
= C—k(f) = Z Cj(f) (Sj_k — (L(f(f)))(ek)

= ever (UF(f))) = (ever oo F)(f). O

Wir wollen nun die beiden auftretenden Dualrdume néher bestimmen. Zuerst jener
von §:

5.4.11 Lemma. Dualraum von s.

Der Dualraum von s kann mit dem Vektorraum der langsam wachsenden Folgen
identifiziert werden. Dabei heifit eine Folge (yi);2° . langsam wachsend, falls ein
auf Z nirgends verschwindendes Polynom p existiert, sodaf {% : k € Z} be-
schrdnkt ist. Die Folge (yx)x wird dabei durch (wy) = Y, o Yr -2k als lineares Funk-
tional auf s aufgefaft und umgekehrt definiert jedes x' € s’ eine Folge (z'(e))s.
Die Topologie auf s’ ist dann als die finale Topologie beziiglich der Banach-Riume

By = { )i+l o= sun{| Y| ke 2 < o

gegeben.
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5.4 FOURIER-REIHEN 5.4.12

Beweis. Es sei F die Vereinigung Up E, C CZ, versehen mit der finalen Struktur.

Dabei kénnen wir uns auf die Polynome pg : t — (1 + t2)? fiir d € N und somit
die Rdume E4 := E,, beschrinken. Die Abbildung ¢ : E — s’ ist wohldefiniert und
stetig, da ihre Einschréankung auf E, es ist, denn fiir y € E, und z € s gilt:

1
<3 ol Dol
k

Iy
0@ < 3| iy O K8

wobei ¢ das Polynom ¢ — (1 + t2) p(t) ist.

Die Abbildung ist injektiv, da t(y)(e¥) = yy ist.

Die Abbildung ist surjektiv: Fiir 2’ € s’ sei yy, := 2/(e). Da 2’ stetig ist, existiert
ein Polynom p, soda8 |z'(z)| < |z||, fir alle z € s. Also ist |p%’,;)| = ‘ﬁ;(,ffp)l <1,
d.h. y € E,. Es konvergiert >, ., yre® — y in E,, wobei q(t) = (1 + t?) p(t) und
somit konvergiert » -, <, Yk t(eF) — 1(y) in s’. Angewendet auf e’ liefert das

Uy)(e) =D yr b)) = y; = 2 (),
k

und da die e/ Punkte trennen, gilt (y) = 2’

Die Abbildung :~! ist beschrénkt: Jede beschrinkte Menge in s’ ist nach
gleichgradig-stetig, also enthalten in

{o' €' ]2/ (z)] < ||z|, fir alle z € s}

fiir ein Polynom p. Fiir diese ' haben wir aber oben gezeigt, daf} sie von y = +~*(2/)
in der Einheitskugel von E, stammen, also ist das Urbild dieser beschréinkten Menge
in E beschréankt.

Man kann zeigen, daf8 s’ ein bornologischer Raum ist, und somit ¢~! auch stetig
ist. O

5.4.12 Bemerkung. Dualraum von C%2.

Nun zum anderen Dualraum (C52)". Dessen Elemente wollen wir als Distributionen
beschreiben, dazu bendtigen wir eine Abbildung D — (53, eine solche ist durch
das Periodifizieren per : f +— 3, -, Tor(f) gegeben. Diese Abbildung ist linear
und stetig, da (evioper)|cee = >, o cx f(t — 2km) es ist. Also induziert sie eine
stetig lineare Abbildung per* : (C52) — D'.

Wie sieht das Bild dieser Abbildung aus? Da Tu,(per(f)) = per(f) ist, gilt fiir
alle ¢ im Bild, daB ¢(Ta-(f)) = @(f) ist. Wir nennen eine solche Distribution
2m-periodisch, denn die Verschiebung 7}, von L], -Funktionen 18t sich auf Distri-
butionen ¢ ausdehnen:

T
[1 h [1
S —
loc loc

Th=TZ,

D———m=7
indem man T}, auf D’ als T*, definiert, denn (f|T},g9) = (T_#f|g)-

Wir wollen den abgeschlossenen Teilraum von D', welcher durch die 27-periodi-
schen Distributionen gebildet wird, mit (D’)2, bezeichnen. Um nun eine Umkehr-
abbildung zu (CS2)" — (D)2, zu finden, bendtigen wir eine Abbildung CS° — D.
Das naheliegendste ist die Multiplikation pp mit einem h € D. Damit perou, = id
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ist, muB fiir alle f € C'5s folgendes gelten

400 +o0
f=eroun)(f)= > Torx(h-f)= > Tora(h) - Torx(f)

k=—o00 k=—o00

= per(h) - f.

Also sollte h so sein, dal per h = 1. Das ist moglich, denn sei hg € D mit ho(t) > 1
fiir [¢t| < 7, dann ist h := pe}fﬁho die gewiinschte Funktion. Die umgekehrte Identitét
wp o per = id gilt zwar nicht, aber wenn man ¢ € (D’)a, auf beide Seiten anwendet

gilt:

@((un o per)(f)) = ¢ (h : ZTzkw(f)> = (Zh : sz(f))
e K
> (b Town () =D 0 (Toskr(h - Torx(f)))
B

=Y eTosin() - ) = ¢ (Z Toake(h)- f)
k k
ploer(h) - f) = p(1- ) = o(f)

Also haben wir einen Isomorphismus (C$2)" — (D')s2, erhalten.

5.4.13 Lemma. (C32)" als periodische Distributionen.
Die Abbildungen per : D — C35, f > ey Togn (f) und pp : O35 — D, frh-f,
fir ein h € D mit per(h) = 1, induzieren einen Isomorphismus (CS2) = (D')2,. O

5.4.14 Proposition. Fourier-Isomorphismus fiir Distributionenrdume.
Via der beiden Isomorphismen s’ = {langsam wachsende Folgen} und (CS52)
(D')ar sieht der Fourier-Isomorphismus s = (CS2) wie folgt aus:

I

@ — (p(h - expy))kez

1
(Ck)kez = Gy Z Ck €XPy -
kEZ

Beweis. Die Fourier-Koeffizienten einer Distribution ¢ € (D)2, sind durch

(F ()" (@) ) (") = o (1n(F ()
= ¢(h - expy)
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gegeben. Die Fourier-Reihe einer langsam wachsenden Folge (¢ )gez ist als Distri-
bution in (D), wie folgt gegeben:

f = per (F(u(e)) ) () = () (Flper(£) ) = Y ex - exlper(f))

kez
L[ N\ —ikt
:ch.%/_ﬂzlf(t—%w)e dt
keZ JEZL
1 " N\ —ikt
:ch.%z _Trf(t—2]7r)e dt
k€eZ JEL
1 T—2jT ) )
“Ya -3 [ e T as (it s+ 2m)
27 . —m—257
kEZ JEL J
1 [ :
= ch . —/ f(s)e ™ ds
2 J_ o
kez
1
= %ch ~exp,(f). O
kEZ

Zusammenfassend wird der Isomorphismus s’ 2 (C22)" also durch folgendes Dia-
gram beschrieben:

C5(R,C) ~ s(2,C)
F 1
C2- (R, C) zZ,0C)
LY([-n,7];C) = co(Z,C)
v (Dan z {langs.wachs.}
per r;
(C52)' = s
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6. Hilbert-Riaume

In diesem Kapitel untersuchen wir diejenigen Réume, welche die meiste geometri-
sche Struktur besitzen. Von besonderem Interesse sind dabei orthonormal-Basen
und der Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren. Wir wenden die-
sen dann auf Sturm-Liouville Eigenwert-Aufgaben an.

6.1 Reelle und komplexe Hilbert-Riume

6.1.1 Bemerkung und Definition. Hilbert-Raume.

Kann man nicht doch einen Raum H integrierbarer Funktionen finden, die durch
ihre Fourier-Entwicklung vollstéindig beschrieben werden? Die Fourier-Koeffizienten
von f sind durch ¢, (f) := (f|exp;) gegeben. Das dabei auftretende Produkt (_|_)

erinnert uns an das innere Produkt im R"™, welches dazu benutzt werden kann um
(zly)

[EINIE]

besonders ist (z|y) = 0 genau dann, wenn x und y normal aufeinander stehen. Wir

sollten also die Gleichung (expy, | exp,,) = Jk.n dahingehend interpretieren kénnen,
dafl diese Funktionen “orthonormal” sind. Im R"™ ist beziiglich einer orthonormale
Basis {e* : k = 1,...,n} jeder Vektor z durch x = Y, (x|e*) e* darstellbar. Es sollte
also die Fourierentwicklung gerade die “Koordinaten”-Darstellung von f beziiglich
der “Orthonormalbasis” {exp, : k € Z} sein. Damit das aber alles Sinn macht, muf}
(_|-) eine bilineare Abbildung von H x H — K sein. Die Holderungleichung erlaubt
uns nur dann Funktionen f, g € L" einzusetzen, wenn r > p,q mit 1 = % +1>2

q =
d.h. r > 2. Es gilt dann (f|f) = || f||2. Also ist der adiquate Raum L2.

den Winkel ¢ zweier Vektoren x und y durch cosp = zu bestimmen. Ins-

Wir wollen nun allgemeiner Vektorrdume E betrachten, wo wir wie oben Winkel
messen koénnen. Sei dazu vorerst der Grundkorper R. Dann bendtigen wir eine
bilineare Abbildung b : E x E — R, die eine Norm p durch p(x)? := b(x, z) definiert.
Da by, : (z,y) — 5 (b(z,y) + b(y,z)) die gleiche Norm induziert, kénnen wir uns
darauf beschriinken, da b symmetrisch ist. Die Bedingung, dafi durch p(z)? :=
b(x,x) eine Seminorm p definiert ist, bedeutet, dafl b(z,z) > 0 fiir alle z € R.
Die positive Homogenitdt von p folgt dann sofort aus der Bilinearitit von b. Die
Dreiecksungleichung gilt wegen p(z + y)? = b(z + v,z +y) = b(z,z) + 2b(z,y) +
b(y,y) < p(x)? +p(y)? +2p(x) p(y), denn bz, y)? < b(w,z) bly, y), wie wir in[6.2.1
zeigen werden. Damit also p eine Norm ist, mufl b(x,z) > 0 fiir alle  sein, und
b(x,z) = 0 nur fir = 0 gelten. Wir nennen eine solche symmetrische Bilinearform
POSITIV-DEFINIT.

Ein REELLER HILBERT-RAUM ist ein Vektorraum H iiber R zusammen mit einer
positiv-definiten symmetrischen Bilinearform (_|-) : H x H — R, sodafl H beziiglich
der Norm p(x)? := (x|z) ein Banach-Raum ist.

Nun zum Fall komplexer Rdume.
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6.1 REELLE UND KOMPLEXE HILBERT-RAUME 6.1.5

6.1.2 Lemma.
Ein VR FE iber R ist genau dann ein VR tber C, wenn eine R-lineare Abbildung
I: E — E existiert, welche I? = —id erfiillt.

Beweis. Falls F ein VR iiber C ist, so ist I durch I(x) := iz gegeben. Umgekehrt
definiert man (a +ib) - :=a-x +b- I(x) und erhilt so einen VR iiber C. O

6.1.3 Folgerung. Komplexe Vektorriume.
Ein LKV E dber R definiert genau dann einen LKV dber C, wenn eine stetige
R-lineare Abbildung I : E — E existiert, welche I? = —id erfillt.

Beweis. Als Seminormen des komplexen VR E verwenden wir die positiv homo-
genen (bzgl. Skalaren in C) Seminormen des reellen Vektorraums. Diese Familie ist
dquivalent, denn wenn p eine SN des rellen Vektorraums ist, so definieren wir eine
komplexe SN pc durch

pe(x) :=sup{p(Ax) : |A| = 1} > p(z).
Da I stetig ist, existiert eine SN ¢ des reellen VR mit p(I(z)) < ¢(z). Dann ist

pla+ b)) = plaz +bI(x)) < lalp(e) + bla(x) < la+ibl /o) F q@)? <
la + 10| (p(z) + ¢q(x)), also pc < p+q. O

6.1.4 Bemerkung. Komplexfizierung.

Um eine Idee zu bekommen was ein komplexer Hilbert-Raum sein sollte versu-
chen wir zuerst aus einem beliebigen reellen Vektorraum einen komplexen ma-
chen. Man beachte, daf die zu reellen Vektorrdumen von reellwertigen Funktionen
gehorenden komplexen Vektorrdumen komplexwertiger Funktionen gerade aus Paa-
ren von Funktionen des reellen Vektorraums bestehen, ndmlich dem real- und dem
imaginér-Teil der komplexwertigen Funktion. Wir definieren also ganz allgemein die
KOMPLEXIFIZIERUNG Eg eines reellen Vektorraums F als Fc :=CQr F = F X E,
und schreiben die Elemente (u, v) € E¢ als u+14v. Die Multiplikation mit x+iy € C
ist dann durch z- (2’ @w) := (22") @w, d.h. (z+1iy)- (u+iv) = (xu—yv)+i(zv+yu)
definiert. Klarerweise wird dadurch E¢ zu einem komplexen Vektorraum und die
Abbildungen ¢ : E — Eg¢, x — x + 10 sowie Re : Ec — E, (z 4+ iy) — « sind
R-linear.

Damit Re : Ec — F stetig wird, mufl p o Re : Ec — R eine reelle stetige SN auf
E¢ sein fiir jede stetige SN auf E. Damit die Skalarmultiplikation stetig ist, muf}
auch py(w) := p(Re(Aw)) eine reelle stetige SN auf E¢ fiir jedes |A| = 1 sein. Wir
definieren pc := sup{px : |A\| = 1}. Es ist pc eine wohldefinierte reelle Seminorm
auf E¢, denn fiir A = 2 + iy ist wegen der Holder-Ungleichung

pa(u+iv) = p(%e((az +iy) (u + iv))) -
= p(zu — yv) < [z|p(u) + [ylp(v) < [AVp(u)? + p(v)2.

Sie ist sogar eine komplexe Seminorm, denn klarerweise gilt pc(Aw) = pc(w) fiir
alle [A| = 1. Wir nehmen als erzeugende Seminormen auf E¢ also die Familie aller
pc, wobei p die stetigen Seminormen von E durchlauft.

6.1.5 Proposition. Universalitit der Komplexifizierung.
Komplexifizieren E+— E¢ := C®g E := E x E liefert folgende Isomorphismen fiir
VR’e E und G iiber R sowie F iiber C:

1. Erste universelle Problem:
Le(Ec, F) = Lg(E,F), h—hou, (x+iy— f(x) +if(y)) < f.
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2. Zweite universelle Problem:
Le(F,Eg) & Lr(F,E), h+— Reoh, (x — f(x)—if(ix)) — f.
Verbaler formuliert bedeutet dies: Die reell-linearen Abbildungen f : F —
E auf jedem komplexen Vektorraum F' entsprechen in bijektiver Weise den
komplex-linearen Abbildungen fc : F' — E¢ vermdge Reo fec = f.

(C—/;E
>~ [r(E,Ge), f+igr— (:U — f(z)+ig(x)), (Reoh,Imoh) «— h.
)(C gLR(E(CaG)7 f+7'g}_) (’I+Zy¢—>f($)*g(y)), hH(hOL,th

w

h

=

SIS

28
a

Alle Isomorphismen sind C-linear, wobei die komplexe Struktur auf Lg(F, E) durch
i-f:=fol und auf Lg(E, F) durchi- f := 1o f gegeben sind.

Alle Isomorphismen sind auch Homdomorphismen, wenn wir Ec mit der Produkt-
struktur versehen.

Wenn alle Ridume Banach-Rdume sind, so sind allerdings nur die Isomorphismen
m @) and @ Isometrien.

Beweis. Ofensichtlich sind die angegebenen Abbildungen stetig linear und
die Zusammensetzung auf Lg(E,F) die Identitdt. Ebenso ist es auch jene auf
Le(Ec, F), denn h(x +iy) = h(z) +ih(y) = (hod)(z) +i(ho)(y).

Sei f: F' — E eine R-lineare Abbildung. Falls eine C-lineare Abbildung fc :
F — E¢ existiert mit Reo fe = f, so ist IJmo fc = —Reoio fr = —MReo froi = —foi,
da Re(i(z + iy)) = —TIm(z + iy). Also ist fc eindeutig festgelegt, und zwar gilt
fe(x) = Re fe(z) +iTIm fe(x) = f(z) — if(ix). Dies definiert nun wirklich eine
C-lineare Abbildung fc, denn sie ist klarerweise R-linear und fc(iz) = f(iz) —
if(iix) = f(ix) +if () = i(f () — if (ix)) = i fe(2).

Daf} die universelle Eigenschaft auch fiir stetige und fiir beschréinkte lineare Abbil-

dungen richtig ist siecht man wie folgt:
Es ist poRe < pc, d.h. Re : Ex — E ist stetig, und

(pc o fe)(2) = pe(f(2) —if(iz)) < Vp(f( p(f(i2))?,
also ist auch f¢ stetig, falls f es ist.
Die Bijektion Re.. : L¢(F, Ec) — Lr(F, E) ist ein topologischer linearer Isomorphis-
mus, da sie stetig und reell-linear ist und ihre Umkehrabbildung durch f — f—i-f-i
gegeben ist. Sie ist auch komplex linear, wenn man Lg(F, E) durch i- f : 2 — f(ix
zu einem komplexen Vektorraum macht, denn (i - Re.(f))(z) = Re.(f)(ix) =
Re(f(ix)) = Re(i f(x)) = Re(( f)(x)) = (Rex (i f)) ().
Offensichtlich sind die angegebenen Abbildungen stetig linear und invers zuein-
ander.

~

(4]) Falls G ein reeller Vektorraum ist, so haben wir einen Isomorphismus Lg (E¢, G) &
Lr(E,G)c von komplexen LKV’en: Dieser ist durch h — (2 — h(z),z — —h(iz))
gegeben. Sein Inverses ist (f,g) — ((z +iy) — (f(z) — g(y))), denn eine Zu-
sammensetzung ergibt h : (z + iy) — h(z) + h(iy) = h(z + iy) und die andere
(f,g9) = (m — f(z),z — —(—g(a:))). Das Inverse ist auch komplex-linear, denn
(=g, f) wird auf (z,y) — —g(x) — f(y) = f(=y) — g(w) abgebildet.

Somit gilt Lg(F,G)c = Lr(Ec,G) & Le(Eg, Ge). Explizit ist dieser Isomorphis-
mus durch f +ig (x +iy e (flx) —g(y) +i(f(y) + g(w))) gegeben.
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Die Aussage iiber Isometrien zeigen wir in[6.1.7.2] und [6.1.7.3] O

6.1.6 Folgerung. Komplexifizierung von Riumen linearer Abbildungen.
Fiir reelle VR E und G erhalten wir:

(1)

L¢(Ge, Ec) Lr(G, Ec)
) G
4)
Lg(Gc, E) == Lg(G, E)c

Der diagonale Isomorphismus ist durch

frige (z+iy— (f@) - g) +i(F) + 9(x)))

gegeben. Fir Dualrdume komplexer VR F erhalten wir:

(2)
Lgr(F,R) = L¢(F,C).
Beweis. ]

6.1.7 Bemerkungen. Isometrie natiirlicher Isomorphismen.

1. Die Komplexifierung von R ist isometrisch zu C: Die komplexe Norm ||z +
iyllc zu |(x,y)]|co ist wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung durch

o +iylc = sup{[Re((a+ib) - (x+iy))lo : la+ib] =1} =
=sup{laz — byl : |a+ib] =1} = [|(z,9)]2
gegeben.
(2)
2. Der kanonische Isomorphismus Le(F, Ec) = Lr(F,E) ist eine Isometrie:
Denn einerseits ist Re eine Kontraktion da ||Re(x+iy)|| = ||z|| = ||Re(1 (z+

1y)|| < llz+iy|lc und andererseits ist fiir absolutkonvexe beschrinkte Men-
gen BCF

sup{pc(fc(z)) : z € B} = sup{p(Re(A fc(z))) : [N\ =1, z € B}
= sup{p(Re(fc(Az))) : [\ =1, 2 € B}
=sup{p(f(y)) : y € B}.

3. Der kanonische Isomorphismus B(X,G)c = B(X,Gc) ist eine Isometrie,
somit auch fir C, C*, Lg(E, ), £, co, s, §',...: Es sei p eine Seminorm
auf G und h € B(X,G)c, dann ist

sup{pc(h(x)) : v € X} = sup{p(Re(Ah(x))) : 2 € X, |\ = 1}

= sup{sup{p((/\ h)(z)):x e X}: |\ = 1}.

4. Der kanonische Isomorphismus (P(I,G)c = ¢P(I,Gc) ist keine Isometrie:
Wir wihlen I := 2 und G := R und betrachet (1,0)+i(0,1) € £7(2,R)c. Die
Norm in ¢2(2,C) ist dann ||(1,9)|, = 2%, die in P(2,R)¢c hingegen

1(1,0) +i(0, 1) c == sup{||me(a +ib—b+ia)l,:la+ib|= 1}
< sup{||(a, =b)[| : [a +ib] =1}
1 1 1

1
= (2W)l/p =272 <27,

andreas.kriegl@univie.ac.at © 7. Februar 2007 107



6.1 REELLE UND KOMPLEXE HILBERT-RAUME 6.2.1

5. Die Komplezifierung eines Hilbert-Raums ist kein Hilbert-Raum: In der Tat
fir x = (1,0) und y = (0,4) in £*(2,R)c gilt die Parallelogrammgleichung
nicht, denn ||z||c = 1 = |ly|lc aber

|z £ ylc = sup{||me(a tib£(ia—0)|2:|a+ibl = 1} ~ 1

6. Die kanonischen Isomorphismen Lr(Gc,E) = Lr(G,E)c, Lr(G,E)c =
Lc(Ge, Ec) und Le(Ge, Ec) 2 Lr(G, Ec) sind keine Isometrien: Es geniigt
dies fiir den ersten zu zeigen. Sei dazu E = R, G = (*(2), f = pr; und
g = pry. Dann ist

If +iglic :=sup{||Re((a +ib) (f +ig))ll : la+ ib] = 1}
=sup{la f(z) —bg(x)|: |z[l2 =1, [a +ib| =1}
=sup{lazy —bao| : [[(z1,22)[2 = 1, |(a,b)[2 =1} <1

z+iy— f(z) — gl == sup{|f(z) — g(y)| : |z +iyllc =1}
=supf{lzy —yo| : o +iylc =1} > 2,

wenn wir x = (1,0) und y = (0, —1) wdhlen.

7. Ist jeder komplexe LKV die Komplexifizierung eines reellen LKV? Fiir VR
st das richtig, denn nach Wahl einer Basis kénnen wir ihm als Komplexi-
fizierung des Teilraums der reellen Linearkombinationen auffassen.

6.1.8 Bemerkung. Sesqui-linear Formen.

Was sind nun die komplexen Hilbert-Rdume? Diese sollten als reelle Vektorraume
reelle Hilbert-Réume FE sein, also durch eine positiv-definite, symmetrische, reelle
bilineare Form b : E x E — R gegeben sein. Weiters sollte wohl die Multiplikation
mit ¢ eine Isometrie beziiglich b sein, denn sie diirfte ja so etwas wie einer Drehung
entsprechen, d.h. b(i z,iy) = b(x, y). Wie wir gerade gesehen haben definiert die R-
lineare Abbildung b(_, y) eine eindeutige C-lineare Abbildung b(_, y)c : £ — C durch
b(x,y)c := b(x,y) —ib(ix,y). Weiters ist b(y,x)c = by, x) —ib(iy,x) = b(x,y) —
ib(z,iy) = b(z,y) —ibliz,i’y) = b(x,y)c. Also ist bc eine SESQUI-LINEARE (d.h.
in der ersten Variable linear und in der zweiten konjugiert-linear), KONJUGIERT-
SYMMETRISCHE (d.h. b(z,y) = b(y, z)) Form ExE — C. Eine Abbildung f : E — F
zwischen komplexen Vektorrdumen heiflit KONJUGIERT-LINEAR, falls f(z + A -y) =
f(x)+X- f(y) ist, fiir alle A € C und @,y € E. Falls b positiv-definit ist, so auch be,

denn b(z, z)c = b(x, x)c, und somit b(x, z) = b(z, z)c. Das fithrt uns zur folgenden

6.1.9 Definition. Komplexer Hilbert-Raum.

Ein KOMPLEXER HILBERT-RAUM ist ein Vektorraum H {iber C zusammen mit
einer HERMITE’SCHEn Form, d.h. einer sesqui-linearen, konjugiert-symmetrischen,
positiv-definiten Abbildung (|} : H x H — K, sodafl H beziiglich der Norm
p(z)? := (x|r) eine Banach-Raum ist.

6.2 Grundlegendes

6.2.1 Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Fiir jede Hermite’sche Form b gilt:

|b($,y)|2 < b(l‘,l‘) . b(yvy)

Vergleiche das mit der Holder-Ungleichung fiir p = ¢ = 2.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 7. Februar 2007 108

Fiir Hilbert-Raume
koénnten wir aber die
Komplexifizierung
umdefinieren



6.2 GRUNDLEGENDES 6.2.2

Beweis. Fiir fixe x und y und alle s € R gilt 0 < b(tx +y,tx +y) = [t|> b(z,z) +

2MRe(tb(z,y)) + by, y) = s°b(z,2) + 25 |b(z,y)| + by, y) = f(s) wobei b(z,y) =

Ib(z,y)] e und t := s- e~ . Falls b(z,z) = 0 ist, dann muB |b(z,y)| = 0 sein.
[b(,y)|

Ist hingegen b(z,z) > 0, so wird das Minimum von f bei s := — B(zx) Angenom-
men. Aus 0 < f(s) = \bb((rwyx))\Q - 2';;8’?;;'2 + b(y,y) folgt nun die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung. O

6.2.2 Polarisierungssatz.
Eine Funktion p : E — R lafit sich genau dann als p(x) = +/b(x,x) mit einer
(eindeutigen) Hermite’schen Form darstellen, wenn p eine Norm ist, welche die
PARALLELOGRAMMFORMEL

p(x+y)? +pla—y)* = 2(1)(:6)2 + p(y)2>
erfillt.

Wir kénnen also Hilbertriaume auch als spezielle Banachraume auffassen. Thre Her-
mite’sche Form ist dann mittels der im Beweis angegebenen Polarisierungsformel
gegeben.

Beweis. (=) Es gilt die Parallelogrammformel:

p(z+y)?* + plz —y)* = b(z,z) + b(z,y) + by, ) + by, y)
+b(z,z) — b(z,y) — by, z) + b(y,y)

= 2(p(2)* + p(v)?)

sowie die A-Ungleichung

b(z,z) + 2Reb(x,y) + b(y,y)

< bz, x) + 2[b(z, y)| + by, y)

< bz, z) + 2b(2,2) by, 9)'/? + b(y,y)  (wegen BZ)
= (p(z) +p(y))*.

p(z +y)*

(<) fiir R-Vektorrdume: Falls p(z)? = b(z,x) ist, so gilt durch Ausmultiplizie-
ren 4b(x,y) = bz + y,x +y) — b(x — y,x — y), also definieren wir b durch die
POLARISIERUNGS-FORMEL: b(z,y) := 1 (p(z + y)? — p(z — y)?). Dann ist b(z,z) =
p(x)? >0 und b(z,y) = b(y, z). Welters gilt:

b(z,2) + by, z) = <p(ff +2)%+py+2)°—plr—2)>%—ply— 2)2)

1
= g (et 297 4 ple =~ plo +y— 2207~ pla - 0)?)
P +2)* —p(5E - z)2>
Aus b(0,z) = 0 und y := 0 folgt somit %b(z,z) = b(%,z). Und damit weiters

b(z,z) + by, 2) = 2b(£Y, 2) = b(z + y, z). Da b beziiglich p stetig ist, folgt, daf b
linear in der ersten Variable ist:
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Sublemma. Jede additive und stetige Abbildung ist linear.
f(0) = £(0+0) = f(0) + f(0) = £(0) = 0
fl=2) + f(@) = f(0) = 0= f(-z) = —f(x)
=n f(x)
= %f(y)7 mit y := nx

Sei nun K = C: Falls p(z)? = b(z, x) ist, dann ist bg(x,y) := Re b(zx, y) die eindeu-
tige Bilinearform des vorigen Punktes, und somit b(z,y) = br(z,y) — ibr(ix,y).
Wir definieren also b(x,y) := br(z,y) + ibr(z,iy) = br(z,y) — ibr(iz,y), wo-
bei br die bilineare Abbildung des reellen Vektorraums ist. Dann gilt klarerweise
br(ix,iy) = br(z,y), und somit definiert b eine sesqui-lineare symmetrische Abbil-
dung mit b(z,x) = br(z,r) = p(z)%. O

6.2.3 Satz des Pythagoras.
Es seinen (ack)}g:l endlich viele paarweise orthogonale Vektoren eines Hilbert- Raum-
es, dann ist || > p_, 2|2 =30, ||lz¥]2.

Beweis. Es gilt

2 n n n
< xk|ij> = Y (@Flal) = @Fad) + >0

k=1 k=1 j=1 k,j=1 k=j k#j
n
=> Ja*|?. O
k=1

6.2.4 Minimalisierender Vektor.
Sei A eine abgeschlossene konvexe und nicht-leere Teilmenge eines Hilbert-Raumes

H und x € H. Dann ezistiert ein eindeutiger Punkt a, € A mit ||z — a,| =
d(z,A) :=inf{||lx —a| : a € A}.

Beweis. OBdA. ist x = 0 (Translation). Sei ¢ := d(0, A) := inf{|a|| : a € A}. Wir
wihlen a, € A mit ||a,|| — 0. Dann bilden die a,, eine Cauchy-Folge, denn fiir
a,a’ € A gilt

2(lall* + lla'|1*) = la — a'||* + [la + o'
2

1
= |la — a'||2 +4H2(a+a') > la— a’||2 + 462,

da a-ga' in der konvexen Menge A liegt. Also gilt

o — o'l < 2(Jlall®+ |la'|]2 ~26%) —o.
e~ N~
—62 —62

Da A abgeschlossen ist, ist a, = lim, o an, € A und ||a,| = lim, ||a,|| = 6. Die
Eindeutigkeit folgt aus |ja — a’||? < 2(6% + 62 — 26%) = 0.

6.2.5 Gegenbeispiel betreffend nichsten Punkt.
Der affine abgeschlossene Teilraum A := {f € C[0,1] : f(0) =0, fol f =1} hat kein
Element mit minimalen Abstand 1 zu 0.

Man vergleiche das mit der folgenden schwiicheren Aussage fiir Banach-Riume:
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6.2.6 Satz.
Sei E ein Banach-Raum und F ein abgeschlossener Teilraum. Fir jedes € > 0
existiert ein Punkt v € E mit d(x, F) > 1—¢ und |z|]| = 1.

Fiir einen Beweis siehe [29] S.16].

6.2.7 Folgerung. Nichster Punkt via Orthogonalitét.
Sei A ein abgeschlossener linearer Teilraum eines Hilbert-Raums H, x € H und
a € A, dann gilt:

|z —a|| = d(z,A) &z —a L A.

Beweis. (=) es sei ||z — al| = d(z, A) und o' € A, dann ist a + o’ € A und somit
gilt:

lz —al* < [lz = (a+ a)* = ||(z — a) — '|* = ||z — a]|* — 2Refz — ala’) + [la']]*.
Also ist 2Re(x — ala’) < ||a’||%. Es sei (z — ala’) = r e, und wir ersetzen a’ durch
tea’. Dann ist 2t r = Re(x —ala’) < t2|d’||?, also |{(z —ala’)| = r = 0 (fiir t — 0).
D.h. {(x —ald’) =0, ie. 2 —a L A.

(<) Esseia’ € A. Dann ist z —a L a—a’ und somit nach dem Satz von Pythagoras
lz —d'|” = llz — al?* + [la — a||* = ]z — a|?, d.h. ||z — a = d(z, A). O

6.2.8 Folgerung. Orthonormalprojektion.

Jeder abgeschlossene lineare Teilraum A eines Hilbert-Raums H besitzt eine OR-
THONORMALPROJEKTION P, d.h. eine beschrinkte lineare Abbildung P : H — H
mit P2 = P, Bild Im P = A und Kern Ker P = A'. Insbesonders ist H isomorph
zur Summe der beiden abgeschlossenen Teilrdume A und A*L.

Beweis. Wir betrachten die stetig lineare Abbildung A x A+ — H, (a,a’) — a+a’.
Sie ist eine Isometrie, wenn man A x AL mit der Hilbert-Norm |/(a,a’)||? :=
llal|?> + |la’||* versieht, denn |ja + o’||* = |la||* + ||a’||* = ||(a,a’)|*. Folglich ist
auch A+ = {0} x At abgeschlossen. Es sei # € H, dann existiert nach ein
eindeutiger Vektor a, € A mit ||z — a,|| = d(z, A), und nach obiger Folgerung ist
x —a, € A+, Folglich ist unsere Abbildung surjektiv, und somit ein isometrischer

Isomorphismus.
Beziiglich dieses Isomorphismus ist P gerade die Projektion auf den ersten Sum-
manden A in A @ AL, O

6.2.9 Riesz’sche Darstellungssatz.
Sei f : H — K ein beschrdnktes lineares Funktional auf dem Hilbert-Raum H, dann
existiert ein eindeutiger Vektor hy € H mit f = (_|hy). Weiters gilt || f|| = ||hy]|-

Beweis. Zuerst die Existenz: Falls f = 0, so ist h = 0. Wir kénnen also annehmen,
daB f # 0. Dann ist der Kern A von f ein abgeschlossener echter Teilraum von H.
Wir zerlegen nun H orthogonal in A und A+t. Sei b’ € A+ mit f(h') = 1. Dessen
Existenz ist nach der obigen Folgerung gesichert. Fiir z € H gilt f(x — f(x)h') =
fl@) = f(x) f(B) =0, also ist « — f(x)h' € A, d.h. b L = — f(x)h' und somit
0= (x— f(z)h'|n'y = (x|h"y — f(x)(h'|R"). Nun setze h := ﬁh’.

Die Eindeutigkeit folgt aus:

<,‘h1>:<,|h,2>:>h17h2J_H:>h17h2J_h,17h2:>h17h2:0. O

6.2.10 Folgerung.

Die Abbildung ¢ : H — H', x — (.|z) ist eine konjugiert-lineare surjektive Isome-
trie. Insbesonders ist der Dualraum H' eines Hilbert-Raums H mit der Operator-
norm selbst ein Hilbert- Raum.
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Beweis. Dafl diese Abbildung konjugiert-linear ist, ist klar. Sie ist bijektiv nach

Sie ist eine Isometrie, denn [|c(z)| = sup, ‘<‘:l|11|4ﬁ |||, nach der Cauchy-
schwarz Ungleichung, und Gleichheit wird angenommen fur Y= . O

Man beachte aber, dafi der Raum L(E, F') mit der Operatornorm selbst fiir Hilbert-
Réume F und F' nicht immer ein Hilbert-Raum ist.

6.2.11 Folgerung. Reflexivitit von Hilbert-Raumen.
Die Abbildung  : H — H" ist ein isometrischer Isomorphismus fiir jeden Hilbert-
Raum H.

Beweis. Das folgt aus der Kommutativitéit des folgenden Diagramms:

H————H"

N

2))(y) = ux) (e (y)) = ta(y)(z) = (ylz)
= (zly) = tu(2)(y) = tE@(z)(y). O

—~
~
T
(e]
~
~—
—~
8
~
—~
<
~
Il
~
¥
—~
~
—~

6.2.12 Definition. Reflexivitét.

Ein LKV FE heifit (REFLEXIV) SEMIREFLEXIV falls die kanonische Abbildung ¢ : E —
E** surjektiv (ein topologischer Isomorphismus) ist. Wir werden in sehen,
daf ¢ genau dann eine Einbettung ist, wenn E infra-tonneliert ist. Die Folgerung
besagt also, daf3 jeder Hilbert-Raum reflexiv ist.

6.3 Orthonormalbasen

6.3.1 Theorem. Charakterisierung von Orthonormalbasen.
Sei {e; : i € I} ein Orthonormalsystem (d.h. eine Familie paarweise orthogonaler
und normierter Vektoren) eines Hilbert-Raums H, dann sind dquivalent:

1. Das lineare Erzeugnis der e; liegt dicht;
< 2. {e;}ier ist mazimal;
< 3. Nur der Nullvektor steht normal auf alle e;;
& 4. (N) = X0, Nie; defindert einen isometrischen Isomorphismus (2(I) — H.
& 5. Die FOURIER-ENTWICKLUNG: Vo € H :x =) (x]e;)e;;
& 6. Va,y € H: (aly) = 3, (aleq)eily);
& 7. Die PARSEVAL'SCHE GLEICHUNG: Vz € H : ||z||* = 3, [(z]e;)|?.

Ein Orthonormalsystem welches diese Eigenschaften erfillt heift ORTHONORMAL-
BASIS.

FEine Reihe mit iiberabzahlbarer Indexmenge heifit KONVERGENT, falls das Netz der
endlichen Teilsummen konvergiert. Der Name ‘Fourier-Entwicklung’ in rithrt
vom Spezialfall e, := expy, : = — e*® her, siehe m

Beweis. Trivial sind die folgenden Implikationen: 2« B), Gl=[0) und @E=0=
[@=B).

(@ = B) Falls ein e € H existiert mit e L e; fiir alle 4, so annihiliert das stetig
lineare Funktional ¢ := (_|e) den von den e; erzeugten linearen Teilraum, also ist
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der Abschlufl enthalten im Kern dieses stetigen Funktionals ¢ und somit ist £ = 0,
also e = 0.

Bl=Hd) Da ), \je; wegen des Satzes von Pythagoras ein Cauchy-Netz bildet, denn
| >, Aieill? = X2, [\if?, ist die behauptete Abbildung wohldefiniert. Sie ist eine
Isometrie wegen der gleichen Identitdt. Also ist sie injektiv auf ihr Bild, welches
abgeschlossen ist. Falls sie nicht surjektiv ist, existiert nach ein Vektor der
normal auf das Bild und damit auf alle e; steht. Das ist nach ausgeschlossen.

@ =[) Es sei = ), Aje;. Dann ist wegen der Stetigkeit des inneren Produkts:
<SC‘€J'> = <Zz /\iei,e]) = Zi >\i<ei|6j> = >‘j'
O

6.3.2 Folgerung. Existenz von Orthonormalbasen.
Jeder Hilbert-Raum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wegen des Zorn’schen Lemmas gibt es eine maximale orthonormale Teil-
menge. Diese ist nach eine orthonormale Basis. O

6.3.3 Zorn’sche Lemma.
Es sei M eine partiell geordnete Menge, sodaf jede linear geordnete Teilmenge eine
obere Schranke besitzt, dann besitzt M mazimale Elemente.

Bemerkung.
Dies ist eine nicht-triviale Folgerung aus dem Auswahlaxiom, siche [25] 1.3.9].

6.3.4 Lemma. Dimension eines Hilbert-Raums.
Je zwei ONB des selben Hilbert-Raums haben die gleiche Kardinalitdt.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dafl die Dimension unendlich ist. Es seien B und
B’ zwei Orthonormalbasen. Zu jedem e € B existiert wegen der Vollstéindigkeit
von B ein ¢ € B’ mit (ele’) # 0, d.h. B = J,cpie € B : (ee) # 0}. Jede
der Teilmengen {e € B : (e|e’) # 0} ist abziihlbar, wegen |le||> = Y, 5 [(e]€))]?
(Schubfachprinzip). Also ist die Kardinalitéit von B kleiner oder gleich jener von
B’ multipliziert mit R, dieses Produkt ist fiir unendliche Kardinalzahlen gleich der
von B’. Da aus Symmetriegriinden auch die umgekehrte Ungleichung gilt, sind die
Kardinalitédten gleich. O

6.3.5 Gram-Schmidt Orthonormalisierung.

Falls (xp)nen eine lineare unabhingige Teilmenge eines Hilbert-Raums ist, so lift
sich rekursiv eine eindeutige orthonormale Familie (e,)nen konstruieren mit fol-
genden Figenschaften:

1. Fiir jedes n spannen {ex : k < n} und {xy : k < n} den gleichen Teilraum
H,, auf.
2. e, ERT -, + H,.

Beweis. Induktionsanfang: Es sei eg := HTlol\ Tg.

Nun sei e, fiir ¥ < n bereits konstruiert. Es sei P, : H — H, die Ortho-
gonalprojektion (Sie hat folgende Gestalt: P,(x) := ), _, (z|ex)er), weiters sei
el = x, — Py(x,) € (v, + H,) N H;}> und schlieflich sei e, := m el.. Dies ist
wohldefiniert, da e}, # 0 wegen x,, ¢ H,,. Somit ist e,, € R™-(z,+H,,) = R"-z,,+H,
und fiir die linearen Erzeugnisse gilt:

(€0, en) = Hy + (ey) = Hy + (p) = Hyy1. O
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6.3.6 Folgerung. Separable Hilbert-R&ume.
Ein Hilbert-Raum ist genau dann separabel, wenn er eine abzdihlbare Orthonormal-
basis besitzt.

Dabei heifit ein LKV SEPARABEL, wenn eine abzédhlbare dichte Teilmenge existiert,
oder dquivalent wenn er eine abzéhlbare linear unabhéngige Teilmenge besitzt, de-
ren erzeugter Teilraum dicht liegt:

Falls wir eine abzéhlbare linear unabhéngige Teilmenge haben, deren Erzeugnis
dicht liegt, so bilden die endlichen Linearkombinationen mit Koeffizienten aus Q
(bzw. Q @i - Q) eine abzéhlbare dichte Teilmenge. Umgekehrt sei {z,, : n € N}
eine dichte Teilmenge, so wihle man rekursiv Vektoren e, € (x1,...,x,)yr mit
gleichen Erzeugnis, so dafl {e,, : e,, # 0} linear unabhiingig ist. Dann erzeugen die
{en : e, # 0} den gleichen dichten Teilraum wie die x,.

Beweis. Falls H eine abzdhlbare Orthonormalbasis besitzt, so ist H nach
isometrisch isomorph zu £2, und der ist separabel, denn die Standard-Basis erzeugt
den dichten Teilraum der endlichen Folgen.

Sei umgekehrt H separabel. Dann existiert also eine abzdhlbare linear unabhéngige
Teilmenge, deren Erzeugnis dicht liegt. Der Gram-Schmidt Orthonormalisierungs-
prozef liefert dann eine abzéhlbare orthonormal Familie deren Erzeugnis ebenfalls
dicht liegt. Diese ist dann aber eine Orthonormalbasis nach O

6.3.7 Folgerung. Nicht-Separabilitit von L(H).
Falls H ein unendlich dimensionaler Hilbert-Raum ist, so ist L(H) := L(H, H)
nicht separabel.

Beweis. Es sei {e;};cs eine ONB von H. Jede Funktion ¢ : I — {0,1} definiert ein
Element ® € L(H) durch ®(e;) := (—1)¥®e,. Der Abstand zweier solcher ® in der
Operatornorm ist mindestens 2. Zusammen bilden sie also eine diskrete Teilmenge
der Kardinalitit 27. O

6.3.8 Klassische Fourier-Reihen.

Da nach dem Approximationssatz von Weierstrafl die trigonometrischen Polynome
dicht liegen in C'(S',C) und die stetige Abbildung C(S*,C) — L?(S*,C) dichtes
Bild besitzt, bilden die Funktionen exp, : x + €% eine Orthonormalbasis von
L?(S*, C). Insbesonders gilt also, daf die Fourier-Reihen-Entwicklung nach
einen isometrischen Isomorphismus L?(S!,C) = ¢2(Z,C), f — ((f|expy))kez mit
Inversen (ck)rez F D _pey Ck €XDy, liefert.

Cor(R,C) <2—— (1(Z,C)

L]

L2([~m,7);C) o mf ©)

L ([~ 7]:C) > ¢o(Z, C)

6.3.9 Orthogonale Polynome.
Allgemeiner kann man anstatt der Schwingungsgleichung folgende lineare Differen-
tialgleichung 2-ter Ordnung mit nicht konstanten Koeffizienten auf einem Intervall

I C R betrachten:
d du
— (ph— | =— .
dt (p dt> Apu
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Dabei sind p und h geeignete fixe Funktionen I — R. Gesucht sind die A € R fiir
welche eine Losung u existiert. Es gibt die folgenden klassischen Félle:

() I:=[-1,1], pt):=0—-)*A+t)’ mit a,3> —1, h(t):=1—1%

(2) I:=10,00], p(t) :==e "t mit a > —1, h(t) =t

(3) I = [—o0, +00), p(t) i=e /2 h(t):=1
Wir suchen also Eigenwerte A\ und Eigenvektoren w (Man sprich auch von Eigen-
funktionen) des lineare Differential Operators D : u — —% % (ph %) mit nicht

konstanten Koeffizenten.

Man kann zeigen, daf die Eigenwerte X, := —n(P{(z) + “51h"(z)) sind und die
zugehorigen Eigenfunktionen proportional zu P, := %(p-h")(") (Rodriguez-Formel)
sind. Die obigen klassischen Differentialgleichungen haben folgende Eigenwerte

1. Jakobi: (1—tH)u" +((B—a)— (a+B+2)t)u' +Au=0,\=n(n+1+a+3)
2. Laguerre: tu” + (a+1—t)u' + Adu=0, A\ =n
3. Hermite: v/ —tuw +Au=0, A\=n

Die Speziallfille der Jakobi-Differentialgleichung fiir « = g =: v — % sind

1. Gegenbauer: v > —%: A=n(n+2y)

2. Tschebyschef 1.ter Art: v =0, d.h. a =0 = —%: A =n?

3. Legendre v = %7 dh.a=p=0A=nn+1)

4. Tschebyschef 2.ter Art: y =1, d.h. a = 8 =+1: A =n(n+2).

Die zugehorigen Eigenfunktionen (Losungen) sind Polynome, welche durch das
Gram-Schmidt Orthonornmalisierungsverfahren aus den Polynomen (1,¢,t2,...) im
Hilbert-Raum L2(I,R) gewonnen werden. Dabei ist das innere Produkt (f|g), :=

[, F()g(®)p(t)dt.

6.4 Kompakte Mengen und Operatoren

Den Zusammenhang der in der Funktional-Analysis wichtigen prakompakten Men-
gen und den in der Topologie wichtigen kompakten Mengen gibt folgendes

6.4.1 Lemma. Kompakte Mengen.
Fiir eine abgeschlossene Teilmenge A eines vollstindigen LKV’es sind dquivalent:

1. A ist prikompakt;
& 2. A ist kompakt;
& 3. A ist ABZRHLBAR KOMPAKT, d.h. jede abzihlbare Uberdeckung besitzt eine
endliche Teiliiberdeckung;
< 4. jede abzdihlbare Teilmenge von A hat einen Hdufungspunkt;

Beweis. ([[l=[2)) Mittels Netze: Ein Netz heifit UNIVERSELL falls fiir jede Teilmenge
des Raumes es schlieflich in dieser liegt oder schliefilich aulerhalb liegt, siehe [5],
S.90] oder [25], . Ein Hausdorff-Raum ist genau dann kompakt, wenn jedes
universelle Netz konvergiert, siehe [5, S.111] oder [25], sowie [25] [3.4.5a]. Sei
also x; ein universelles Netz in einer prikompakten Menge A, und sei U eine absolut-
konvexe 0-Umgebung. Dann existiert eine endliche Menge A9 C A mit A C Ao—|—%U.
Da x; universell ist, existiert ein a € Ag, sodafl z; in a + %U schlieBlich (sonst wire
x; ¢ Ag + 3U 2 A schlieBlich). Also ist #; — x; € (a + 3U) — (a+ 3U) C U fiir
1, j hinreichend grof8. D.h. z; ist ein Cauchy-Netz und konvergiert somit wegen der
Vollstandigkeit von E.
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@ =B ist trivial.

@ = H) Seien Ay := {a, : n € N} C A abzéhlbar. Falls Ay keinen Haufungspunkt
besitzt, so ist A, := {ay : K > n} abgeschlossen und hat die endliche Durschnitts-
eigenschaft. Also existiert ein a € [, Ay, ein Widerspruch.

@ = [) Angenommen A ist nicht prikompakt. Dann existiert eine symmetrische
Null-Umgebung U, sodaf} fiir keine endliche Menge F' die Inklusion A C F + U
gilt. Wir konstruieren nun rekursiv eine Folge a,, € A. Es sei ag € A beliebig.
an ¢ {ar : k <n}+U. Dann ist a —ay,, ¢ U fur alle k # n. Also kann {a, : n € N}
keinen Héufungspunkt besitzen (andernfalls ligen unendlich viele a, in der %U -
Umgebung um ihm). O

6.4.2 Folgerung. Prikompakte Mengen.
Eine Teilmenge eines LKV’s E ist genau dann prdikompakt, wenn sie RELATIV-
KOMPAKT in der Vervollstindigung von E liegt, d.h. dort kompakten Abschluf$ hat.

Beweis. (=) Wenn A prikompakt ist in E, so auch in der Vervollstéindigung E
und somit auch der Abschlufl. Nach obigen Lemma ist dieser also sogar kompakt.

(<) Der Abschlu$ in der Vervollstdndigung sei also kompakt. Nach obigen Lemma
ist er auch prékompakt und damit auch die Menge selbst in der Vervollstdndigung
und folglich auch in F. O

6.4.3 Lemma. Kompakte Mengen in Fréchet-Ridumen.

FEine Teilmenge A eines Fréchet-Raums ist genau dann prikompakt (oder gleichbe-
deutend relativkompakt), wenn eine Nullfolge (x,,) existiert, sodafi A in der abge-
schlossenen konvexen Hiille der x,, enthalten ist.

Beweis. (=) Es sei (U,,) eine 0-Umgebungsbasis absolut-konvexer abgeschlossener
Mengen des Fréchet-Raums E mit 2U,,+; C U, und Uy = E. Wir konstruieren
rekursiv eine Folge (4,) von prikompakten Teilmengen und endliche Teilmengen
F, C A,. Wir setzen Ay := A. Es sei A,, bereits konstruiert. Dann existiert eine
endliche Menge F,, C A,, mit A,, C Fn—l—%Un. Esseinun A, 41 := (An—Fn)I’WQ%Un.
Diese Menge ist prikompakt. Es seien z, 41, ..., 2k, , die Elemente von 2" F},. Da

anAng U’I’L—17

2n71

konvergiert x,, — 0. Seinuna € A = Ay C Fy+ 2%Uo. Dann existieren ag € Fy und
ug € Uy mit a = ag + ug. Da a —ag = ug € (A()*Fo)ﬁQ%U():Al QF1+2%U1,
existieren a7 € F} und uq; € Uy mit a = ag + a1 + %ul. Rekursiv erhalten wir
eine Folge a; € F; und u; € U; mit a = ZKH a; + %un Da u, eine Nullfolge
ist, konvergiert ), a; gegen a. Nun existieren k; < k(i) < kjpq mit a; = %xk(i).
Wenn wir Ay := QL und sonst 0 setzen, so ist a = ), A;x; in der abgeschlossenen
konvexen Hiille der x;.

(«<=) Wir zeigen, daf} die absolut-konvexe abgeschlossene Hiille (B)abs konv.,abg. €iner
priakompakten Menge B selbst prakompakt ist:

Sei V := % U mit U abg. und absolut konvex. Dann existiert eine endliche Menge
M mit B C M + V und somit gilt:

<B>abs‘konv. g <M>abs.k0nv. + |4 g Ml + 2V7

da (M) aps.xonv. Prikompakt ist (als stetiges Bild des 1-Balls in £(M)), und somit
eine endliche Menge M; existiert mit (M)aps konv. © M1 + V. Schlieflich ist

<B>abs.konv.,abg. = <B>abs.konv. g Ml + 2V g Ml + 2V + v g Ml + U 0O
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6.4.4 Satz von Arzela-Ascoli.

Es sei X ein kompakter Raum und F ein LKV. Dann ist eine Teilmenge & C
C(X, F) genau dann prikompakt, wenn sie gleichgradig-stetig und punktweise prd-
kompakt ist.

Fiir eine allgemeinere Version siche [25] [2.4.11].

Beweis. (=) Da ev, : C(X,F) — F stetig und linear ist, ist ev,(€) in F
prakompakt, d.h. £ punktweise prakompakt.

Sei nun p eine SN von F und ¢ > 0. Dann ist W = {f € C(X,F) : Va €
X :p(f(z)) < 5} eine 0-Umgebung in C(X, F), also existiert eine endliche Menge
{fi-o o, [} CE Mt FC{fi..., fn}+W. Sei x € X beliebig. Fiir jedes i existiert
wegen der Stetigkeit von f; eine Umgebung U; von x mit p(f;(z') — fi(x)) < § fiir
alle z € U;. Dann ist U := (_,; U; eine Umgebung von z und fiir alle 2’ € U und
fe&gilt:

p(f(z) = f(2')) < p(f(x) = fi(2)) + p(fi(x) — fi(a") + p(fi(2") = f(2")) < 3% =,
wobei i so gewdhlt ist, da f — f; € W. Also ist € ist gleichgradig-stetig.
(«=) Die typische 0-Umgebung in C(X, F) ist von der Form

W= {f € C(X,F):p(f(z)) <e}

mit eine SN p von F und einem ¢ > 0. Da £ gleichgradig-stetig ist existiert fiir
jedes r € X eine Umgebung U(x), s.d. p(f(z') — f(z)) < § fiir 2’ € U(x) und
f € &£ Da X kompakt ist, existiert eine endliche Menge {x1,...,2,} C X s.d.
{U(z;) : i =1,...,n} ganz X iiberdeckt. Es sei {f; : i = 1,...,n} eine stetige
Partition der 1 fiir diese endliche Uberdeckung, siehe [25] . Da & punktweise
prikompakt ist, ist £({z1,...,2,}) = Ui, E(x;) prikompakt und folglich existiert
eine endliche Menge A mit E({z1...,2,}) € A+ {y : p(y) < §}. Fiir jede der
endliche vielen Abbildung A : {1,...,n} — A sei h := i k(i) fi

Wir behaupten, daf§ € C {h: h € ALt} 4w

Es sei dazu f € €. Fiir jedes ; wihlen wir ein h; € A mit p(f(x;) — hy) < 5. Es
sei h : i — h;. Dann gilt:

p(f(@) = h(@) =p(1@) = > fil@) n@) = (D file) @) = filw) h(2))
i=1 i=1

i=1

<> £ p(f() — h(i)
< > £i@) (p(f(@) = Fl@) +p(f(2:) — b))

zeU;

< Z fi(x)5§52fi(x):s. O

zeU;

6.4.5 Bemerkung. Partitionen der Eins.

In metrischen kompakten Rdumen X sieht man die Existenz von Zerlegungen der
1 die einer endlichen offenen Uberdeckung U untergeordnet sind wie folgt: Fiir
jede abgeschlossene Menge A ist z — d(x, A) eine stetige Funktion (da |d(z, A) —

d(z', A)| < d(x,z')) die genau auf A verschwindet. Also ist fu(z) := %
€ Z,

die gesuchte Partition der 1. Siehe auch [25] [1.3.8] und [25] [1.3.7].
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6.4.6 Satz von Fréchet-Kolmogorov.
FEs sei 1 < p < oo. Dann ist eine Teilmenge & C LP(R™) genau dann prikompakt,
wenn sie beschrankt ist und folgende zwei Bedingungen erfillt:

L supsee |Th(f) = fllp — 0 fir h — 0 ;
2. SUpjeg I|flz:|z|>r}lp — O fiir r — oc.

Beweisskizze. (=) Jede prikompakte Menge ist beschrinkt und fiir einzelne f €
LP gilt und nach [4.13.8 Sei also € > 0. Dann existiert eine endliche Menge
{f1,---, fn} C LP, s.d. fiir jedes f € £ ein ¢ existiert mit ||f — f;||, < e. Somit ist

ITh(f) = fIl < I Thf = Tafill + (I Thfi = fill + Ifi = fI < 2e + | Tnfi — fill
und damit erfiillt. Analog sieht man .

(<) In [4.13.6] und [4.13.7] haben wir approximierende Einheiten f. € C, studiert.
Fiir diese galt || f-xg—g||, — 0 fiir ¢ — 0. Dies folgte aus ||Tg—g||, — 0 fiir h — 0.
Da letzteres nach nun gleichméfig fiir g € £ gilt, gilt auch ersteres. Also geniigt
es die Prikompaktkeit von {f. x g : g € £} zu zeigen. Wegen geniigt es dies in
LP(B) fir B := {z : ||z|| < r}) zu zeigen. Da f. x £ C C ist, und die Inklusion
C(B) — LP(B) stetig ist, geniigt es die Prakompaktheit in C'(B) zu zeigen. Dies
folgt aus dem Satz von Arzela-Ascoli, denn nach ist

1 % glo < 1F2la lglly
(e % 9) (@) — (fo % ) @) S/\(fe(x’—y)—fe(x—y))g(y)ldy

SN T —afe — felloo lgl Bl
< ||Tz/7zf€ - fEHOON(B)l/quBHP’

und letzteres geht gegen 0 fiir ' — x da f. glm. stetig ist. O

6.4.7 Definition. Montel-Raum und kompakter Operator.

Ein LKV FE heifit SEMI-MONTEL, falls jede beschriankte abgeschlossene Menge kom-
pakt (fquivalent prikompakt und vollstindig, siehe [25] [3.5.9]) ist. Er heifit MON-
TEL, falls er zusétzlich tonneliert ist.

Ein Operator T' heifit PRAKOMPAKT, falls eine 0-Umgebung U existiert, deren Bild
T(U) prikompakt ist. Ofter findet man in der Literatur den fiir Banach-Riume
dquivalenten Begriff KOMPAKTER OPERATOR, d.h. eine 0-Umgebung mit relativ
kompakten Bild existiert. Wir wollen im folgenden den abgeschlossenen Einheitsball
im Banach-Raum E mit Bg bezeichnen.

6.4.8 Lemma. Kompakte Operatoren auf Hilbert-Riumen.

Ein Operator auf einem Hilbert-Raum ist genau dann (prdi)kompakt, falls er gleich-
mafig durch stetige Operatoren mit endlich dimensionalem Bild approzimiert wer-
den kann.

Warnung: Der analoge Satz fiir Banach-Raume ist falsch!

Beweis. (<) Klarerweise ist jeder Operator mit endlich dimensionalen Bild prikompakt.
AufBlerdem ist der Raum der Operatoren mit prakompakten Bild Folgen-abgeschlossen:
Seien néamlich 7, prakompakte Operatoren, welche gegen einen Operator T' kon-
vergieren, dann ist T,,(By) prakompakt: Sei ¢ > 0 und n so, dal |T,, — T|| < e.
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Dann existieren ||h;|| <1 mit T, (Bg) C U;n:1 T (h;) + € - By. Falls also ||h]| <1,
so existiert ein j < m mit ||T,h; — T,h|| < e und somit

|Th; — Th| < ||[Th; — Thhj|| + [ Tuhj — Toh|| + [|[Toh — Th|
<|T =Tl +e+||T—T,|
< 3e,

also ist T(By) € . <,, Th; + 3¢ - By. Das heifit das Bild T'(Bp) ist prékompakt.

Jj<m
(=) Umgekehrt sei T prikompakt, also T'(Bgy) prikompakt. Dann ist der von
T(Bpy) erzeugte abgeschlossene Teilraum Hy wegen Lemma separabel. Sei
(én)n eine Orthonormalbasis von Hy und P, die Orthonormalprojektion von H auf
({er : k < n}). Dann ist T;, := P, o T ein endlich dimensionaler Operator und
|7, — T|| — 0, da P, — id glm. auf prékompakten Mengen. Im Detail sicht man
das wie folgt:
Dazu zeigen wir zuerst, da8 || T,,h—Th| — O fiir jedes h € By. Sei nédmlich k := Th.
Dann ist k € Hy, also konvergiert T,,h = P,k gegen k = Th.
Da T prikompakt ist, gibt es fiir € > 0 Vektoren hq,...,h,, € By mit

T(By) C U Th; +¢ - By.

j=1

Falls also ||h|| <1 ist, so finden wir ein j mit ||Th — Th;|| < e. Also gilt fiir jedes
n € N, dafl

|Th — Toh|| < | Th —Thyl| + [|[Thy — Tphjl| + | Pa(Th; — Th)||
<||Th = Thy|| + | Th; — Tphyll + | Th; — Th|
<e+ ||Th; — T,hj|| +e.

Es gentigt also ||Th; —T,h;|| < € zu machen fiir die endlich vielen j. Das geht nach
dem oben Gesagten. O

6.4.9 Folgerung. Kompakter Intergaloperator auf Cla,b].
Es sei k : [a,b] X [a,b] — K stetig. Dann ist der Operator K : f +— K(f)( x

f; k(x,y) f(y) dy) mit Integralkern k ein (prd-)kompakter Operator von Cla,b] —
Cla, b].

1. Beweis. Nach dem Weierstrafi’schen Approximationssatz existieren Polynome
pr in zwei Variablen, mit ||p, — k|l — 0. Der Operator K, mit Integralkern
pn hat endlich dimensionales Bild, denn falls p, : (z,y) = >, jc4ai; 2"y’ mit
d = deg(py), so ist

b
/ D aigaty fly)dy

i+j<d

b
=y ai,jxi/ Yy fy)dy

i+j<d e

(Ko f)(x)

und somit liegt das Bild im Raum der Polynome von fixen Grad kleiner gleich als
jenem von p,.
Schliellich konvergiert K,, gegen K, denn

b
(K —K) f ()| S/ k(, y) —pn (@, 9)| | (W) dy < [b=al |k =pnlloc [[fllec = 0. T
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2. Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl K (B) prikompakt ist fiir die Einheitskugel B
in C([a,b]). Wegen des Satzes von Arzela-Ascoli miissen wir nur die gleichgradige
Stetigkeit beweisen, denn die punktweise Beschrinktheit folgt aus |(K f)(x)| < |b—
al [|klloo [[flloc- Es ist

b
(K f)(z) = (Kf) )] < / k(2,y) = k(" )] 1f W)l dy < [b—ale||fll,

da k auf der kompakten Menge gleichméfig stetig ist, und somit ein § > 0 existiert,
mit |k(z,y) — k(2',y)| < e fiir alle y und alle |2’ — x| <. O

6.4.10 Lemma. Kompakter Integraloperator auf L.

Es sei (X, A, u) ein Mafraum, k € L*(X x X, A® A, u ® p). Dann definiert K f
x— [y k(z,y) f(y)du(y) einen stetigen Operator K : L*(X, A, n) — L*(X, A, 1)
mit | K| < [|&]|2.

Beweis. Da |k|? integrierbar ist, ist nach dem Satz von Fubini fiir fast alle  die
Funktion k(z,-) € L?. Folglich ist nach der Hélderungleichung K f(x) := (k(x, )| f)
fiir diese « wohldefiniert. Falls K f mefibar ist, so gilt wegen der Hélderungleichung

15718 = [ 155 duto) = [| [ KGe0) 50) )] duto)
([ e aut / PGP duty) ) due) = K13 - 1713

Sei nun f € L2. Dann existieren Treppenfunktionen f; mit ||fx — f|l2 — 0. Fiir
mefibare A und B mit pu(A4) < oo, u(B) < oo gilt nach der Holderungleichung,
dafl k auf A x B integrierbar ist, und damit nach dem Satz von Fubini, daf
= [pk(z,y)du(y) = [k(z,y XB( Vdu(y) = K(xB)(y) auf A integrierbar und
damit mefibar ist. Folghch ist K fr mef3bar fiir jede Treppenfunktion fj. Es konver-
giert K fr(x) — K f(z) fir fast alle z, da wegen der Holderungleichung |K f(z)| <
J1k(z,y) fW)du(y) < |lkzll2 - | f]]2- Also ist K f meBSbar, und damit K ein be-
schrinkter linearer Operator mit ||K|| < ||k||2- O

6.4.11 Lemma.

Es sei e; eine Orthonormalbasis von L*(X, A, 1), wobei (X, A, ) ein Mafraum ist.
Dann bilden die e; ; == e; ® € : (x,y) — e;(z)e;(y) eine Orthonormalbasis von
LAX x X, A® A, u® )

Beweis. Es ist trivial, da8 sie eine orthonormale Familie bilden. Es sei f € L?(X x
X). Dann ist nach dem Satz von Fubini, f, := f(_,y) € L? (X ) fiir fast alle y, und

somit ist f; : y — (e;|f,) fast iiberall wohldefiniert. Da f;(y) = [ f(z,y) ei(x) du(z)
ist f; € L? nach dem vorigen Lemma. Da weiters

If:ll? = Z |(e;|fi)|*  (Parseval’sche Glg.)
ZZ’/Xmej(y)du(y) 2
=3[, [ e a@ew o] = S slent

ist f; = 0 f.4., falls f normal auf alle e; ; steht. Damit ist aber fy =0¢€ L3(X) fiir
fast alle y und somit f = 0 fast iiberall. O

6.4.12 Folgerung.
Es sei (X, A, p) ein Mafraum und k € L*(X x X, A® A,u ® p). Dann definiert
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Kf :a— [ k(z,y)f(y)duly) einen (pri)kompakten Operator auf L*(X, A, 1)
und || K| < [[E]|2-

1. Beweis. Jedes k € L?(X x X) ist nach dem vorigen Lemma eine abziihlbare
Summe k =37,  A; je; j, die in der 2-Norm konvergiert. Die endlichen Teilsummen
definieren als Integral-Kerne Operatoren K, mit endlich dimensionalen Bild. Wegen
(K — Kn)fll < (k= kn)ll2 - [|fll2 konvergieren diese K,, gegen K. Also ist K
kompakt. O

2. Beweis fiir X = R"™. Wegen des Satzes von Fréchet-Kolmogorov folgt dies aus:

2
dx

s = 571 = [ | [ (ke = hoo) = ko) 10)
XIJX
<\ Tk —kl5-1fI13 =0 fir h— 0 glm. fiir | f|| <1

sowie

VK Flapon |12 = /

|| =7

[ He) ) ds| o

s/ k()P d( ) £ — 0 fitr 7 — oo glm. fiir ] < 1
|z|>r

O

6.4.13 Proposition. Adjungierte eines kompakten Operators.
Es seien E und F Banach-Riume und T € L(E, F) prikompakt. Dann ist T* €
L(F*, E*) prikompakt.

Beweis.Da T(Bg) prikompakt ist, existieren zu jedem ¢ > 0 endlich viele Punkte
{z1,...,2,} C Bg mit

Vi € By 3i: |Tx — Tzi|| < g

R(y*) := (y*Tx1,...,y*"Tx,), R € L(F*,K") endl. dimensional = R(Bp~) pri-
kompakt, d.h. I{yj,...,yn} € Bp<: Vy* € Bp« 350 § > [[R(y") — R(y;)| =
maxy [T*(y*)(zr) — T* (y;)(wx)|. Fir z € Bg gilt somit
IT"(y") (@) = T"(yj) (@) <

<|y*(Tz) - y;(T)]

<|y*(T) =y (Twa)| + |y (Twi) — yj (Twa)| + |yj (Ti) — yj (To)]

SN ITe = Tl + |y™(Ts) — y5 (T +

+ 5 [ Ta; — Ta|

€
<3;=-e
=93 €

Also ist [T*(y*) — T*(y;)|| < € und somit T*(Bp~) prdkompakt. O
6.5 Spektraltheorie kompakter selbstadj. Operatoren

Fiir Operatoren T € L(E, F) zwischen Hilbert-Rdumen kénnen wir den adjungier-
ten Operator T* € L(F*,E*) vermoge der konjugiert-linearen Isomorphismen ¢
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auch als Element T € L(F, E) auffassen:

Dieses ist durch

(@|T*y) = (T y)(z) = T"((y)) ()
= 1(y)(Tx) = (Tzly)

festgelegt. Ein linearer Operator T' auf einem Hilbert-Raum heifit SELBSTADJUN-
GIERT (symmetrisch), falls 7' = T™* ist, d.h. (Tz|y) = (z|Ty) fiir alle z,y gilt. Ein
solcher Operator ist nach [5.3.12] automatisch stetig.

6.5.1 Lemma. Multiplikationsoperator.

Es sei y € ¢y, dem Banach-Raum der 0-Folgen, dann ist der Multiplikations-
Operator (w1)r — (Mg 2x)x von €2 — (2 kompakt. Er ist zusdtzlich symmetrisch
falls alle A\, reell sind.

Beweis. Dieser Operator T' wird offensichtlich durch die Multiplikations-Operator-
en der Folgenabschnitte von A approximiert. Diese Operatoren haben endlich di-
mensionales Bild. Der adjungierte Operator T* ist durch (yx)r — (Akyr)r gegeben,

denn (z|T™y) = (Tly) = 32, NiwiGi = 3, Tidivi- O

Wir werden nun zeigen, dafl sich jeder kompakte selbstadjungierte Operator auf
einem Hilbert-Raum nach Wahl einer passenden ONB so schreiben l48t.

6.5.2 Lemma. Norm symmetrischer Operatoren.
Es sei T' ein symmetrischer Operator am Hilbert-Raum H. Dann gilt

1T = Sup [(T|2)].

Beweis. Da T symmetrisch und H ein Hilbert-Raum ist, gilt (Tx|z) = (z|Tx) =
(T*z|x) = (Tx|z), d.h. (Tx|z) € R.

Fiir jedes = mit ||z|| = 1 gilt: [(Tx|z)| < | Tx| - [|=]| < |T] - ||z]|*> = |T||. Es sei
M = sup, =1 [(Tz|x)|. Fiir A > 0 gilt wegen der Parallelogrammgleichung und da
T symmetrisch ist:
4| Tz|? = <T()\m + 17a) |\ + §Tx> - <T()\x — L7o) e — %Tx>
< M (2w + §Tal? + | Az — 4Ta)?)
= 2M (N[l + 1 Tz]?).

Falls ||Tz| # 0, so liefert A2 = || T'z||/||z|| die fehlende Ungleichung || Tz| < M ||z.
Fiir ||Tz| = 0 ist diese trivial. O

6.5.3 Lemma. Norm via absolut gréfiten Eigenwert.
Es sei T ein symmetrischer kompakter Operator am Hilbert-Raum H. Dann exi-

stiert ein Eigenwert A\ € R mit |\[ = ||T|| = sup, = [(T'x|z)|. Die normierten
Eigenvektoren x zu Eigenwerten A mit |\ = ||T|| sind genau die Lisungen von
[(Tz|z)| = |-
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Wie in der linearen Algebra heifit A € K EIGENWERT von T € L(E), falls Tx = Ax
fiir ein « # 0. Die entsprechenden x heiflen EIGENVEKTORen zum Eigenwert .

Beweis. Da nach dem vorigen Lemma [|T[| = sup,=; [(Tz|z)| ist, existiert ein
A € R mit |\ = ||T]] > 0 und eine Folge (z,,) mit ||z,|| = 1 und (Tzy|z,) — A
Aus

0< || Tz, — )‘xHHQ = ||Txn||2 —2XMT'wp|zn) + )‘QHanQ
< |TI? = 2MTwnlan) + [T — 2(|T]* — 22> =0
folgt Tz, — Az, — 0. Da T kompakt ist, diirfen wir nach Wahl einer Teilfolge

annehmen, dafl Tz, konvergiert. Folglich konvergiert auch z,, sagen wir gegen x
mit ||z]] = 1 und somit ist Tz = Az. Offenbar gilt |(Tz|z)| = |A| = ||T||. Umgekehrt

ist jede normierte Losung x der Gleichung |(T'z|z)| = ||T|| ein Eigenvektor zum
Eigenwert A := (Tz|z), denn obige Ungleichung liefert fiir x anstelle von z,, die
Gleichung ||Tx — (Tz|z)z||*> = 2(||T||* — (Tx|z)?) =0, d.h. Tz = A x. O

Man beachte, dafl wir nicht die Vollstdndigkeit von F sondern nur die relativ-
Kompaktheit von T(Bg) im Beweis verwendet haben.

6.5.4 Spektral Satz kompakter selbstadjungierter Operatoren.
Es sei T ein symmetrischer kompakter Operator am (nicht notwendig vollstindigen)
Hilbert-Raum H. Dann erhdlt man eine Orthonormalfolge von FEigenvektoren u.,
indem man die Variationsaufgabe |(Tx|z)| — max unter den sukzessiven Nebenbe-
dingungen ||z|| = 1 und (x|ug) = 0 fir k < n ldst bis das Mazimum gleich 0 ist.
Sei A\, die zugehorige Folge von Eigenwerten, dann gilt fir alle x € H:

T(x) =Y An(w|un)un.
Auf diese Weise erwischen wir alle Figenwerte # 0.

Beweis. Wir gehen unter Anwendung des Lemmas induktiv vor. Es sei H, :=
{{uy : k < n})*. Die Einschrinkung T}, von T auf H,, hat Werte in H,,, denn
(T(x)|ug) = (x|T(ux)) = (x| \pur) = Ag - 0, fir alle x € H, und k < n. Also
ist T,, : H, — H, ein kompakter Operator mit ||T,,| < [|T,,—1]. Und wir kénnen
das Lemma rekursiv anwenden. So erhalten wir paarweise orthonormale Vektoren
u, und Eigenwerte \, mit |\,| = ||T,| fallend in n. Falls sie abbrechen ist alles
klar. Falls ihr Betrag gegen ein § > 0 konvergiert, so ist 7" nicht kompakt, denn
die Bilder der beschrinkten orthonormalen Folge (uy,) sind orthogonal und in der
Norm nach unten beschrinkt, kénnen also keinen Hiufungspunkt besitzen (denn
1Tl = 6 = 1) = Ty = [T(ui)ll? + [T(u;)|? > 262 fir k # j). Also
konvergieren sie gegen 0. Fiir jedes x € H liegt 2, := x—)_, _ (z|ux)ur € H,. Folg-
lich ist [z [|? = [l2]|* — 3 )<, [(@luk)® < ||z[|* (Pythagoras) und [|Ta,| < |Tnl -
lznll = [An] - l|lznl] < |An||lz]]. Also konvergiert || Tz, || gegen 0, d.h. >, A (x|ug)us
konvergiert gegen T'x.

Wir haben auch jeden Eigenwert ungleich 0 erwischt, denn gébe es einen Ei-
genvektor u L wy, fiir alle k£ (Je zwei Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwer-
ten stehen normal, denn Tu = Au, Tv = pv = Au|v) = (Tulv) = (u|Tv) =
(u|pv) = plulv) = plulv), da p(vjv) = (Tvlv) € R, also p reell ist), dann wire
Tu =), M(ulug)u, = 0, d.h. der zugehorige Eigenwert wire 0. O
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6.5.5 Anwendungen auf Sturm-Liouville Eigenwertaufgaben.

Wir haben in gezeigt, daB, falls die Losungen u = u, und v = u, der homoge-
nen Glg. mit Anfangsbedingungen R, (uq) := 74,0 Uq(a)+74.1 1, (a) = 0 beziechungs-
weise Rpy(up) := rp0up(b) + 751 up(b) = 0 eine nicht verschwindende WRONSKI-
DETERMINANTE w := u, U}, — U u,, besitzen, so ist die Losung der Differentialglei-
chung D(u) := (pu')’ + qu = f unter den Randbedingungen R,(u) = 0 = Rp(u)
durch

b
u(z) = / ole.t) £ (1) dt

gegeben, wobei die Green-Funktion g die folgende stetige symmetrische Funktion

1st.
Ua () up(t) fiir t > =
x,t) = Rw .
g(@1) 7%(2.?(93) firt <z
Wir wollen nun wie in das Sturm-Liouville’sche Eigenwertproblem

D(u) = pu

mit Randbedingung R,u = 0 = Ryu behandeln. Es sei g die obige Green-Funktion.
Dann muf} eine Lésung u des Eigenwertproblems die Gleichung

b
u(e) = [ glatyputt)ds

erfiillen. Das ist eine Eigenwertgleichung u = u K (u), wobei K der Integraloperator
Ku(z) = fabg(x,t) u(t) dt mit Integralkern g ist. Da g stetig ist, ist K : L?[a, b] —
L?[a, b] kompakt nach Und weil g symmetrisch ist, ist K selbstadjungiert.
Also existiert nach dem Spektralsatz eine Nullfolge von Eigenwerten \,, € R\ {0}
und Eigenfunktionen u,, sodal Ku =Y Ay (u|tn) tp.

Jedes u (im Bild von K), 1a8t sich wie folgt entwickeln. Es sei f := D(u) und damit
u= K(f). Dann ist

n

= K un = 3 flug) uy
=3 (ulun) .
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7. Satz von Hahn Banach

In diesem Kapitel geht es um die Reichhaltigkeit des Raums der stetig linearen
Funktionale auf lokalkonvexen Rdumen, und den geometrischen Trennungseigen-
schaften die daraus folgen. Wir wenden das an um einige Dualrdume zu bestimmen
und auch auf Fragen der komplexen Analysis.

7.1 Fortsetzungssitze

Unser erstes Ziel ist es moglichst viele lineare Funktionale £ zu finden, die natiirlich
stetig sein sollen, d.h. |¢| < ¢ fiir eine (fixe) Seminorm ¢ erfiillen. Mit Betrigen
rechnet sich es jedoch schwer und lineare Funktionale und Seminormen lassen sich
nicht gut vergleichen. Allerdings haben wir bereits eine gemeinsame Verallgemei-
nerung, ndmlich sublineare Funktionale in eingefiithrt. Somit wenden wir uns
zuerst der Ungleichung ¢ < ¢ fiir sublineares ¢ zu.

7.1.1 Lemma. Minimale sublineare Abbildungen sind linear.
Es sei E ein Vektorraum iber R. Fine Abbildung ist minimal unter allen sublinearen
Abbildungen E — R genau dann, wenn sie linear ist.

Beweis. (<) Es sei £ : E — R linear und ¢ : E — R sublinear und ¢ < ¢. Dann
gilt:

(=) Es sei p : E — R minimal. Angenommen p ist nicht additiv, dann existieren
a, b € E mit p(a + b) < p(a) + p(b). Wir versuchen nun eine kleiner sublineare
Abbildung zu finden. Offensichtlich ist z — p(z + a) — p(a) konvex und im Punkt
b kleiner als p. Um auch RT-Homogenitéit zu erreichen betrachten wir p,(x) =
inf;~o(p(z + ta) — tp(a)). Diese Definition macht Sinn, da —p(—2) < p(z +ta) —
t p(a). Weiters gilt p(x+ta) —tp(a) < p(x), also gilt p, < pund p,(b) < p(a+b)—
p(a) < p(b).

Pa ist RT-homogen, denn fiir A > 0 gilt:

Pu(Az) = inf (p(Aa + ta) ~ tp(a)

= inf (s (A<x+§a>)—tp( )

t t
mf)\ pa:—l—fa p(a))

A-inf (p(a +sa) — sp(a)
(

=X Pa Q:)

in
52
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Da x — p(x + ta) — p(ta) konvex ist gilt gleiches fiir p,. Dies ist ein Widerspruch
zur Minimalit&t.

Aus der Additivitdt folgt nun aber auch die R-Linearitit, denn p ist ungerade,
wegen p(—z) + p(z) = p(0) = 0. O

7.1.2 Folgerung. Existenz linearer Minorante.
Es sei E ein VR dber R und p : E — R sublinear, so existiert ein lineares f : E — R
mit f < p.

Beweis. Wir wollen das Lemma von Zorn auf die Menge
S :={q < p:qist sublinear}

anwenden. Sei £ eine linear geordnete Teilmenge von S. Dann ist inf,ezq¢ =:qo € £
eine untere Schranke von £: In der Tat ist ¢y wohldefiniert, denn andernfalls géibe es
ein z € F so, dal £(x) nach unten unbeschrinkt ist. Dann géibe es aber ¢, € L C S
mit 0.B.d.A. g,(2) < —n und ¢, < g,—1. Folglich wire:

0<qn(z)+gn(—2) < —n+q(—2) = Vn: q(—x) > n,

ein Widerspruch. Wir kénnen also das Lemma von Zorn anwenden und erhalten
ein minimales Element ¢ € S, das nach dem Lemma linear sein mu#f. O

7.1.3 Satz von Hahn und Banach.

Sei E ein Vektorraum iiber R und F ein linearer Teilraum. Sei q ein sublineares
Funktional auf E und f : F — R eine lineare Abbildung, welche f < q|p erfullt
Dann ezistiert eine Fortsetzung f : E — R welche linear ist, f|F =fund f <q
auf E erfillt.

Beweis. Wir betrachten ¢ : = — infyer(¢(z + y) — f(y)). Analog zum Beweis
von [7.1.1] _ folgt, dal ¢ wohldefiniert, sublinear und ¢ < ¢ (setze y := 0) ist: In
der Tat ist q(z +y) — f(y) = —q(—=) + q(y) — f(y) = —q(—2). Fiir 2 € F ist
q(z) < gz —z) + f(x) = f(). N .

Nach der Folgerung existiert also ein lineares f: F — R mit f < § < q. Es
gilt flp = f, denn fiir alle y € F ist f(y) < G(y) < f(y) und somit f|p = f, da f
als lineare Abbildung minimal ist. O

7.1.4 Folgerung.
Sei E ein Vektorraum iber K € {R,C} und F ein linearer Teilraum. Sei q eine
Seminorm auf E und [ : F — K eine lineare Abbildung, welche |f| < q|r erfillt.

Dann ezistiert eine Fortsetzung f : E — K, welche linear ist, flp = f und |f| < ¢
auf E erfillt.

Beweis. Zuerst fiir K = R: Es sei ¢ eine Seminorm und |f| < ¢|p. Nach [7.1.3]
existiert ein lineares f EF — R mit f < ¢. Das impliziert aber | f | < g, denn

—f(@) = f(-2) < q(=x) = q(=).
Ist nun der Grundkdrper C, dann betrachten wir fr := Ref. Es gilt fr < lf] < q|F.

Also existiert nach dem zuvor Gesagten eine R-lineare Fortsetzung fR E — R mit
fR < ¢. Nun sei f die nach(C lineare Abbildung = — fR( )—1i fR(l z). Dann

ist f|;j = f und E)ie(f) = fRéq. Fiir z € E sei 7€’ = f(z) mit » > 0. Dann ist
R |f(2)] =r=fle"z) = fr(e™"x) < gqle”"x) = q(x). O
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7.1.5 Folgerung.

Es sei B ein LKV und F ein linearer Teilraum von E. Jedes stetige lineare Funk-
tional f : F — K besitzt eine stetig lineare Fortsetzung f : E — K. Ist E normiert,
dann existiert ein f, welches zusditzlich || f]| = || f|| erfillt.

Fiir beschréinkte lineare Abbildungen ist dieser Satz im allgemeinen falsch.

Beweis. Da f stetig ist, ist |f| eine stetige Seminorm auf F'. Nach existiert
eine Fortsetzung zu einer stetigen Seminorm ¢ auf E. Nach [7.1.4] existiert eine
Fortsetzung von f zu einem linearen Funktional f : E — K, welches \ f | < q erfiillt
und somit stetig ist.

Ist E zusdtzlich normiert. So kann fiir ¢ die Abbildung @ — || f[| - [|lz[| gewdhlt
werden. Also gilt |f(2)] < |fll- |zl . [f)l = | Fpll < IF] < |1l Folglich it
die gewiinschte Gleichheit. O

7.1.6 Folgerung. Duale Vektoren.
FEs sei E ein LKV und {x1,...,z,} linear unabhingig und ¢; € K, dann existiert
ein £ € E* mit £(x;) = ¢; fir allei=1,...,n.

Beweis. Es sei F' der lineare Teilraum, welcher von {1, ..., x,} erzeugt wird. Auf
ihm ist durch £(z;) = ¢; ein eindeutiges lineares Funktional definiert, welches nach
stetig ist. Nach existiert eine stetige Fortsetzung ¢ auf F, und diese
hat die gewiinschten Eigenschaften. O

7.1.7 Folgerung. Komplemente endlich dimensionaler Teilrdume.
Jeder endlich dimensionale Teilraum eines LKV ’es besitzt ein topologisches Kom-
plement. Vergleiche mit[.4.6.4 im Falle endlicher Kodimension.

Beweis. Es sei F' ein n-dimensionaler Teilraum von E. Wir wéihlen eine Basis
{e1,...,e,} von F und definieren lineare Funktionale ¢ : F' — K durch #x(e;) =
dk,i- Diese sind automatisch stetig und besitzen somit stetig lineare Fortsetzungen
l, : E — K. Somit erhalten wir eine stetige Abbildung p : E — F definiert
durch p(z) = Y27, fx(x) ey, Diese erfiillt p|p = id. Und somit erhalten wir eine
Zerlegung E = F & K, wobei K der Kern von p ist. Der Isomorphismus ist gegeben
durch « — (p(x),x — p(x)) und in die umgekehrte Richtung durch die Addition
(y, k) —y+k. O

7.1.8 Folgerung. Funktionale sind Punkte-trennend.

Auf jedem LKV sind die stetig linearen Funktionale Punkte-trennend. Mehr noch:
Es sei F' ein abgeschlossener linearer Teilraum in einem LKV E und a € E\ F.
Dann existiert ein £ € E* mit £|p = 0 und £(a) = 1.

Fualls E normiert ist, so kann £ € E* so gewdhlt werden, daf$ d(a, F) - ||£]] = 1.
Ist q eine Seminorm von E mit q|p = 0, so kann £ € E* so gewdihlt werden, dafl

|¢| < q und £(a) = q(a) anstelle von £(a) = 1.

Beweis. Wir definieren ein Funktional ¢ auf F}, := F ® R - a durch {(x + ta) :=t,
also mit ¢|p = 0 und ¢(a) = 1. Dann ist £ auf F, linear, und somit existiert nach
und eine stetig lineare Fortsetzung ¢ auf E.

Somit sind die stetig linearen Funktionale Punkte-trennend, denn fiir a; # a9 liegt
a:=ay —as ¢ F:= {0} und ist somit durch ein £ € E* trennbar.

Falls F normiert ist, so ist |[[¢|| < 1/d(a, F), denn [£(z + ta)| - d(a, F) < |t| - ||la —
(=)l = [|z+ta|. Es gilt sogar Gleichheit, denn es existieren x,, € F mit |[a—z,| —
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d(a, F), und somit gilt 1 = ¢(a — z,) < [|¢] - [[a — x| — [|€]| - d(a, F). Nach [7.1.5]
kann die Fortsetzung ¢ nun so gewihlt werden, daB ||| = ||¢|| < ﬁ)

Sei schlieBlich ¢ eine SN von E mit g|r = 0, dann definieren wir £ : F, — R durch
Uz +ta) := tq(a), dh. £(a) = ¢q(a) und |¢| < ¢, denn |¢(x + ta)| = |t| q(a) =
q(ta) = q(z + ta). Somit kénnen wir die Erweiterung ¢ nach so wiihlen, dafl
auch |[(| < q. O

7.1.9 Folgerung. Abschlufl als Durchschnitt von Kernen.
Ist E ein LKV und F ein linearer Teilraum, so ist der Abschlufi I von F gegeben
durch ({ker ¢ : ¢ € E*,{|p = 0}.

Beweis. (C) Klarerweise ist ker ¢ D F fiir alle stetig linearen Funktionale ¢ € E*
mit €|F =0.

(D) Ist umgekehrt a ¢ F, so existiert nach ein stetiges lineares Funktional
¢: FE — Kmitf(a) =1und £(F) = 0, folglich ist a ¢ ({ker ¢ : £ € E* ¢|p =0}. O

7.1.10 Folgerung. Isometrische Einbettung in den Bidual.
Sei E normiert und x € E, so gilt ||z|| = max{|¢(x)| : £ € E* ||| = 1}, d.h.
t: E — E** ist eine Isometrie.

Beweis. (>) gilt, da |€(z)| < ||4]] - ||z]|.
(<) gilt, danach[7.1.8ein ¢ € E’ existiert mit ||¢|| = 1/d(z,0) = 1/||z|| und £(z) = 1.
Wir ersetzen dieses ¢ durch ||z|| - £ und erhalten somit |[£|| = 1 und ¢(x) = ||z]|.

Die natiirliche Abbildung ¢ ist eine Isometrie, da
()|l = sup{|e(z)(z")] - 2" € E*, 27| =1} = [lz]|. O
—
|z ()]
7.1.11 Folgerung. Norm des Adjungierten.

Sei T : E — F beschrdinkt linear zwischen normierten Rdumen. Dann ist | T =
I7]-

Beweis. Es ist

I

sup{ | 7% ()|l « "Il = 1}
= sup{sup{|T" (") (@)| : l|z]| = 1} : [ly|| = 1}
sup{|T" (y*)(@)| : ||l = 1, 17| = 1}
W)@l
ly*(T(z))]
= sup{sup{|«(T(2))(y")| : |y = 1} : Jll = 1}
sup{[[(T())] : |ll| = 1}
CLO sup{ | ()|l - l|z)l = 1}
= 7|l O

7.1.12 Folgerung. Separabilitit des Dualraums.
Ist der Dualraum eines normierten Raums separabel so auch er selbst.

Die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel ((*)" = (> zeigt, siehe|7.3.1]

Beweis. Es sei D* C E* eine abzéhlbare dichte Teilmenge. Fiir jedes x* € D*
wéhlen wir ein z € F mit ||z = 1 und |z*(z)| > @ Es sei D die Menge all
dieser x mit * in D*. Wir behaupten, dal der davon erzeugte Teilraum dicht liegt.
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Wegen geniigt es zu zeigen, daf jedes z* € E*, welches auf D verschwindet,
schon 0 ist. Sei also z* ein solches. Da D* dicht liegt in E* existiert eine Folge
xk € D* mit ||z} — x*|| — 0. Sei x,, die zugehorige Folge in D. Dann gilt

[l — 2% = sup{|(z;, — ") (z)| : [[«]| = 1}
> (25, = 2")(@a)] = oy (20)] = 3ll27]
Also konvergiert =} gegen 0, d.h. z* = 0. O

7.2 Trennungssitze

7.2.1 Trennungssitze fiir konvexe Mengen.

Es seien A und B disjunkte konvezxe nicht leere Teilmengen eines reellen LKV ’es
E. Dann existiert ein stetig lineares Funktional f : E — R und ein v € R, so daf
fiir alle a € A und alle b € B folgendes gilt:

1. Falls A offen ist, so gilt f(a) <~y < f(b);
2. Falls A und B offen sind, so gilt f(a) <~y < f(b);
3. Fualls A abgeschlossen und B kompakt ist, so gilt f(a) <y < f(b).

Die affine Hyperebene {x € E : f(z) = «} trennt somit die beiden Mengen, d.h.
diese liegen auf verschiedenen Seiten von ihr.

Beweis. (1) Esist U := A— B ist offen und konvex und {0}NU = (. Wir wéhlen ein
u € U und setzen V := U — u mit zugehorige Minkowski-Funktional g := gy (dieses
ist nach sublinear). Sei weiters F' := {tu : t € R} und f : FF — R gegeben
durch f(tw) := —t (wohldefiniert, da uw # 0). Dann ist f|y < 0, denn f(U) C R
ist konvex, —1 = f(u) € f(U) und 0 ¢ f(U). Folglich ist f < ¢|F, denn fiir v € F
mit g(v) < list v € V. =U —u, also 0 > f(u+v) = f(v) —1, dh. f(v) < 1.
Nach dem Satz [7.1.3] von Hahn-Banach existiert eine Erweiterung zu einem stetig
linearen Funktional auf E (welches wir wieder mit f bezeichnen) mit f < ¢. Fiir
xeUist z —u €V C gey und somit 1 > g(z —u) > f(r —u) = f(z) + 1, d.h
f(x) <0. Somit ist f(a—b) <0, d.h. f(a) <~v:=inf f(B) < f(b). Ist nun A offen,
so auch f(A) und damit ist f(a) < v fiir alle a € A.

Ist zusitzlich B offen, so folgt analog zum eben gesagten f(b) > ~ fiir alle b € B.

(3) Da A abgeschlossen ist, existiert zu jedem y ¢ A eine offene absolut-konvexe
0-Umgebung Uy, so dal AN (y+3U,) = 0. Da B kompakt ist, gibt es endlich viele
y; € B,sodaB B C |J,;(y; +U;) mit U; := Uy,. Wegen (y; +2U;)N(A+U;) = 0 sind
fir U := (N, U; die beiden offenen konvexen Mengen A + U und B + U disjunkt.
Also folgt die Behauptung aus (2). O

7.2.2 Folgerung. Trennung eines Punktes von konvexer Menge.

Sei E ein LKV, U eine nicht leere konveze offene Teilmenge und F ein linearer
Teilraum der U nicht trifft. So existiert eine abgeschlossene Hyperebene H O F,
welche U nicht trifft.

Beweis. Sei vorerst K = R. Nach [7.2.1.1] folgt mit A := U und B := F die
Existenz von f € E* und v € R mit f(a) < v < f(b) fiir alle a € A und b € B.
Da b:=0 € F ist v < 0 und somit U NKer(f) = 0. Weiters ist F' C Ker(f), denn
f(y) # 0 impliziert f(y) < 0 oder f(y) > 0 und damit f(—y) < 0, dann ist aber fiir
ein geeignet gewiihltes Vielfaches f(ty) < v, ein Widerspruch.

Sei nun K = C. Nach dem erstem Fall existiert ein R-lineares f : & — R mit
f(z) <0 fir x € U und f|lp = 0. Dann ist f : x — f(x) — i f(iz) C-linear, mit
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0 ¢ f(U) und F C Ker(f). (Beachte, daB komplexe Hyperebenen kleiner sind als
reelle). O

7.2.3 Folgerung. Abschluf3 als Durchschnitt von Halbriumen.
Die abgeschlossene konveze Hiille einer Teilmenge eines reellen LKV ist der Durch-
schnitt aller Halbridume, die sie enthalten. Vgl. dies mit[7.1.9

Dabei versteht man unter einem HALBRAUM eine Teilmenge des Vektorraums der
Gestalt {z : f(z) <~} mit einem f € E* und v € R.

Beweis. Folgt wie [7.1.9] unter Verwendung von [7.2.1.3] oder [7.2.4] anstatt [7-1.8}

In der Tat sind Halbrdume offensichtlich abgeschlossen und konvex, also ist die
abgeschlossen konvexe Hiille von A in diesen Durchschnitt enthalten. Sei umgekehrt
b nicht in der abgeschlossenen konvexen Hiille von A. Dann existiert nach
ein v € R und ein stetig lineares Funktional f : E — R mit f(a) < v < f(b) fiir
alle a € A. Also liegt A im Halbraum {z : f(z) < v} nicht aber b, und somit liegt
b auch nicht im Durchschnitt dieser. O

Als néchstes eine Verallgemeinerung von [7.1.8

7.2.4 Lemma von Mazur.
Es sei E LKV diber K, weiters A C E abgeschlossen und konveze und b ¢ A.

1. Falls K=R und 0 € A, so existiert ein stetiges lineares Funktional f : E —
K mit f(b) > 1 und f(a) <1 fiir alle a € A.

2. Falls A absolut-konvex ist, dann ezistiert ein stetiges lineares Funktional
f:E—>Kmit f(b) >1 und |f(a)| <1 fir alle a € A.

Beweis. Nach fiir die kompakte Menge B := {b} existiert ein f € E*
und ein v € R mit f(a) <y < f(b) fir allea € A. Daa:=0€ Aist 0= f(a) <7
und somit g := % f: E — R das gewiinschte Funktional mit g(a) < 1 < ¢(b) fiir
alle a € A.

Falls K = R ist, so folgt dies aus den ersten Teil, denn dann ist mit a € A auch
—a € A und somit —f(a) = f(—a) < 1, insgesamt also |f(a)| < 1.

Sei nun K = C. Es existiert nach dem eben gesagten ein stetig R-lineares f : £ — R
mit [f(a)] < 1 < f(b) fiir alle @ € A. Es nimmt die 27-periodische Funktion
t +— f(e''b) ihr Maximum an einer Stelle 3 an. An dieser muf ihre Ableitung
f(ie'Pb) verschwinden. Nun betrachten wir das C-lineare stetige Funktional f Tx
f(ePz)—i f(ie'fz). Bsist f(b) = f(e'Pb) > f(b) > 1 und fiir a € A sei f(a) = re'?
die Polarzerlegung. Dann ist 0 < r = e~*? f(a) = f(e""%a) = f(e'Pe P a) < 1,
da ¢! P=%q € A ist. O

7.3 Dualraume wichtiger Beispiele

7.3.1 Lemma. Dualraum von /?.
Es sei 1 < p < oo und % + % =1, dann ist ((P)" = 04. Weiters ist (c,) = (*. Man
beachte insbesondere, daf co # 1> = (1) = (co)".

Wir werden in [7.5.2] zeigen, dafl ¢y nicht Dualraum eines Banach-Raums sein kann.
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Beweis. Die durch z — (y — (x,y)) gegebene Abbildung ¢ : £2 — (¢P) ist wegen
der Holderungleichung eine wohldefinierte Abbildung mit ||c(z)| < ||z

qu—> ep/

(1& %\’ek

Wir zeigen nun die Surjektivitit: Sei dazu A € (¢P)". Falls ein z € ¢7 existiert mit
t(z) = A, so miifite z; = 1(z)(e*) = A\(e¥) sein. Wir definieren also zj, := A(e¥). Es
seien A, € (€)' gegeben durch

An(Y) = AWl ny) = A(Z Yk ek) = Z Yk Tk

k<n k<n

Dann konvergiert A, — A\ punktweise, da >, yx ek — y konvergiert in ¢7 (bzw. in
o). Also ist

Ay) = lim A\, (y) = hm Zxkyk —Zxk Yk-

n— oo
k<n

Somit gilt | >, zryk| < [|A|l [|y]|p- Fiir fixes n deﬁmeren wir ein y € ¢P durch
Yk = Tg |25 |72 falls 7, # 0 und k& < n und 0 sonst. Es gilt |yx|? = |zx|? und somit

/
3 fanlt = aiy = Zxkyk < 1Ayl = 1A (3 fal?) "

k<n k<n k<n
Also ist ||z||y < [|A]| und somit = € £9. O

7.3.2 Verallgemeinerung. Dualraum von L?.
Firl <p < oo und 1% —&—% =1 gilt: LY(X) = (LP(X))* (Fiir p = 1 nur falls X
o-endlich ist).

Fiir einen Beweis siche z.B. [7, S.381].

7.3.3 Folgerung. Dualraum von C(][0,1]).
Die stetigen Funktionale auf C([0,1]) sind genau die Riemann-Stieltjes-Integrale
mit Funktionen von beschrankter Variation als Integrator

Man rufe sich aus der Analysis in Erinnerung, dafl in Analogie zu Riemann-Summen
die RIEMANN-STIELTJES-SUMMED einer Funktion f beziiglich einer anderen Funk-
tion g, einer Zerlegung Z := {0 =¢; < -+ < t, = 1} und eines Zwischenvektors
f = {51, C ,fn} mit £;_1 < 51 < t; durch

n

Ry(f.2,€): Zf@ ti) = g(ti-1))

gegeben sind. Die Funktion f heifit RIEMANN—STIELTJES—INTEGRIERBAR beziiglich
g mit Integral fol f dg, falls der Limes fol fdg :=1limz o Ry(f, Z, &) existiert, wobei
|Z] := max{|t; — t;—1] : 1 < i < n}.

Beweis. Es lidfit sich leicht zeigen (siehe [11], Analysis 1, §90-93]), daB fiir stetiges
f und jede Funktion g von beschrinkter Variation V(g) das Riemann-Stieltjes-
Integral fol f dg existiert und |f01 fdg|l < flleo-V(g) erfiillt. Folglich ist g — (f —
fol f dg) eine beschrinkte lineare Abbildung mit Norm kleiner oder gleich 1.

Sei nun umgekehrt ¢ ein stetig lineares Funktional auf C([0,1]). Wir wollen eine
Funktion g finden, mit £(f) = fol f dg fur alle stetigen f. Dazu beachte man, dafl
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fol X[0,s] 49 = g(s) — g(0) ist. Da das Riemann-Stieltjes-Integral unveréndert bleibt,
wenn man zu g eine Konstante wie z.B. —g(0) addiert, diirfen wir annehmen, daf§
g(0) = 0 ist und es liegt nun nahe g durch g(s) := £(x,) mit xs := X|o,¢] zu definie-
ren. Diese Definition macht aber vorerst keinen Sinn, da s nicht stetig ist. Nach
dem Satz von Hahn-Banach diirfen wir aber annehmen, daff ¢ auf B([0, 1])
normerhaltend fortgesetzt ist.

Behauptung: g ist von beschréankter Variation.

Sei 0 =ty < --- < t, = 1 eine Partition von [0, 1], dann definieren wir fj, := e,
wobei g(ty) — g(ti_1) = i, e¥* ist. Schliellich sei f die Treppenfunktion die Wert
fr auf (tg—1,tx) hat, d.h. f = > fulxe — Xtn_,). Dann ist f € B([0,1]) und
1 floe < 1 also

14l = [e(f)] = ’zn: fr(g(te) — g(tkfl))‘ = zn]g(tk) — g(tr—1)]
k=1 k=1

und somit V' (g) < ||€]|.

Behauptung: Fiir f € C([0,1]) ist £(f) = fol fdg.

Sei dazu Z := {0 =ty < --- < t, = 1} eine Partition und £ = {&1,...,&,} ein
Zwischenvektor. Mit fz € B([0,1]) bezeichnen wir fz := 37, (&) (Xtx — Xtx_1)-
Es gilt f = lim|z|_o fz in B([0,1]) und da ¢ stetig ist folgt:

(p=e(Jim f2) = Im 0(7z) = Iim Z(Zf §) (e = X0u))

|Z|— 1Z|—

= lim_ fok )= [ sas.

Die Abbildung BV ([0,1]) — C([0,1])" ist jedoch nicht injektiv selbst wenn man
g(0) = 0 fordert, siehe [IL S.121]: Um Injektivitit zu erzwingen, kann man g(0) = 0
und g(x) = g(z+) fir alle 0 < z < 1 fordern.

7.3.4 Darstellungssatz von Riesz. Dualraum von C(K).
Es sei K ein kompakter Raum. Dann ist die Abbildung p — (f +— fodu) ein
isometrischer Isomorphismus vom Raum der Bairemafe auf C(K)'.

Beweis. Man sieht leicht, dafl diese Abbildung eine Isometrie ist. Schwierig ist die
Umkehrung, siehe [15) [S.139)]. O

Unter einem reguliren Borel-Mafl 1 versteht man ein signiertes Mafl p (d.h. eine
o-additive Abbildung) auf der Algebra der Borel-Mengen, welches REGULAR. ist,
d.h.

1l(4) = sup{|u(K)| : K C A, K kompakt},

wobei das (positive) Ma8 |u| durch
|u|(A) = sup{z (AR A, e A, A= U Ay, A, paarweise disjunkt}

definiert ist. Unter der Variationsnorm ||u|| versteht man dann ||p|| := |u|(X).

Auf kompakten Rdumen stehen die Baire-Mafle in eindeutiger Korrespondenz zu
den reguliren Borel-Maflen, d.h. lassen sich eindeutig von den Baire-Mengen auf
die Borel-Mengen fortsetzen.

7.3.5 Folgerung. Dualraum von C(X).
Der Dualraum von C(X) fiir vollstindig regulires X besteht gerade aus den re-
guldren Borel-Maflen mit Trdger in kompakten Teilmengen von X.
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Beweis. Zu jedem p € C(X)* existiert ein kompaktes K C X und ein C' > 0 mit
()] < Clflxlloo- Folglich ist Trg(u) € K, d.h. 0.B.d.A. p € C(K)*, also nach
durch ein reguléres Borel-Maf§ auf K gegeben. O

7.3.6 Runge’s Theorem.

Sei K C C kompakt und A C Cy \ K eine Menge, die jede Zusammenhangs-
komponente von Co \ K trifft. Ist f holomorph in einer Umgebung von K, dann
existieren rationale Funktionen mit Polen in A welche gleichmdfig auf K gegen f
konvergieren.

Dabei bezeichnet C, die Riemann’sche Zahlensphére, d.h. die Einpunkt-Kompakt-
ifizierung C U {oco} der Ebene C.

Beweis. Wir bezeichnen mit R (K) := {§|K : p,q sind Polynome, ¢=1(0) C A}
die Menge aller rationalen Funktionen auf K mit Polen in A. Sei F := {f|x :
f ist holomorph auf einer Umgebung von K} der Teilraum von C(K) jener Funk-
tionen, die eine holomorphe Erweiterung auf eine Umgebung von K besitzen. Wir
miissen zeigen, dafl der Abschlufl von R4(K) den Raum E umfafit. Wegen
geniigt es zu zeigen, daB jedes p € C(K)’ welches auf R(K) verschwindet auf
ganz E verschwindet (Nach den Darstellungssatz von Riesz ist solch ein g durch
ein regulires signiertes Borel-Maf} gegeben).

Sei also f|x in E mit f : U — C holomorph auf einer offenen Menge U die K
enthilt. Nach der Cauchy’schen Integralformel gibt es endlich viele C*-Kurven (ja
sogar Geradenstiicke) ¢ in U \ K, soda8

Ry T
k=1 Ck

fiir alle z € K. Also ist

n

9=l [ L) -5 L gl )

k=1

7.3.7 Sublemma.
Es sei p € C(K,C)* mit K C C kompakt. Dann ist durch

o=l 1)

eine holomorphe Funktion [i : Co, \ K — C gegeben mit Ableitungen

[

A w) ! ,

py —u(zwm)furzeC\K
RIS —1\ g
T:—M(ZHZ" )furn>0

Beweis. Es ist 7 : (C\ K) x K — C definiert durch (z, w) — - stetig, und somit
W Ty 2 — r(z,w) eine stetige Abbildung C\ K — C(K,C). Damit ist auch
i s w — fi(ry) stetig. Die Abbildung fi ist sogar holomorph, denn

Aw') = plw) i

_ 2 - /
w' —w _’M(Z’_> (z—w’)(z—w)) = plry) fiir w’ = w,

also ist fi'(w) = pu(r2). Analog zeigt man (™ (w) = n! u(r2t1).
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Wegen r,, — 0 fiir w — o0, ist ji durch fi(co) := 0 holomorph auf C,,\ K fortsetzbar.

Als Taylorentwicklung von /i bei co — d.h. jene von w +— ﬂ(i) bei 0 — erhalten wir:

) =z ) = (o= (12 2) ) =2 e (2))

oo 1 N
== g Az ).
n=0

Also gilt fiir die Ableitung

1
— (o) = —p(z = 2"71) O

Nun kénnen wir den Beweis von Runge’s Theorem vervollstindigen. Wegen p| g, (k) =
0, ist die Taylorentwicklung von fi bei jedem a € A gleich 0, und da i holomorph
ist und A alle Komponenten von Cy, \ K trifft ist i = 0 auf C, \ K und somit

p(f) == Sio1 om o, f(w) i(w) dw = 0. O

7.3.8 Folgerung. Polynome liegen dicht.

Falls K kompakt ist und C\ K zusammenhdingend ist, so lifit sich jede auf einer Um-
gebung von K holomorphe Funktion durch eine Folge von Polynomen gleichmdfig
auf K approzximieren.

Beweis. Fiir A := {c0} sind die rationalen Funktionale mit Polen in A nach dem
Fundamentalsatz der Algebra gerade die Polynome. O

7.3.9 Satz. Dualraum von H(U).

FEs sei U C C offen. Der Dualraum des Fréchet-Raums H(U) lafst sich mit Hyo(Coo \
U), dem Raum der Keime holomorpher Funktionen f auf Coo \ U mit f(o0) = 0
identifizieren.

Unter einem KEIM EINER FUNKTION auf K versteht man eine Aquivalenzklasse
von lokal um K definierten Funktionen, wobei “4quivalent” bedeutet, dafl sie auf
einer Umgebung von K iibereinstimmen.

Beweis. Es sei [g] € Hy(Cx \ U), d.h. g auf einer Umgebung W von Co, \ U holo-
morph. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei der Rand von W durch endlich
viele C'-Kurven ¢, parametrisierbar. Dann definiert

o(f) = /a REICEESS / £(2) g(2) d
k Ck

ein stetig lineares Funktional auf C(U) 2 H(U). Diese Definition hingt nur vom
Keim [g] von g ab, denn wenn Wj eine kleiner Umgebung von C., \ U mit C*-
parametrisierbaren Rand in W ist, dann ist sowohl g als auch f holomorph auf
W \ Wi und somit verschwindet nach dem Cauchy’schen Integralsatz daf Integral
von f - g iiber den Rand (W \ W), dieses ist aber gerade die Differenz faw fg—
fawl /g

Umgekehrt sei p € H(U)* und wegen des Satzes von Hahn-Banach 0.B.d.A. p €
C(U,C)*. Dann ist der Triiger von y eine kompakte Teilmenge K C U, d.h. u €

C(K,C)*. Die Abbildung i : C» \ K — C ist nach obigen Sublemma holomorph
und wegen der Cauchy’schen Integralformel ist wie im Beweis von Runge’s Theorem

W) == o [ )it du fir £ € HW),
k Ck

also ist p durch ein “inneres Produkt” mit 1 € Ho(Co \ K) gegeben.
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7.4 Einfiihrung in die Dualititstheorie

7.4.1 Definition. Annihilatoren.

Es sei dazu F ein LKV und F ein Teilraum. Mit F° bezeichnen wir den ANNI-
HILATOR von F in E*, d.h. F° := {{ € E* : {|p = 0}. Ist E ein Hilbertraum, so
kénnen wir E* mit E nach [6.2.10] identifizieren. Der Menge F° entspricht dann via
¢ E — E* genau das orthogonale Komplement F von F, denn

reFteWeF: 0= (yz)=uz)(y) & uz)|lr =0 iz) € F°.

Falls G ein Teilraum von E* ist, so bezeichnen wir mit G, den ANNIHILATOR von
G in E, d.h.

Go:={z€eFE: VgeG:0=g(z)=1(xz)(9)} :m{kerg:ge G}
={z e E:uz)|lc =0} =G,
wobei ¢ : G — G** die kanonische Injektion ist.

7.4.2 Folgerung. Abschlufl als Bi-Annihilator. o
Ist E ein LKV und F ein Teilraum, so ist sein Abschlufl F' = (F°),.

Beweis. Aus[7.1.9] folgt:
F=(|ker(:€|p =0} =(\{ker(: £ € F°} = (F°),. O

7.4.3 Folgerung. Kern der Adjungierten.
Es sei T : E — F eine stetig lineare Abbildung zwischen LKV’en. Dann gilt
(ImT)° = ker(T™*). Weiters ist InT = (ker T*),.

Beweis. Die erste Gleichung gilt, da ¢’ € ImT)° < Vo : 0 = ¢/ (Tx) = T*(y') (=
< T*(y') = 0, dh. ¢ € kerT*. Aus folgt weiters Im7T = ((Im7)%),
(ker T%),.

~

o

7.4.4 Folgerung. Dualraum von Quotienten und Teilriumen.

Es sei F' ein abgeschlossener linearer Teilraum eines LKV’s E. Dann existieren
natiirliche stetig lineare Bijektionen E*/F° — F* und (E/F)* — F°. Falls E
normiert ist, so sind diese Isometrien.

Beweis. Wir dualisieren die Sequenz

Fsp—"%E/F
und erhalten folgendes Diagramm
Keri* = F°
A
T

F*<——E*<~— (E/F)*

\ :
OF /

E*/FO

Da 7 surjektiv ist, ist 7* injektiv und nach dem Fortsetzungsatz|7.1.5|ist * : E* —
F* surjektiv. Wegen Keri* = F° existiert eine eindeutig bestimmte stetig lineare
bijektive Abbildung (1) : E*/F° — F* gegeben durch z* + F° — i*(z*) = z*|p.
Wegen i* o 1* = (7w 04)* = 0 existiert eine eindeutig bestimmte stetig lineare
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Abbildungen (2) : (E/F)* — F° gegeben durch £ — 7*(¢) = Lorw. Da 7* injektiv ist
gilt gleiches fiir (2) und (2) ist auch surjektiv, denn jedes y* € F° C E* verschwindet
auf F' und faktorisiert somit zu einem ¢ € (E/F)* via y* = Lon = w*({).

Falls nun F normiert ist, so sind mit 7 und ¢ auch 7* und ¢* Kontraktionen und
damit auch die beiden vertikalen Abbildungen. Zu y* € F* existiert nach
ein 2* € E* mit ||z*| = ||y*|| und ¢*(2*) = y*. Somit ist ||a* + F°| < ||z*| =
[le*(*)]|, d.h. (1) eine Isometrie. Gleiches gilt fiir (2), denn 7* ist eine Isometrie da
[z + F)| = [t(x(z +y)| = |7 () (z + y)| < |7 (O)] [l + y| fiir alle y € F und
somit ||€]] < ||=*(€)]|. O

7.4.5 Definition. Duale Paarung.

Eine DUALE PAARUNG ist eine bilineare Abbildung (_,_) : E x F — K auf dem
Produkt zweier Vektorrdume, welche nicht degeneriert ist, d.h. aus Va : (z,y) =0
folgt y = 0 und genauso mit vertauschten Variablen.

Wir kénnen also z.B. die Elemente y € F via (_,y) als lineare Funktionale auf E
auffassen. Unter der schwachen Topologie o(E, F') auf E verstehen wir die initiale
Topologie beziiglich aller dieser Funktionale mit y € F.

Eine Basis von SN’en ist durch die Funktionen z — |(z,y)| mit y € F gegeben.
Diese Topologie heiffit schwach, weil sie schwécher ist als jede Topologie fiir welche
jedes y € F ein stetiges lineares Funktional x +— (z,y) auf F definiert.

Wir sagen, dafl eine Struktur eines LKV’es auf F mit der dualen Paarung (F, F)
VERTRAGLICH ist, falls F' der Raum der stetigen linearen Funktionale beziiglich die-
ser Struktur ist, d.h. die natiirliche Abbildung F' — E* eine wohldefinierte Bijektion
ist.

7.4.6 Lemma. Vertriglichkeit der schwachen Topologie.

Es sei (E,F) eine duale Paarung. Dann ist F' isomorph zum Raum E* der stetig
linearen Funktionale auf E bezl. der schwachen Topologie o(E,F). Genauer, die
natiirliche Abbildung ¢ : F — E*, y+— (_,y) ist eine Bijektion.

Beweis. Die Abbildung ¢ ist klarerweise wohldefiniert, linear und injektiv we-
gen der nicht-Degeneriertheit. Es bleibt also nur die Surjektivitéit zu zeigen. Sei
dazu ¢ : E — K ein beziiglich o(E, F) stetiges lineares Funktional auf E. We-
gen der Stetigkeit existieren y1,...,y, € F mit |[{(z)] < p(z) := max{|(z,y;)| :
i = 1,...,n}. Insbesonders ist (), ker¢; C ker/, wobei ¢; := «(y;) ist. Es sei
f = ({1,...,4,) : E — K" Dann faktorisiert ¢ eindeutig als lineares Funktional
iber f : E — f(E) C K". Diese Faktorisierung 148t sich von dem Teilraum f(E)
zu einem linearen Funktional p : K® — K fortsetzen:

ker f ——F —>> f rrrrr > K"

Y

ker { > B —> e ——K
Ein solches p ist von der Gestalt p(xq,... ,xn) = Y"  pix; fir gewisse skalare
pi €K Alsoist £ =pof=3" pul;= L(Z?:l i yi) € u(F). O

7.4.7 Bipolarensatz.

FEs sei (E, F) eine duale Paarung, und A C E. Dann ist (A°), der o(E, F)-Abschluf
der absolut-konveren Hiille von A. Dabei ist A° :={y € F : |{x,y)| <1 fir alle x €
A}, die POLARE wvon A; und analog fir B C F ist By :== {x € E : [{z,y)] <
1 fiir alle y € B}.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 7. Februar 2007 136



7.4 EINFUHRUNG IN DIE DUALITATSTHEORIE 7.4.10

Man beachte, dafl die hier definierte Polare A° fiir lineare Teilrdume A mit dem in
definierten Annihilator A° iibereinstimmt, denn Va € A : |(a,y)| < 1 < Va €
AVt>0:t-[(a,y)] =[(t-a,y)| <1, ie (a,y) =0

Beweis. (D) Klarerweise ist (A°), als Polare o(F, F')-abgeschlossen und absolut-
konvex, weiters ist offensichtlich A C (A?),.

(C) Angenommen z € E ist nicht im o (F, F')-Abschlufl der absolut-konvexen Hiille
von A. Nach existiert ein y € F mit y(z) > 1 und |y(z)| < 1 fiir alle z im
(Abschlufl der absolut-konvexen Hiille von) A. Also ist y € A° und x ¢ (4°),. O

7.4.8 Lemma. Abschlufl konvexer Mengen bzgl. vertriglicher Topologien.
Es sei A C E eine konvere Menge die fiir eine vertrigliche Struktur beziiglich der
dualen Paarung (E, F) abgeschlossen ist. Dann ist A fiir jede andere solche Struktur
ebenfalls abgeschlossen.

Beweis. Im Fall K = R sehen wir aus dafl A der Durchschnitt der Halbrdume
ist, die A enthalten. Diese verwenden aber nur die stetigen linearen Funktionale,
also ist A beziiglich jeder vertriaglichen Topologie abgeschlossen.

Im Fall K = C liefert der Realteil der dualen Paarung (_,_) : E x F — C eine
Paarung (_, )g : B x F — R als reelle Vektorrdume, denn (z,y) = Re((z,y)) +
iIm((z,y)) = (r,y)r — iRe(i(z,y)) = (z,y) — i{z,iy). Eine Struktur auf E als
komplexer LKV ist genau dann vertrédglich mit der komplexen Paarung, wenn sie
es mit dem Realteil ist, denn die C-lineare Abbildung ¢ : E — L¢(F,C), x — (z,_)

ist nach [6.1.5.2| genau dann surjektiv, wenn Re ot : E — L¢(F,C) = Lg(F,R),
x +— Re({x,-)) es ist. Somit folgt alles aus dem reellen Fall. O

7.4.9 Satz von Mackey.
Fine Teilmenge von E ist genau dann beschrinkt, wenn sie beziglich einer (jeder)
vertrdiglichen Topologie T beschrinkt ist.

Beweis. Wir haben in [5.2.7] mittels des Satzes von Hahn-Banach und dem Prinzip
der gleichméfigen Beschrinkheit gezeigt, dal eine Menge genau dann beschrankt
ist, wenn sie unter allen stetig linearen Funktionalen beschréinkt ist. Diese hdngen
aber nicht von der vertriglichen Topologie ab. O

7.4.10 Bemerkung. Topologien gleichméfliger Konvergenz.

Es sei X eine Menge, F' ein LKV und B eine Familie von Teilmengen von X. Unter
der Topologie der gleichmdffigen Konvergenz auf den Mengen in B am Raume aller
auf B € B beschrinkten Abbildungen X — F', versteht man die durch die SN’en
f = ll(po f)lBlleo erzeugte Topologie, wobei B ganz B und p die SN’en von F
durchléuft.

Beachte, dafl eine Menge F von solchen Abbildungen genau dann beschrinkt ist,
wenn sie gleichmiiig auf jeder Menge B € B beschréinkt ist:

(<) Sei B € B und p eine SN von F. Nach Voraussetzung ist F(B) in F beschrinkt,
also existiert ein K > 0 mit p(f(z)) < K firallez € Bund f € F,dh. FC K{f:
p(f(x)) < Vo € B},

(=) Sei F beschrénkt, B € B und p eine SN von F. Dann ist {f : p(f(z)) < 1Vz €
B} eine 0-Umgebung, also existiert ein K > 0 mit F C K{f : p(f(x)) < 1Vz €
B} = {f :p(f(z)) < KVx € B}, also ist p(F(B)) durch K beschrinkt und somit
F(B) beschrinkt.

Ist insbesonders X = F eine LKV iiber K und F' = K und B eine unter Homothetien
abgeschlossene Menge beschrinkter Mengen in F, d.h. mit B € B und A > 0 ist
AB € B, dann bilden die Polaren B® := {z* € E* : Vz € B : |z*(z)| < 1} mit
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B € B eine 0-Umgebungssubbasis der Topologie der gleichméfliigen Konvergenz auf
den Mengen aus B. Ist B zusétzlich unter Vereinigungen abgeschlossen, so ist dies
eine 0-Umgebungsbasis.

In habe wir gezeigt, dafl die kanonische Abbildung ¢ : E — E** fiir normierte
Raume FE eine Isometrie ist. Wir wollen nun untersuchen inwieweit sich das auf
allgemeine LKV iibertrégt.

Fiir die iibliche Topologie auf L(E*,K) der gleichmifigen Konvergenz auf be-
schrankten Mengen B C FE* bilden die B° eine 0-Umgebungsbasis. Stetigkeit
von ¢ wiirde also bedeuten, dafi :~*(B°) = B, eine 0-Umgebung wiire und somit
B C (B,)° gleichgradig stetig wiire.

Wir zeigen nun, dafl; wenn wir auf (E*)* die Topologie der gleichmiifligen Konver-
genz auf jeder gleichgradig stetigen Teilmenge B C E* verwenden, die Abbildung
t: E — (E*)* eine Einbettung LKV’e ist.

7.4.11 Folgerung. Einbettung in den Bidual.

Die Topologie auf einem LKV E ist die der gleichmdffigen Konvergenz auf gleich-
gradig-stetigen Teilmengen von E*. Die natirliche Abbildung E — E** ist also
eine Einbettung, falls man den Zielraum mit der gleichmdfligen Konvergenz auf
gleichgradig-stetigen Teilmengen von E* versieht. Man beachte, daf diese natiirliche
Abbildung beziiglich der wblichen Topologie der gleichmdfligen Konvergenz auf be-
schrinkten Mengen nicht einmal stetig ist.

Beweis. Sei U eine abgeschlossene absolut-konvexe 0-Umgebung in E. Nach
ist U auch o(FE, E*)-abgeschlossen, also ist (U°), = U nach dem Bipolarensatz
Da klarerweise U° gleichgradig-stetig ist, ist U = (U®), eine Nullumgebung
beziiglich der gleichméfigen Konvergenz auf gleichgradig-stetigen Mengen.

Umgekehrt sei V = A, = 171(A°) eine typische Nullumgebung fiir die Topologie
der gleichméafiigen Konvergenz auf gleichgradig-stetigen Mengen A C E*. Dann
existiert eine abgeschlossene absolut-konvexe 0-Umgebung U in E mit A C U°.
Somit ist V = A, 2 (U°), = U, also V eine 0-Umgebung von E. O

7.4.12 Satz von Alaoglu-Bourbaki.
Jede gleichgradig-stetige Teilmenge von E* ist relativ-kompakt bzgl. o(E*, F).

Beweis. Wir miissen dies nur fiir Polare U° von 0-Umgebungen U zeigen. Dazu
betrachten wir die duale Paarung (E, G), wobei G aus allen linearen Funktionalen
besteht. Es bezeichne ® die Polare beziiglich dieser Paarung. Dann ist U®* C G ab-
geschlossen und beschriankt (da U absorbierend ist) bzgl. o(G, E). Die natiirliche
Abbildung ¢ : G — [[x K, y — ((z,v))zck ist linear, injektiv, hat als Bild einen
abgeschlossenen Teilraum (der punktweise Grenzwert linearer Abbildungen ist li-
near) und die schwache Topologie o(G, E) ist gerade so definiert, dafl ¢ initial ist.
Das Bild von U* ist also wegen des Satzes von Tychonov (Produkte kompakter
Réume sind kompakt, siehe [25] 2.1.13]) kompakt und damit ist U® selbst o (G, E)-
kompakt. Wegen E* C G, gilt U° C U®, aber sogar Gleichheit, denn z € U*®
ist stetig beziiglich der 0-Umgebung U (z~1({t : |[t| < 1}) D U). Also ist U° bzgl.
o(G, E) kompakt. Da aber o(G, E) auf E* gerade die Topologie o(E*, E) induziert,
ist alles gezeigt. O

7.4.13 Folgerung. Normierte Riume als Teilriume von C(K).
Die abgeschlossene Einheitskugel K im Dualraum E* eines normierten Raumes E
ist o(E*, E)-kompakt. Folglich ist E isometrisch isomorph zu einem Teilraum von
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C(K), wobei die Einbettung durch + : E — E** — C(K), x — (2% — z*(x))
gegeben ist. O

In |10.10} siehe auch werden wir die Banach-Algebren der Form C(K) mit
kompakten K charakterisieren.

Da die Einheitskugel in der Normtopologie wegen [£.4.5] genau dann kompakt ist,
wenn F endlich dimensional ist, ist andernfalls o(E*, E') echt grober als diese.

7.4.14 Definition. Mackey-Topologie.

Es sei (E, F) eine duale Paarung. Dann versteht man unter der MACKEY-TOPO-
LOGIE u(E, F) auf E die Topologie der gleichmifligen Konvergenz auf den o(F, E)-
kompakten, absolut-konvexen Mengen in F.

7.4.15 Satz von Mackey-Arens.

Eine Topologie auf E ist genau dann mit der dualen Paarung (E,F) vertrdglich,
wenn sie zwischen der schwachen Topologie o(E,F) und der Mackey-Topologie
w(E, F) liegt.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Vertriglichkeit von p(E, F). Sei dazu ¢ : E —
K ein beziiglich u(E, F') stetiges lineares Funktional. Also existiert eine o(F, E)-
kompakte absolut-konvexe Menge K C F mit [((K,)| < 1. Wir betrachten nun
die duale Paarung (F,G), wobei G O F den Raum aller linearer Funktionale auf
E bezeichnet. Da o(G, E) auf F' die Topologie o(F, E) induziert, ist K C FF C G
auch (G, E)-kompakt und somit abgeschlossen. Aus dem Bipolarensatz folgt, daf
K = (K,)® ist, wobei wie im Beweis von * die Polare beziiglich (G, E)
bezeichnet. Wegen [¢(K,)| < 1 liegt ¢ € (K,)® = (K.)®* = K, also auch in F. D.h.
der u(E, F)-Dual von F ist in F enthalten.

Die Umkehrung folgt sofort daraus, dafl jedes y € F beziiglich o(E, F') und damit
auch beziiglich u(E, F) stetig ist.

Sei nun 7 eine vertrigliche Topologie auf E. Da alle y € F' bzg. 7 stetige Funktio-
nale sind, ist 7 feiner als die schwache Topologie o(E, F).

Andererseits sei U eine 0-Umgebung in E bzg. 7. Wegen diirfen wir anneh-
men, daf} sie von der Form K, ist, mit gleichgradig-7-stetigen K C F, d.h. 0.B.d.A.
mit K = V° fiir eine 7-0-Umgebung V' C E. Wegen dem Satz von Alaoglu-Bourbaki
ist die absolut-konvexe Menge K = V° beziiglich o(F, E') kompakt, und so-
mit U eine 0-Umgebung beziiglich der Mackey-Topologie u(E, F). O

7.4.16 Bemerkung. Topologien am Dualraum.

Fiir einen LKV E betrachten wir die duale Paarung F x F' — K mit F' := E*. Wir
haben die folgenden Typen von o (F, E)-abgeschlossenen absolut-konvexen Teilmen-
gen B C E*:

Die absolut-konvexe Hiillen endlicher Teilmengen;

Die gleichgradig stetigen;

Die o(F, E)-kompakten;

Die Banach-Scheiben;

Die auf beschriankten Teilmengen in F glm. beschrénkten, also die in L(E, R)
beschréankten.

6. Die auf Punkten in E beschrinkten, also die o(E*, E')-beschréinkten.

G 0o =

Dabei heifit eine Menge B C F BANACH-SCHEIBE falls sie absolut-konvex und
o(F, E)-beschriinkt ist und der deshalb wohldefinierte normierte Raum Fp voll-
stindig ist;
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Die entsprechenden Topologien auf E der glm. Konvergenz auf den jeweiligen Men-
gen in F haben als Basis von o(E, F')-abgeschlossenen, absolut-konvexen Nullum-
gebungen gerade die Polaren der aufgelisteten Mengen. Diese Topologien sind also

Die schwache Topologie o(E, F') nach Definition;

Die urspriingliche Topologie von E nach

Die Mackey-Topologie u(E, F) nach Definition;

Diese hat keinen Namen;

Die mit den gefréfligen Tonnen als 0-Umgebungsbasis;
Die mit den Tonnen als 0-Umgebungsbasis.

S AN

Dabei nennt man eine Menge GEFRASSIG, falls sie jede beschrinkte Teilmenge in F’
absorbiert.

Fiir die beiden letzten Topologien verwendet man folgendes:

B, absorbiert A < (A, B) ist beschriinkt, d.h. B ist gleichmiiflig beschrinkt auf A.
In der Tat ist [(A,B)| < K < A C K B,.

Folglich sind die Polaren von den Mengen in (6) und (5) gerade die Tonnen bzw.
die gefrafligen Tonnen:

Die Polare B, einer auf endlichen/beschrinkten Mengen beschréinkten Menge absor-
biert némlich nach dem gerade Gesagten alle endlichen /beschriinkten Mengen. Und
umgekehrt ist fiir jede (gefréBige) Tonne A = (A°), nach dem Bipolarensatz [7.4.7
und somit nach dem oben Gesagten A° beschriankt auf endlichen (beschrénkten)
Mengen, da A = (A°), diese Mengen absorbiert.

Wir wollen nun zeigen, dafl die aufgezéhlten Topologien in der angegeben Reihen-
folge stirker werden, oder dquivalent, dafl die entsprechden Inklusionen der zugrun-
deliegenden Mengensysteme gelten. Fiir (1) = (2) und (5) = (6) ist das trivial,
(2) = (3) ist Die verbleibenden Implikationen (3) = (4) = (5) werden in
den folgenden beiden Sétzen gezeigt:

7.4.17 Lemma.
Jede o(E, F)-kompakte absolut-konvexe Menge ist eine Banach-Scheibe.

Beweis. Sei dazu (x,), eine Cauchy-Folge in Ep. Dann ist sup,, pg(z,) < co und
somit z, € K B fiir alle n. Da K B ebenfalls o(E, F))-kompakt ist, existiert ein
o(E, F)-Haufungspunkt 2., € K B von (z,),. Fir € > 0 ist pp(xm — 2n) < €
fiir n und m hinreichend grofl und damit z,, € x, + ¢ B. Da x,, + ¢ B ebenfalls
o(E, F)-abgeschlossen ist und z. ein Hiufungspunkt von (x,,)m, ist, liegt 2o €
{Zm : m} C 2, + e B und damit ist pp (20 — x,) < € fiir diese n. Also konvergiert
T, — Lo in Ep. L]

7.4.18 Banach-Mackey-Theorem.

Jede Tonne absorbiert jede Banach-Scheibe. Folglich sind Banach-Scheiben in F =
E* glm. auf beschrdinkten Mengen in E beschrinkt.

Beweis. Es sei B C F eine Banach-Scheibe, d.h. B ist absolut-konvex, o(E, F)-
beschrankt und der beziiglich dem Minkowski-Funktional pg : Ep — R normierte
Raum Ep := (B)yr ist vollstiindig. Es bezeichne i : Eg — E die lineare Inklusion.

Weiters sei A C E eine Tonne, d.h. absolut-konvex, o(E, F)-abgeschlossen und
absorbierend. Dann ist das Minkowski-Funktional p4 auf (A)yr = E eine wohlde-
finierte Seminorm. Es sei £(4) der Quotientenraum £/ ker(ps) und 7 : E — E4)
die kanonische lineare Quotientenabbildung. Die Seminorm p,4 faktorisiert iiber
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7 : B — FE(4) zu einer Norm F(4) — R und diese kénnen wir eindeutig zur Norm
pa auf der Vervollstandigung E:‘l/) fortsetzen.

Offensichtlich ist A C 7! (7(A)) C (pa)<1. Es gilt sogar Gleichheit, denn aus
1> pa(z) = inf{\ >0: =z E A A} folgt die Existenz einer Folge A, \, 1 mit
Ty € Ay A und somit ist A > xn — z. Da A beziiglich o(E, F') abgeschlossen ist
schliefilich = € A.

Wir wollen nun die Stetigkeit der Zusammensetzung
Ep — (E,0(E,F)) > Ea) < E(a
zeigen. Nach [5.3.8 genfigt es dazu eine Punkte-trennende Familie stetig linearer

Funktionale ¢ auf E(A) zu finden, fiir die Zusammensetzung o7 oi : Eg — K
stetig ist.

Jedes y € A° C F erfillt {x € E : [(z,y)] < 1} D A = (pa)<1 und somit
ist fiir das zugehorige lineare Funktional |y| < pa. Dieses faktorisiert also iiber
e E(A) zu einer Kontraktion ¢ : F(4) — K und hat somit eine stetige

Fortbetzung {: Es — K. Die Zusammensetzung lomoL = =yo.: Eg — Kist
stetig(=beschrénkt), denn B ist o(E, F')-beschrinkt.

Bleibt zu zeigen, daB diese ¢ Punkte-trennend auf E?:) wirken. Sei dazu 0 # ¥ €
E(a), d.h. pa(#) > 0. Dann existiert ein = € E mit pa(F—7(z)) < $pa (@) =: & > 0.
Es ist folglich pa(z) = pA( ( )) > 6. Nach [7.2.4.2] existiert ein y € A° C F mit

y(5) > 1. Das zugehorige (: E(A) — K erfiillt somit /| < px und £((z)) = y(z) >
J. Also ist

|6@)] = [i(n ()| = |6(& — m())|
> [y(z)| = pa(@ —7(z)) > -6=0

Den zweiten Teil zeigen wir nun wie folgt: Sei dazu B C F' eine Banach-Scheibe und
C C FE beschriankt. Dann ist C' punkteweise auf F' beschrinkt und somit C° C E
eine Tonne. Wegen dem ersten Teil existiert ein K > 0 mit B C K C°, d.h. B ist
auf C durch K beschrinkt. O

7.4.19 Bemerkung.

Damit ¢ : E — (E*)* stetig bzgl. der Topologie der gleichméfigen Konvergenz
auf den Mengen B C E* ist, bendtigen wir nach dem vor [7.4.11| gezeigten, daf3
diese gleichgradig stetig sind, d.h. B, eine 0-Umgebung ist. Offensichtlich ist B, =
Ny«epiz o |2 (x)] < 1} abgeschlossen und absolut-konvex.

Wenn B die Menge aller beschréinkten Teilmengen von E* = L(FE,K) beziiglich der
gleichméfligen Konvergenz auf den beschrinkten Mengen in E ist, d.h. gerade die
auf beschrankten Mengen in F gleichméfig beschrinkten Mengen von E* sind, dann
ist B, sogar gefriflig, denn aus A C E beschrinkt folgt, 3K > 0 mit |z*(x)| < K
fiir alle z € A und z* € B und somit ist A C K B,,.

Ist andererseits B die Menge aller beschréinkten Teilmengen von E* = L(E,K)
beziiglich der punktweisen Konvergenz, d.h. gerade die auf endlichen Mengen in
E gleichméfig beschrankten Mengen von E*, dann ist B, zumindest absorbierend,
denn aus a € E endlich folgt, 3K > 0 mit |z*(a)| < K fiir alle 2* € B und somit
ist a € K B,.

Dies liefert nun:
7.4.20 Folgerung. Tonneliertheit und Bidual.

Die Topologie eines LKV’es E ist genau dann die der gleichmdf$igen Konvergenz
auf pktw. beschrinkten Mengen von E*, falls E tonneliert ist.
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Sie ist genau jene der gleichmdfigen Konvergenz auf beschrinkten Mengen von
E* C L(E,K), falls E infra-tonneliert ist, d.h. jede gefrifiige Tonne eine Nullum-
gebung ist.

In beiden Fillen ist sie auch gleich u(E, E*).

Dabei heifit ein LKV INFRA-TONNELIERT oder auch QUASI-TONNELIERT falls je-
de gefraflige Tonne eine 0-Umgebung ist. Beachte, dafl offensichtlich sowohl alle
bornologischen als auch alle tonnelierten LKV’s infra-tonneliert sind.

Verwandt damit ist auch noch der Begriff ULTRA-BORNOLOGISCH, falls jede Banach-
disks fressende absolut-konvexe Menge eine 0-Umgebung ist. Offensichtlich sind
ultra-bornologische Rdume sowohl bornologisch als auch tonneliert.

Beweis. Wegen obigen Inklusionen bilden die (gefrifliigen) Tonnen gerade eine Nul-
lumgebungsbasis der genannten Topologien der glm. Konvergenz. Diese stimmt also
genau dann mit jener von E iiberein, wenn diese Tonnen 0-Umgebungen sind, d.h.
der Raum (infra-)tonneliert ist.

Da p(E, E*) zwischen der Topologie von F und jenen der glm. Konvergenz liegt,
gilt in diesen Féllen Gleichheit. O

Lemma.

Es seien A und B zwei Familien beschrdnkter Teilmengen von E die unter Teil-
mengen, absolut-konvezen Hiillen, Abschliissen und zweifachen Summen (und somit
endlichen Vereinigungen und Homothetien) invariant sind. Dann sind die induzier-
ten Topologien auf E* genau dann gleich, wenn A = B gilt.

Beweis. Angenommen es gibe ein B € B. Dann ist B° eine 0-Umgebung der
assozierten Topologien, also existiert ein A € A mit A° C B° und somit ist B =
(B°), C (A°), = A, also B € A. O

7.4.21 Proposition. Semireflexivitét.
15l S,227] Fir LKV E sind dquivalent:

e F ist semireflexiv;

(E*, u(E*, E)) ist tonneliert;

Jede abgeschlossene absolut-konvexe und beschrinkte Menge ist o(E, E*)-
kompakt;

(E,o(E, E*)) ist quasi-vollstindig (jede beschrinkte und abgeschlossene Men-
ge ist vollstindig).

Beweis. Die standard-Topologie auf E* der glm. Konvergenz auf beschrankten
Mengen in E ist die in beschriebene, denn die bzgl. E* punktweise be-
schrinkten Teilmengen von E sind genau die beschriinkten. Nach [7.4.17und [7.4.15|
ist sie aber feiner oder gleich pu(E*, E).

(1<2) Da p(E*, E) nach [7.4.15| die feinste Topologie auf E* mit Dualraum E ist,

ist F genau dann semireflexiv, wenn diese beiden Topologien iibereinstimmen. Nach
7.4.20| dies genau dann der Fall, wenn p(E*, E') tonneliert ist.

(2<3) Die beiden Topologie in (2) stimmen nach obigen Lemma genau dann iiberein,
wenn die Polaren der 0-Umgebungen gleich sein, also die beschrankten abgeschlos-
senen absolut-konvexen Mengen o(E, E*)-kompakt sind.

(3<4) Die beschrinkten o(FE, E*)-abgeschlossenen absolut-konvexen Mengen sind
in R beschriinkt, also relativ kompakt dort, und somit prikompakt in o (E, E*).
Prikompakte Mengen sind genau dann kompakt, wenn sie vollstdndig sind, siehe
[25, 3.5.9]. O
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7.4.22 Proposition. Reflexivitit.
[15,[5.227) Fiir LKV E sind dquivalent:

E ist reflexiv;

E ist semireflexiv und tonneliert;

E ist semireflexiv und infra-tonneliert;

Abgeschlossene absolut-konvexe beschrinkte Mengen in E sind schwach-kompakt
und E ist infra-tonneliert.

Beweis. Nach ist E — E** genau dann eine Einbettung, wenn E infra-
tonneliert ist. Falls E reflexiv ist, so ist E aber sogar tonneliert, denn dann sind die
o(E*, E)-beschrinkten Teilmengen in E* beschrinkt, da wir dazu nur auf Ep testen
miissen und da B wegen als o(E, E*)-vollstindig vorausgesetzt werden kann,
ist Eg ein Banach-Raum (Sei (x,,) eine Cauchy-Folge in Ep, also 0.B.d.A. z,, € B.
Dann ist (x,,) auch o(E, E*)-Cauchy also o(E, E*)-konvergent gegen to € E. Fiir
jedes € > 0 ist schliefSlich x,, — x,, € €B also auch x, — T € €B, d.h. T, — T

in Ep) also anwendbar. Nun folgt das Resultat aus|7.4.21) O

7.5 Nochmals Kompakte Mengen

7.5.1 Satz von Krein-Milman.

Es sei K eine kompakte konvere Teilmenge eines LKV’es. Dann ist K die ab-
geschlossene konvexe Hiille ihrer EXTREMALPUNKTE

ext K :={a € K : K\ {a} ist konvex }
={aeK: Ve,ye KV0<t<l:a=te+(1—-t)y=ax=0a=y}

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dal K # (. Die beiden Beschreibungen
von extremal-Punkten sind &quivalent, denn es ist K \ {a} genau dann konvex,
wenn fiir alle 2,y € K mit x #a, y Za und alle 0 < ¢t < 1 gilt: tx + (1 — )y # a,
oder dquivalent: tz+ (1 —t)y=a=2x =aodery =a. Wegenta+ (1 —t)y =a
ist aber x = a und y = a dquivalent.

Der wesentliche Teil besagt, dafl ext K nicht leer ist. Dazu bezeichnen wir eine
Teilmenge A C K als EXTREMAL in K, fallsVe,y e K VO<t<1l:tz+(1—-t)y €
A = z,y € A. Eine einpunktige Menge {a} ist genau dann extremal, wenn a ein
Extremalpunkt ist. Es sei

E:={AC K : Aist extremal in K, abgeschlossen(=kompakt) und konvex}.

Es existieren Extremalpunkte. Klarerweise ist £ unter Durchschnittsbildungen
abgeschlossen. Wir wollen nun das Lemma von Zorn auf & := & \ {f} anwenden.
Die endlichen Durchschnitte jeder linear geordneten Teilmenge £ C & sind nicht
leer, also wegen der endlichen Durchschnittseigenschaft (ist jeder endliche Durch-
schnitt nicht leer, so auch der gesamte) kompakter Mengen ist auch der gesamte
Durchschnitt in &. Nach dem Lemma von Zorn gibt es (zu jedem B € &) also ein
minimales Element A € & (mit A C B).

Wir behaupten, dafl A einelementig ist. Es sei z,y € A. Falls x # y so existiert
nach ein lineares Funktional f: E — R mit f(z) # f(y).

Beh. Ist f : F — R stetig und konvex so ist mit A auch Af := AN f~!(sup f(A)) €
502
Da f stetig ist und A kompakt ist, wird das Supremum M := sup f(A) von f(A)
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angenommen, also ist () # Ay abgeschlossen.

Wir behaupten, da§ Ay extremal in A ist. Sei dazu z,y € A mit {Az+(1-N)y:0 <
A<1}NAp#0. Also ist f(z), f(y) < M. Folglich ist fiir z :=tax + (1 —t)y € Ay
mit 0 < ¢t < 1 folgendes richtig:

M=f(z)<tflx)+(1—1)f(y)
= tf@)=2M-(1-1)f(y) = (1-1-)M=tM=1f(x)
= f(z) = M und analog f(y) = M = =,y € Ay

Folglich ist Ay eine nicht leere extremale Teilmenge von A, also auch in K extremal.
Sie ist konvex, da f linear und A konvex ist. Wegen der Minimalitdt von A folgt
A = Ay. Dies ist ein Widerspruch, da f auf {z,y} C A nicht konstant ist.

Es sei nun B die abgeschlossene konvexe Hiille von Ext(K). Klarerweise gilt B C K.
Angenommen B # K, dann existiert ein ¢ € K \ B und somit nach ein stetig
lineares f : E — R mit f(b) < f(a) fiir alle b € B, also ist BN Ky = (). Da f linear
ist und K € £ ist wie oben gezeigt Ky € & und nach den ersten Teil existiert ein
Extremalpunkt b € Ky, d.h. b € Ext(K)NK; C BN Ky =0, ein Widerspruch. [

7.5.2 Folgerung.
Weder cy noch L'(R) sind Dualrdume von normierten Riumen.

Beweis. Falls ein Banach-Raum E topologisch isomorph zum Dualraum eines nor-
mierten Raumes F ist, so muf} sein abgeschlossener Einheitsball in einem Vielfachen
der dualen Kugel von F enthalten sein. Er ist also eine o (F, F')-abgeschlossene Teil-
menge des nach o(E, F)-kompakten dualen Balls. Also ist er selbst o(F, F)-
kompakt, und besitzt nach den Satz von Krein-Milman Extremalpunkte. Dies
ist aber weder fiir ¢y noch fiir L'(R) der Fall:

Sei ndmlich x = (x)r € ¢p mit ||2]| < 1. Dann existiert ein k mit |zx| < 1 und
nach Wahl eines € > 0 mit |zg| +¢& < 1 gilt fiir die beiden Punkte
_ Fir i e
2t xj urj. #*
rpte firj=k
gilt: v = J(zt +27), 27 # 2 # 2~ und |l2*| < 1. Also ist 2 kein Extremalpunkt.
Nun sei [f] € LYR) mit ||f|l; < 1. O.B.d.A. sei ||f]| # 0. Dann existiert eine
meBbare Teilmenge X, in R mit 0 < | x, [fI < fll1- Es gilt die analoge Ungleichung
dann auch fir X; := R\ Xo. Nun sei t; := || flx; ||/l f]] > 0 und ¢; f; := f - xx, fiir

i=0,1. Dann ist [|fi|| = || fll, fo # f # f1, f =to fo+t1 fi und o + 11 = 1. Also
ist f kein Extremalpunkt. O

Ein weiterer wichtiger Satz iiber kompakte konvexe Mengen ist der folgende

7.5.3 Fixpunktsatz von Brouwer-Schauder-Tychonoff.
Es sei K eine nicht-leere kompakte konvexe Menge eines LKV’es E und f : K — K
eine stetige Abbildung. Dann besitzt [ einen Fizpunkt x € K.

Beweis. In der algebraischen Topologie (siehe auch [1I] oder [I7, 9.2] oder [22]
7.6.13] Aufgabe [23] [7.63]) zeigt man unter den Namen Brouwer’s Fixpunktsatz,
daB dieser Satz fiir endlich dimensionales F gilt.

Nun fiir LKV’e E: Vergleiche dies mit den Aufgaben [23] und [23], [7.66].
Wir zeigen die Existenz eines Fixpunktes unter der schwicheren Bedinung, dafl
K C E abgeschlossen, konvex und nicht-leer ist, f : K — K stetig und f(K) relativ
kompakt ist. Fiir jede absolut-konvexe 0-Umgebung U existiert eine endliche Menge
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My C f(K) C K mit f(U) C My + U. Weiters existiert eine bzgl. der Metrik py
stetige Partition {f, : y € My} der 1 die der Uberdeckung {y + U : y € My}
untergeordnet ist, z.B. gf; : @ — max{0,1 —py(z —y;)} und f; := g{;/ > car, 95
Dann ist fy := ZyG i ( [ o f) -y eine stetige Abbildung in die konvexe Hiille von
My und

@) = fo@) =po( S AU (F@) -)

yeMy
< DY @) pu(f) —y) < D fH(fe) =1L
f(z)ey+U yEMy

Nach dem Brouwer’schen Fixpunktsatz hat fy : Ky — Ky := f(K) N (My)vr
einen Fixpunkt zy € Ky. Es ist {z — f(z) : © € K} abgeschlossen, denn sei

lim; ; — f(z;) = z dann hat i — f(x;) einen Hiufungswert y € f(K) und somit
ist x := z + y eine Haufungswert von ¢ — x;, also x € K und da f stetig ist
fl@)=y=2a— 2z also z =z — f(x).

Angenommen f hétte keinen Fixpunkt, dann wiére 0 nicht in der abgeschlossenen
Menge {z — f(z) : « € K}, also giibe es eine absolut-konvexe abgeschlossene 0-
Umgebung U mit z— f(z) ¢ U fiir alle z € K, wegen 2y —f(zv) = (fu—f)(zv) € U
ein Widerspruch. O

7.5.4 Fixpunktsatz von Kakutani. [34] und [3].

Sei K C R™ eine nicht-leere, konvere und kompakte Teilmenge und f : K —
2K = P(K) eine konvez-wertige Mengenabbildung mit abgeschlossenen Graphen
{(z,y):y e f(x)} C K x K und f(z) #0 fir alle z € K.

Dann besitzt f einen Fizpunkt, d.h. 3z € K: x € f(x).

Beweis. Da der Graph von f abgeschlossen ist, ist f(z) = {z} x f(z) = Graphn{x}x
K abgeschlossen. Weiters ist f nach oben halbstetig, d.h. U offen = {«: f(z) C U}
offen, andernfalls gibe es zu f(z) C U ein Netz z; — xo und y; € f(z;) € K
mit y; ¢ U. Da K kompakt ist besitzt y; einen Hiufungspunkt y., und da der
Graph abgeschlossen ist liegt yoo € f(2o) C U, also auch y; € U schlieBlich, ein
Widerspruch.

Wie im Beweis von existiert zu jeder absolut-konvexen 0-Umgebung U eine
endliche Menge My C K mit K C My + U und nach Wahl von y, € f(z) fiir
x € My eine stetige Abbildung fy : K — K die nach[7.5.3|einen Fixpunkt zy € K
besitzt. Insbesonders konnen wir fiir U die Bille mit Radius % verwenden. Die Folge
der zugehorigen Fixpunkte x,, besitzt dann einen Haufungspunkt x,,. Wir zeigen,
dal x4 ein Fixpunkt von f ist. Da f nach oben halbstetig ist, existiert fiir jedes
g > 0 eine offene Umgebung Us von x4 s.d. f(u) C f(2e)+ U fiir allew € UsNK.
Beh.: f,(Us—1/nNK) C f(2o0)+Ue fiir 1/n < 0. Sei z € Us_1/,NK, also ||z—zs || <
§ — L. Zu z € K existiert ein x € M, mit ||z — z| < %, also ist ||z — 2] <
|z — 2|l + ||z — Tool| < d. Somit ist x € Us und damit y, € f(x) C f(xs) + Ue. Da
dies fiir alle z mit f§;(x) # 0 gilt ist fn(2) = 3 cpr, f(2) Ux € flaoo) + Ue.

Fiir hinreichend grofie n ist x, € Us/o N K und somit x, = fn(2,) € f(Too) + Ue.
Also ist der Haufungswert zo, € f(Zoo) + Use fiir jedes € > 0.

Angenommen o ¢ f(Zoo). Dann ist p := d(Zoo, f(2s0)) > 0, also oo ¢ f(2e0)+U,
fiir ein hinreichend kleines p > 0, ein Widerspruch. O

7.5.5 Fixpunktsatz von Kakutani fiir lokal-konvexe Riume. [9] und [10].
Sei K C FE eine nicht-leere, konvexe und kompakte Teilmenge eines LKV E und
f: K — 25 = P(K) eine konver-wertige Mengenabbildung mit abgeschlossenen
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Graphen und f(z) # 0 fir alle z € K.
Dann besitzt f einen Fizpunkt, d.h. Iz € K: z € f(x).

Beweis. Sei U eine 0-Umgebungsbasis absolut-konvexer abgeschlossener Mengen.
FirUeUsei Ky ={zecK:zec f(x)+U}={execK:Fye f(z):x—yecU}

Es ist Ky abgeschlossen, denn Ay := {(x,y) :  —y € U} ist eine abgeschlossene
Umgebung der Diagonale in K x K und und somit pr;(Ay N Graph(f)) = Ky
kompakt, also abgeschlossen.

Es ist Ky # 0: Fiir ein endliches My C K ist K C My + U. Sei A die konvexe
Hiille von My und fa : A — 24 gegeben durch z + (f(x) 4+ U) N A. Dann erfiillt
fa die Voraussetzungen von nmb!7.35.1 (wegen K C My + U ist (f(x)+U)N A
nicht leer und Graph(fa) = (Graph(f) + {0} x U) N (A x A)) und somit existiert
emz e (f(z)+U)NK,ie Ky #0

Die Familie Ky hat die endliche Durchschnittseigenschaft (da monoton), also exi-
stiert ein zg € [, Ky. Angenommen xo ¢ f(zo), i.e. 3U: x9 ¢ f(xo) + U, ein
Widerspruch zu zg € K. O

Bemerkung.

Offensichtlich hat der Fixpunktssatz von Kakutani umgekehrt auch der Fix-
punktsatz [7.5.3] von Brouwer-Schauder-Tychonoff zur Folge. Ersterer hat u.a. An-
wendungen in Form eines Minimax-Theorems in der Spiel-Theorie und damit in
der mathematischen Wirtschaftswissenschaft.

7.5.6 Lemma. Approximierbarkeit linearer Funktionale.
Let E be locally convex, A C E be absolutely convex, f: F — K linear.
fla ist continuous < Ve >0 Jz* € E* Ve € A: |(f —z*,x)| <e.

Proof. (<) is obvious since the uniform limit of continuous functions is continuous.

(=) Let F := (A)ys be the linear span of A considered with the Mikowski-functional
ga as Norm. Let £ > 0. Since f|4 is continuous there exists a absolutely convex
0-neighborhood U C E with |[(f,y)| < € for all y € AN U, and hence |(f,y)| <
e(qa(y) + qu(y)) for all y € A and hence all y € F. Let ¢ := eq4 und ¢ := equ.
Then for (z,y) € E x F' we have

—(z) < w(— )+ o(=y) — ([, —y) — ¥(2)
V() +ey) + (f,y) — ()

Yz —y)+ (f,y) + o)
)

and hence p : x — inf{w( —y)+ (f,y) + ¢(y) : y € F} is well-defined, sublinear

and satisfies
v(z)Va € E;

p(z) <eq
< (f,y) +eqaly)Vy € F.

p(y)

Since p is sublinear there is a linear z* : E — K with z* < p. By the inequalities
above z* € E* and (z* — f,y) < e Vy € A and since A is circled (f — z*,y) =
(x* — f,—y) < e for all y € A, which proves the theorem in the real case.

Now let K = C. For f: E — K being continuous on A consider fg :=Reo f: E —
R, hence f(x) = fr(z) — i fr(ix). By the real case there exists a continuous linear
¥ B — R with |[(fp —2*,2)| < e for all x € A. Let &* : © — z*(z) — iz*(iz).
Then #* : E — C ist continuous and C-linear and |(f — &*, z)| < v2e. O
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7.5.7 Proposition. Grothendieck’s completeness theorem.
The completion E of a lcs E can be described as

E :={f: E* — K linear ,Y0-neighborhoods U C E : f|yo is o(E*, E)-continuous}

supplied with the topology of uniform convergence on the U°.

Proof. (E C E’) Obvioulsy E* = E*, hence E can be considered algebraically aus
dual (E*,o(E*, E))*. This way any f € E induces a linear functional f : E* — K
which is U(E*,E‘) continuous. Let U C E be a 0-neighborhood in E. Then the
closure U C E is a 0-neighborhood in E by and U° = (U)°. By the Alaoglu-
Bourbaki-theorem (U)° is o(E*, E)-compact, and hence this topology agrees
on U° with the weaker o(E*, F)-topology and thus f|y. is continuous for this
topology.

(E carries the trace topology of E) Every locally convex space carries the topology of
uniform convergence on polars U° for all 0-neighborhoods U by [7.4.11] Since a basis
of 0-neighborhoods of E is given by the closures U of the 0-neighborhoods U C F
by the topology on FE is that of uniform convergence on U° = U’ C E* ie
the trace topology inherited from E.

(E is dense in E) Let f € E. Then f : F := E* — K ist linear and we consider
o(E*, E) on F. For any (absolutely convex) O-neightboorhood U in F the set A :=
U®° is absolutely convex in E* and by what we have shown above o(E*, E) agrees
with o(E*, E‘) on U°. Thus f|4 is continuous for the considered topology inherited
from F. By lemma-for every € > 0 there is an z* € F* = (E*,0(E*,E))* = E
with |[(f —a*,z)| < e for all z € A, i.e. f can be approximated in the topology of
uniform convergence on the U° by z* € E, i.e. E is dense in E. O
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8. Losung partieller Differentialgleichungen

In diesem Kapitel entwickeln wir das nétige Instrumentarium (nédmlich die Fourier-
Transformation) um schliefllich die Existenz von Losungen von linearen partiellen
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu beweisen.

8.1 Fourier-Transformation von Funktionen

8.1.1 Bemerkung. Von Fourier-Reihe zur Fourier-Transformation.

Sei D = P(0) ein partieller linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizien-
ten, also P ein Polynom P(z) = 3 <,,, @ 2 in (z1,...,2,) mit komplexen Ko-
effizienten aj. Wie wir in [£.7.7] gesehen haben, geniigt es eine Fundamentallosung,
d.h. eine distributionelle Losung € von

D(e)=¢

zu finden, da dann u := € x f eine Lésung von
D(u) = Diex f) = D(e) x f =% f = f

ist.
Fundamentallésungen fiir klassische Differentialoperatoren wie den Laplace-Opera-
tor, den Warmeleitungs-Operator und den Cauchy-Riemann-Operator waren lange
bekannt. In [32] und unabhingig [8] wurde allgemein die Existenz von Funda-
mentallésungen jeder linearen partiellen Differentialgleichung mit konstanten Ko-

effizienten gezeigt. In [13] wurde die Existenz temperierter Fundamentallssungen
gezeigt.

Wie wir in gesehen haben, verwandelt der Ubergang zu Fourier-Koeffizienten
(partielle) Ableitungen in Multiplikation mit den Variablen (mal ). Anwendung auf
D(e) = P(0)e wiirde also P(iz) - F(¢)(x) liefern und somit die Gleichung D(g) =4
in P(i-) - F(e) = F(6) umwandeln. Die Fundamentallésung ¢ sollte also durch
e = F YF(5)/P(i.)) gegeben sein. Die Fourier-Reihen-Entwicklung aus Kapitel
funktioniert aber nur fiir 2w-periodische Funktionen. Wir miissen sie also auf nicht
periodische Funktionen erweitern.

Sei vorerst f € D mit Trg(f) C [—m,7|. Dann 148t sich f zu einer eindeutigen
glatten periodischen Funktion f : R — C fortsetzen, und somit gilt nach fiir
x € [—m, 7

_ - ) 1 [t~ ) .
f@) = f0) = S F DW= S o [ e rayer

keZ keZ

Ist f € D beliebig, so ist fiir alle M mit Trg(f) C M-[—n, 7] die gestauchte Funktion
far definiert durch fys(x) := f(M - x) eine glatte Funktion mit Triiger in [—m, 7],
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und somit ist fir x| < M7

F(@) = far (/M) = Z (y) e dy e/t
w2 [ sar eyt
k — 00
— LZ y /Oo f(z) e ® /M gz e /M (g y = )
2 & M —00 M

— i i ika /M
=5 § ~f Ik M) e

wobel

+oo
Fiy) = / f(z) e da

—00

ist. Die letzte Summe ist nun aber eine Riemann-Summe von
1 [t ,

= Ffly)e " dy

2

—00

beziiglich der Partition {ﬁ : k € Z}. Also sollte mit M — oo folgende Inversions-
formel gelten:

1 [t

5 Ffy) e dy.
T

fz) =

8.1.2 Definition. Fourier-Tranformation.
Essei f € D(R"), dann ist die FOURIER-TRANSFORMIERTE F( f) wie folgt definiert:

Ff:y— f(x) e 4o dg.
Rn

Wir wollen die Fourier-Transformation aber auch auf Distributionen anwenden.
Dazu bendétigen wir die Stetigkeit der linearen Abbildung F zwischen zwei Funk-
tionenrdumen glatter Funktionen. Da wir auch die inverse Fourier-Transformation
benstigen, sollte F ein Isomorphismus sein.

Die Fourier-Transformierte einer Funktion f € D ist glatt und fiir ihre Ableitung
gilt:

0,(Ff) = Fla — —iz; f(2))]

Beweis.
OFNW = [ e

= f(z) 88 —H@y) gy

=/ —ix; f(x)e " da
=F(z — —iz; f(z))(y). O
8.1.3 Bemerkung.

Diese Formel zeigt, dal F Multiplikation mit Koordinaten in partielle Ableitungen
iibersetzt. Die inverse Fourier-Transformation

F@) = g [ ) e dy
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N
(2m)"

und damit F partielle Ableitungen in Multiplikation mit Koordinaten iibersetzen:

158t sich offensichtlich auch als | F~1f = S(Ff) | schreiben. Also sollte F~1

In der Tat gilt folgende Formel:
| FONW) =iy Ff)-|

Beweis.

FOiNy) = | 0if(x)e”" ¥ du

R™

=— f(x) (—iy;) e ¥ dz  (wegen part. Int.)
R'"l

=iy; Ff(y). O

Um die Invertierbarkeit der Fourier-Transformation zu erreichen liegt es also nahe
den Raum S der glatten Funktionen f zu betrachten, fiir die beliebige Ausdriicke
der Form 2 — 2%9° f(x) beschriinkt sind. Dazu definieren wir:

8.1.4 Definition. Raum der schnell-fallenden Funktionen.

Mit S bezeichnen wir den Raum aller SCHNELL FALLENDEN C'*°-FUNKTIONEN, d.h.
Funktionen deren sédmtliche partiellen Ableitungen 9% f die Eigenschaft besitzen,
daB fiir jedes Polynom p der Ausdruck [|f|p.a = sup{|p(z)0“f(z)| : z € R"}
endlich ist. Beziiglich dieser Seminormen ist S ein Fréchet-Raum, denn wir kénnen
uns auf die abziihlbar vielen Polynome x +— (1 + |z|?)* mit k € N beschriinken.

Fir f € S konvergiert das folgende uneigentliche Riemann-Integral und definiert
somit die FOURIER-TRANSFORMATION von f:

Fiw= [ fa)e i da.

8.1.5 Lemma. Fourier-Tranformation fiir S.
Es ist F : § — S eine wohldefinierte stetig lineare Abbildung, welche fir f € S
folgende Gleichungen erfillt:

F(0; F)y) =1y; Ff(y)
F(z = x; f(x)) = —i0;(Ff)

Beweis. Wie oben zeigt man die Giiltigkeit der beiden Gleichungen. Aus ihnen
folgt sofort, dal mit f € S auch F(f) in S liegt. Die lineare Abbildung 7 : S — S
ist nach auch stetig, denn ev, oF : f — (f, e~ -9} ist offensichtlich stetig fiir
alle y € R™. O

8.1.6 Lemma. Rechenregeln fiir Fourier-Tranformation.
Es gelten fiir f € S folgende Gleichungen
F(Hy) = (7f)( ) =Ff(-y)
( Ny) = Fi(y)
Flx ™ fla)(y) = Ta( N)
W) (Y) =

1 Yy
F(f, - (;)

Fla v e 17772y () = (2m)/2 e~ 101 /2

Y
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wobei fu(x) = f(u-x) ist.

Beweis. Es gilt:

F(F)y) = / F@ e de

= [ sween i
Rn

Sy v
Rn

=Ff(-y)

F(Tof)(y) = /]Rn flx—a) e~ UTY) 1y

— / f(z) e~ iztay) 4,
]Rn

= ¢~ Haw) (2) e~ Hzw) 4,

Rn
— e~ Hay) FFy)
Fx— e*i<z,a>f(x))(y) = . f(z) o—iT,0) o=iley) gy

= [ fla)e et dg
Rn

=Ffla+y)

=T_o(Ff)(y)

Flww) = | flu-x) e~ @) dy

— —igzgy 1 g
o f(z)e g z
L Y

= 7]-' g
- FI( u)

Nach [22] \ ist ijO: e~ dz = /7, also f_Jr:oo e="/2 dz = /27 und somit

/ e 1e1*/2 g = H / e /2 dz; = (2m)"/2.
n j=1 R

Es sci f(z) := e~ 1*I*/2. Dann ist

n +00
Fiw =1 [ e a,
j=17 7%

also geniigt es die Formel F(f) = (2r)"/2 f fiir n = 1 zu zeigen. Dann ist

FF(0) = /R /2 dr = V2 = V2x £ (0)
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und mittels partieller Integration
FN) = Fa s =iz o) = [ e (i) eV do
R

=—i / Ty o7t 2 gy — / e /2 Zeminy g
R dx R dx

—y / 12 e i =y F(f)(y).

Nach dem Eindeutigkeitssatz [20 [6.2.15] oder auch [20] [6.2.14] fiir gewdhnliche
Differentialgleichungen folgt F(f) = v2x f. O

8.1.7 Fourier-Inversions-Formel.
Die Fourier-Transformation F : § — S ist ein Isomorphismus mit inverser Trans-
formation F~1 = ﬁ SolF, d.h.

F = SN v o [ Sw) ey

Beweis. Wegen Fubini gilt:

Ff(z) - g(z) ™ dz:/ 9(2)6“”“”/ e W2 f(y) dy dz

R

R» R
= / "V g(2) fly) dz dy

= [ Fgly—=z) fly)dy
R’n

= [ Fge)- S+ 2)de.
R‘n

Ersetzen von g durch z — g(ex) mit Fourier-Transformierten y — - Fg(¥%) liefert
Ff(z)-glez) ™) dz = Fg(z)- f(x+ez)dz
R" R™
und mit € — 0

9(0) [ Ff(z)e'™?dz = f(x) | Fg(z)dz.

R R

Wiéhlen wir nun g(z) := e~ 171°/2 und verwenden wir Fy(y) = (2m)/? e=Iv°/2 und
Jan e~121*/2 4 = (27)"/2 s0 erhalten wir

/n CAFf(2)dz = (2n)" f(z). O

8.1.8 Selbstadjungiertheit.
Die Fourier-Transformation ist formal selbstadjungiert, d.h.

[(Ff.9) = (f.Fg).]

Beweis. Dies sieht man sofort durch Einsetzen von x = 0 in der Formel
Ff(2)g(z) e dz= | Fgly) f(x+y)dy
R’n R’n
im obigen Beweis. O
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8.1.9 Parseval’sche Formel.

(f,9) =

(271r)n (F1, Fo).

Beweis. Das folgt wegen

F(Fg) = S(FFg) = S((2m)" Sg) = (2m)" g

aus:

Fi-Fa= [ fFFD=cor [ £ 0

Rn

8.1.10 Multiplikativitit.
Beziiglich Faltung und Produkt haben wir:

F(frg)=Ff-Fg
F(f-g) =

1
(2m)™
Beweis. Die Formel fiir die Faltung folgt mittels Fubini wie folgt:

F(i )@ = [ e (frg)a)do
= [t [ o= v dyda

= [ [ et i ) gla - y) de dy
= [ e </ Sitea) g — )d:c)f( ) dy

= Fy(z) - /n e f(y) dy
=Fy(z)- Ff(2)

Die Formel fiir die Transformierte eines Produkts erhalten wir aus der Fourier-
Inversions-Formel

F(f-9) = F(FFf-F ' Fg) = F(@2m) "S(F(F [+ Fg))
= (2m) "F(FNFf*Fg)) = (2m) " Ff * Fy
oder analog zum ersten Teil direkt mittels dem Satz von Fubini:

Fa)e) = [ e fa) gla) de
=0 [ et g / ) F(y) dyda

(2m)~ /n/n —Ue ) g () Ff(y) da dy

0 [ ([ e gwan) £y

=(2m)™" . Fg(z—y) Ffly)dy

=2m) ™ (FgxFf)(z). O
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8.1 FOURIER-TRANSFORMATION VON FUNKTIONEN 8.2.2

8.2 Fourier-Transformation von Distributionen

8.2.1 Definition. Temperierte Distributionen.
Unter dem Raum der TEMPERIERTEN DISTRIBUTIONen verstehen wir den Dual-
raum S’ des in [8.1.4] definierten Fréchet-Raums S.

Da D C § C € jeweils dicht ist, induziert jede Distribution mit kompakten Tréiger
eine eindeutige temperierte Distribution, und jede temperierte Distribution definiert
eine eindeutige Distribution in D’. Um die Dichtheit von D C S einzusehen, wihle
eine Funktion h € D, die lokal um 0 identisch 1 ist und beachte, dafl dann f.
definiert durch x — f(x) - h(ez) in S gegen f konvergiert. Man beachte, dafl jede
lokale L'-Funktion f, welche nicht schneller wichst als ein bestimmtes Polynom p,
eine temperierte Distribution ¢y : g — [;. g(x) f(z) dz definiert. Das Integral ist
absolut-konvergent, da

l9(@) F(@)] < [ple) (1 +]al2)"* g(a)| -

1 ’ 1
T+ 21 ()

f@)|.

Wegen der formalen Selbstadjungiertheit von F und der Fourier-Inversions-Formel,
ist die durch

Flp): f = o(Ff)
definierte Fourier-Transformation ein Isomorphismus von &’ — &’.

Berechnen wir z.B.

FO)(f) = (Ff) = (F)0) = s (@) e~ i@l0 g
= [ =1

R‘"L
also ist F(9) = 1.

8.2.2 Proposition. Faltung unter Fourier-Transformation.
Fiir die Fourier-Transformierte von temperierten Distributionen gilt:

Flox f)=F(p)-F(f) firpe S, feS
Floxp) =F(p)  F(¥) fir o€ S, e’

Weiters gilt Plancherel’s Satz:
Es sei f € L2(R™) aufgefapt als Distribution in S’. Dann ist F(f) € L? und es gilt
die Parseval’sche Formel | F(f)|l2 = (2m)"/? | ]|z

Falls f € LY(R™), dann ist F(f) stetig.
Beweis. Es seien f,g € S. Dann gilt:

1
=Sf*Fyg
und fiir ¢ € 8§’ somit

Fle* )g)=(p* f)(Fg)
= (p* fxS(Fg))(0) = p(S(f *S(Fg)))

= (SF * Fg) = o(F(Ff-9) ) =Fo(Ff - g) = (FI - Fo)(g).
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8.2 FOURIER-TRANSFORMATION VON DISTRIBUTIONEN 8.2.3

Nun sei ¢ € &', ¢ € £, f. eine approximierende Einheit, und v, := ¥ % f.. Dann

gilt x1Pe = p*9 * fo und somit F(px1p) = F(p) - F(Y:) = Flp) - F(P) - F(fe)-
Und fiir € — 0 erhalten wir F(p x ) = F(p) - F(¢).

Es sei p € L%(R") aufgefaft als Distribution in &’. Dann ist F(p) € L? und es gilt
Parseval’s Formel || F(o)|l2 = (27)™/2 |||

Fiir alle f € S gilt nach obiger Formel von Parseval:
FW = leEDI=| [ 071

< Nl IF )z = @m)"" llll2 |1 1|2

Folglich ist nach den Riesz’schen Darstellungssatz F(¢) € L? und ||F(p)| <
(2m)™/2 ||¢l|2. Auf dhnliche Weise gilt:

1F ella < (2m) 7 1oz
und somit
lells = 1F 7 Feplla < (2m) %[ Foll2 < [loll2
also gilt Gleichheit.

Falls f € L'(R"), dann ist F(f) stetig. Da das Integral [5, e=“®* f(z)dx absolut-
konvergiert ist F(z) wohldefiniert und wir erhalten wegen |e =% — 1| = 2| sin(¢/2)|:

|Ff(z) — Ff(z0)| = ‘/ i@,20) ‘W’z—zfﬁ —1) f(x)da;‘
</
<2/
= 2/|$I<A

—|—2/ |f(z)]dx — 0 fiir z — 2. O
|z|>A

emile0) ]| f(a)] da

. {xyz — 20)
sm%’ N f ()| da

sm@].mx)mx

Es ist nun formal sehr einfach eine Fundamentallosung zu konstruieren. Wendet man
nimlich die Fourier-Transformation auf P(9)e = § mit 9 = —i% an, so erhilt man
P-F(e) =1, dh. F(e) = +, also sollte ¢ die Inverse Fourier-Transformierte von %
sein. Das macht jedoch Schwierigkeiten wegen der reellen Nullstellen des Polynoms
P. Die Schwierigkeit kann jedoch durch geeignete Wahl des Integrationsbereichs
behoben werden, siehe [13] oder [38], wir schlagen allerdings einen anderen Weg

ein.

8.2.3 Satz iiber die Fourier-Laplace Transformierte.
Fiir jede Distribution o € &' mit kompakten Triger erweitert sich die Fourier-
Transformierte F(p) zu einer ganzen Funktion am C™ vermdge F(p)(z) := @(e”H=2)).

Beweis. Der Ausdruck ¢(e~*~#)) ist wohldefiniert, denn ¢ € £ und z — e~ #®:2)
ist in &.

Bleibt zu zeigen, daf} er auf reellen Argumenten mit der Fourier-Transformierten
iibereinstimmt: Sei dazu f. eine approximierende Einheit, d.h. pxf. — ¢in & C §'.
Da F stetig ist, gilt F(p % fec) — F(¢) und andererseits:

f(go* fs)(z) = (@*fs)(efi(,,z)) N (,0(67“”2))
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8.2 FOURIER-TRANSFORMATION VON DISTRIBUTIONEN 8.2.4

gleichmiiBig fiir z in beschréinkten Mengen von C", denn dann liegt auch e~#-#)
in einer beschriankten Menge in £. Folglich konvergieren die zugehorigen Distribu-
tionen F(¢ * f.) gegen die durch z — ¢(e~*~*)) gegebene Distribution auf D, i.e.
F(p) ist die dadurch gegebenen Distribution in D’.

Da die Abbildung z — e~**) eine holomorphe Abbildung von C* — C>°(R",C)
ist und ¢ : £ — R eine stetige lineare Abbildung ist, ist auch z — <p(e_i(*’z>)
holomorph. Man kann das auch wie folgt direkt zeigen:

Foly +tez) —Fely) 1 ((p( —iartted) oo z'<,,y>)>

1 —1 +te; —i(-,
L(emilewtted _ =il y>))

(:L‘ — e~ Hzw) e ”:1—1>
(z

R y)) 0
8.2.4 Paley-Wiener-Schwartz Theorem.

1. Das Bild F(&') aller Distributionen mit kompaktem Triger unter der Fourier-
Laplace-Transformation besteht genau aus jenen ganzen Funktionen F :
C™ — C, fiir welche folgende Bedingung erfillt ist:

JAIN eN3ICVz € C": |F(2)| <O+ |2V eAlImz]
2. Das Bild F(D) der glatten Funktionen mit kompaktem Triger unter der

Fourier-Laplace- Transformation besteht genau aus jenen ganzen Funktionen
F:C" — C, fir welche folgende Bedingung erfiillt ist:

JAVYN € NIC V2 € C ¢ [F(2)| < C(1+ |2]) 7N eAlTm=l,

Beweis. (Q) Es sei F(z) := (e~ *~#) die Fourier-Laplace-Transformierte einer
Distribution ¢ € £’. Dann existiert eine Konstante C, ein N € N und eine A > 0
mit
lo(f)|<C-  sup  |0%f(z)| fiir alle f € E.
lo] <N |z[<A

Es sei exp,, die Funktion exp_(z) := e~ %®2). So gilt |0% exp_ (z)| = |(iz)*-exp, (z)| <

|2%| e{®3m2) und somit

F(2)| = p(exp,) SC- sup  |0%exp,(z)| <C-  sup [zflo] elrIma))
la|<N,|z|<A la|<N,|z|<A

<C 1+ ]V - eAPmal

(@) Sei nun F' die Fourier-Laplace-Transformierte einer Funktion f € D und sei A
so, dafl der Tréger von f im A-Ball enthalten ist. Aus

(i2)* Ff(z) = F(0°f)(z) = / e "1 @2 9% f () da
{z:|z|<A}
folgt fiir jedes Polynom P

[P(2)] - |Ff(2)] SBA':”"Z'/ [P(0)f ()] dx

m

uns somit erhalten wir fiir jedes gerade N € N ein C' > 0 mit

(L+[zHN2|Ff(2) < C- et
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8.2 FOURIER-TRANSFORMATION VON DISTRIBUTIONEN 8.3.1

Wegen 0 < Vll_a‘zzf — 1 und somit 0 < ¢y < % < Oy fiir gewisse Konstan-

ten ¢g und Cy gilt die gewiinschte Bedingung.
(@) Nehmen wir nun umgekehrt an, dafl die zweite Bedingung gilt und definieren
wir

f(@) = F'F(z) = (Qi)n /R F(z) @ dz.

Nach Voraussetzung konvergiert das Integral absolut und ebenso gilt fiir die Ablei-

tungen
1 .
0% f(x :7/ F(z) 2% ™2 dz.
@) = G [ PG

Also ist f € &.
Da nach Voraussetzung F' eine ganze Funktion ist, gilt

1 ) .
= ) iz, utiv)
f(z) G /Rn Fu+iv)e du.

Setzen wir N = n + 1 so erhalten wir

1 du
< —(z,w)+A |v| / W
@< g O o (LT Tl

also |f(z)| < C"eAPI=(2) und wenn wir v = tz setzten:
|f(z)| < C" et~ AlzD)

Fiir t — oo folgt, daB f(z) = 0 fiir alle |z| > A. Also ist f € D mit Trg(f) C {z :
|z] < A}

(@) Sei schliefllich F' eine ganze Funktion, die die erste Bedingung erfiillt. Dann
ist F' langsam wachsend bei oo, definiert also eine temperierte Distribution mit
Inverser Fourier-Transformierten ¢ € §’. Es bleibt zu zeigen, dafl ¢ € £’. Sei dazu
fe eine approximierende Einheit. Es gilt F(¢ * f.) = F(¢) - F(fe), und wegen der
Ungleichung fiir F(¢) = F und der entsprechenden fiir F(f:) erhalten wir, dafl
F(p) - F(fe) eine ganze Funktion ist, die eine Ungleichung vom zweiten Typ mit
einer Konstanten A+ ¢ anstelle von A erfiillt ist. Also ist o+ f- € D und hat Trager
in der Kugel vom Radius A + e. Folglich hat auch der Grenzwert ¢ kompakten
Trager. O

8.3 Lineare PDG mit konstanten Koeffizienten

8.3.1 Malgrange-Ehrenpreis-Theorem.
Es sei P(9) ein linearer partieller Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten
am R™. Dann existiert eine Fundamentallosung € € D’.

Beweis. Essei D = P(30) ein partieller linearer Differentialoperator mit konstan-
ten Koeffizienten, d.h. P ist ein Polynom P(z) = > <,, @k 2Xin (21,...,20) = 2
mit komplexen Koeffizienten ay. Es sei P! := Z‘k|<m(—1)‘k‘ak zF dann gilt

(P(%a)go)(f) - @(Pt(,lﬁ)f) fiir alle p € D', f € D.

Wir bezeichnen folglich mit D* := Pt(} ). Falls € eine Fundamentalldsung von D
ist, so erhalten wir f(0) = &(f) = (P(30)e)(f) = e(P*(30)f) = (D'f) fiir alle
feD.

Der Operator D! : D — D ist injektiv, denn falls D'f = 0 ist, so erhalten wir mit
durch Anwenden der Fourier-Transformation 0 = F (D' f)(z) = P'(z) - F f(2)
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8.3 LINEARE PDG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN 8.3.1

fiir alle 2 € R™. Da P! # 0 ein Polynom ist, folgt F(f) = 0 und somit f = 0 nach
der Inversionsformel

Jede Fundamentalldsung € ist also auf den Teilraum D*(D) durch g = D*(f) — f(0)
gegeben.

Wenn wir umgekehrt zeigen konnen, dafl diese Formel ein stetig lineares Funktional
auf D'(D) C D definiert, so kénnen wir dieses nach dem Satz von Hahn-Banach
zu einem stetig linearen Funktional ¢ € D’ erweitern, und dieses ist dann eine
Fundamentallssung, denn D(g)(f) = e(D'f) = f(0) = &(f).

0.B.d.A. ist P(xy,...,7,) = £zl + 22:1 Py(1,. .., 2p_1) z37%: Wir zerlegen P!
in seine homogenen Teile und miissen dann nur die Existenz eines linearen Ko-
ordinatenwechsels zeigen, sodal der homogene Anteil von P! héchsten Grades d
in den neuen Koordinaten obige Darstellung mit homgenen Polynomen P, vom
Grad k besitzt, denn der Grad der homogenen Teile bleibt unter linearen Koor-
dinatenwechseln erhalten. Wir bezeichnen also den homogenen Teil von P! ma-
ximalen Grades d wieder mit P? und entwickeln ihm nach der letzten Koordina-
te P'(z',r) = ZZ:O 74~k Py (z') mit homogenen Polynomen Pj, vom Grad k. Sei
x = (2/,r) mit 2’ := (x1,...,2p—1) und 7 := x,,. Wir wenden einen linearen Ko-
ordinatenwechsel der Form (2/,7) — (2’ + ry',rs) an, wobei (¥, s) so gewihlt sei,
daBl P*(y’,s) = 1 und s # 0. Dann ist

d
Pz’ +ry,rs)= Z(r 8)FP (2 +ry)
k=0
d
B (Tkpk(y/) FrEIp () rOPk,k(x’,y’))
k=0
d d &k
_ :|:7"d st—kpk(y/) +erd—j sd—k Pk,j(1'/7y/)
k=0 k=0 j=1
=Py’ 5)=£1

d d
=479 4 Z rd=i Z 7R P (Y.
= oy

Nach dem Paley-Wiener Theorem ist F(f) eine ganze Funktion in S fiir jedes
f € D. Aus der Fourier’schen Inversionsformel erhalten wir

)" 0] = ) [FFFO) < [ 1P de
dx

<M -
>~ - 1_|_|xl|n+1+,,,+|xn71|n+1+|xn|n+l
wobei
M = sup |(1+ |z1|" T + -+ |zt [T+ 2" THF £ ()]
.,L.GR‘!L

Um M abzuschétzen benétigen wir folgendes

Sublemma.
Ist f : C — C eine holomorphe Funktion und p ein Polynom mit fiihrenden Koeffi-
zienten a. Dann gilt:

la f(2)] < sup{ | (w) p(w)] : Jw — 2| < 1}
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8.3 LINEARE PDG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN 8.3.1

Beweis. Es sei m die Ordnung von p, und g(w) := w™p(1), wobei p das Poly-
nom mit den konjugierten Koeflizienten von p bezeichnet. Dann gilt ¢(0) = a und
Ip(e?®)| = |q(e*)|. Aus der Cauchy’schen Integralformel folgt nun

01O = 70 a0)] = |5 [ I g,

|lw|=1 w
w) q(w
< sup{| L2y — 1} = o) )] < ] = 1)
Wenden wir dies auf w — f(z + w) und w — p(z + w) an so erhalten wir das

gewiinschte Resultat. O
Nun wenden das Sublemma im Punkte » € R auf das Polynom P’(z’,.) und
die holomorphen Funktionen Ff(z/,-), x?“ Ff',) fir 1 < j < n sowie z +—
2"t Ff(a',2) an und erhalten folgende Ungleichungen:

Fra < sup |PUalw) FAw)

lw—r|<1

G PFA ) S sup | P w) - F G w)
‘ lw—r[<1!

[t Ff(2,r)| < sup |w™T P2’ w) - ff(x’7w)‘.
Jw—r|<1

Aus

P’ w) FHa ) = F(P(30) - £) = [ e Dy s)dey )
folgt weiters, daf3 |

FIEIIS s P Ffedw) < sup / DGy 8) d ).

Und #hnlich folgen aus
2P (ol w) - Ff (! w) = / e ) DY) (Y 8) Y 5)

J

n

Wt Pl w) - F (el w) = / e 10 gD )y 5) d(y, )

n

die Ungleichungen

sup |21 P(a’,w) - Ff (2!, w)| < sup/ el OFHD () )l d(y', ).

lw—z|<1 ul<1

sup W™ PYa!w) - Ff(aw)| < sup / o or D) ()| Al 5).

jw—z|<1 Ju<1

So erhalten wir schlie3lich:

M := sup [(1+ |z1|" T 4+ -+ |z P+ |$n|n+1)-7:f(37)‘
z€R™
< sup [ (1D 3 oDt D) ) )
lul<1JR™ 0<j<n

Es sei D f; — 0 eine beschriinkte Folge in D, d.h. der Tréiger der D! f; ist enthalten
in einer fixen kompakten Teilmenge von R™ und alle (partiellen) Ableitungen von
D'f; sind gleichméBig beschréinkt. Also ist nach obigen Ungleichungen auch M
beschréinkt und damit ebenso f;(0). D.h. das Funktional D f — f(0) ist stetig fiir
die von D induzierte Topologie. O
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